Halmazok, relaciok, fiiggvények

Egy halmazt akkor tekintiink adottnak, ha barmely targyrol,
fogalomrol stb. el tudjuk donteni, hogy eleme-e a halmaznak.
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(1) felsoroljuk (ha lehetséges) a halmazhoz tartozo Osszes elemet,
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mely dologrol eldonthetjik, hogy eleme-e a halmaznak.



Halmazok, relaciok, fiiggvények

Egy halmazt akkor tekintiink adottnak, ha barmely targyrol,
fogalomrol stb. el tudjuk donteni, hogy eleme-e a halmaznak.

Halmaz megadasa:

(1) felsoroljuk (ha lehetséges) a halmazhoz tartozo Osszes elemet,
(2) pontosan megfogalmazzuk azt a tulajdonsagot, amely alapjan bar-
mely dologrol eldonthetjiik, hogy eleme-e a halmaznak.

Legyen T olyan tulajdonsag, amely alapjan tetszoleges x ,,dologrol”
el lehet donteni, hogy rendelkezik-e ezzel a tulajdonsaggal vagy sem.
A T tulajdonsaggal rendelkezé elemek halmazat a kovetkezoképpen
adjuk meg:

{z : x a T tulajdonsaggal rendelkezik}.



Ha az A és B halmaz elemei ugyanazok, akkor azt mondjuk, hogy a
két halmaz egyenlo. Jele: A = B.



Ha az A és B halmaz elemei ugyanazok, akkor azt mondjuk, hogy a
két halmaz egyenlo. Jele: A = B.

A halmazok elemeit csak egyszer vessziik figyelembe és a sorrendre
nem vagyunk tekintettel.



Ha az A és B halmaz elemei ugyanazok, akkor azt mondjuk, hogy a
két halmaz egyenlo. Jele: A = B.

A halmazok elemeit csak egyszer vessziik figyelembe és a sorrendre
nem vagyunk tekintettel.

Ha az A halmaz minden eleme a B halmaznak is eleme, akkor az A
halmazt a B részhalmazanak nevezzik. Jele: A C B.



Ha az A és B halmaz elemei ugyanazok, akkor azt mondjuk, hogy a
két halmaz egyenlo. Jele: A = B.

A halmazok elemeit csak egyszer vessziik figyelembe és a sorrendre
nem vagyunk tekintettel.

Ha az A halmaz minden eleme a B halmaznak is eleme, akkor az A
halmazt a B részhalmazanak nevezzik. Jele: A C B.

Azt a halmazt, amelynek egyetlen eleme sincs, iires halmaznak
nevezzik. Jele: ().



Ha az A és B halmaz elemei ugyanazok, akkor azt mondjuk, hogy a
két halmaz egyenlo. Jele: A = B.

A halmazok elemeit csak egyszer vessziik figyelembe és a sorrendre
nem vagyunk tekintettel.

Ha az A halmaz minden eleme a B halmaznak is eleme, akkor az A
halmazt a B részhalmazanak nevezzik. Jele: A C B.

Azt a halmazt, amelynek egyetlen eleme sincs, iires halmaznak
nevezzik. Jele: ().

Alaptételek

(1) Az tires halmaz minden halmaznak részhalmaza.
(2) Minden halmaz részhalmaza onmaganak.

(3) A = B akkor és csak akkor, ha A C B és B C A.
(4) Ha AC Bés B C C, akkor A C C.



Muveletek halmazokkal

Az A és B halmazok uniéjan mindazon elemek AU B-vel jelolt hal-
magzat értjik, melyek az A és B halmazok kozil legalabb az egyiknek
elemeli.
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elemeli.

Az A és B halmazok metszetén mindazon elemek halmazat értjik
amelyek A-nak is és B-nek is elemei. Jele: AN B. Ha AN B = 0,
akkor A-t és B-t diszjunkt halmazoknak nevezziik.

Az A és a B halmaz kiilonbségén mindazon elemek halmazat
értjiik, melyek elemei A-nak, de B-nek nem. Jele: A\ B.

Legyen az X halmaznak az A részhalmaza. Az A halmaz X-re
vonatkozé komplementer halmazdn értjiik az X \ A halmazt. Jele:

A.
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Miiveleti tulajdonsagok

Legyenek az A, B, C' halmazok az X halmaz részhalmazai.

(1) AUB=BUA é& AnNB=BnN A (kommutativités),

2) AU(BUC)=(AUB)UC é& An(BNC)=ANB)NC

(asszociativités),

3)AN(BUC)=(ANB)U(ANC) és
AU(BNC)=(AUB)N(AUC) (disztributivités),

4Yha A C B,akkor AUB=Bé ANB=A,
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(4)

5 AUA=X, AnA=0, é A=A
(6) AUB és AN B = AU B (de Morgan azonossagok)
(7) A\B=ANB.



Az x és y elemekbdl készitett rendezett elemparon egy olyan
(x,y) szimbolumot értiink, melyre igaz, hogy (z,y) = (u,v) pontosan
akkor, ha x = u és y = v. Ekkor x-et a rendezett elempar elso, mig
y-t a masodik komponensének nevezziik.
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Az A és B halmaz Descartes-szorzatanak nevezzik mindazon
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komponense B-beli elem. Jelolése: A X B.
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hozzéarendeli a b-t).



Az x és y elemekbdl készitett rendezett elemparon egy olyan
(x,y) szimbolumot értiink, melyre igaz, hogy (z,y) = (u,v) pontosan
akkor, ha x = u és y = v. Ekkor x-et a rendezett elempar elso, mig
y-t a masodik komponensének nevezziik.

Az A és B halmaz Descartes-szorzatanak nevezzik mindazon
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Legyenek A és B adott halmazok. Az A X B egy részhalmazat
(binér) relaciénak nevezziik. Ha R C A x B, azaz binér relacio,
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Egy adott R relacié esetén a relacidbeli rendezett parok els6 kom-
ponenseinek a halmazat a relacié értelmezési tartomanyanak
(Dom R), a méasodik komponensek halmazat a relacio értékkészle-
tének (Rng R) nevezziik.



Az R inverzének nevezziik és R~ 1-el jeloljik azt az R~! € B x A
reléciét, amelyre yR 1o akkor és csak akkor teljesiil, ha zRy.
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Legyenek A, B, C' adott halmazok. Az F C Ax Bés G C BxC
relaciok kompozicidéjan azt a G o F'-fel jelolt relaciot értjuk, melynek
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van olyan y € B, hogy zF'y és yGz.
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az (x, z) rendezett elempar pontosan akkor eleme, ha x € A, z € C és
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Legyenek A és B adott halmazok, és f egy binér relaci6 A és B
kozott. Ha az f olyan tulajdonsagi, hogy minden A-beli x elemhez
legfeljebb egy B-beli y elem létezik, amelyre x fy teljesiil, akkor az
f relaciot figgvénynek nevezziik (egyértelmi hozzarendelés). Ha f
értelmezési tartomanya az A halmaz, akkor az A halmazon értelmezett
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Ha xfy, akkor azt mondjuk, hogy f az z-hez az y-t rendeli, és y
egyértelmiisége miatt y-t f(x)-szel jeloljiik és az f fiiggvény x-beli
értékének (vagy az = elem képének) nevezziik.
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Az f fuggvény invertalhaté, ha az ! reldcid is fiigevény. Ekkor
az fl-et az f inverz fliggvényének nevezziik.

Legyen adott az f és g fuggvény. A g o f kompoziciét osszetett
fuggvénynek nevezziik, az f-et belso, mig a g-t pedig kuilso fligg-
vénynek.

Legyen f: A — B egy figgvény. Ha Rng, = B, akkor f-et az A-t
B-re képzo fugevénynek, vagy mas szoval sziirjektiv fligevénynek
nevezzuk.

Ha pedig f olyan tulajdonsagu, hogy kiilonbozo A-beli elemek képei
is kulonboznek, akkor f-et injektiv, vagy egyértelm fuggvénynek
nevezzik.

Ha az f sziirjektiv is és injektiv is, akkor az f figgvényt bijektiv-
nek, magyarul kolcsonosen egyértelmiinek nevezzik.
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Az A halmaz egyenl6 szamossagu a B halmazzal, ha A
kolesonosen egyértelmiien leképezheto a B halmazra.

Azt mondjuk, hogy az A halmaz szamossaga kisebb vagy egyenlo
a B halmaz szamossaganal, ha A egyenlo szamossagu B valamely
részhalmazaval.

Akkor mondjuk, hogy az A halmaz kisebb szamossagu,mint B, ha A
kisebb vagy egyenlo szamossagu, mint B, de nem egyenlo szamossaguak.

Azt mondjuk, hogy A végtelen halmaz, ha egyenlo szamossagu vala-
mely valodi részhalmazaval. Az A halmazt véges halmaznak nevezziik,
ha nem végtelen.

Azt mondjuk, hogy egy halmaznak n eleme van, ha az egyenlo sza-
mossagu az {1,2,...,n} halmazzal.

Egy halmaz megszamlalhatoan végtelen szamossagu, ha egyenlo sza-
mossagu a pozitiv egész szamok halmazaval.



Hilbert-szalloda: van egy szalloda, abban végtelen sok szoba és min-
den szoba foglalt. Mit tegyen a hotel vezetoje ha
e cgy 1j vendég érkezik:
e tobb 1j vendég érkezik;
e végtelen sok 11j vendég érkezik?
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Valahol egy tavoli galaxisban a lakosok nagyon szeretnek bizottsa-
gokba tomorulni. Minden lehetséges modon alkotnak egy bizottsagot.
Van olyan bizottsag, amiben a galaxis 0sszes lakoja tag és olyan is van,
melyben egyaltalan nincsenek tagok (ebben a bizottsagban bizonyara
nem kertil sor éles vitara). A galaxis egy jegyzije elhatérozta, hogy
szamba veszi a bizottsagokat és tugy dontott, elnevezi Oket a galaxis
lakoirél. Végére érhet-e a jegyzo ennek a munkanak, vagy akarhogy
is igyekszik, nem tud minden bizottsdgnak nevet adni? (Raymond
Smullyan)



Valahol egy tavoli galaxisban a lakosok nagyon szeretnek bizottsa-
gokba tomorulni. Minden lehetséges modon alkotnak egy bizottsagot.
Van olyan bizottsag, amiben a galaxis 0sszes lakoja tag és olyan is van,
melyben egyaltalan nincsenek tagok (ebben a bizottsagban bizonyara
nem kertil sor éles vitara). A galaxis egy jegyzije elhatérozta, hogy
szamba veszi a bizottsagokat és tugy dontott, elnevezi Oket a galaxis
lakoirél. Végére érhet-e a jegyzo ennek a munkanak, vagy akarhogy
is igyekszik, nem tud minden bizottsdgnak nevet adni? (Raymond
Smullyan)

Minden halmaz szamossaganal nagyobb a részhalmazainak a szamos-
saga.



A valos szamok halmaza nem megszamlalhatoan végtelen szamossagu.
A valos szamok halmazat és a vele egyenlo szamossagi halmazokat
kontinuum szamossagu halmazoknak nevezziik.



A valos szamok halmaza nem megszamlalhatoan végtelen szamossagu.
A valos szamok halmazat és a vele egyenlo szamossagi halmazokat
kontinuum szamossagu halmazoknak nevezziik.

Kontinuum hipotézis: Van-e a valds szamoknak olyan részhal-

maza, melyek szamossaga nagyobb mint a természetes szamoké, de
kisebb, mint a valos szamoké?



Korlatos halmazok

Legyen H C R.

e [ alulrdl korlatos, ha van olyan £ € R, hogy minden =z €
H esetén x > k teljesil. Ekkor k-t a H alsé korlatjanak
nevezzuk.



Korlatos halmazok

Legyen H C R.

e H alulrdl korlatos, ha van olyan £ € R, hogy minden x €

H esetén x > k teljesil. Ekkor k-t a H alsé korlatjanak
nevezzik.

e H feliilrol korlatos, ha van olyan k € R, hogy minden x €

H esetén © < k teljesul. Ekkor k-t a H felso korlatjanak
nevezzuk.



Korlatos halmazok

Legyen H C R.

e H alulrdl korlatos, ha van olyan £ € R, hogy minden x €

H esetén x > k teljesil. Ekkor k-t a H alsé korlatjanak
nevezzik.

e H feliilrol korlatos, ha van olyan k € R, hogy minden x €

H esetén © < k teljesul. Ekkor k-t a H felso korlatjanak
nevezzuk.

e [ korlatos, ha alulrdl is és feliilrdl is korlatos.



Ha H C R alulrol korlatos, gy @ € R pontos alsé korlatja H-
nak, ha also korlatja H-nak, és a H minden also korlatjanal nagyobb
vagy egyenlo. Jele: inf H.



Ha H C R alulrol korlatos, gy @ € R pontos alsé korlatja H-
nak, ha also korlatja H-nak, és a H minden also korlatjanal nagyobb
vagy egyenlo. Jele: inf H.

Ha H alulrél nem korlatos, akkor az H pontos alsé korlatja:
inf H = —o0.



Ha H C R alulrol korlatos, gy @ € R pontos alsé korlatja H-
nak, ha also korlatja H-nak, és a H minden also korlatjanal nagyobb
vagy egyenlo. Jele: inf H.

Ha H alulrél nem korlatos, akkor az H pontos alsé korlatja:
inf H = —o0.

Ha H C R feliilrdl korlatos, akkor 5 € R pontos fels6 korlatja
H-nak, ha felso korlatja H-nak, és a H minden felso korlatjanal kisebb
vagy egyenlo. A H pontos felso korlatjat sup H-val jeloljik.



Ha H C R alulrol korlatos, gy @ € R pontos alsé korlatja H-
nak, ha also korlatja H-nak, és a H minden also korlatjanal nagyobb
vagy egyenlo. Jele: inf H.

Ha H alulrél nem korlatos, akkor az H pontos alsé korlatja:
inf H = —o0.

Ha H C R feliilrdl korlatos, akkor 5 € R pontos fels6 korlatja
H-nak, ha felso korlatja H-nak, és a H minden felso korlatjanal kisebb
vagy egyenlo. A H pontos felso korlatjat sup H-val jeloljik.

Ha H felilrol nem korlatos, akkor a H pontos fels6 korlatja:
sup H = +o0.



Legyen a,b € R és a < b, tovabba

la,bl={x : reRé&a<z<b},

la,b={z : reRé&a<xr<b},

la,b) ={x : xeRé&a<z<b},

a, b ={x : xeRé&a<xr<b}.

|a, bl-t nyilt intervallumnak, [a,b|-t és |a, bl-t félig nyilt (vagy

félig zart) intervallumnak, |a, b|-t zart intervallumnak, a-t és
b-t pedig ezen intervallumok végpontjainak nevezzik.



Egy fugevényt valos fuggvénynek neveziink, ha értelmezési tar-
tomanya és értékkészlete is a valds szamok egy-egy részhalmaza. Az
(z, f(x)) rendezett elemparok halmazét a fiiggvény grafjanak ne-
vezziik.



Egy fugevényt valos fuggvénynek neveziink, ha értelmezési tar-
tomanya és értékkészlete is a valds szamok egy-egy részhalmaza. Az

(z, f(x)) rendezett elemparok halmazét a fiiggvény grafjanak ne-
vezziik.

Egy valos figgvényt korlatosnak neveziink, ha értékkészlete korlatos
halmaz.



Egy fugevényt valos fuggvénynek neveziink, ha értelmezési tar-
tomanya és értékkészlete is a valds szamok egy-egy részhalmaza. Az

(z, f(x)) rendezett elemparok halmazét a fiiggvény grafjanak ne-
vezziik.

Egy valos figgvényt korlatosnak neveziink, ha értékkészlete korlatos
halmaz.

Legyen H CR és f: H — R.
e Az f figgvény paros, ha minden x € H esetén —x € H és

fl=z) = f(z).



Egy fugevényt valos fuggvénynek neveziink, ha értelmezési tar-
tomanya és értékkészlete is a valds szamok egy-egy részhalmaza. Az
(z, f(x)) rendezett elemparok halmazét a fiiggvény grafjanak ne-
vezziik.

Egy valos figgvényt korlatosnak neveziink, ha értékkészlete korlatos
halmaz.

Legyen H CR és f: H — R.

e Az f fiiggvény paros, ha minden z € H esetén —x € H és

fl=z) = f(z).

e Az f fliiggvény paratlan, ha minden x € H esetén —x € H és

f(=z) = =f(=).



Valés fuggvények monotonitasa és szélsoértékei

Legyven H CR, f: H—Ré Hi C H.

e Az f fiuggvényt monoton novekvonek nevezziik Hi-en, ha
minden z1, 9 € Hy, x1 < T9 esetén f(z1) < f(xo).



Valés fuggvények monotonitasa és szélsoértékei

Legyven H CR, f: H—Ré Hi C H.

e Az f fiuggvényt monoton novekvonek nevezziik Hi-en, ha
minden z1, 9 € Hy, x1 < T9 esetén f(z1) < f(xo).

o Az f fiiggvényt monoton csokkenonek nevezzik Hi-en, ha
minden zq, 9 € Hy, x1 < z9 esetén f(xq) > f(x9).



Valés fuggvények monotonitasa és szélsoértékei

Legyven H CR, f: H—Ré Hi C H.

e Az f fiuggvényt monoton novekvonek nevezziik Hi-en, ha
minden z1, 9 € Hy, x1 < T9 esetén f(z1) < f(xo).

o Az f fiiggvényt monoton csokkenonek nevezzik Hi-en, ha
minden zq, 9 € Hy, x1 < z9 esetén f(xq) > f(x9).

o Az f fiiggvényt szigorian monoton novekvonek nevezzik
Hi-en, ha minden x1, o € Hy, x1 < x5 esetén f(zq) < f(x9).



Valés fuggvények monotonitasa és szélsoértékei

Legyven H CR, f: H—Ré Hi C H.

e Az f fiuggvényt monoton novekvonek nevezziik Hi-en, ha
minden z1, 9 € Hy, x1 < T9 esetén f(z1) < f(xo).

o Az f fiiggvényt monoton csokkenonek nevezzik Hi-en, ha
minden zq, 9 € Hy, x1 < z9 esetén f(xq) > f(x9).

o Az f fiiggvényt szigorian monoton novekvonek nevezzik
Hi-en, ha minden x1, o € Hy, x1 < x5 esetén f(zq) < f(x9).

e Az f fliggvényt szigorian monoton csokkenonek nevezziik
Hi-en, ha minden x1, o € Hy, 21 < x5 esetén f(x1) > f(xs).



Valés fuggvények monotonitasa és szélsoértékei

Legyven H CR, f: H—Ré Hi C H.

e Az f fiuggvényt monoton novekvonek nevezziik Hi-en, ha
minden z1, 9 € Hy, x1 < T9 esetén f(z1) < f(xo).

o Az f fiiggvényt monoton csokkenonek nevezzik Hi-en, ha
minden zq, 9 € Hy, x1 < z9 esetén f(xq) > f(x9).

o Az f fiiggvényt szigorian monoton novekvonek nevezzik
Hi-en, ha minden x1, o € Hy, x1 < x5 esetén f(zq) < f(x9).

e Az f fliggvényt szigorian monoton csokkenonek nevezziik
Hi-en, ha minden x1, o € Hy, 21 < x5 esetén f(x1) > f(xs).

e Az f fliggvény monoton Hi-en, ha ott monoton novekvo vagy
monoton csokkeno.



Valés fuggvények monotonitasa és szélsoértékei

Legyven H CR, f: H—Ré Hi C H.

e Az f fiuggvényt monoton novekvonek nevezziik Hi-en, ha
minden z1, 9 € Hy, x1 < T9 esetén f(z1) < f(xo).

o Az f fiiggvényt monoton csokkenonek nevezzik Hi-en, ha
minden zq, 9 € Hy, x1 < z9 esetén f(xq) > f(x9).

o Az f fiiggvényt szigorian monoton novekvonek nevezzik
Hi-en, ha minden x1, o € Hy, x1 < x5 esetén f(zq) < f(x9).

e Az f fliggvényt szigorian monoton csokkenonek nevezziik
Hi-en, ha minden x1, o € Hy, 21 < x5 esetén f(x1) > f(xs).

e Az f fliggvény monoton Hi-en, ha ott monoton novekvo vagy
monoton csokkeno.

e Az f fliggvény szigorian monoton Hi-en, ha ott szigortan
monoton novekvo vagy szigoruan monoton csokkeno.



Legyven H CR, f: H >R észy € H.

e Az [ fuggvénynek xp-ban helyi minimuma van, ha van olyan
r > 0, hogy f(x) > f(x¢) minden x €|xy — r, 2y + r[NH esetén.



Legyven H CR, f: H >R észy € H.

e Az [ fuggvénynek xp-ban helyi minimuma van, ha van olyan
r > 0, hogy f(x) > f(x¢) minden x €|xy — r, 2y + r[NH esetén.

e Az f fliggvénynek zy pontban helyi maximuma van, ha van
olyan r > 0, hogy f(z) < f(xo) minden x €|zg — r,xg + r[NH
esetén.



Legyven H CR, f: H >R észy € H.

e Az [ fuggvénynek xp-ban helyi minimuma van, ha van olyan
r > 0, hogy f(x) > f(x¢) minden x €|xy — r, 2y + r[NH esetén.

e Az f fliggvénynek zy pontban helyi maximuma van, ha van
olyan r > 0, hogy f(z) < f(xo) minden x €|zg — r,xg + r[NH
esetén.

o Az f fiiggvénynek zp-ban abszoliit minimuma van, ha f(x) >
f(zo) minden x € H esetén.



Legyven H CR, f: H >R észy € H.

e Az [ fuggvénynek xp-ban helyi minimuma van, ha van olyan
r > 0, hogy f(x) > f(x¢) minden x €|xy — r, 2y + r[NH esetén.

e Az f fliggvénynek zy pontban helyi maximuma van, ha van
olyan r > 0, hogy f(z) < f(xo) minden x €|zg — r,xg + r[NH
esetén.

o Az f fiiggvénynek zp-ban abszoliit minimuma van, ha f(x) >
f(zo) minden x € H esetén.

e Az f fuggvénynek xy-ban abszoliit maximuma van, ha f(x) <
f(xo) minden x € H esetén.



Legyven H CR, f: H >R észy € H.

e Az [ fuggvénynek xp-ban helyi minimuma van, ha van olyan
r > 0, hogy f(x) > f(x¢) minden x €|xy — r, 2y + r[NH esetén.

e Az f fliggvénynek zy pontban helyi maximuma van, ha van
olyan r > 0, hogy f(z) < f(xo) minden x €|zg — r,xg + r[NH
esetén.

o Az f fiiggvénynek zp-ban abszoliit minimuma van, ha f(x) >
f(zo) minden x € H esetén.

e Az f fuggvénynek xy-ban abszoliit maximuma van, ha f(x) <
f(xo) minden x € H esetén.

e Az f figgvénynek xy-ban helyi széls6értéke van, ha ott helyi
minimuma vagy helyl maximuma van.



Legyven H CR, f: H >R észy € H.

e Az [ fuggvénynek xp-ban helyi minimuma van, ha van olyan
r > 0, hogy f(x) > f(x¢) minden x €|xy — r, 2y + r[NH esetén.

e Az f fliggvénynek zy pontban helyi maximuma van, ha van
olyan r > 0, hogy f(z) < f(xo) minden x €|zg — r,xg + r[NH
esetén.

o Az f fiiggvénynek zp-ban abszoliit minimuma van, ha f(x) >
f(zo) minden x € H esetén.

e Az f fuggvénynek xy-ban abszoliit maximuma van, ha f(x) <
f(xo) minden x € H esetén.

e Az f figgvénynek xy-ban helyi széls6értéke van, ha ott helyi
minimuma vagy helyl maximuma van.

e Az f fiuggvénynek xp-ban abszoliut szélsoértéke van, ha ott
abszolut minimuma vagy abszolut maximuma van.



Konvex és konkav fiiggvények (Csak szemléletesen...)

Legyen H C R, f: H — R. Ha az f grafikonjdnak az (a,b) C H in-
tervallum feletti darabja az intervallum barmely pontjaban a fiiggvény
gorbéjéhez huzott érintd felett halad, akkor azt mondjuk, hogy az

f fuggvény konvex az (a,b) intervallumon, mig a forditott esetben
konkav.



Konvex és konkav fiiggvények (Csak szemléletesen...)

Legyen H C R, f: H — R. Ha az f grafikonjdnak az (a,b) C H in-
tervallum feletti darabja az intervallum barmely pontjaban a fiiggvény
gorbéjéhez huzott érintd felett halad, akkor azt mondjuk, hogy az
f fuggvény konvex az (a,b) intervallumon, mig a forditott esetben
konkav.

Az xy € H inflexids helye f-nek, ha van olyan » > 0, hogy f kon-
vex az |xg—r, xg| intervallumon és konkav az |y, xg+r| intervallumon
vagy forditva.



Valos szamsorozatok

Egy valos fuggvényt valds szamsorozatnak neveziink, ha értelme-
zési tartomanya a pozitiv egész szamok halmaza. Az n pozitiv egész
képét a,-nel jeloljik, melyet a sorozat n-edik tagjanak nevezziik.
Ezt a sorozatot (a,)-nel, értékkészletét {a, }-nel jeloljiik.



Valos szamsorozatok

Egy valos figegvényt valés szamsorozatnak neveziink, ha értelme-
z€si tartomanya a pozitiv egész szamok halmaza. Az n pozitiv egész
képét a,-nel jeloljik, melyet a sorozat n-edik tagjanak nevezziik.
Ezt a sorozatot (a,)-nel, értékkészletét {a,, }-nel jeloljik.

Legyen (a,) egy valds szamsorozat. A (b,) valos szamsorozatot az
(a,) részsorozatanak nevezziik, ha az eredeti sorozatbol ugy kap-
tuk, hogy tagjai koziil végtelen sokat kivalasztottunk abban a sorrend-
ben, amely sorrendben ezek a tagok az eredeti sorozatban szerepeltek.



Informalisan: azt mondjuk, hogy az (a,) valés szamsorozat konver-
gens és hatarértéke az A valés szam, ha a sorozat , nagy indexti” tagjai
. kozel vannak” A-hoz.



Informalisan: azt mondjuk, hogy az (a,) valés szamsorozat konver-
gens és hatarértéke az A valés szam, ha a sorozat , nagy indexti” tagjai
. kozel vannak” A-hoz.

e . kozel vannak” jelentése: barmilyen (kicsi) € > 0 esetén a sorozat
,nagy index” tagjai az |A — e, A + ¢ intervallumban vannak.



Informalisan: azt mondjuk, hogy az (a,) valés szamsorozat konver-
gens és hatarértéke az A valés szam, ha a sorozat , nagy indexti” tagjai
. kozel vannak” A-hoz.

e . kozel vannak” jelentése: barmilyen (kicsi) € > 0 esetén a sorozat
,nagy index” tagjai az |A — e, A + ¢ intervallumban vannak.

e . nagy indexii” jelentése: ha e adott, akkor egy jol meghatarozhato
N (e)-ndl (e-hoz tartozé kiiszobszam) nagyobb indexi.



Informalisan: azt mondjuk, hogy az (a,) valés szamsorozat konver-
gens és hatarértéke az A valés szam, ha a sorozat , nagy indexti” tagjai
. kozel vannak” A-hoz.

e . kozel vannak” jelentése: barmilyen (kicsi) € > 0 esetén a sorozat
,nagy index” tagjai az |A — e, A + ¢ intervallumban vannak.

e . nagy indexii” jelentése: ha e adott, akkor egy jol meghatarozhato
N (e)-ndl (e-hoz tartozé kiiszobszam) nagyobb indexi.

Formadlisan: Az (a,) valés szamsorozatot konvergensnek nevezziik,
ha van olyan A valds szam, hogy barmely € > 0 valés szamhoz létezik
N(e) € R, hogy minden n > N(g) esetén a,, eleme az |A — e, A + ¢|
intervallumnak.



Informalisan: azt mondjuk, hogy az (a,) valés szamsorozat konver-
gens és hatarértéke az A valés szam, ha a sorozat , nagy indexti” tagjai
. kozel vannak” A-hoz.

e . kizel vannak” jelentése: barmilyen (kicsi) € > 0 esetén a sorozat
,nagy indexi” tagjai az |A — e, A + €| intervallumban vannak.

e . nagy indexti” jelentése: ha e adott, akkor egy jol meghatarozhaté
N (e)-nal (e-hoz tartozd kiiszobszam) nagyobb indexii.

Formadlisan: Az (a,) valés szamsorozatot konvergensnek nevezziik,
ha van olyan A valds szam, hogy barmely € > 0 valds szamhoz létezik
N(e) € R, hogy minden n > N(g) esetén a,, cleme az |A — e, A + ¢|
intervallumnak.

Ekkor az A szamot az (a,) sorozat hatarértékének nevezziik, és
a lima, = A (vagy az a, — A) jelolést hasznéaljuk. Ilyenkor azt is

n—oo

mondjuk, hogy (a,) A-hoz konvergal.



Ha (a,) konvergens, és 0-hoz konvergél, akkor (a,)-et nullsorozat-
nak nevezzik.



Ha (a,) konvergens, és 0-hoz konvergél, akkor (a,)-et nullsorozat-
nak nevezzik.

(a,) divergens, ha nem konvergens.



Ha (a,) konvergens, és 0-hoz konvergél, akkor (a,)-et nullsorozat-
nak nevezzik.

(a,) divergens, ha nem konvergens.

Alaptételek:

e Ha (a,) konvergens, akkor korlatos.



Ha (a,) konvergens, és 0-hoz konvergél, akkor (a,)-et nullsorozat-
nak nevezzik.

(a,) divergens, ha nem konvergens.
Alaptételek:
e Ha (a,) konvergens, akkor korlatos.

e Ha (a,) konvergens, és A-hoz konvergal, akkor minden részsoro-
zata konvergens, és A-hoz konvergal.



Ha (a,) konvergens, és 0-hoz konvergél, akkor (a,)-et nullsorozat-
nak nevezzik.

(a,) divergens, ha nem konvergens.
Alaptételek:
e Ha (a,) konvergens, akkor korlatos.

e Ha (a,) konvergens, és A-hoz konvergal, akkor minden részsoro-
zata konvergens, és A-hoz konvergal.

e Ha (a,) monoton és korlatos, akkor konvergens. S&t, monoton
novekvo korlatos sorozat az értékkészlete pontos felso korlatjahoz
konvergal, illetve monoton csokkeno korlatos sorozat az értékkeész-
lete pontos also korlatjahoz konvergal.



Ha (a,) konvergens, és 0-hoz konvergél, akkor (a,)-et nullsorozat-
nak nevezzik.

(a,) divergens, ha nem konvergens.
Alaptételek:
e Ha (a,) konvergens, akkor korlatos.

e Ha (a,) konvergens, és A-hoz konvergal, akkor minden részsoro-
zata konvergens, és A-hoz konvergal.

e Ha (a,) monoton és korlatos, akkor konvergens. S&t, monoton
novekvo korlatos sorozat az értékkészlete pontos felso korlatjahoz
konvergal, illetve monoton csokkeno korlatos sorozat az értékkeész-
lete pontos also korlatjahoz konvergal.

e Bolzano—Weierstrass-féle kivalasztasi tétel. Ha az (a,)
valos szamsorozat korlatos, akkor létezik konvergens részsorozata.



Hataratmeneti szabalyok

e Ha a,, — A, akkor ¢-a,, — ¢+ A minden ¢ € R esetén.



Hataratmeneti szabalyok
e Ha a,, — A, akkor ¢-a,, — ¢+ A minden ¢ € R esetén.

e Haa, - Aésb, —» B, akkor a,, + b, — A+ B.



Hataratmeneti szabalyok
e Ha a,, — A, akkor ¢-a,, — ¢+ A minden ¢ € R esetén.
e Haa, - Aésb, —» B, akkor a,, + b, — A+ B.

e Haa, > Aés b, — B, akkor a, - b, - A-B.



Hataratmeneti szabalyok

e Ha a,, — A, akkor ¢-a,, — ¢+ A minden ¢ € R esetén.
e Haa, - Aésb, —» B, akkor a,, + b, — A+ B.

e Haa, > Aés b, — B, akkor a, - b, - A-B.

eHaa, > A b, > B, b, # 0 minden n € N esetén és B £ 0,
akkor Z—Z S %.



Hataratmeneti szabalyok

e Ha a,, — A, akkor ¢-a,, — ¢+ A minden ¢ € R esetén.
e Haa, - Aésb, —» B, akkor a,, + b, — A+ B.

e Haa, > Aés b, — B, akkor a, - b, - A-B.

eHaa, > A b, > B, b, # 0 minden n € N esetén és B £ 0,
akkor Z—Z S %.

Rendor-tétel. Tegyiik fel, hogy az (a,) és a (b,) konvergens valds
szamsorozatok hatarértéke ugyanaz az A valos szam. Ha a (c,) valds
szamsorozatra a, < ¢, < b, teljesil véges sok kivételtol eltekintve,
akkor (c,) konvergens, és

c, — A.



Hataratmeneti szabalyok

e Ha a,, — A, akkor ¢-a,, — ¢+ A minden ¢ € R esetén.

e Haa, - Aésb, —» B, akkor a,, + b, — A+ B.

e Haa, > Aés b, — B, akkor a, - b, - A-B.

eHaa, > A b, > B, b, # 0 minden n € N esetén és B £ 0,

an A
akkor b b

Rendor-tétel. Tegyiik fel, hogy az (a,) és a (b,) konvergens valds
szamsorozatok hatarértéke ugyanaz az A valds szam. Ha a (c¢,) valds
szamsorozatra a, < ¢, < b, teljesul véges sok kivételtol eltekintve,
akkor (c,) konvergens, és

c, — A.

Egy korlatos sorozat szorzata egy nullsorozattal nullsorozat.



Azt mondjuk, hogy

(1) (a,) +oo-hez divergal, ha minden K valds szamhoz van olyan
N(K) valés szam, hogy minden n € N, n > N(K) esetén a,, >
K. Ezt lim a, = +00, vagy a,, — +00 modon jeloljik.

n—oo



Azt mondjuk, hogy

(1) (a,) +oo-hez divergal, ha minden K valds szamhoz van olyan
N(K) valés szam, hogy minden n € N, n > N(K) esetén a,, >
K. Ezt lim a, = +00, vagy a,, — +00 modon jeloljik.

n—oo

(2) {(a,) —oo-hez divergal, ha minden K valés szdmhoz van olyan
N(K) valos szam, hogy minden n € N, n > N(K) esetén a, <
K. Ezt lim a,, = —o0, vagy a, — —oo modon jeloljik.

n—00



Legyen (a,) nullsorozat, és a, # 0 minden n pozitiv egész esetén.

Ekkor

1
e ha a, > 0 véges sok n € N kivételével, akkor <—> +o00-hez
an

divergal,



Legyen (a,) nullsorozat, és a, # 0 minden n pozitiv egész esetén.

Ekkor

1
e ha a, > 0 véges sok n € N kivételével, akkor <—> +o00-hez
an

divergal,

1
e ha a, < 0 véges sok n € N kivételével, akkor <—> —00-hez

divergal.



Legyen (a,) nullsorozat, és a, # 0 minden n pozitiv egész esetén.

Ekkor

1
e ha a, > 0 véges sok n € N kivételével, akkor <—> +o00-hez

an
divergal,
1
e ha a, < 0 véges sok n € N kivételével, akkor <—> —00-hez
Qn
divergal.

Az Ry, = RU {+00, —o0} halmazt a valés szamok kibo6vitett
halmazanak nevezziik. Ebben a halmazban —oo < 400, és minden
x valds szamra —oo < x < 400 teljesiil.



Legyen x € R. Ekkor

2+ (+00) =400+ x = +00, T+ (—00) = —00 + T = —00 &8
r __E g
+00 —o0




Legyen x € R. Ekkor

2+ (+00) =400+ x = +00, T+ (—00) = —00 + T = —00 &8
r __E g
+00 —o0

e ha x > 0, ugy
z(+00) = (+00)xr = 400 és 2(—00) = (—o0)xr = —o0,



Legyen x € R. Ekkor

oaza—jk(+oo%:+oo+x:+oo, T+ (—00) = —0c0+ 1 = —00 é3
oo  —oo =0,
e ha x > 0, ugy
z(+00) = (+00)xr = 400 és 2(—00) = (—o0)xr = —o0,
e ha x < 0, ugy

r(4+00) = (+00)r = —00 és x(—00) = (—00)r = +00,



Legyen x € R. Ekkor

oaza—jk(+oo%:+oo+x:+oo, T+ (—00)=—00+1=—006s
foo —o0 0,
e ha x > 0, ugy
z(+00) = (+00)xr = 400 és 2(—00) = (—o0)xr = —o0,
e ha x < 0, ugy
r(4+00) = (+00)r = —00 és x(—00) = (—o0)x = +00,
o (+o0) + (+0) = 400, (—0) + (—0) = —o00, —(+00) =
—00, —(—00) = 400, (+00) (+00) = (—00) (—00) = 400 és

(+00) (=00) = (=00)(+00) = —o0.



Legyen x € R. Ekkor

oaza—jk(+oos)vz+oo+:c:+oo, T+ (—00) = —00+ T = —00 63
foo —o0 0,
e ha z > 0, ugy
r(4+00) = (+00)xr = 400 és x(—0) = (—o0)r = —o0,
e ha z < 0, ugy
r(4+00) = (+00)xr = —00 és x(—00) = (—00)r = +00,
o (+00) + (+00) = 400, (—o0) + (—o0) = —o0, —(+00) =
—00, —(—00) = +00, (+00) (+00) = (—00) (—00) = +00 és

(+00) (=00) = (—00)(+00) = —00.

+00 +00 —O0 —O0 , ) .
szimbolumokat nem értelmezzuk.

+o00 —00 400 —o0



A hataratmeneti szabalyok ezek alapjan ujragondolhatok. Pél-
daul igaz, hogy
e ha a, — 400 és b, — +0o0, akkor a,, + b, — +00;
e ha a,, — +o0 és b, —» —o0, akkor a,, - b,, > —00;
°:



A hataratmeneti szabalyok ezek alapjan ujragondolhatok. Pél-
daul igaz, hogy
e ha a, — 400 és b, — +0o0, akkor a,, + b, — +00;
e ha a,, — +o0 és b, —» —o0, akkor a,, - b,, > —00;
°:

Nevezetes hatarértékek:

— AN

(1) Legyen ¢ € R és a,, = ¢" (mértani sorozat). Ekkor
e g > 1 esetén a,, — +00.



A hataratmeneti szabalyok ezek alapjan ujragondolhatok. Pél-
daul igaz, hogy
e ha a, — 400 és b, — +0o0, akkor a,, + b, — +00;
e ha a,, — +o0 és b, —» —o0, akkor a,, - b,, > —00;
°:

Nevezetes hatarértékek:
(1) Legyen ¢ € R és a,, = ¢" (mértani sorozat). Ekkor
e g > 1 esetén a,, — +00.

e ¢ = 1 esetén (a,) konvergens és a,, — 1,



A hataratmeneti szabalyok ezek alapjan ujragondolhatok. Pél-
daul igaz, hogy
e ha a, — 400 és b, — +0o0, akkor a,, + b, — +00;
e ha a,, — +o0 és b, —» —o0, akkor a,, - b,, > —00;
°:

Nevezetes hatarértékek:

(1) Legyen g € R és a, = ¢" (mértani sorozat). Ekkor
e g > 1 esetén a,, — +00.
e ¢ = 1 esetén (a,) konvergens és a,, — 1,

e |¢| < 1 esetén (a,) nullsorozat,



A hataratmeneti szabalyok ezek alapjan ujragondolhatok. Pél-
daul igaz, hogy
e ha a, — 400 és b, — +0o0, akkor a,, + b, — +00;
e ha a,, — +o0 és b, —» —o0, akkor a,, - b,, > —00;
°:

Nevezetes hatarértékek:

(1) Legyen g € R és a, = ¢" (mértani sorozat). Ekkor
e g > 1 esetén a,, — +00.
e ¢ = 1 esetén (a,) konvergens és a,, — 1,
e |¢| < 1 esetén (a,) nullsorozat,

o ¢ < —1 esetén (a,) divergens.



A hataratmeneti szabalyok ezek alapjan ujragondolhatok. Pél-
daul igaz, hogy

e ha a, — +o00 és b, — +00, akkor a,, + b,, — +00;
e ha a, — +00 és b, — —o0, akkor a,, - b, — —o0;
°:

Nevezetes hatarértékek:

(1) Legyen g € R és a, = ¢" (mértani sorozat). Ekkor
e g > 1 esetén a,, — +00.
e ¢ = 1 esetén (a,) konvergens és a,, — 1,
e |¢| < 1 esetén (a,) nullsorozat,
o ¢ < —1 esetén (a,) divergens.

Példa. Egy populacio kezdetben ngy szamu egyedet tartalmaz,
és évrol évre g szorosara novekszik az egyedszam. Lehetséges-e,

hogy a populacio egyedszama az eredeti kétszerese korul stabi-
lizalodik?



(2) Minden a pozitiv val6 szam esetén az a,, = {/a sorozat konvergens
¢s hatarcrtéke 1.



(2) Minden a pozitiv val6 szam esetén az a,, = {/a sorozat konvergens
¢s hatarcrtéke 1.

(3) Az a, = /n sorozat konvergens és hatérértéke 1.



(2) Minden a pozitiv val6 szam esetén az a,, = {/a sorozat konvergens
¢s hatarcrtéke 1.

(3) Az a, = /n sorozat konvergens és hatérértéke 1.

(4) Az a, = V/nl sorozat +o00-hez divergsl.



(2) Minden a pozitiv val6 szam esetén az a,, = {/a sorozat konvergens
¢s hatarcrtéke 1.

(3) Az a, = /n sorozat konvergens és hatérértéke 1.

(4) Az a, = V/nl sorozat +o00-hez divergsl.

n

(5) Az a, = | 1 +—] sorozat konvergens. A hatarértékét e-vel jel-
n

Sliiik. e =~ 2,71



(2) Minden a pozitiv val6 szam esetén az a,, = {/a sorozat konvergens
¢s hatarcrtéke 1.

(3) Az a, = /n sorozat konvergens és hatérértéke 1.

(4) Az a, = V/nl sorozat +o00-hez divergsl.

n

(5) Az a, = | 1 +—] sorozat konvergens. A hatarértékét e-vel jel-
n

Sliiik. e =~ 2,71

b n
(6) Az a, = (1 + —) sorozat konvergens és hatarértéke e’.
n



Valos szamsorok

Legyen adott az (a,) valds szdmsorozat. Az s, = a1 +as+---+ay,
sorozatot az (a,) tagjaibol képzett valés szamsornak nevezziik, és

0.9
> ap-nel jeloljik. s,-et a sor n-edik részletosszegének nevezziik.
1



Valos szamsorok

Legyen adott az (a,) valds szdmsorozat. Az s, = a1 +as+---+ay,
sorozatot az (a,) tagjaibol képzett valés szamsornak nevezziik, és

0.9
> ap-nel jeloljik. s,-et a sor n-edik részletosszegének nevezziik.
1

oo
e A ) a, sort konvergensnek mondjuk, ha az (s,) sorozat kon-
1
vergens, divergensnek, ha (s,,) divergens.



Valos szamsorok

Legyen adott az (a,) valds szdmsorozat. Az s, = a1 +as+---+ay,
sorozatot az (a,) tagjaibol képzett valés szamsornak nevezziik, és

0.9
> ap-nel jeloljik. s,-et a sor n-edik részletosszegének nevezziik.
1

oo
e A ) a, sort konvergensnek mondjuk, ha az (s,) sorozat kon-
1
vergens, divergensnek, ha (s,,) divergens.

e Ha s, — A, ahol A € R;, akkor A-t a sor 0sszegének nevezziik,

0.
melyre a Y a, = A jelolést hasznaljuk.
n=1



Valos szamsorok

Legyen adott az (a,) valds szdmsorozat. Az s, = a1 +as+---+ay,
sorozatot az (a,) tagjaibol képzett valés szamsornak nevezziik, és

0.9
> ap-nel jeloljik. s,-et a sor n-edik részletosszegének nevezziik.
1

oo
e A ) a, sort konvergensnek mondjuk, ha az (s,) sorozat kon-
1
vergens, divergensnek, ha (s,,) divergens.

e Ha s, — A, ahol A € R;, akkor A-t a sor 0sszegének nevezziik,

0.
melyre a Y a, = A jelolést hasznaljuk.
n=1

e A ) a, sort abszolit konvergensnek mondjuk, ha a ) |a,|
1 1

sor konvergens.



A mértani sor Osszege

Legyen ¢ € R. A > ¢" sor akkor és csak akkor konvergens, ha
1

lq| < 1, és ekkor



A mértani sor Osszege

Legyen ¢ € R. A > ¢" sor akkor és csak akkor konvergens, ha
1
lq| < 1, és ekkor

Példa. Az uralkodod, akinek a feltalalo atadta a sakkot, igen elége-
dett volt. A feltalalo kérhetett barmit. Mire azzal a furcsa kéréssel
fordult az uralkodéhoz, hogy csak egy kis buzat kér: a sakktabla elso
kockajara kér egy szemet, a masikra kettot, a harmadikra négyet és
igy tovabb.



A mértani sor Osszege

Legyen ¢ € R. A > ¢" sor akkor és csak akkor konvergens, ha
1

lq| < 1, és ekkor

Példa. Az uralkodod, akinek a feltalalo atadta a sakkot, igen elége-
dett volt. A feltalalo kérhetett barmit. Mire azzal a furcsa kéréssel
fordult az uralkodéhoz, hogy csak egy kis buzat kér: a sakktabla elso
kockajara kér egy szemet, a masikra kettot, a harmadikra négyet és
igy tovabb.

Ez pontosan
18.446.744.073.709.551.615

db szem.



,, LTeleszkopikus” sorok

Hatarozzuk meg a
Z 1
" n(n+1)

sor Osszegét!



,, LTeleszkopikus” sorok
Hatarozzuk meg a

—~ 1
;n(nJrl)

sor Osszegét!

Alaptételek

e Ha > a, konvergens, akkor (a,) nullsorozat.
1

(0. @)
e Ha > a, abszolit konvergens, akkor konvergens.
1



o 0.
Legyenek > a, és > b, adott valds szamsorok, melyekre
1 1

0<a,<b,
teljestl véges sok n pozitiv egész kivételével.



o 0.
Legyenek > a, és > b, adott valds szamsorok, melyekre
1 1

0<a,<b,
teljestl véges sok n pozitiv egész kivételével.

e (Majoranskritérium.) Ha ) b, konvergens, akkor ) a, is
] ]

konvergens.



o 0.
Legyenek > a, és > b, adott valds szamsorok, melyekre
1 1

0<a,<b,
teljestl véges sok n pozitiv egész kivételével.

e (Majoranskritérium.) Ha ) b, konvergens, akkor ) a, is
1 1
konvergens.
e (Minoranskritérium) Ha ) _ a,, divergens, akkor >~ b, is diver-
1 1

gens.



o 0.
Legyenek > a, és > b, adott valds szamsorok, melyekre
1 1

0<a,<b,
teljestl véges sok n pozitiv egész kivételével.

e (Majoranskritérium.) Ha ) b, konvergens, akkor ) a, is
1 1
konvergens.
e (Minoranskritérium) Ha ) _ a,, divergens, akkor >~ b, is diver-
1 1

gens.

o
Példa. Mutassuk meg, hogy a Z% ugynevezett harmonikus sor
1

divergens.



Cauchy-féle gyokkritérium

Az > a, valés szamsor
1

lim v/ |a,| <1
n—odo

esetén abszolut konvergens,
lim +/|a,| > 1
n—00

esetén pedig divergens.



Cauchy-féle gyokkritérium

Az > ay, valés szamsor
1

lim {/|a,| <1

n—odo
esetén abszolut konvergens,

lim ~/|a,| > 1

n—00
esetén pedig divergens.

Példa. Konvergens-e a

sor?



D’Alembert-féle hanyadoskritérium

©.9)
Legyen > a,, adott valds szamsor és a,, # 0 minden n pozitiv egészre.
1
Ha

0 Ap+1
lim

n—oo | a,
akkor a sor abszolut konvergens, mig ha

<1,

~

An+1

lim
n—oo | @,

> 1,

akkor a sor divergens.



D’Alembert-féle hanyadoskritérium

©.9)
Legyen > a,, adott valds szamsor és a,, # 0 minden n pozitiv egészre.
1

Ha

Ap+1

lim
n—oo | @,

akkor a sor abszolut konvergens, mig ha

<1,

~

An+1

lim
n—oo | @,

> 1,

akkor a sor divergens.

Példa. Konvergens-e a

n
>
1
sor?



Példa. Egy hibas gén minden egyed esetén p < 1 valoszintiséggel jut
el a kovetkezo generacioba, 1—p valoszintuséggel pedig kikiiszobolodik a
populaciobol oly moédon, hogy letalitasra vezet. Valdszinliségszamitasi
megfontolasok szerint a gén atlagosan

> np" M1 -p)
n=1

-edik populaciéban tiinik el. Mikor is?



Példa. Egy hibas gén minden egyed esetén p < 1 valoszintiséggel jut
el a kovetkezo generacioba, 1—p valoszintuséggel pedig kikiiszobolodik a
populaciobol oly moédon, hogy letalitasra vezet. Valdszinliségszamitasi
megfontolasok szerint a gén atlagosan

> np"'(1-p)
n=1

-edik populacioban tiinik el. Mikor is?

Leibniz-kritérium
Ha (a,) monoton csokken6 nullsorozat, akkor a

©.@)

Z<_1>n+1an

1
sor konvergens.



Példa. Az eddigiek alapjan lathato, hogy a

©.9)

Z(_DTHA%

1
sor konvergens, de nem abszolut konvergens.



Valos fiiggvények hatarértéke és folytonossaga

Legyen H C R. Azt mondjuk, hogy

ey € R torlédasi pontja H-nak, ha minden r > 0 esetén
az |xg — 1, xo + r| intervallum tartalmaz x(-tél killonbozo H-beli
elemet.



Valos fiiggvények hatarértéke és folytonossaga

Legyen H C R. Azt mondjuk, hogy

ey € R torlédasi pontja H-nak, ha minden r > 0 esetén
az |xg — 1, xo + r| intervallum tartalmaz x(-tél killonbozo H-beli
elemet.

e +oo torlédasi pontja H-nak, ha minden r € R esetén az
|, +o0[ intervallum tartalmaz H-beli elemet, azaz ha H feltlrdl
nem korlatos halmaz.



Valos fiiggvények hatarértéke és folytonossaga

Legyen H C R. Azt mondjuk, hogy

ey € R torlédasi pontja H-nak, ha minden r > 0 esetén
az |xg — 1, xo + r| intervallum tartalmaz x(-tél killonbozo H-beli
elemet.

e +oo torlédasi pontja H-nak, ha minden r € R esetén az
|, +o0[ intervallum tartalmaz H-beli elemet, azaz ha H feltlrdl
nem korlatos halmaz.

e A —o0 torldédasi pontja H-nak, ha minden r € R esetén az
| — oo, r| intervallum tartalmaz H-beli elemet, azaz ha H alulrdl
nem korlatos halmaz.



Legyven H C R, f: H — R és zyp € R, torlédasi pontja H-nak.
Akkor mondjuk, hogy az f fiiggvénynek az xy pontban a hatarértéke
A € Ry, ha minden olyan H-beli értékii (z,,) sorozat esetén, melynek
nem tagja xg, és x, — xo, az teljesil, hogy f(xz,) — A. Erre a
lim f(z) = A jelolést hasznaljuk.

T—X()



Legyven H C R, f: H — R és zyp € R, torlédasi pontja H-nak.
Akkor mondjuk, hogy az f fiiggvénynek az xy pontban a hatarértéke
A € Ry, ha minden olyan H-beli értékii (z,,) sorozat esetén, melynek
nem tagja xg, és x, — xo, az teljesil, hogy f(xz,) — A. Erre a
lim f(z) = A jelolést hasznaljuk.

T—x(

Mivel a figgvények hatarértékét sorozatok hatarértéke segitségével
definialtuk, belathato, hogy a fliggvények hatarértéke ugyanolyan vi-
szonyban van a miiveletekkel, mint a sorozatoké.



Legyven H C R, f: H — R és zyp € R, torlédasi pontja H-nak.
Akkor mondjuk, hogy az f fiiggvénynek az xy pontban a hatarértéke
A € Ry, ha minden olyan H-beli értékii (z,,) sorozat esetén, melynek
nem tagja xg, és x, — xo, az teljesil, hogy f(xz,) — A. Erre a
lim f(z) = A jelolést hasznaljuk.

T—x(

Mivel a figgvények hatarértékét sorozatok hatarértéke segitségével
definialtuk, belathato, hogy a fliggvények hatarértéke ugyanolyan vi-
szonyban van a miiveletekkel, mint a sorozatoké.

Példa végtelenben vett hatarértékre
o lim %: lim %:O;
T—+00 T——00



Legyven H C R, f: H — R és zyp € R, torlédasi pontja H-nak.
Akkor mondjuk, hogy az f fiiggvénynek az xy pontban a hatarértéke
A € Ry, ha minden olyan H-beli értékii (z,,) sorozat esetén, melynek
nem tagja xg, és x, — xo, az teljesil, hogy f(xz,) — A. Erre a
lim f(z) = A jelolést hasznaljuk.

T—x(

Mivel a figgvények hatarértékét sorozatok hatarértéke segitségével
definialtuk, belathato, hogy a fliggvények hatarértéke ugyanolyan vi-
szonyban van a miiveletekkel, mint a sorozatoké.

Példa végtelenben vett hatarértékre
o lim %: lim %:O;
T—+00 T——00

e Polinomok hatarértéke.



Legyven H C R, f: H — R és zyp € R, torlédasi pontja H-nak.
Akkor mondjuk, hogy az f fiiggvénynek az xy pontban a hatarértéke
A € Ry, ha minden olyan H-beli értékii (z,,) sorozat esetén, melynek
nem tagja xg, és x, — xo, az teljesil, hogy f(xz,) — A. Erre a
lim f(z) = A jelolést hasznaljuk.

T—x(

Mivel a figgvények hatarértékét sorozatok hatarértéke segitségével
definialtuk, belathato, hogy a fliggvények hatarértéke ugyanolyan vi-
szonyban van a miiveletekkel, mint a sorozatoké.

Példa végtelenben vett hatarértékre

o lim = lim 1=0
r—4o00? z——o00?

e Polinomok hatarértéke.

e Racionalis tortfuggvények hatarértéke.



Legyven H C R, f: H — R és zyp € R, torlédasi pontja H-nak.
Akkor mondjuk, hogy az f fiiggvénynek az xy pontban a hatarértéke
A € Ry, ha minden olyan H-beli értékii (z,,) sorozat esetén, melynek
nem tagja xg, és x, — xo, az teljesil, hogy f(xz,) — A. Erre a
lim f(z) = A jelolést hasznaljuk.

T—x(

Mivel a figgvények hatarértékét sorozatok hatarértéke segitségével
definialtuk, belathato, hogy a fliggvények hatarértéke ugyanolyan vi-
szonyban van a miiveletekkel, mint a sorozatoké.

Példa végtelenben vett hatarértékre

o lim = lim 1=0
r—4o00? z——o00?

e Polinomok hatarértéke.
e Racionalis tortfuggvények hatarértéke.

e Az f: R — R, f(x) = a® (a > 0) exponencidlis fiiggvény
hatarértéke.



Példa véges helyen vett hatarértékre
Legyen
fTR—=R, f(x)=x+1;
T2 — 1
g R\ {1} 5 R, g(z) = =
r+1 hax#1;
3 ha x = 1.

h:R%R,h(aj){



Példa véges helyen vett hatarértékre

Legyen
fTR—=R, f(x)=x+1;
T2 — 1
g R\ {1} R g(r) = =
1 h 1;
hRR hz) =421 hazrl
3 ha x = 1.

Ekkor lim f(x) = lim g(z) = lim h(z) = 2.

rz—1 rz—1 rz—1



Példa véges helyen vett hatarértékre

Legyen
fTR—=R, f(x)=x+1;
T2 — 1
g R\ {1} R g(r) = =
1 h 1;
hRR hz) =421 hazrl
3 ha x = 1.

Ekkor lim f(x) = lim g(z) = lim h(z) = 2.
x—1 x—1 rx—1
Az f: R\{0} = R, f(z)= 1 figgvénynek a0 pontban nem létezik
hatarértéke.



Példa véges helyen vett hatarértékre

Legyen
fTR—=R, f(x)=x+1;
T2 — 1
g R\ {1} R g(r) = =
1 h 1;
hRR hz) =421 hazrl
3 ha x = 1.

Ekkor lim f(x) = lim g(z) = lim h(z) = 2.
x—1 x—1 rx—1
Az f: R\{0} = R, f(z)= 1 figgvénynek a0 pontban nem létezik
hatarértéke.

Valoban, ha (z,) pozitiv, (y,) pedig negativ tagu nullsorozatok, ugy

1
lim f(z,) = lim — = +o00, lim f(y,) = —o0.

n—00 n—00 Ty, n—00



Egyoldali hatarérték

Legzyven H C R, f: H — R és zyp € R torlodasi pontja a
HN] — 00, zy| halmaznak. Azt mondjuk, hogy az f fliggvénynek az
xo pontban a baloldali hatarértéke A € R;,, ha minden xy-hoz
konvergdl6 olyan H-beli értéklt (x,) sorozat esetén, melynek tagjai
kisebbek, mint zg, az f(x,) — A. Erre a lim f(z) = A jelolést

T—T0)—
hasznaljuk.



Egyoldali hatarérték

Legzyven H C R, f: H — R és zyp € R torlodasi pontja a
HN] — 00, zy| halmaznak. Azt mondjuk, hogy az f fliggvénynek az
xo pontban a baloldali hatarértéke A € R;,, ha minden xy-hoz
konvergdl6 olyan H-beli értéklt (x,) sorozat esetén, melynek tagjai
kisebbek, mint zg, az f(x,) — A. Erre a lim f(z) = A jelolést

T—T0)—
hasznaljuk.
Hasonloan értélmezheto az f xp-beli jobboldali hatarértéke,

melyet lim f(x) jelol.

T—x0+



Egyoldali hatarérték

Legzyven H C R, f: H — R és zyp € R torlodasi pontja a
HN] — 00, zy| halmaznak. Azt mondjuk, hogy az f fliggvénynek az
xo pontban a baloldali hatarértéke A € R;,, ha minden xy-hoz
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Az el6bb belattuk: lim 1 = —o0, lim % = +o0.
r—0— " r—0+ ¥



Egyoldali hatarérték

Legzyven H C R, f: H — R és zyp € R torlodasi pontja a
HN] — 00, zy| halmaznak. Azt mondjuk, hogy az f fliggvénynek az
xo pontban a baloldali hatarértéke A € R;,, ha minden xy-hoz
konvergdl6 olyan H-beli értéklt (x,) sorozat esetén, melynek tagjai
kisebbek, mint zg, az f(x,) — A. Erre a lim f(z) = A jelolést

T—T0)—
hasznaljuk.

Hasonloan értélmezheto az f xp-beli jobboldali hatarértéke,
melyet lim f(x) jelol.

T—x0+

Az el6bb belattuk: lim 1 = —o0, lim % = +o0.
r—0— " r—0+ ¥

Ha az f fiiggvénynek az xy-beli bal- és jobboldali hatarértéke is A €
R, akkor f-nek xg-beli hatarértéke is A. Amennyiben f xy-beli bal-
és jobboldali hatarérte is létezik, de kulonboznek, akkor f-nek nem
letezik hatarértéke xp-ban.



Folytonossag

Legyen H CR, f: H— Résxy € H. Az f fuggvény folytonos az
xo pontban, ha minden xy-hoz konvergalé (z,) H-beli értéki sorozat
esetén az (f(x,)) sorozat konvergens. Az x( szakadasi helye f-nek
ha f nem folytonos xy-ban.
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Legyen H CR, f: H— Résxy € H. Az f fuggvény folytonos az
xo pontban, ha minden xy-hoz konvergalé (z,) H-beli értéki sorozat
esetén az (f(x,)) sorozat konvergens. Az x( szakadasi helye f-nek
ha f nem folytonos xy-ban.

A jobb, illetve bal oldali hatarértékhez hasonléan definialhato jobb,
illetve bal oldali folytonossag is.



Folytonossag

Legyen H CR, f: H— Résxy € H. Az f fuggvény folytonos az
xo pontban, ha minden xy-hoz konvergalé (z,) H-beli értéki sorozat
esetén az (f(x,)) sorozat konvergens. Az x( szakadasi helye f-nek
ha f nem folytonos xy-ban.

A jobb, illetve bal oldali hatarértékhez hasonléan definialhato jobb,
illetve bal oldali folytonossag is.

Vizsgaljuk most az alabbi fiiggvények folytonossagat az xy = 1 pont-
ban!

fR—=R, flr)=x+1,

r+1 hax#1;

h:R%R,h(m){g ha o — 1



Legven H C R, f: H — R, és g € H torlodasi pontja H-nak.
Az f fuggvény akkor és csak akkor folytonos xp-ban, ha ott létezik
hatarértéke, és lim f(x) = f(xg).

T—X)



Legven H C R, f: H — R, és g € H torlodasi pontja H-nak.
Az f fuggvény akkor és csak akkor folytonos xp-ban, ha ott létezik
hatarértéke, és lim f(x) = f(xg).

T—X)

Legyen H CR, f: H -+ R és Hy C H. f folytonos Hi-en, ha a
H; minden pontjaban folytonos. f folytonos, ha folytonos H-n.
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Legyen H CR, f: H -+ R és Hy C H. f folytonos Hi-en, ha a
H; minden pontjaban folytonos. f folytonos, ha folytonos H-n.

A folytonossag kapcsolata a miiveletekkel ugyanaz mint a sorozatok
hatarértékének.



Legven H C R, f: H — R, és g € H torlodasi pontja H-nak.
Az f fuggvény akkor és csak akkor folytonos xp-ban, ha ott létezik
hatarértéke, és lim f(x) = f(xg).

T—X)

Legyven H C R, f: H —- R é Hy C H. f folytonos H;-en, ha a

H; minden pontjaban folytonos. f folytonos, ha folytonos H-n.

A folytonossag kapcsolata a miiveletekkel ugyanaz mint a sorozatok
hatarértékének.

Bolzano-tétel. Legyen f: |a,b] — R. Ha f folytonos, és f(a) #
f(b), akkor minden olyan A\ valds szamhoz, amely az f(a) és az f(b)
altal meghatarozott nyilt intervallumban van, 1étezik olyan xq €la, b|,
amelyre f(xg) = .



Legven H C R, f: H — R, és g € H torlodasi pontja H-nak.
Az f fuggvény akkor és csak akkor folytonos xp-ban, ha ott létezik
hatarértéke, és lim f(x) = f(xg).

T—X)

Legyven H C R, f: H —- R é Hy C H. f folytonos H;-en, ha a

H; minden pontjaban folytonos. f folytonos, ha folytonos H-n.

A folytonossag kapcsolata a miiveletekkel ugyanaz mint a sorozatok
hatarértékének.

Bolzano-tétel. Legyen f: |a,b] — R. Ha f folytonos, és f(a) #
f(b), akkor minden olyan A\ valds szamhoz, amely az f(a) és az f(b)
altal meghatarozott nyilt intervallumban van, 1étezik olyan xq €la, b|,
amelyre f(xg) = .

Példa. Egyenletek megoldasa.



Differencialszamitas

Legyen H CR, f: H - R, xg € H ¢s
f (@) — f (o)
p: H\{zo} = R, o(z) = .
T — X
Ha xy belso pontja H-nak (azaz H tartalmaz egy xy kozéppontu nyilt
intervallumot), és p-nek xg-ban létezik hatarértéke, akkor azt mond-

juk, hogy f differencidlhaté xzp-ban. Az A = lim ¢(z) valds

T—X()
szamot az f xp-beli differencialhanyadosanak nevezziik, és az

fl(mg) = A

jelolést hasznaljuk.



Differencialszamitas

Legyen H CR, f: H - R, xg € H ¢s

f (@) — f (o)
p:H\{zo} = R, o(z)= .
T — X
Ha xy belso pontja H-nak (azaz H tartalmaz egy xy kozéppontu nyilt
intervallumot), és p-nek xg-ban létezik hatarértéke, akkor azt mond-

juk, hogy f differencidlhaté xzp-ban. Az A = lim ¢(z) valds

T—X()
szamot az f xp-beli differencialhanyadosanak nevezziik, és az

fl(mg) = A

jelolést hasznaljuk.

A o fuggvényt az f x¢-hoz tartozo differenciahanyados-fiigg-
vényének nevezzik.



Legyen H C R, f: H — R és xg belso pontja H-nak. Ha f differ-
encialhat6 az xy pontban, akkor az (xg, f(zo)) ponton atmen6 f’(xg)
meredekségli egyenest az f fluggvény grafjanak adott pontjahoz huzott
érintojének nevezziik.



Legyen H C R, f: H — R és xg belso pontja H-nak. Ha f differ-
encialhat6 az xy pontban, akkor az (xg, f(zo)) ponton atmen6 f’(xg)
meredekségli egyenest az f fluggvény grafjanak adott pontjahoz huzott
érintojének nevezziik.

Legyven H C R, f: H — R és g belsé pontja H-nak. Ha f differ-
encialhaté xg-ban, akkor folytonos xg-ban.



Legyen H C R, f: H — R és xg belso pontja H-nak. Ha f differ-
encialhat6 az xy pontban, akkor az (xg, f(zo)) ponton atmen6 f’(xg)
meredekségli egyenest az f fluggvény grafjanak adott pontjahoz huzott
érintojének nevezziik.

Legyen H C R, f: H — R és xy bels6 pontja H-nak. Ha f differ-
encialhaté xg-ban, akkor folytonos xg-ban.

Példa.
Az f: R = R, f(x) = |x| figgvény az x¢o = 0 pontban nem differ-
encialhato.

Derivalasi szabalyok
o (f+9) (o) = f'(w0) + g'(x0)



Legyen H C R, f: H — R és xg belso pontja H-nak. Ha f differ-
encialhat6 az xy pontban, akkor az (xg, f(zo)) ponton atmen6 f’(xg)
meredekségli egyenest az f fluggvény grafjanak adott pontjahoz huzott
érintojének nevezziik.

Legyen H C R, f: H — R és xy bels6 pontja H-nak. Ha f differ-
encialhaté xg-ban, akkor folytonos xg-ban.

Példa.
Az f: R = R, f(x) = |x| figgvény az x¢o = 0 pontban nem differ-
encialhato.

Derivalasi szabalyok
o (f+9) (o) = f'(w0) + g'(x0)

o (cf)(xo) = cf'(xo)



Legyen H C R, f: H — R és xg belso pontja H-nak. Ha f differ-
encialhat6 az xy pontban, akkor az (xg, f(zo)) ponton atmen6 f’(xg)
meredekségli egyenest az f fluggvény grafjanak adott pontjahoz huzott
érintojének nevezziik.

Legyen H C R, f: H — R és xy bels6 pontja H-nak. Ha f differ-
encialhaté xg-ban, akkor folytonos xg-ban.

Példa.
Az f: R = R, f(x) = |x| figgvény az x¢o = 0 pontban nem differ-
encialhato.

Derivalasi szabalyok
o (f+9) (o) = f'(w0) + g'(x0)

o (cf)(xo) = cf'(xo)
o (f9)'(wo) = f'(zo)g(x0) + f(0)g (o)



e ha 0 ¢ R, ,akkor

(j)’ (1) = f'(z0)9(20) — f(z0)g'(x0)

g g*(o)



e ha 0 ¢ R, ,akkor

(j)’ (1) = f'(z0)9(20) — f(z0)g'(x0)

g 9%(zo)

Osszetett fligevény: (go f)(zo) =g (f(xo)) f ().



e ha 0 ¢ R, ,akkor
(i) (20) = S (@o)g(zo) — f(@0)g (%)o

g 9%(zo)

Osszetett fligevény: (go f)(zo) =g (f(xo)) f ().

Legyen H CR, f: H—Ré H; C H.

o Az [ fuggvény differencialhaté a H; halmazon, ha f a
H; minden pontjaban differencialhatd. Az f fiiggvény differen-
cialhato, ha f differencialhato H-n.



e ha 0 ¢ R, ,akkor
(i) (20) = S (@o)g(zo) — f(@0)g (%)o

g 9%(zo)

Osszetett fligevény: (go f)(zo) =g (f(xo)) f ().

Legyen H CR, f: H—Ré H; C H.
o Az [ fuggvény differencialhaté a H; halmazon, ha f a

H; minden pontjaban differencialhatd. Az f fiiggvény differen-
cialhato, ha f differencialhato H-n.

e Ha
Hy={z : x € H és f differencidlhaté x-ben }
nem tres halmaz, akkor a g: Hy — R, g(x) = f'(z) fiiggvényt

az [ differencialhanyados fiiggvényének vagy derivalt-
janak nevezzik, és f'-vel jeloljuk.



Alapderivaltak

eHaa € R és f: R = R, f(x) = a”, akkor f differencidlhato,
és f'(r) = a”lna minden x € R esetén. Az a = e esetben

fl(x) =e".



Alapderivaltak
eHaa € R és f: R = R, f(x) = a”, akkor f differencidlhato,

és f'(r) = a”lna minden x € R esetén. Az a = e esetben
fila) = e,
e Az a alapu logaritmus figgvény differencialhato, és
log/ :
0g, T =
Sa rlna

. , /
minden € R esetén. Az a = e esetben In’ x = %



Alapderivaltak
eHaa € R és f: R = R, f(x) = a”, akkor f differencidlhato,

és f'(r) = a”lna minden x € R esetén. Az a = e esetben
fila) = e,
e Az a alapu logaritmus figgvény differencialhato, és
log/ :
0g, T =
Sa rlna

. , /
minden € R esetén. Az a = e esetben In’ x = %

eHaa e R és f: RY - R, f(x) = 2
és f'(z) = az® ! minden x € R esetén.

akkor f differencialhato,



Alapderivaltak
eHaa € R és f: R = R, f(x) = a”, akkor f differencidlhato,

és f'(r) = a”lna minden x € R esetén. Az a = e esetben
fila) = e,
e Az a alapu logaritmus figgvény differencialhato, és
log/ :
0g, T =
Sa rlna

. , /
minden € R esetén. Az a = e esetben In’ x = %

eHaa e R és f: RY - R, f(x) = 2
és f'(z) = az® ! minden x € R esetén.

akkor f differencialhato,

e A sinus és a cosinus fiigevény differencialhatd, tovabba
sinfx =cosx és cosx = —sinz

minden x € R esetén.



L’Hospital-szabaly (Csak a dallama...)

Legyen xy € R és tegyiik fel, hogy az f és g differencialhato, tovabba
az f'/q¢" figgvénynek xg-ban (tagabb értelemben) létezik hatarértéke,
és egyenlo az A-val. Ekkor, ha f-nek és g-nek xy-ban létezik hatarér-
téke, és mindketto 0, vagy ha a |g| fliggvény hatarértéke xy-ban +oo,
ugy az f /g fuggvénynek is 1étezik hatarértéke zg-ban, és egyenlé A-val.
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Legyen xy € R és tegyiik fel, hogy az f és g differencialhato, tovabba
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téke, és mindketto 0, vagy ha a |g| fliggvény hatarértéke xy-ban +oo,
ugy az f /g fuggvénynek is 1étezik hatarértéke zg-ban, és egyenlé A-val.

A tétel érvényes jobb- és baloldali hatarértékre, tovabba +oo-beli,
illetve —oo-beli hatarértékre is.



L’Hospital-szabaly (Csak a dallama...)

Legyen xy € R és tegyiik fel, hogy az f és g differencialhato, tovabba
az f'/q¢" figgvénynek xg-ban (tagabb értelemben) létezik hatarértéke,
és egyenlo az A-val. Ekkor, ha f-nek és g-nek xy-ban létezik hatarér-
téke, és mindketto 0, vagy ha a |g| fliggvény hatarértéke xy-ban +oo,
ugy az f /g fuggvénynek is 1étezik hatarértéke zg-ban, és egyenlé A-val.

A tétel érvényes jobb- és baloldali hatarértékre, tovabba +oo-beli,
illetve —oo-beli hatarértékre is.




Legyen H C R, f: H — R, (a,b) C H, és f differencialhato6 (a, b)-

1.

e f akkor és csak akkor monoton névekvé (a,b)-n, ha f'(x) > 0
minden x € (a, b) esetén,



Legyen H C R, f: H — R, (a,b) C H, és f differencialhato6 (a, b)-

1.

e f akkor és csak akkor monoton névekvé (a,b)-n, ha f'(x) > 0
minden x € (a, b) esetén,

o f akkor és csak akkor monoton csokkeno6 (a,b)-n, ha f'(z) < 0
minden x € (a, b) esetén,



Legyen H C R, f: H — R, (a,b) C H, és f differencialhato6 (a, b)-

1.

e f akkor és csak akkor monoton névekvé (a,b)-n, ha f'(x) > 0
minden x € (a, b) esetén,

o f akkor és csak akkor monoton csokkeno6 (a,b)-n, ha f'(z) < 0
minden x € (a, b) esetén,

o f akkor és csak akkor szigorian monoton novekvo (a, b)-n, ha
teljesiil az f'(x) > 0 egyenl6tlenség minden x € (a,b) esetén, és
nem létezik olyan (c, d) részintervalluma (a, b)-nek, hogy f'(x) =
0 minden x € (¢, d) pontban,



Legyen H C R, f: H — R, (a,b) C H, és f differencialhato6 (a, b)-

1.

e f akkor és csak akkor monoton névekvé (a,b)-n, ha f'(x) > 0
minden x € (a, b) esetén,

o f akkor és csak akkor monoton csokkeno6 (a,b)-n, ha f'(z) < 0
minden x € (a, b) esetén,

o f akkor és csak akkor szigorian monoton novekvo (a, b)-n, ha
teljesiil az f'(x) > 0 egyenl6tlenség minden x € (a,b) esetén, és
nem létezik olyan (c, d) részintervalluma (a, b)-nek, hogy f'(x) =
0 minden x € (¢, d) pontban,

o f akkor és csak akkor szigortian monoton csokken6 (a, b)-n, ha
f'(x) < 0 minden x € (a,b) esetén, és nem létezik olyan (c, d)
részintervalluma (a, b)-nek, hogy f'(x) = 0 minden x € (c,d)
pontban.



Legyen H C R, f: H — R és xg belso pontja H-nak. Ha f differ-
encialhato zg-ban, és f-nek xg-ban szélséértéke van, akkor f'(zq) = 0.



Legyen H C R, f: H — R és xg belso pontja H-nak. Ha f differ-
encialhato zg-ban, és f-nek xg-ban szélséértéke van, akkor f'(zq) = 0.

Legyen H C R, f: H — R, zy belso pontja H-nak, és tegyik fel,
hogy f differencialhato6 az |xg—r, xo+r| intervallumon valamely r > 0
eseteén.

e Ha f'(x) < 0 az |zg — r,x¢l-on és f'(x) > 0 az |xg, xy + r|-en,
akkor f-nek zg-ban helyi minimuma van.



Legyen H C R, f: H — R és xg belso pontja H-nak. Ha f differ-
encialhato zg-ban, és f-nek xg-ban szélséértéke van, akkor f'(zq) = 0.

Legyen H C R, f: H — R, zy belso pontja H-nak, és tegyik fel,
hogy f differencialhato6 az |xg—r, xo+r| intervallumon valamely r > 0
eseteén.

e Ha f'(x) < 0 az |zg — r,x¢l-on és f'(x) > 0 az |xg, xy + r|-en,
akkor f-nek zg-ban helyi minimuma van.

e Ha f'(z) > 0 az |xg — r,xo[-on és f'(x) < 0 az |xg, xg + r|-en,
akkor f-nek zg-ban helyi maximuma van.



Legyen H C R, f: H — R és xg belso pontja H-nak. Ha f differ-
encialhato zg-ban, és f-nek xg-ban szélséértéke van, akkor f'(zq) = 0.

Legyen H C R, f: H — R, zy belso pontja H-nak, és tegyik fel,
hogy f differencialhato6 az |xg—r, xo+r| intervallumon valamely r > 0
eseteén.

e Ha f'(x) < 0 az |zg — r,x¢l-on és f'(x) > 0 az |xg, xy + r|-en,
akkor f-nek zg-ban helyi minimuma van.

e Ha f'(z) > 0 az |xg — r,xo[-on és f'(x) < 0 az |xg, xg + r|-en,
akkor f-nek zg-ban helyi maximuma van.

Példa. Egy novény magassagat a jelenlegi pillanattol kezdve x év
mulva az f(x) = /x — %:1: fliggvény adja meg. Mikor lesz a novény a
legmagasabb?



Magasabbrendii derivaltak

Legyven H C R, f: H — R és f differencialhaté fuiggvény. Az
f" figgvény derivaltjat az f masodik derivaltjanak nevezziik és f”-vel,
vagy f®-vel jeloljiik. Hasonléan értelmezhetjiik a harmadik, negyedik,
stb. derivaltjait az f-nek.



Magasabbrendii derivaltak

Legyven H C R, f: H — R és f differencialhaté fuiggvény. Az
f" figgvény derivaltjat az f masodik derivaltjanak nevezziik és f”-vel,
vagy f®-vel jeloljiik. Hasonléan értelmezhetjiik a harmadik, negyedik,
stb. derivaltjait az f-nek.

Legyen H C R, f: H — R, {(a,b) C H, és f differencialhato (a, b)-
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Legyen H C R, f: H — R, {(a,b) C H, és f differencialhato (a, b)-

1.

e f akkor és csak akkor konvex (a, b)-n, ha f" monoton novekvé az
(a, b) intervallumon,

e f akkor és csak akkor konkav (a, b)-n, ha f" monoton csokken6 az
(a, b) intervallumon.
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(1) Zérushelyek meghatérozasa. x, zérushelye f-nek, ha f(xg) =
0.

(2) Paritas megallapitasa.
e Az f fiiggvény paros, ha minden x € H esetén —x € H és
fl=z) = f(z).
e Az f fuggvény paratlan, ha minden x € H esetén —x € H
és f(—x) = —f(z).

(3) Periodicitdas. Az f fiiggvény periodikus, ha van olyan p # 0
valos szam, hogy minden « € H esetén x +p € H és f(x +p) =
f(x). Ekkor a p szamot az f periddusanak, f-et p szerint
periodikusnak is nevezzik.

(4) Hatarértékek kiszamitasa.
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5) Monotonitas, szélsoértékek.

(5)
(6) Gorbiilet, infelxids pont.
(7) A fuggvény grafikonja.
(8)

8) Ertékkészlet meghatarozasa.

Példa. Végezziink teljes figgvényvizsgalatot a kovetkezo tiggvény-
nél:

PRV SR f@)= T



