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Tankonyv: Matematika nem matematika szakosoknak, EKF
Liceum Kiadd, Eger. Szerkesztette: Matyas Ferenc.

Motivécids feladat: Legyen adva egy f: [a, b] — R fliggvény.
Szeretnénk meghatdrozni a fliggvény gorbéje alatti teriiletet.

1

dbra: az f(x) = x? fliggvény gorbéje alatti teriilete a [0, 1] intervallumon.
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Definicié:

Legyen a,b € R, a< b. A D C [a, b] véges halmazt az [a, b]
intervallum egy beosztdsdnak nevezziik, ha a,b € D. Az [a, b]
intervallum 6sszes beosztdsainak halmazat D([a, b])-vel jeloljiik.
Megdllapodunk abban, hogy D = {xo, x1,...,xn} esetén
a=x9<x1<...<x,=>b. Az x; szamokat a D beosztas
osztépontjainak, az [xj_1,x;] intervallumokat a D beosztds
részintervallumainak nevezziik.

A D beosztds finomsaga a

IID|| == max{Ax; : i =1,2,...,n}

szam, ahol Ax; .= x; — x;—1 (Ii=1,...,n).
A [a, b] intervallum egy (D)) beosztdssorozatat normalis
beosztdssorozatnak nevezziik, ha

lim ||Dp| = 0.
n—o0
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Definicié:

Legyen f: [a, b] — R egy korlatos fiiggvény, D egy beosztdsa az
[a, b] intervallumnak, azaz D = {xo, x1,...,Xn}. Legyen

& € [xi—1,x] (i=1,...,n) alappontok rendszere. Az f fiiggvény
D beosztashoz és & := {&1,...,&n} alappontokhoz tartozé
integralkozelité osszege

U(f7 D7 5) = Z f(gi)AXi
i=1

szam.
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Definicié:

Legyen f: [a, b] — R egy korlatos fiiggvény. Az f fiiggvényt
Riemann-integrdlhaténak nevezziik, ha az [a, b] intervallum minden
(Dn) normdlis beosztdssorozata és a hozzatartozo &
alappontrendszer esetén a (o(f, Dp,&)) (integrdlkézelité osszeg)
sorozat konvergens.

Az integralkozelité osszeg sorozatok kézos hatdrértékét f fiiggvény
Riemann-integréljanak (vagy hatdrozott integraljanak) nevezziik az

[a, b] intervallumon.
b b
/ f(x)dx, / f

Jelolés:
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Megjegyezziik, hogy nem minden korlatos fliggvény
Riemann-integralhatd.

e f: [a,b] — R egy folytonos fiiggvény az [a, b]-n, akkor f

Riemann-integralhatd [a, b]-n.

e f: [a, b] — R egy monoton fiiggvény az [a, b]-n, akkor f
Riemann-integralhatd [a, b]-n.

Tétel: (Newton-Leibniz-formula)

Legyen f: [a, b] — R egy Riemann-integralhatd fiiggvény, jeldlje F
a f primitiv fliggvényét. Ekkor

A F(b) — F(a) kiilsnbségre hasznalatos még az [F(x)]2 jelolés is.
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Térjink vissza a motivacids feladatunkhoz!

1 371 3 3
/dex: <P o _ L
0 310 3 3 3
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Térjink vissza a motivacids feladatunkhoz!

/1 ) B3 03 1
Xdx=|=| =5 -5 =z.

0 3], 3 3 3
Megjegyezziik, hogy a Riemann-integral a konstrukcidja miatt
el6jeles teriiletet ad meg.

27
/ sinx dx = [~ cosx]3" = — cos2m — (—cos0) = —1 +1=0.
0
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Tétel: (Helyettesitéssel vald integralas)

Ha f: [c,d] — R folytonos, ¢: [a, b] — |[c, d] folytonosan
differencidlhaté (' létezik és folytonos), akkor

©(b) b
/ f(x)dx = / (f o p)(t)'(t)dt.
©(a) a
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Tétel:

Legyen f: [a,b] = R és a < ¢ < b. Ha az f Riemann-integralhatd
az [a, c] és a [c, b] intervallumokon, akkor az f
Riemann-integralhato az [a, b] intervallum on is, és

/a ” (x)dx = / " Fx)dx + /  F(x)dx.

Tétel: (Elsé kozépértéktétel)

Legyen az f: [a, b] — R Riemann-integralhaté az [a, b]
intervallumon. Tovabba, az m, M olyan valds szamok, hogy
m < f(x) < M minden x € [a, b] esetén. Akkor

m(b — a) < /b f(x)dx < M(b— a)

teljestil.
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Impropius integral

Definicié:

Legyen a€ R, b€ Ry, a< b, f: [a,b) — R. Tegyiik fel, hogy f
Riemann-integralhaté minden x € (a, b) esetén az [a, x|
intervallumon. Legyen tovabba

F:la,b) =R, F(x):= /X f(t)dt.

a.) Ha a F fiiggvénynek b-ben létezik hatarértéke, akkor azt
mondjuk, hogy az [ ab f(t)dt impropius integral konvergens. Ekkor

az b
/ f(t)dt = Iim/ f(t)dt
B x—=b J 4

jelolést is hasznaljuk.
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Impropius integral

Definicié:

b.) Ha a F fiiggvénynek b-ben nem létezik hatarértéke, akkor azt
mondjuk, hogy az fab f(t)dt impropius integral divergens. Ha a F
fliggvény hatdrértéke b-ben oo, akkor ezt

bf(t)dt = lim Xf(t)dt: +00
/ /

x—b

Jelsljiik.

Megjegyzés: Hasonldan definidljuk a tobbi impropius integralt is,
azaz amikor
acRy, beR, a< b,

vagy
a,beRy a<b.
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Példa: Szdmitsa ki a gorbe alatti teriiletet!

/]

dbra: az f(x) = 1/x? fiiggvény gorbéje alatti teriilet a (—oo, —4]
intervallumon.

—4 1 —4 174 1 —4
| o= [ e [X] :[ ] -
—0o0 X —00 - X
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Példa: A kovetkezé fliggvény esetén is kiszamithatunk tobb
impropius integralt.

10 T T

abra: az f(x) = 1/x fliggvény gorbéje az (0, 00) intervallumon.

10 1 _
° fo Sdx =7

o [ ldx=1
oo 1 _9
o [y xdx="
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Alkalmazasok:

Tétel: (Forgdstest térfogata, felszine)

Legyen f: [a, b] — Rar folytonos fliggvény. Legyen a forgastengely
az x-tengely, ekkor a keletkez6 forgdstest térfogata és felszine:

b
Vi=m / f2(x)dx,

A, = or / ? FV/1 + (7)) 2dx.

Példa: Mennyi f(x) = 2,/x fiiggvény x-tengely koriili forgatasdval
keletkezett forgdsi paraboloid felszine, térfogata a [0, 4] intervallum
felett?
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