1. Leontief-féle input-output modell

1.1. A modell definialasa és elemzése

Tekintstink egy gazdasag termelési modelljét, amelyben kiilonb6zd szektorok
(termeldagazatok, termelési folyamatok) kiilonbozé termékek eldallitasaval foglalkoznak.
Tételezziik fel, hogy a modellben a termékek ¢és a szektorok (termeldagazatok)
kozott kolesonosen egyértelmii megfeleltetés van. Ezt a fajta termelési modellt Leontief-féle
input-output modellnek nevezziik. Tehat az alabbi fontos feltevésekkel éliink:

- minden terméket egyetlenegy szektor (termelési folyamat) allit el és forditva,
- minden szektor (termelési folyamat) csak egyetlenegy terméket termel.

A szektorok, amelyek a termékeket gyartjak, a termelés soran felhasznalnak termékeket és
elsddleges eréforrasokat. Feltételezziik, hogy a raforditasok szintje (inputok) egyenes aranyban
valtozik a termelés szintjével (output), igy a raforditasokat egységnyi szintii termelésre lehet
vonatkoztatni.

A termékek termeléséhez sziikséges termékfelhasznalast (raforditast) is és az elsddleges
eréforras-felhasznalast (raforditast) is egy-egy matrix segitségével adjuk meg.

Jelolje a termékek kozvetlen raforditasi matrixat a B matrix.

A Bmatrix bjeleme azt mutatja, hogy a j-edik szektor (Sj) az altala
eloallitott termék egységének eldallitasahoz az  i-edik termékbél (Ti) mennyit hasznal
fel kozvetleniil. Mivel kolcsondsen egyértelmii a kapcsolat a szektorok és a termékek kozott,
ezért az altalanossag megsértése nélkiil mondhatjuk azt, hogy az Si szektor a T1, az S» szektor
a To termék, ... eléallitasaval foglalkozik. Innent6l kezdve a szektorok helyett termékeket is
mondhatunk. Ebben a megfogalmazasban a bjjelem azt mutatja, hogy a j-edik termék
(T;) egységének eldallitasahoz az i-edik termékbél (Ti) mennyi a kdzvetlen felhasznalas.

Tehat a B matrix oszlopai az eldallitott termékekre (Szektorokra), sorai pedig a felhasznalt
termékekre vonatkoznak. Forditva is lehetett volna definidlni, akkor az alabbi vizsgalatokban
levezetett képleteknek hasonld, de mas formdja lenne!

Adott a szektorok termelése (Kibocsatasa), jeldlje ezt a g vektor, tovabba adott a termékek
egységara (roviden ara), jelolje ezt a pvektor. A qjaj-edik termékbdl (Tj) a brutté
kibocsatast jelenti, a g vektort a bruttéo kibocsatas vektoranak nevezziik. A pi azi-edik
termék (Ti) egységara. A B matrixot és a p,q vektorokat az alabbi sémaban is kozoljiik, amely
remélhetdleg majd megkonnyiti a kovetkezokben elvégzend6 modell-elemzést. Tobb kérdést is
felvethetiink, amelyekre a valaszt matrixmiiveletekkel fogjuk megadni. (Az abran a bj; elemeket
rij-vel jelolték)
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1.1.1. Anyagkéltség matrix

Els6  Iépésként arra  vagyunk  kivancsiak, hogy mennyi a  kdzvetlen
felhasznalas pénzben kifejezve. Ha a B matrix mindegyik sorvektorat megszorozzuk a
megfeleld termék araval, akkor a keletkezd R matrix rij eleme azt mutatja, hogy a j-edik termék
egységének eldallitasahoz azi-edik termékbdl hany pénzegység értékii mennyiséget
hasznalunk fel kozvetleniil. Ezt a R matrixot nevezziik anyagkoltség matrixnak.

Ismeretes, hogy egy ilyen miiveletet egy diagonalis matrix-szal val6 balrél szorzassal lehet
eldallitani. A p arvektor elemeibdl készitsiink egy diagonalis P matrixot (&rmatrix) és ha ezzel
balr6l megszorozzuk a B matrixot, akkor az anyagkoltség matrixot kapjuk, azaz
R=P-B

vagy vektorosan

R=<p>-B
Az anyagkoltség matrix ismeretében a kdzvetlen raforditds matrixot a

B=P1R
Osszefiiggéssel szamithatjuk ki.

1.1.2. Bruttd termeléshez tartozd kdzvetlen raforditas matrix

Ha a B matrix mindegyik oszlopvektorat megszorozzuk a megfeleld bruttod termeléssel, akkor
a keletkez6é matrix ij-edik eleme azt mutatja, hogy aj-edik termék brutto termelésé-
nek megfeleld mennyiségii termék eldallitasahoz az i-edik termékbdl mennyit hasznalunk fel
kozvetleniil.

A g brutto termelés vektor elemeibdl készitsiink egy diagonalis Q matrixot és ha ezzel jobbrol
megszorozzuk a B matrixot, akkor eredményiil B-Q, vagy vektorosan B-<qg>



1.1.3. Brutté termeléshez tartozé netto kibocsatas

A B kozvetlen raforditas matrix bj oszlopvektora azt mutatja meg, hogy a j-edik termék
egységének elballitasahoz az egyes termékekbdl kozvetleniil mennyit hasznalnak fel. Ha a j-
edik termékbdl gj mennyiséget termelnek (allitanak eld), akkor a kozvetlen felhasznalas
vektora gj- bj. A felhasznalas a tobbi termékre is hasonloan irhato fel, igy a g bruttd termeléshez
a felhasznalas vektora
n
Z q;bj
j=1

azaz az B matrix oszlopvektorainak linearis kombinacidja, amely a B+q szorzasnak felel meg.
Jelolje a nettd kibocsatast ar vektor Ha tehat a g bruttd termeléshez B-g mennyiséget
felhasznalunk, akkor a netté termelés, vagy nett6 kibocsatas vektora

r=q-B-q.

A nettd kibocsatds tehdt megmutatja, hogy a termelés soran felhasznalt termékek utdn a
termékekbol mennyi marad in. végso felhasznalési célokra (fogyasztasra, felhalmozasra).

1.1.4. Netto kibocsatashoz tartozd bruttd termelés

Az r=0-B-q 0Osszefliggésbdl induljunk ki és ebbdl rendezéssel fejezzikk ki a qvektort. A
kovetkezOk adddnak:

r=q-B-q=E-q-B-q=(E-B)-qg — q=(E-B)*r
amennyiben létezik az inverzmatrix. Az inverz létezésének vizsgalataval késébb fogunk
foglalkozni. Az (E-B)! inverzmatrixnak nagy jelentdsége van a modellben, ezért ezt Leontief-
féle inverznek nevezik és T -vel jelolik, ahol tehat
T=(E-B)*
igy a bruttd termelés és a nettd termelés kozotti kapesolatot a
q=Tr illetveaz r=g-Bgq=Tq

formulak adjak. Megjegyezziik, hogy az E-B matrixot Leontief-féle matrixnak is szokas
nevezni.

1.1.5. Az egyes termékek egységnyi mennyiség( elSallitdsa soran keletkezd uj érték
(hozzaadott érték vagy nettd érték)

A B kozvetlen raforditas matrix b(®) sorvektora megmutatja, hogy az i-edik termékbél mennyit
hasznalnak fel az egyes termékek egységnyi mennyiségének eldallitasahoz. Ha az i-edik termék
egységara pi, akkor felhasznalas pénzbeli értéke pi-b®™. A pénzben kifejezett felhasznalas a tobbi
termékre is hasonldan irhato fel, igy a p arvektorhoz a pénzbeli felhasznalas vektora
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azaz a B matrix sorvektorainak linearis kombindcidja, amely a pTB szorzasnak felel meg
(amelynek eredménye egy sorvektor lesz). A p arvektor esetén a pénzben kifejezett felhasznalas
tehat p™-B, a kettd kiilonbsége a keletkezé hozzaadott érték (szokas uj értéknek vagy nettd
értéknek is nevezni). A hozzaadott érték vektora pT-pT-B. Jeldlje a hozzaadott értéket az
m vektor, igy
mT e pT_pT.B'

A hozzaadott érték tehat megmutatja, hogy az egyes termékek egységnyi mennyiségi

eloallitasa soran felhasznalt anyagkoltségéhez mennyi értéket kell hozzaadni, hogy megkapjuk
a termékek arat.

1.1.6. A hozzdadott értékhez tartozo arvektor
Az mT = pT-pT-B 6sszefiiggésbol induljunk ki és ebbdl rendezéssel fejezziik ki a p vektort. A
kovetkezdk adodnak:
mT =p'-p™B = p™-E-p™-B= p™-(E-B)

A p vektor ebbdl az 6sszefiiggésbol
p' =m"(E-B)1=mT'T

Az arvektor és a hozzaadott érték vektora kozotti kapcsolatot a
pt=m"T illetvea mT=p™-p™B=p'T?
formulak adjak.
1.1.7. A kozvetlen raforditasok pénzegységben kifejezett formaja

A kozvetlen raforditast ugy is értelmezhetjiik, hogy egy pénzegységnyi mennyiséghez mennyi
a felhasznalas pénzegységben kifejezve. A kozvetlen felhasznalas matrixa

A=P-B Pt

vagy

A=<p>-B-<p>1



Példa

Feladat: Egy iizem harom termékkel foglalkozik. Az els6 termék egységének eldallitasahoz a
masodik termékbdl négyet hasznal fel kozvetleniil. A harmadik termék egységének
eléallitasahoz az els6 termékbél kettSt, a masodik termékbdl hetet hasznal fel kdzvetleniil. A
termékek bruttd termelése rendre 8, 60, 2. A termékek egységara rendre 45, 8, 150.

a) Irja fel a kozvetlen raforditasok matrixat!
b) Hatarozza meg a Leontief-féle inverzmatrixot!

C) Hatarozza meg azt a matrixot, amely az egységnyi mennyiségli termelésre
vonatkoztatva pénzegységben fejezi ki a kdzvetlen raforditasokat!

d) Hatarozza meg azt a vektort, amely a bruttd termeléshez felhasznalt
termékmennyiségeket mutatja!

e) Hatarozza meg a termékegységre es6 hozzaadott érték vektorat!
f) Ertelmezze a Leontief-féle inverzmatrix harmadik oszlopvektoranak elemeit!
Megoldas:

a) Célszerl el6szor az adatokat egy sémaban felrajzolni, ahova a termékneveket is beirhatjuk.
Ebbdl a sémabdl a kozvetlen raforditasi matrix mar egyszerlien felirhat6. Természetesen séma
nélkiil sem bonyolult a matrix felirasa. A B matrix bjj eleme mutatja, hogy a j-edik ter-
mék egységének eloallitasahoz az i-edik termékbél (Ti) a kozvetlen felhasznalast igy az els6
oszlop masodik eleme 4 , a harmadik oszlop els6 eleme 2 , a masodik pedig 7, a tobbi elem
pedig zérus. Ha nem a fenti modon értelmezziik a matrixot, hanem az oszlopokat felcseréljiik,
akkor a képleteink nem a megadott modon hasznéalhatok, ezért ligyeljiink a helyes felirasra. A
B kozvetlen raforditds matrix:

T T, T
|0 0 2
T4 0o 7|
I 10 0 0

0 0 2
B=|4 0 7]
0 0 O

b) AT Leontief-féle inverzmatrixot az E-B matrix invertalasaval kapjuk, az invertalast
tobbféleképpen is elvégezhetjiik, pl. pivotalassal is



E—-B=

1 0 -2 10 2
-4 1 —7] = T=(E—B)‘1=[4 1 15]
0 0 1 0 0 1

c) Az R=P-B anyagkoltség matrix fejezi ki pénzegységben a kozvetlen raforditasokat az
egységnyi mennyiségli termelésre vonatkoztatva. A mivelet elvégzéséhez felirjuk
a p arvektort, majd a termékarakbol a diagonalis P vagy <p> armatrixot, majd elvégezziik a
matrixszorzast.

45 45 0 0 0 0 90
p= 8 :}P:<p>: 0 8 0 = R=PB=1|32 0 56
150 0 0 150 0O 0 O

d) A brutt6 termeléshez felhasznalt termékmennyiségeket a B-q vektor adja.

8 4
q= [60 46]

2 0

= Bq =

e) Eldszor ki kell szamitani a p-B pénzben kifejezett raforditast, majd ebbdl a termékegységre
es® hozzaadott érték m vektorat az m™ = pT-pT-B formulaval szamithatjuk.

ml =pT —p"™B=1[45 8 150]—[32 0 146]=[13 8 4]

13

m=|8

4
f) A T Leontief-féle inverzmatrix harmadik oszlopvektora azt a bruttd termelést mutatja,
amelyet akkor kapunk, ha a harmadik termékbdl 1, a masik kettdbdl pedig zérus a nettd

kibocsatas.
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