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1. LEGKISEBB NEGYZETEK MODSZERE

1.1. LEGKISEBB NEGYZETEK MODSZERE, EGYENES ESET.

Legyen n € N és adottak az 1, xo, ..., z, € R alappontok és az y;, yo,
., yn € R fliggvényértékek (pl. mérési eredmények). Keressiik azt az
egyenest
Yy =ap+ar,

melyre a

Z[yi — (ag + arx;)]?
i=1
kifejezés minimadlis.

A fenti feltételnek eleget tevé egyenest az (z;, y,) értékeket (pontokat)
négyzetesen legjobban kozelitd egyenesnek nevezziik (ahol i =1,... n).
A feladat megolddsahoz az
- 2
F(ao, al) = Z[yl — (CL() + alxi)}
i=1
fiiggvényt kell minimalizalnunk (F' : R? — R). A tobbvdltozos fiiggvények
sz€1s6értékérdl tanultak szerint az I, (ag,a1) = 0 és F, (ag,a1) = 0
feltételnek eleget tevd ag, ai-et keressiik. A parcidlis derivaltakra
> =2y — (ap + a12;)] = 0
i=1
Z —Z[yz — (CLO + Gll'i)].l'i =0
i=1
egyenletrendszert kapjuk.
Ezt az egyenletrendszert az aldbbi alakban irhatjuk:

Zyz—nao—Zalxi:O

=1

2
E TiY; — E aoZ; — E arxy =0
i=1 i=1 i=1

amelybdl adddik, hogy

na (z ) o Zyz



Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

1 = (1
X = 1 xf e R™2, 4= yf e R", ﬁ:(Z?)eR?
1o, U
Ekkor
n Z$Z Z?Jz
XTX — i z‘? XTy = i=1

n
1=

D a ) D@
= 1
Igy az egyenletrendszer
(X"X)B=X"y
alakban irhato.

A det(XTX) = 0 csak akkor teljesiilhet, ha 2, = 25 = ... = x,
(érdektelen eset).

Tehét feltehetjiik, hogy det(X 7T X) # 0. Ekkor az egyenletrendszer
egyértelmiien megoldhaté. Példdul az X7 X invertdlhatd, igy

B=(XTX)'XTy.

1. MEGJEGYZES. Az egyenes egyenletét tobbféleképpen megadhatjuk, de
az a szamolds 1ényegén nem valtoztat.

2. PELDA. Példdul ha az egyenes egyenlete:
Yy =a+ bx,

akkor annyi véltozik csak, hogy a [ vektorban nem a és a, szerepel, hanem

=)
A megoldand6 egyenletrendszer igy is
(XTX)B=X"y
alakban irhaté.
3. PELDA. Példdul ha az egyenes egyenlete:
y=ax+ b,

akkor annyi véltozik csak, hogy a ( vektorban nem a és a, szerepel, hanem

- (3)



4

€s az X matrixban is elcserélddnek az oszlopok, azaz

T 1

To 1
x=| "7

T, 1

A megoldand6 egyenletrendszer igy is
(X'X)B=X"y

alakban irhato.

1.2. A LEGKISEBB NEGYZETEK MODSZERE, POLINOM ESET.

Gyakran el6fordul, hogy nem egyenest, hanem magasabb rendd poli-
nomot kell alkalmazni. Latni fogjuk, hogy nagyon hasonlé eredményhez ju-
tunk ekkor is. Legyen m,n € N gy, hogy m << n, adottak az x1, zo, . . .,
r, € R alappontok és az vy, v, ..., y, € R fliggvényértékek (pl. mérési

eredmények). Keressiik azt a P,,,(x) = Z a;z’ polinomot, melyre a
=0

n

Z(yi - Pm(l'i))2

i=1
kifejezés minimalis.
A fenti feltételnek eleget tevé P, polinomot az (x;,vy;) i = i,...,n,

értékeket négyzetesen legjobban kozelité m-ed foki polinomnak nevezziik.
A feladat megoldasahoz az

n m 2
F(ao,al,...,am) :Z (yz_za]xz) :Rm-i-l SR
=1 j=0

fliggvényt kell minimalizalnunk. A tobbvéltozds fiiggvények szélsdérté-
kérdl tanultak szerint az F'(ag, a1, . . ., ay,) = 0 feltételnek eleget tevs a;-
ket keressiik. A parcialis derivéltakra

OF & 0Py,
87%(0’07 Ay, ... 7am) = ;Q(yl - Pm(xz)) (_ aaj (xl)) =0

(j=0,1,...,m).

n

ZP 8(1] (x;) Zylap (x;) (j=0,1,...,m).

aj



Mivel aim (z;) = (x;)7, a fenti egyenlet a kovetkezd alakba frhato:
J
D@D ap(x)t = any (@)=Y yi(w)
i=1 k=0 k=0 =1 i=1
(7 = 0,1,...,m). Ezzel a; -kra egy linedris egyenletrendszert kaptunk
(m + 1 darab egyenlet, m + 1 darab ismeretlennel).
Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

1z ... ol
P 1 -77.2 e x’zﬂ . Rnx(m+1)’
1 =z, )
Y1 Qo
a
y=| " |er,  p=| T |erm
Yn am
Ekkor az egyenletrendszer
(X'X)B=X"y

alakban irhato.



