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1
Bevezetés

Ez a jegyzet még erdsen hidnyos, ennek ellenére remélem segit a felkésziilésben. A jelenleg
fentléve valtozat a gyakorlatok anyagat tartalmazza. Minden gyakorlat révid elméleti 6sszefog-
laloval kezdddik, ezutan feladatok, majd a feladatok részletes megoldéasai kovetkeznek.

A gyakorlatok részben szerepl feladatok sorszéma el6tt jelolések talalhatok:

e (bumszli) Ezeket a feladatokat feltétleniil nézzék at. Ezek a feladok zomében Fegyverneki
Sandortol, Raisz Pétertdl, kis résziik a magyar valoszintiségszamités folklorbol szarmazik.

o (lires bumszli) Elméleti ismeretek feladatok forméjaban feldolgozva.
* a nehéz feladatokat jeloli.
S (S=szimulécio) a szimulacioval megoldhato feladatokat jeloli. Remek szakdolgozat téma.

A jegyzet folyamatosan véltozik, az 1j valtozattal feliilirom a régit, igy érdemes idérél-idére
djra letolteni.
Eredményes felkésziilést kivanok, tanuljanak szorgalmasan.

Miskole, 2024. szeptember 01. Dr. Glavosits Tamés
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1. fejezet

Kombinatorika, Klasszikus val6szintiségi
mezo

1.1. Rovid elméleti osszefoglalo
1.1.1. A Kombinatorika alapesetei (Gsszefoglalas)

1. Faktorialis fiiggvény:

ol = 1, ha n =0;
"1 1-2---n, han€eZ,.

2. Binomidlis egyiitthato:

(1) = = "

N
oy
N
=

T (n—k)k 12k k!

3. Polinomialis egyiitthato:

n N n!
kikoo.o k) Eylky!-- K
aholn € Zy; ki, ko, ..., k. € Z, 1gy, hogy k1 + ko + -+ - + k. = n.
Az elemi kombinatorika alapfeladatainak két csoportja van, a sorba-rendezés és a kivalasztéas.

I. Sorba rendezés, mas széval permutacié: Adott n elem, ezeknek keressiik az Gsszes le-
hetséges sorrendjét. A permutacionak két fajtaja van: az ismétlés nélkiili és az ismétléses.



1. Ismétlés nélkiili permutacié: Az n darab elem paronként kiilonb6z6. Az n elem
ismétlés nélkiili permutacidéinak szamat P, mddon jeldljiik. P, = n! (n€Zy).

2. Ismétlésese permutaciéo: Az n darab elem kozott ki, ko, ..., k, azonos tulaj-
donsagu elem szerepel. Az azonos tulajdonsagu elemek egymas kozotti sorrendjét
nem vessziik figyelembe. A lehetséges sorrendek szamat ebben az esetben plhr @
modon jeloljiik.

proe - (0 Yo
" kiko. . k) klkol- - Kl

aholn € Zy; ky, ko, ..., k. € Z, Ggy, hogy k1 + ky+ -- -+ k. = n.

II. Kivalasztas: Adott n elem, melyek koziil kivalasztunk k& darabot.

Ha széamit a kivalasztott elemek sorrendje sorrendje, akkor variaciérol, ha nem szamit,
akkor kombinaciorol beszéliink.

AKkar variaciorol, akar kombinaciorol beszéliink, a kivalasztasi feladatokat csoportosithat-
juk aszerint is, hogy egy elem legfeljebb egyszer, vagy tobbszor is valaszthatd. Az elbbi
esetben ismétlés nélkiili, az utoébbiban ismétléses kivalasztasrol beszéliink.

.....

n!

k _ — — R — =
V= T nn—1)---(n—k+1)=(n).
2. Az n elem k taga ismétléses variacidinak a szamat V¥ medon jeloljiik. VEO =
k
n”.

3. Az n elem k tagi ismétlés nélkiili kombinAcidinakinak a szdmat C* modon

jeloljik.
o (n) nn—1)(m—k+1) (n)

1-2---k k!

n k -
4. Az n elem k taga ismétléses kombinacidinakinak a szamat C*) medon jeloljik.

ok _ (nHE=1Y _ (k-1
n k ! '

A kivalasztasos feladatok tipusait az alabbi tablazatban foglaljuk Gssze:

H Variacio J Kombinécio ‘

Ism. nélkiili || V¥ = (n), ch=(})

Tsmétléses || ViE® = pk | 0F0) = (n+k—1)




A binomiilis egyiitthaték tulajdonsagai:

L (5)= ()=
()= (.0 )
e (1) (1) = ()

A binomialis tétel:

minden n € Z, U {0}; a b € R esetén.

A kombinatorika 3 ismétlés nélkiili alapesetét konkrét példak segitségével illusztraljuk. Az
ismétléses alapfeladatok hasonlé gondolatmenet segitségével szamolhatok. Ez alol talan csak
csak az ismétléses kombinacio a kivétel, ezt azonban a "Bizonyitsa be ... (kombinatorika)"
részben részletesen ismertetjiik.

Példa Hany féle sorrendje van az A, B, C' betiiknek? A megoldéas nagyon egyszert, modsze-
resen megkeressiik az 0sszes lehetséges sorrendet, majd ezeket megszamlalasaval megkapjuk a
valaszt.

A,B,C
A,C,B
B,A,C
B,C,A
C,A,B
C,B,A

Tehat az Osszes lehetséges sorrend szama 3! = 6.

Példa Konstruiljuk meg az 5 elemii {A, B,C, D, E} halmaz Osszes 3 tagi ismétlés nélkiili

.....

fagraf til nagy lenne. A gyokér 5 felé dgazik el, a kapott 5 csiics mindegyike 4 felé, ezek a
csticsok 3 felé agaznak el. Tehat a keresett ismétlés nélkiili variaciok szama 5-4-3 = 60. Ha a



kapott fagrafot bejarjuk a gyokértdl a levelekig, akkor megkapjuk mind a 60 variaciot, melyek

a kovetkezdk:
ABC BAC CAB DAB EAB

AB,D BAD CAD DAC EAC
ABE BAE CAE DAE EAD
A,CB B,CA CBA D,BA EBA
ACD B,CD CB,D DBC EBC
A CE B,CE CBE DBFE EBD
A,D,B B,D,A CD,A D,C/A ECA
AD,C B,D,C CD,B D,CB E,CB
AD.E B,D,E CD,E D,CE ECD
AEB B,EA CEA DEA EDA
AEC BEC CEB DEB ED,B
AJEED BED CED DEC ED,C
Az eredmény valéban 5 - 4 - 3 = 60.

Példa Allitsuk el6 az {A, B,C, D, E} 5 halmaz Gsszes 3 elemti részhalmazat.
{A,B,C} ,{A,B,D} ,{A,C,D} ,{B,C,D},{A,B,E},
{A,C,E} ,{B,C,E} ,{A,D,E} ,{B,D,E} ,{C,D,E},

tehat az 5 elemii halmaznak 10 harom elemi részhalmaza van. Most nézziik, meg, hogy hogyan

.....

5-4-3- = 60. Soroljuk egy osztalyba azokat a sorozatokat, amelyek csak sorrendben kiilonbéznek
egymastol.

A,B,C||A,B,D||A,C,D||B,C,D||A,B,E||A,C.E||B,C.E||A,D,E|| B,D,E||C,D,E
A,0,B||A,D,B||A,D,C|| B,D,C||A,E,B||A,E,C||B,E,C||AED| BED||CE,D
B,A,C||B,AD||C,A,D||CB,D||B,AE||CAE| CBE||DAE|DBE| DCE
B,C,A||B,D,A||C,D,A||C.D,B||B,EA||CEA| CEB| DEA| DEB| DEC
C,A,B||D,A,B||D,A,C||D,B,C||E,A,B||E,A,C||EB,C||EA,D||EB,D|| EC,D
C.B,A||D,BA||D,CA||D,CB||EB,A||ECA| ECB||EDA||ED,B| ED,C

Minden osztalyba 3! = 1-2 -3 = 6 sorozat keriil. Tehat a 3 elemi részhalmazok szama

5.4-3 60

10.
1-2-3 6 0




1.1.2. A valészintiség fogalmanak megalapozasa a relativ gyakorisag
segitségével

Kétféle esemény van, a determinisztikus és a sztochasztikus. A determinisztikus események
sziikségszertien bekdvetkeznek, a sztochasztikus események bekovetkezése a véletlentdl fiigg. A
valoszintség egy 0 és 1 kozé es6 szam, amely azt méri, hogy egy véletlentdl fiiged esemény
bekovetkezésére mennyire lehet szamitani. Ez azonban nem definicié.

A valoészintiség fogalma a Kolmogorov féle valoszintiségi mezd segitségével definidlhato.
Kolmogorov-féle valoszintiségi mezének nevezziink az (€2, F,P) harmast, ahol

e () egy nemiires halmaz, neve eseménytér, az €2 elemei az elemi események.

e F egy halmazcsaldd, amelynek elemei az ) bizonyos részhalmazai, az F elemeit esemé-
nyeknek nevezziik;

e P egy halmazfiiggvény, amely az F halmazcsalad minden halmazédhoz hozzarendel egy
valés szamot. A P halmazfliiggvényt valosziniiségnek: illetve, ha A egy esemény, akkor a
P(A) valos szamot az A esemény valoszintiségének nevezziik.

A Kolmogorov-féle valészintiségi mezd fogalmahoz még hozzéatartozik, hogy az események hal-
mazanak, azaz F-nek rendelkeznie kell bizonyos tulajdonsagokkal, nevezetese F egy o-algebra.
Illetve a P sem lehet egy tetszéleges halmazfiiggvény, hanem rendelkeznie kell bizonyos tulaj-
donséigokkal, amelyeket az tgynevezett Kolmogorov-féle axioémak foglalnak ossze.

Egy A esemény valoszintiségét tgy szamoljuk ki, hogy megadunk egy matematikai modellt,
amely leirja a kisérletet, azaz megadjuk Q-t, F-et és P-t és az F és P megfelel§ tulajdonsigai
alapjan méar ki tudjuk szamolni a P(A) valoszintiséget.

A Kolmogorov-féle valoszintiségi mezében a valoszintiségnek van héarom fontos tulajdonsa-
ga: a nemnegativitas; az egyre normaltsag; és a véges additivitas. (Igaz, hogy a Kolmogo-
rov féle valészintiségi mezében a véges additivitas helyett o-additivitas szerepel, azonban a
o-additivitashol levezethets a véges additivitas és nekiink egyel6re elegendé lesz a véges addi-
tivitas.)

A valoszintiség fogalma a relativ gyakorisag fogalmabol szarmaztathato. Tekintsiink egy
olyan kisérletet, amely akdrhanyszor fiiggetleniil elvégezhetd. Jeloljon A egy eseményt. Példaul
szabalyos dobokockaval dobunk, és A jeloli azt az eseményt, hogy 1-est, vagy 6-ost dobunk.
Végezziik el a kisérletet n-szer (mondjuk 100-szor). Jeldlje k, azt a szamot, hogy hényszor
kovetkezett be az A esemény. Ezt a szamot gyakorisagnak, a %” hényadost relativ gyakorisagnak
nevezziik.

Ha n elég nagy, akkor a % relativ gyakorisag egy jol meghatarozott érték koriil fog ingadozni,
amelyet az A esemény valdszintiségének fogunk nevezni. A relativ gyakorisag rendelkezik a
nemnegativitas; az 1-re normaltsag és a véges additivitas tulajdonsagokkal.



1. Nemnegativitas: a relativ gyakorisdg nemnegativ.

2. Egyre normaltsag: Jelolje (2 azt az eseményt, amely a kisérlet barmilyen kimenetele esetén
bekovetkezik. Neve biztos esemény. A biztos esemény relativ gyakorisaga 1.

3. Véges additivitas: Legyen A és B egymaést kizar6 események, azaz olyan események, ame-
lyek egyidejtileg nem tudnak bekovetkezni, ezeknek az eseményeknek a relativ gyakorisaga
legyen %” illetve %" Jelolje A 4+ B azt az eseményt, amely akkor kdvetkezik be, amikor
az A vagy a B esemény bekovetkezik (itt a "vagy" a kijelentéslogikai értelemben vett
"vagy", azaz a diszjunkcid). Ekkor az A + B esemény relativ gyakorisaga k”:l". Mivel
bntly % + l’ﬁ, igy ha A és B egymést kizard események, akkor az A+ B esemény relativ

n
gyakorisiga egyenld az A és a B események relativ gyakorisagainak az 6sszegével.

A relativ gyakorisag fenti harom tulajdonsaganak az axiomatizélasaval kapjuk a Klasszikus
valészintiségi mezd axiomait, amely a Kolmogorov-féle valoszintiségi mezdé speciélis esete.
1.1.3. A klasszikus valészintiségi mez6

I. Axiémarendszer Egy (), F,IP) harmast klasszikus val6szintiségi mezdnek nevezziik,
ha

e () egy nemiires véges halmaz, az eseménytér. Az eseménytér elemei az elemi esemé-
nyek. Az elemi események nem események. Az eseménytér a vizsgalt kisérlet Osszes
lehetséges kimenetelének a halmaza.

o F az események halmaza. F = P({)), azaz az eseménytér minden részhalmaza esemény.

o P: F — R egy fiiggvény, amelyet valészintiségnek neveziink. Ha A egy esemény, akkor
a P(A) szamot az A esemény valésziniiségének nevezziik.

A P fiiggvény rendelkezik a kovetkezd tulajdonsagokkal (axiomak).
1. A valésziniiség nemnegativ, azaz P(A) > 0 minden A € F esetén.
2. A valé6szintiség 1-re normalt, azaz P(§2) = 1.
3. A valébsziniiség végesen additiv, azaz, ha A és B diszjunkt események, akkor
P(AUB)=P(A) +P(B).

A véges additivitast ekvivalens médon két esemény helyett n eseményre is megfogalmaz-
hatjuk. Tehat, ha Ay, As, ..., A, paronként diszjunkt események, akkor

P(AjUAU---UA,) =P(A) + P(Ay) + - - + P(A4,).



4. Az Q barmely két egyelemi részhalmaza - mint esemény - egyforma valészintiséggel ko-

vetkezik be, azaz
P{wi}) =P({w2})  (w1,w2 € Q).

Megjegyzés Ne tévessziik dssze a kiilonféle P betiiket:

e P(X) egy X halmaz Osszes részhalmazanak a halmazat jeloli. Ez az tgynevezett irott,
vagy kaligrafikus P betii. Nézziink néhany példat:

P0) = {0},
P{{1}) = {0, {1}},
P({1.2}) = {0, {1}, {2}, {1,2}},
P({1,2,3}) = {0, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1, 3}, {2,3}, {1, 2,3}}.

Koénnyti latni, hogy egy n elemd halmaznak 2™ részhalmaza van.

e AP (adupla szara P betii) a valosziniiséget jeloli. Idénként a feladatokba a valoszintiséget
egyszerien P-vel jeloljiik.

A szovegkornyezetbdl mindig egyértelmiien kidertil, hogy melyikre gondolunk.

A klasszikus valdszintiségi mezd tulajdonsagai: Ha (), F,P) egy klasszikus valoszintisé-
gi mezd és legyen || = n.

1. P(w) = 1 minden w € § esctén;

2. Minden A € F esetén
|A|  kedvezd

19|~ Gsszes

P(A) =

Bizonyitds. Mivel a valoszintiség 1-re normalt és végesen additiv, igy kapjuk, hogy

1=PQ) =P (U {Wi}) = ZP ({wi}) =nP({w})  (we),

amibdl kapjuk, hogy P ({w}) = + minden w € Q esetén. Megint felhasznélva a valoszintiség
véges additivitasat kapjuk, hogy

b k  kedvezd
=P U{wij} ZP {w” - ._:ﬁ: Osszes
j=1




Most megadunk egy tovabbi axiémarendszert, amely ekvivalens az el6zével.

II. Axiomarendszer Egy (), F,P) harmast klasszikus valésziniiségi mezdnek nevezziik,
ha

e () egy nemiires véges halmaz, az eseménytér. Az eseménytér elemei az elemi esemé-
nyek. Az elemi események nem események;

e F az események halmaza. F = P({2), azaz az eseménytér minden részhalmaza esemény;

o P: F — R egy fiiggvény, amelyet valészintiségnek neveziink. Ha A egy esemény, akkor
a P(A) szamot az A esemény valbsziniiségének nevezziik;

A valoszintiség (fiiggvényt)
P(A) = ] (AeF).

A fenti két axidmarendszer egyenértékd. Mindkettének van elénye illetve hatranya.
Az 1. Axiémarendszernek az az elénye, hogy csak kicsit kell modositanunk rajta és maris
megkapjuk a Kolmogorov-féle valdszintiségi mezét, amit az egész félév soran hasznélni fogunk.
A TI. Axiémarendszer elénye, hogy ezt hasznéaltuk a kézépiskoldaban, még ha ez nem is volt
explicit modon kimondva. A II axiémarendszerben is érvényes a véges additivitdas. Ugyanis
nyilvanvalo, hogy
|JAUB|=|A|+|B] (ha ANB=0).

Igy kapjuk a valoszintiség véges additivitasat:

_[AuB] _ A+ [B] _
1] 1]
_ Al B

— 1o T g “FAWRB) (e ANE=0)

P(AU B)

A II axiomarendszer alkalmazaséaval kozvetlenil megmutathaté, hogy hogyan jon ki a ko-
zépiskolaban tanult logikai szita formulabol |AU B| = |A|+ |B|— |AN B| a valoszintiségszamitas
logikai szita formulaja P(AU B) = P(A) + P(B) —P(AN B).

A levezetés rendkiviil egyszert:

|JAuB| |A|+|B|—-|ANB|
P(AU B) Q) i

Al IBl_JAnBI
Q] 19 2]

P(A) +P(B) —P(AN B).

A valészintiségszamitas szita formulajat be tudjuk bizonyitani diszjunktalés segitségével is és
ez utobbi bizonyitas a Kolmogorov-féle valoszintiségi mezében is érvényben marad.



1.1.4. Példak

El6szor kockadobasos feladatokat oldunk meg, azutan kartyabol huzunk.

Példa. Dobdkockiaval dobunk. Jelolje A azt az eseményt, hogy kettével, vagy harommal oszt-
hato szamot kapunk. Hatdrozzuk meg az A valbszintiségét!
Mo.:

0=1{1,2,3,4,5,6}; A={2,3,4,6}.

A dobokocka szabélyossagat feltételezve klasszikus val6szintiségi mezét kapunk. Igy a kedve-
76/ bsszes képlet felhasznéalasaval kapjuk, hogy

4 2
P(A) = - = -.
(A)=¢=73
Példa. Két dobdékockaval dobunk, egy pirossal és egy kékkel. Szamoljuk ki az

A = a két dobott szam dsszege oszthaté kettével, vagy harommal

esemény valosziniiségét.
Mo.: Legyen

Q={(G@,Ni=1,2...,6j=12..,6={1,2,...,6} x{1,2,...,6}.

Ekkor |Q)] = 62 = 36. A dobdkockak szabélyossagat feltételezve klasszikus val6szintiségi mez6t

kapunk.
Az A esemény valbszintiségének a kiszamolasiahoz érdemes észrevenni, hogy a dobott két
szam oOsszege csak 2, 3, ..., 12 lehet. Ezek koziil a kettével, vagy harommal oszthatok a

2,3, 4, 6,8, 9, 10, 12

Ha tablazatba rendezziik az §) elemeit, akkor az azonos Osszegii szampéarok egy a tablazat bal
alsé sarkabél a jobb fels6be mutaté atloval parhuzamos vonalba rendezddnek, igy konnyt éket
Osszeszamolni.

2 °

31| e ° °

4 °

51 e e (o | o

6 o o | o °
[8l9]10] [12] |
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Tehat a kedvezd esetek szama:

14+243+5+5+4+3+1=24

Igy kapjuk, hogy
P(A) = 22— 2,
36 3
Az el6z6 feladatban is %—ot kaptunk. Vajon ez a véletlen miive, vagy ha tobb dobdkockaval
dobunk (mondjuk 3-mal, 4-gyel (... ) és azt a valoszintiséget szamoljuk hogy a dobott szamok
Osszege oszthatoé 2-vel vagy 3-mal), akkor is %—ot kaptunk? FErre a kérdésre kénnyen megkaphato
a valasz egy megfelel6 médon megirt szamitogépes program segitségével. Olyan programot is
irhatunk, amely ténylegesen dsszeszamolja a kedvezd és az Osszes esetek szamat, azaz matema-
tikai valoszintiséget szamol, illetve olyat is irhatunk, amely sokszor dob kockaval. Ez utébbi
esetben a matematikai valoszintiséget relativ gyakorisaggal kozelitjiik. A moédszert szimuléacio-
nak nevezziik. A szimulédcié matematikai értelemben nem bizonyité erejii, de elvezethet minket
olyan sejtések megfogalmazasahoz, amelyek matematikai eszkozokkel bizonyithatok.

Most kartyabol huzunk lapot, vagy lapokat.

Példa. A harminckét lapos magyar kartyabol kihtizunk egy lapot. Jelolje A azt az eseményt,
hogy pirosat hiizunk; B, hogy aszt hizunk. Hatarozzuk meg az A és a B és az AN B események
valészintiségét.

Mo.: A magyar kartyaban van 4 szin (piros, zold, makk, tok) és 8 szam (7, 8, 9, 10, also, felsd,
kiraly, 4sz (—diszno)). Igy a magyar kartya lapjainak szama 32. Az Q a lapok halmaza, azaz

Q={P;,Ps...,Piz. .}
Az A, B, illetve az A N B halmazok elemeit is kénnyd megadni:

A:{P77P87P97P10aPa7Pf7Pk7Pd}7
B = {Pd7Zd7 MdaTd}7

ANB={P,;},

fgy kapjuk, hogy 4l . X
P(A = =
(4) 1 32 4’

|B| 4 1

P(B = = —
(B) 19| 32 8

ANB 1

panp) - A08_ 1
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Ezt kovetden eltavolitjuk a paklibél a zold alsét. Ez nyilvan egy 1j szituacio, amely 11j modellt
igényel. Megviltozik-e az A, B és az és az AN B események valoszintisége?

Mo.: Véltoznak a valésziniiségek, mivel |)| = 31, azonban az A, a B és az AN B halmazok
szamossaga nem véltozik. Igy kapjuk, hogy

1A 8
P(A — = —

(4) RRER

B 4

P(B —_ = —

(B) =1 = 31

ANB 1

Példa: Magyar kiartyabol visszatevés nélkiil hiizunk 3 lapot. Jelblje A azt az eseményt, hogy
az elsé kihtzott lap piros, B azt az eseményt, hogy a harmadik kihtiizott lap piros. Hatarozzuk
meg az A és a B események valészintiségét.

Hogyan valtozik a megoldas, ha két pakli magyar kartyat osszerakunk és a kapott 64 lapbdl
huzunk ki visszatevés nélkiil 3 lapot.
Mo: Jelblje 2 a kisérlet lehetséges kimeneteleinek a halmazat. Az §) a magyar kartya lapja-
ibél alkotott rendezett harmasok halmaza, melyek paronként kiilonbozé lapokbol allnak. Az
(Q, F,P) klasszikus valészintiségi mezd, igy alkalmazhat6 a kedvezd/Gsszes képlet. Konnyt
latni, hogy

|| = 32-31- 30, |A| =8-31- 30, |B| =31-30-8,

amibdl kapjuk, hogy

A példa méasodik felének megoldésa sordan problémat okozhat, hogy ha két teljesen egyforma
kartyapaklit Osszerakunk, akkor a lapok megduplazodnak, igy a modellben az egyforma lapokat
nem tudjuk megkiilonbéztetni. Azonban az egyforma lapokat is meg kell kiilénbéztetni, ami
ugy torténik, hogy mondjuk arra gondolunk, hogy az egyik pakli piros, a masik kék hatlaptu
lapokbdél all. Ezt kovetéen a megoldas mar teljesen analog az egy paklis valtozattal, azaz

0| =64-63-62, |A|=16-63-62, |B|=63-62-16,

amibdl kapjuk, hogy

adodik ebben az esetben is.
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1.1.5. Goly6htizas urnabdl

Ebben a részben targyaljuk a visszatevése és a visszatevés nélkiili golyohtzast urnabol. Mindkét
eseteben az alédbbi jeloléseket alkalmazzuk:

e N az urndban 1év6 golyok széma;

e s: az urnaban 1épd piros golyok szama (0 < s < N);
e N — s: az urnaban 1épd fehér golydk szama;

e n: golyot huzunk ki az urnabol;

e k: a kihtizott golyok koziil a piros golyok szama.

A golyok halmaza:
Gi{P17P27"'7P87F17F27"'7FN*S}-

A golyokat mindkét esetben egyenként huzzuk ki az urnabol. A visszatevéses esetben, a kihtazott
goly6t - miutan megnéztiik a szinét - visszarakjuk az urnaba, majd djra hizunk. A visszatevés
nélkiili esetben a kihuzott goly6 nem keriil vissza az urnaba.

Jelolje Ay, azt az eseményt, hogy a kihtizott golyok kozott k db piros golyo van. A p = P(Ay)
valoszintiséget szeretnénk meghatéarozni.

Mivel a golyohuizas kimenetelei a visszatevéses és a visszatevés nélkiili esetekben egyfor-
ma valoszintséggel kovetkeznek be, igy alkalmas modell esetén klasszikus valoszintségi mezét
kapunk.

Golyohuzas visszatevéssel. Legyen Q) = GXGx---xG ={(g1,92,---,9n) | i € G (i =1,2,...

A keresett valoszintiség kombinatorikus megfontolasok alapjan kénnyen megkaphato:

n e
= () a-prt =0

S ami a piros golyo hiizasanak a valoszintisége.

ahol p = %,
Golyohtuizas visszatevés nélkiil. Legyen Q = {(¢1,92,...,9x) | ¢: € G 9; # gr, ha j # k}.

A keresett valoszintiség kombinatorikus megfontolasok alapjan most is kénnyen megkaphato:
s\ (N—s

_ WG

A k szam ebben az esetben mar nem lehet akirmennyi. Ugyanis N — s a fehér golyok szdama,

igy han — (N — s) > 0, akkor az Osszes fehér goly6t kihuztuk, de még kell hiznunk. Ekkor

n — (N — s)-nél kevesebb piros golyét nem tudunk hizni. A k < s és a k < n feltételek a
golyohiizas visszatevés nélkiili volta miatt természetesek.

(max(0,n — (N — s)) < k < min(s,n)).



13

1.2. Feladatok

1.2.1. Kombinatorika
o1. Feladat. Hanyféleképpen lehet az

1,1,1,2,2,3,3
szamjegyekbdl 7-jegyd szamot felirni.

e 2. Feladat. Hanyféleképpen lehet a

0,0,0,1,1,2,2
szamjegyekbdl 7-jegyt szamot felirni.
3. Feladat. Hanyftéleképpen lehet a

0,0,0,1,1,2,2

szamjegyekbdl 7-jegytd paros szamot felirni.
4. Feladat. Hany haromjegyi paros szam képezhets a 0, 1, 2, 3, 4, 5 szamjegyekbdl, ha
a. Minden jegy legfeljebb egyszer valaszthato?

b. A szamjegyek tébbszor is valaszthatoak?

e5. Feladat. Egy dobozban 10 golyé van, kéziiliik 3 fehér, 5 piros, és 2 kék szinii. A 10 golyét
egymas utan kihtzzuk a dobozbél. Hany kiilonboz6 sorrendben hiizhatjuk a golyokat, ha az
egyszinieket nem kiilonbéztetjiik meg?

o6. Feladat. Hanyféleképpen oszthato szét 5 ezer forint jutalom 4 dolgozé kézott, ha mind-
egyik dolgozé ezerrel oszthaté osszegii jutalmat kaphat, de a 0 F't jutalom is megengedett.

o7. Feladat. Hanyféleképpen rakhatunk be 3 egyforma levelet 9 (beszamozott) rekeszbe, ha
a levelek kézott nem tesziink kiilonbséget és

a. egy rekeszbe maximum egy levelet tehetiink?

b. egy rekeszbe tébb levelet is tehetiink?
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1.2.2. Tovabbi gyakorlé feladatok

8. Feladat. Hanyféle sorrendje van az
a. A, B, C betiiknek?

b. A, A, B, B, B bettiknek?

c. A, A, B, B, B, C, C betiiknek?

9. Feladat. Koédszavakat gyartunk.

a. Hany 3 hossziisagu kodszo készithetd a 0, 1 karakterekbdl?

b. Héany 10 hossziisagi kédszo készithets az A, B, C karakterekbdl?

10. Feladat. Hanyféleképpen lehet 7 vendéget 3 vendéghazba elszallasolni, ha a vendéghazak
rendre 2, 3, illetve 2 személyesek?

11. Feladat. 14 versenyzd indul egy futéversenyen. Héanyféleképpen alakulhatnak a dobogos
helyezések (arany, eziist, bronz), ha nincs holtverseny?

12. Feladat. Hényféleképpen lehet kitolteni egy TOTO-szelvényt?
(13+1 mezd van, minden egyes mezbbe a 0, 1, X jelek valamelyikét kell beirni.)

13. Feladat. Hényféleképpen lehet kitolteni egy LOTTO-szelvényt?
(90 széam koziil 5-t kell megjelélni.)

14. Feladat. Hanyféleképpen lehet 4 db levelet 10 beszamozott rekeszbe helyezni, ha
a. a levelek egyformék és egy rekeszbe legteljebb egy levél kertilhet?

b. a levelek egyformak és egy rekeszbe tébb levél is keriilhet?

c. a levelek is be vannak szamozva és egy rekeszbe legfeljebb egy levél keriilhet?

d. a levelek is be vannak szamozva és egy rekeszbe tobb levél is kertilhet?

15. Feladat. Egy cukorkacsomagolé iizemben egy gép 10-féle cukorkat télt zsakocskikba.
Minden zsakba 4 db cukorkat rak véletlenszertien. Tartalmuk szerint hanyféle zsak keletkezhet
a toltés soran?
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16. Feladat. Egy tavol-keleti kiizdGsport versenyen egy nagymester adja at az érmet az elsé 4
helyezettnek, majd egy szem cukorkat is nyom a keziikbe. Hanyféleképpen tudja a nagymester
kiosztani a 10-féle cukorkat a 4 sportolénak, ha a nagymester egy olyan dobozbdl szedi ki
véletlenszertien a cukorkakat, amely minden cukorkafajtabél

a. pontosan 4-et tartalmaz?

b. pontosan 1-et tartalmaz?

17. Feladat. Hofehérke levelet ir a hét térpének, de iigyel arra, hogy egyik térpe se a neki
cimzett levelet kapja meg. Hanyféleképpen teheti ezt meg?

1.2.3. Bizonyitsa be ... (kombinatorika)

018. Feladat. Bizonyitsa be, hogy Cﬁ(i) = (n+:71)-

019. Feladat. Bizonyitsuk be a binominalis egyiitthatékra vonatkozé addiciés 6ssze-
fiiggést, mely szerint

" n n+1
(k)+(k+1) <k+1> (n>=0,k>0,n>k)

020. Feladat. Bizonyitsuk be a binominalis tételt, nevezetesen, hogy
(a+b)" = i ) gk
i .
k=0
021. Feladat. Bizonyitsuk be a polinomialis tételt, azaz

ki1+-+kr=n
k120...k->0

022. Feladat. Hatarozza meg az xq1+ -+ x,, =n (m,n € Z,) egyenlet
a. Nemnegativ egész megoldasainak a szamat;

b. Pozitiv egész megoldasainak a szamat;

023. Feladat. Van m tigrisiink és n oroszlanunk, mindenesetre t6bb oroszlanunk, mint tigri-
siink. Hanyféle sorrendben lehet a kor alakii porond szélén dobogokra iiltetni az m + n szamu
allatot, hogy barmely két tigris kozé keriiljon legalabb egy oroszlan? Oldjuk meg a feladatot
m = 4 n = 6 specialis esetben is.
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1.2.4. A klasszikus valbszintiségi mez6

eS24. Feladat. Egy kiilféldi osztondijra kiirt palyazat elbirdlasanak utolsé forduléjara 11
egyenld képességi jelolt maradt, 5 fit és 6 lany. A biralé bizottsag ezutan sorsolassal vilaszt ki
koziiliik 4 f6t. Mi a valészintisége, hogy a kivalasztottak kozott lesz lany?

¢S25. Feladat. Egy fogadasra egymastol tiiggetleniil 5 angol, 3 francia és 4 olasz diplomata
érkezik. Mi a valbészintisége, hogy az elsé harom vendég érkezési sorrendje angol-francia-olasz?

1.2.5. Bizonyitsa be, hogy ... (klasszikus valdszintiségi mezd)

026. Feladat. Igazolja, hogy klasszikus valoszintiségi mezGben a valoszintiség kiszamitasara
alkalmazhato a "kedvezd/Gsszes" képlet.

027. Feladat. Golyohtizas urnabdl visszatevéssel. Igazolja a

n e
Pr = Epk(l —p) g

képletet.

028. Feladat. Golyohiizas urnabdl visszatevés nélkiil. Igazolja a
s\ (N—s
_ WG

képletet.
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1.3. Megoldasok

1.3.1. Kombinatorika
el. Megoldas. A szamjegyek: 1,1,1,2,2,3,3. A hétjegyl szimok szama:
PR30 — 3';—:2' — 210.
2. Megoldas. A szamjegyek: 0,0,0,1,1,2,2. A hétjegyii szamok szama:
46!
312121

ugyanis az elsé helyre 4 db szamjegyet irhatunk - az azonos szamjegyeket is kiilonbézének
tekintve - a t6bbi helyre meg 6!-féleképpen tudjuk beirni a tobbi szamjegyet. Mivel a permutacié
ismétléses, igy "be kell osztani+ 3! - 2! - 2!-sal.

= 120,

3. Megoldas. A szamjegyek: 0,0,0,1,1,2,2. A hétjegyii paros szamok szamat keressiik.
A 2. Feladathoz hasonlbéan jarunk el, de most a szamok az elsé és utolsé szamjegyeit is kell
figyelni. Az eredményeket az alabbi tablazat tartalmazza:

I 0 | 2 |
2-3-5 225

I 3!.2!.2'1230 31.21.2‘|:20
235 515

HNarara = sra =Y

A sorok a lehetséges elsé jegyeket, az oszlopok a lehetséges utolsé jegyeket, a cellik a képez-
het6 7-jegyti szamok szamat tartalmazzak, igy kapjuk, hogy a képezhetd 7-jegyii paros szamok
szama: 30+4-20+4-30+410=90.

4. Megoldas. A0, 1, 2, 3, 4, 5 jegyekbdl képezheté haromjegyt paros szamok szama, ha

a. Minden jegy legfeljebb egyszer vélaszthato esetszétvalasztassal szamolhato: A 0-ra végzédds
paros szamok szama: 5-4-1 = 20. A nem 0-ra végz6dé paros szamok szama: 4-4-2 = 32.
Tehat Gsszesen 20 + 32 = 52 szam képezhetd.

b. A szamjegyek tobbszor is valaszthatoéak, akkor nem kell alkalmaznunk esetszétvalasztést,
5-6-3 =90 szam képezheté.

e5. Megoldas. A 3 fehér 5 piros és két kék golyo Osszes sorrendjének a szama:

3520 100
P = grprg = 2%
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6. Megoldas. Az 5 ezer forint a 4 dolgozé kdzott

¢ _( 5 5) 123

féleképpen oszthaté szét.

o7. Megoldas. a) A 3 levelet a 9 rekeszbe

9 9-8-7
Cy = = = 84.
’ (3) 2.3 °

téleképpen lehet elhelyezni, ha egy rekeszbe maximum egy levelet tehetiink. b) A 3 levelet a 9

rekeszbe 94+3-1 11\  11-10-9
CS’(”:( oo ):< ):—' 7 _ 165,

3 3 1-2-3
téleképpen lehet elhelyezni, ha egy rekeszbe tobb levelet is tehetiink.

1.3.2. Tovabbi gyakorl6 feladatok

8. Megoldas.
a. Az A, B, C betiik Osszes sorrendjének a szama Py = 3! = 6.

Bar a lehetséges sorrendek eléallitasara nincs sziikségiink, most mégis megadjuk a sorren-
deket egy alkalmas graf segitségével:

A B C ACB,
VANRVANRVAN BAC,
BCACAB BCA,
HEREE CAB,
CBCABA CBA.

b. Az A, A, B, B, B betiik Osszes lehetséges sorrendjének a szamas: P52’3(i) = 2% = 10.
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Mivel nincs til sok lehetdség, ezért a sorrendeket megkereshetjiik egy alkalmas graf segitsé-

gével:
T AABBB,

A B ABABB,

/\ /\ ABBAB,

B A B ABBBA,
N N N BAABB,
B BABAB,
| BABBA,
A BBAAB,
| BBABA,
A BBBAA.

I— O — 3 —

— O —

A
|
A B
]
B B

B
|
A

a. Az A, A, B, B, B, C, C bettik sszes lehetséges sorrendjének a szama: P;’S’z(i) = %:2, = 420.

9. Megoldas. Kodszavakat alkotunk.
a. A keresett kodok szama: Vi = 23 = 8.
A lehetdségek ebben az esetben is megkereshetéek egy alkalmas graf segitségével:

000,

T 001,

0 1 010,
NN 11,
0 1 0 1 100,
ANV ANVANRVAN 101,
01 01 0 1 0 1 110,
111.

b. A keresett kédszavak szama: ‘/:?)10(1') = 310 = 59049.

10. Megoldas. A feladat tébbféleképpen is megoldhato.
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I.Mo.: A 7 vendéget a 3 vendéghéazban

)7 5)

o (7—2)! (7T—2+3)

AT =2) 3(T—(2+3) 2(7T—(2+342))
7!

T o3l2l

= P20 = 420

féleképpen lehet elszallasolni, tehat a feladatot ismétlés nélkiili kombinacio segitségével oldottuk
meg.

II.Mo.: A 2, 3, 2 személyes vendéghazakat jelolje rendre A, B, C. A vendégek legyenek be-
szamozva 1-t6l 7-ig. Az alabbi tablazat a vendégek vendéghazakba torténd egy lehetséges
elhelyezését mutatja.

1121314 ,56|6]|7
A|B|A|C|B|C|B

Igy konnyt latni, hogy a vendégek vendéghazakba torténd elhelyezéseinek a szama egyenld az
A,A,B,B,B,C,C betiik ésszes lehetséges sorrendjeinek a szamaval, ami

2326) 1 B
P 2131921

azaz ezuttal sikertilt a feladatot kézvetlentil ismétléses permutacio segitségével megoldani.

420,

11. Megoldas. A dobogés helyezések lehetdségeinek szama: Vl?jl(i) =14-13-12 = 2184.
12. Megoldas. A TOTO szelvényt Vit* = 34 = 4782969 ~ 5M féleképpen lehet kitélteni.
13. Megoldas. A LOTTO szelvényt

Coy = (90) _ 908988 8780 _ a940968 ~ 4401,

5 1-2-3-4-5
féleképpen lehet kitélteni.

14. Megoldas. FElhelyezziik a 4 db levelet 10 beszamozott rekeszbe. Valahanyszor elhelyeziink
egy levelet egy rekeszbe, mindannyiszor kivalasztjuk az adott rekeszt, illetve annak a sorszamat.
Igy mind a négy altalunk vizsgalt esetben kivalasztasi feladatot kell megoldanunk, ahol n = 10,
k = 4. Ha a levelek egyformak, akkor nem szamit a kivalasztott elemek sorrendje, ezekben
az esetekben kombinacidkat szamolunk. Ha a levelek kiilénbozbek, akkor szamit sorrend, igy
ekkor varidciokat szamolunk. Ha egy rekeszbe legfeljebb egy levél keriilhet, akkor a kivalasz-
tas ismétlés nélkiili. Ha egy rekeszbe tobb levelet is rakhatunk, akkor egy elem tébbszor is
valaszhato, azaz a kivalasztas ismétléses.
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a. Ha a levelek egyformak és egy rekeszbe legfeljebb egy levél kertilhet, akkor lehetéségek szama:

10
ct = = 210.
b=(4)

b. Ha a levelek egyformak és egy rekeszbe tobb levél is kertilhet, akkor lehetGségek szama:

S [10+4-1\ /(1
Cfo(l)=<0+4 )<43):715.

c. Ha a levelek is be vannak szdamozva és egy rekeszbe legfeljebb egy levél keriilhet, akkor
lehetéségek szama:

Vi = (10)4 = 5040.

d. Ha a levelek is be vannak szamozva és egy rekeszbe tobb levél is keriilhet, akkor lehetdségek
szama: '
Vi = 10* = 10000.

15. Megoldas. Cukorkacsomagol6 iizem. A rekeszes feladat b. esetének az atfogalmazésa,
igy a tartalmuk lapjan kiilonboz6 zsakocskak szama:

5 (10+4—1) /13
(Jfo“z( +4 )<4):715.

16. Megoldas. (Judo verseny, dijkiosztés)

a. Ha a dobozban minden cukorkaféleségbdl pontosan 4, vagy legalabb 4 van, akkor ez a rekeszes
leveles feladat d. esetének az atfogalmazéasa, igy kapjuk, hogy a lehetéségek szama:

Vi = 10* = 10000.

b. Ha a dobozban minden cukorkaféleségbdl pontosan 1 van, akkor ez a rekeszes leveles feladat
c. esetének az atfogalmazasa, igy a lehetdségek szama:

Vo = (10), = 5040.

17. Megoldas. A Héfehérkét és a hét térpét tartalmazo feladat egy egyszeri szita formulds
feladat. A keresett sorrendek szama:

e (e (- (e (o (e (- (oo
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1.3.3. Bizonyitsa be ... (kombinatorika)

018. Megoldas. Tébbféle megoldas is ismert.

I.Mo: A feladat atfogalmazhato tigy, hogy hanyféleképpen lehet k db egyforma levelet elhelyez-
ni n db (beszdmozott) rekeszbe tigy, hogy 1 rekeszbe tobb levelet is rakhatunk. A rekeszeket
tudjuk gy abrazolni, hogy csak az oldalukat jelbljiik egy fiiggéleges vonallal, illetve a legelsd
rekesz bal és a legutolsé rekesz jobb oldali falat elhagyjuk. A leveleket bumszlikkal jeloljiik. PI.
3 golyo 5 rekeszbe egy lehetséges elhelyezése az alabbi abran lathato:

Igy kapjuk, hogy
4 R +k—1)! n+k—1
Ck(z) — Pk:(” 1)(5) — (n — .
" k=1 kl(n —1)! k

II.Mo: Az n elemii halmaz, amely elemei koziil a k elemet kivilasztjuk, legyen az {1,2,...,n}
halmaz.Mivel a kivalasztott elemek sorrendje nem szamit, igy feltehetjiik, hogy azok névekvd
sorozatot alkotnak. Legyenek mondjuk a kivalasztott elemek {x1,xs, ..., z} gy, hogy {z1 <
xo < oo <y (€ {1,2,...,n},i=1,2,...,k). Ehhez a k tagu sorozathoz rendeljiik hozza
az {x1+0,29+1,... 25+ k — 1} sorozatot. Ennek a sorozatnak a tagjai mar kiilbnbozéek. Ez
a hozzarendelés kilesondsen egyértelmi egyértelmii kapcsolatot teremt a {1,2,...,n} halmaz
elemeibdl alkothaté k elemii novekvd sorozatok és az {1,2,...,n + k — 1} halmaz elemeibdl
alkothaté k elemi szigoriian névekvé sorozatok halmaza kozétt. Igy kapjuk, hogy

i n+k—1
CS() = C’I];j‘f’k‘*l - < k >

019. Megoldas. Bebizonyitjuk a binominalis egyiitthatékra vonatkozé addiciés Gssze-
fiiggést, mely szerint (Z) + (kil) = (Zﬂ) (n>=0,k>0,n2=k).
Két megoldast is adunk.

I.Mo: Kombinatorikus megoldas. A kitiintetett elem médszere. Van n + 1 db elem, amely
kézott van egy kitiintetett, legyen ez x*. Az n + 1 elemnek tekintsiik az dsszes k + 1 elemii
részhalmazat. FEzek szama (Zﬁ) A (k4 1) elemii részhalmazokat osztélyozzuk az alapjén,
hogy tartalmazzak, vagy nem tartalmazzak a kitiintetett elemet. Azoknak a k + 1 elemt rész-
halmazoknak a szama, amelyek tartalmazzak az x* kitiintetett elemet éppen (Z), mig azoknak
a k + 1 elemii részhalmazoknak a szama, amelyek nem tartalmazzak az x* kitiintetett elemet

n

éppen (k +1)' Ezzel a bizonyitas teljes.
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II.Mo: A bizonyitando Osszefiiggés egyszerti szamolassal is megkaphato.
n\ () (n)x N (M1 _ () | (W(n —k) _
k k+1 k! (k+1)! k! El(k+1)
() (1 L= k) ()

k! k+1 (k + 1)k!
(4 1Dpa (n+1
(kD) \k+1)

020. Megoldas. Bebizonyitjuk a binominalis tételt, nevezetesen, hogy

o= 3 (2o

k=0

Két megoldast is adunk. Az els6 kombinatorikus, a masodik n-szerinti teljes indukcios.
I.Mo: A kovetkezd dsszefiiggés igényelne egy teljes indukcios bizonyitast, azonban szemlélet
alapjan nyilvanvalo.

Gyiijtsiik dssze azokat a szorzatokat, amelyekben az x;-k kozott pontosan n — k db a szerepel,
a tobbi b. Ezek szdma (n’jk) = (Z) Igy kapjuk, hogy

(a+b)" = zn: (Z) a" Rk,

k=0

amivel a bizonyitas teljes.
I1.Mo: n-szerinti teljes indukciéval bizonyitunk.

r = 2 eset: .

(a+b)'=Y" <Z>a"‘kbk (n>1).

k=0
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Megmutatjuk, hogy ez az Osszefiiggés n + 1-re is teljestil.

(a+0)"" = (a+b)"(a+b) = (Z (Z) a"kbk) (a+0b) =

k=0
(Z) anJrlfkbk + i (Z) anfkbk+1 —
k=0 k=0
n n—1
Y\ p+1 N\ nti—kpk N\ n—kpk+1 N\ nt1
O)a —|—Z(k)a b —i—Z(k)a b +<n)b =
k=1 k=0
n+1 - n n+1-1yl - n n+1-171 n n+l
O)a +Z(Z)a b+2(l_1)a b—i—(n)b =
=1 =1

n n+1 - n n n+1-111 n n+l
Jr e o (( )+ (1) e () -
1

(n _;— 1) an—&-l—lbl’

ezzel a bizonyitas teljes.

n

Il I I
7~ N -~ N ~—
o S

n

+

=

o

021. Megoldas. Bebizonyitjuk a polinomialis tételt, azaz

(ar+--+a)" = Z (kl.é.k)alfl...a’:”.

ki1+-+kr=n
k1>0:~~~7k7">0
Két megoldast is adunk. Az els6 kombinatorikus, a masodik n-szerinti teljes indukciés.
I.Mo: A kévetkezd Gsszefiiggés igényelne egy teljes indukcios bizonyitast, azonban szemlélet
alapjan nyilvanvalo.

(@ +-+a)" = Z T1...Tn.

zi€{ai,...,ar}
i=1,2,...,n
Gytijtsiik dssze azokat a szorzatokat, amelyekben az x;-k kézott pontosan ki db aq, ..., k. db

a.szerepel. Ezek szdma (klnkr) Igy kapjuk, hogy

(a1+"'+aT>n: Z <k1 " k)alflaﬁr

ki+-+kr=n
k1>07-~~»k'r20

és ezt kellett bizonyitani.
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I1.Mo: r-szerinti teljes indukciéval bizonyitunk.
n = 2 eset éppen a binomialis tétel.
Az oréklédéshez tegylik fel, hogy az allitas 2 < k < n esetén igaz.

k
(a1 +-+a)f = Z (/ﬁ k)a’fl...afT.

ki+-+kr=k
k1>0...k->0

Megmutatjuk, hogy ez az Osszefiiggés n + 1-re is teljestil.

(a1 4+ am)" = (a1 + -+ @) +apn)" =

- Z (Z) (a4t ar)" "y, =
k=0

- n! Z (n—k)! . . A

(n — k)I&! G [ G =

— A ...
k!l kT r
k=0 ki4-+kr=n—k "

k1207-~~7k'r>0

n k k
1 r4+1
a, ...Qa .
1 r+1
2 (k1 .. kr+1)

ki+-+krp1=n
k120,....kr4+120

022. Megoldas. Megmutatjuk, hogy az x1 + -+ + x,, = n (m,n € Z, ) egyenlet

a. Nemnegativ egész megoldasainak a szama (m;;f;l) A feladat atfogalmazhato tgy, hogy m

beszdamozott rekeszbe helyeziink el n egyforma levelet. A lehetGségek szamat ismétléses
kombinacié adja meg:
omli) _ m+n—1\ (m+n—1
me n N m—1 )

b. Az egyenlet pozitiv egész megoldasainak a szama: (:1__11), ham < n, maskiilonben nem meg-
oldhato az egyenlet. Erre két megoldast is adunk. Az els6ben a megoldast visszavezetjiik
az a. feladatra, a masodik kézvetlen.

I.Mo.: Az 1 + --- + x,, = n egyenlet pozitiv egész megolddsainak a sziama egyenld az
x1+ -+, =n —m egyenlet nemnegativ egész megoldasainak a szamaval. Ez utobbi
az el6zé feladat alapjan

Cn-mli) _ m+(n—m)—1\ (n-1
m N m—1 - \m—1)"
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II.Mo.: Jelolje a megoldésok szamat f(m,n). Ekkor

ugyanis f(m — 1,n — 1) azoknak a megolddsoknak a szama, ahol z1 = 1, f(m,n — 1)
azoknak a megoldasoknak a szama, ahol 1 > 1. Ezt kévetéen mar tudunk n-szerinti teljes
indukciéval bizonyitani. Kénnyd latni, hogy f(n,n) = 1 = (Zj), f(n,1) =1= ("81)
minden n € Z, esetén.

Indukcios feltétel: f(m,n) = (;:11), aholn > 2 ésm < n.

Allitom, hogy f(m,n + 1) = (mn_l) Ez kénnyen megkaphaté a Osszefliggés és az
indukciés feltétel alapjan

s 1) = fm = Lo+ ) = ("5 + (2 70) = (7))

amivel a bizonyitas teljes.

023. Megoldas. Megmutatjuk, hogy az m tigrist az n oroszlannal a kér alakii porondon
n—D!n)m=mn-D'n-(n—1)...(n —m+1)

téleképpen lehet szeparalni. Elészor ledobjuk a porondra az m szamii piros dobogot, amelyeken
a tigrisek fognak tilni. Barmely két piros dobogé kozé kell kertilnie legalabb egy kéknek, melyen
oroszlan fog iilni. Igy a dobogék megfelels elhelyzéseinek a széma a porondon az elozo feladat
b. része alapjan (:;_11)

A tigriseket (m — 1)! féleképpen lehet leiiltetni a piros dobogékra a ciklikus permutacio-
ra vonatkozé képlet alapjan, ugyanis a kedvenc tigrisiinket iiltetjiik a kitiintetett helyre, ezt
kovetden tiltetjiik le a tobbit.

Az oroszlanokat m! féleképpen lehet leiiltetni a kék dobogokra.

Igy kapjuk, hogy a megfeleld iilésrendek szama:

(”_ 1) 1) el = — = i = (= D),

m—1 (m —1)l(n —m)!

Az m = 4 n = 6 specidlis esetben az tilésrendek szama: 5! - (6), = 120 - 180 = 21600.

1.3.4. A klasszikus val6szintiségi mez6

eS24. Megoldas. A golyohiizas urnabdl visszatevés nélkiili esetére vonatkozo képletet alkal-
mazzuk.
I.Mo. Komplementer esemény valbszintisége alapjan.
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Vezessiik be az alabbi jel6léseket:

A = van a csoportban lany,
J=AF,...,Fs5,Ly,..Ly} a jeloltek halmaza,
Q={B C J||B| =4} (Klasszikus val6szintiségi mezs).

Ezekkel a jelolésekkel

amibdl a komplementer esemény valoszintiségére vonatkozo Osszefiiggés alapjan kapjuk, hogy

_ > 5 65
IP(A)zl—P(A)zl—%:l—%:%:().%zLS

4

II. Mo. Kozvetlen szamolassal kapjuk, hogy

00 00 00 00
B ) O R O R O R
_ 60 + 150 + 100 + 15 B 325 B 65

=220 = 22— 0.9848,
330 330 o6 OB

+ +

¢S25. Megoldas.
Vezessiik be az alabbi jeloléseket:

D={A,..., Ay, Fy,...,F3,Dy...,D,} a diplomatik halmaza.

Ekkor |D| = 11.
Legyen Q a D elemeibdl alkotott 3-tagii sorozatok halmaza. (Klasszikus valosziniiségi mezd.)
Osszes esetek szama: |2 = V3 = 11-10-9. Legyen

A= {(ZEhl’Q,l’g) c Q|ZL‘1 S {A17. .. ,A4},ZL‘2 S {Fl,. . .,Fg},l’g c {Dl, PN 7D4}} .
A kedvezs esetek szama: |A| =4-3-4. Igy

kedvezé 4.3-4 8 __
P(A) = = = — = (.04R.
( ) 0sszes 11-10-9 165

1.3.5. Bizonyitsa be, hogy ... (klasszikus valdszintiségi mezd)

027. Megoldas. (Goly6htizas urnabél visszatevéssel.) Jelblje

e N az urnaban Iévé golyok szamat;
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e s: az urnaban lépd piros golyok szamat (0 < s < N);

N — s: az urnaban 1épé fehér golyok szamat;
e n: golyét hiizunk ki az urnabol;
e k: a kihuzott golyok koziil a piros golyok szama.

A golyok halmaza: {Py,Ps,..., Py, F1,F5, ..., Fy_s}. Legyen Q = Gy x Gy X +-- X G, =
{(g1,92,---,90) | i € G (i=1,2,...,n)}. Kénnyd latni, hogy a kisérletet leir6 modell egy
klasszikus valoszintiségi mezo. .

Q] = Vi = N™,
Az |Ay| szamossdganak a meghatarozasat egy konkrét példa segitségével illusztraljuk. Legyen

mondjuk s =3, N =5, n =4, k = 2. Ekkor a golyék halmaza {Py, Py, P3, F}, F5}.
Tekintsiik az Ay (Az) egy w elemét.

w = {,@,,@} € A,.

Rogzitsiik a szinek altal meghatarozott mintat és a piros, illetve a fehér helyeket téltsiik fel
megfelels szintt golyékkal. A lehetéségek szama Vi . Vjs,n_k)(z) = sF(N — s)"*. A szinek altal

-5
(n=k)) _ (n)

meghatarozott mintak szama Py L)

fgy kapjuk, hogy

aul = () s

Tehat a kedvezd/0sszes képlet alkalmazasaval kapjuk, hogy

— |§21~c|’ _ (k)s (]]\\[]n_ s)"” _ (Z)pk(l —p)"k,

e = P(Ayg)

ahol p = &, ami annak a valosziniisége, hogy piros goly6t hiizunk az urnabol.

N’
028. Megoldas. (Golyohiuzéas urnabdl visszatevés nélkiil.) Az N, s, n, k betiik ugyanazt
jelentik, mint a visszatevéses esetben. A golyck halmaza: {Py, Ps,..., Py, F1, Fy, ..., Fn_s}.
Legyen Q2 = {(g1,92,.--,9n) | i € G g; # g, ha j # k}. Kénnyii latni, hogy a kisérletet leir6
modell egy klasszikus valosziniiségi mezo.

Q] = V2 =N(N—1)...(N —k+1).

Az |Ay| szamossagdnak a meghatarozasat egy konkrét példa segitségével illusztraljuk. Legyen
mondjuk s =3, N =5, n =4, k = 2. Ekkor a golyék halmaza {Py, Py, P, F}, F,}.



Tekintsiik az Ay (Az) egy w elemét.

w = {,@,,@} € A,.
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Rogzitsiik a szinek altal meghatarozott mintat és a piros, illetve a fehér helyeket toltsiik fel

megfeleld szinti golyokkal. A lehetéségek szama:
Ve =

= ()N = $)n—r-

A szinek altal meghatérozott minték szima phe=RO (7).

Igy kapjuk, hogy

401 = () 0 = S

Tehat a kedvezd/0sszes képlet alkalmazasaval kapjuk, hogy

e = P(Ak) _ ‘Ak| _ (Z) (S)k(N B S)n—k _'k (n—k)!

(s—=1)...(s—k+1)- (N=s)(N=s—1)...(N—=s—(n—k)+1)=

L)

el (N)n —

ahol p = %,

()

ami annak a valészintisége, hogy piros golyot hiizunk az urnabol.



2. fejezet

Kolmogorov féle val6szintiségi mez6

2.1. Rovid elméleti osszefoglald

A klasszikus valoszintiségi mez6 mar sok egyszeri esetben sem alkalmas arra, hogy bizonyos
események valoszintségét kiszamitsuk. Ilyen feladatok példaul a pénzfeldobas nem szabalyos
érmével, kockadobas nem szabélyos dobokockaval, vagy olyan kisérletek valdszintiségelméleti
lefrasa, amikor a kisérletnek végtelen sok kimenetele lehet. Sziikségessé valt a valoszintiség fo-
galméanak a kiterjesztésére, ami Andrej Nyikolajevics Kolmogorov nevéhez fiizédik (1931). Kol-
mogorov a valoszintiségszamitast mértékelméleti eszk6zok segitségével targyalja. A valoszintség
sok olyan elemi tulajdonsaga, amelyeket a klasszikus valdszintiségi mezében megismertiink, ér-
vényben marad. Ilyen tulajdonsdgok példaul: a valészintiség 1-re normaltsaga (P(2) = 1), a
véges additivitasa, monotonitasa, a komplementer esemény valoszintiségére vonatkozo képlet,
szitaformulék.

Mas tulajdonsagok azonban az 1j axidmarendszerben mar nem lesznek érvényesek. Ilyenek
példaul: méar nem mindig tudjuk az esemény valoszintiségét a kedvezs/Gsszes képlettel kiszami-
tani, az eseménytér tetszéleges részhalmaza nem feltétlentil lesz esemény, események tetszéleges
rendszerének uni6ja nem feltétleniil esemény, ha az eseménytér egy egyelemi részhalmaza ese-
mény, akkor ennek az eseménynek a valoszintisége gyakran 0.

Erdemes azonban megjegyezni, hogy a klasszikus valoszintségi mez6 a Kolmogorov féle
valoszintiségi mez§ specialis esete.

2.1.1. Kolmogorov-féle valészintiségi mezd

A o-algebra: Legyen X egy tetszéleges halmaz. Azt mondjuk, hogy egy A C P(X) halmaz-
csalad egy o-algebra X-en, ha

1. 0 e A;

30
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2. Ho A€ A, akkor A= X\ A€ A;

3. Ha (A,) halmazoknak egy olyan sorozata, hogy A, € A minden n € 7, esetén, akkor
U<, A, € A

Tehat A az X bizonyos részhalmazaibol allé6 halmazcsalad, amelyre teljesiil, hogy tartalmazza
az lireshalmazt, minden elemének a komplementerét, tovabba zart a megszamlalhatéan végtelen
uniora nézve.

A o-algebra tulajdonsagai: Ha A egy o-algebra az X halmazon, akkor az A halmazcsalad
zart a véges halmazmiiveletekre nézve, azaz ha A, B € A, akkor AUB, ANB, A\ B € A.

A o-additivitas: Legyen X egy tetszéleges halmaz, A C P(X). Egy m : A — R egy olyan

fiiggvény amelyre
P (U An> => P(A,)
n=1 n=1

valahanyszor A; € F minden i € Z, ugy, hogy A; N Ay = 0, ha j # k, azaz (A,) halmazok
paronként diszjunkt tagokbdl allé sorozata.

Most kovetkezzen néhéany trivialis példa:

Példa
Legyen X egy tetszéleges halmaz, A = {0, X}, m : A — R 1agy, hogy m(X) = 1, m(0) = 0.
Ekkor (A) egy o-algebra X-en és az m fiiggvény egy o-additiv halmazfiiggvény.

Példa

Legyen X = {1,2,3}, A={0,{1},{2,3},{1,2,3}}, m : A — R dgy, hogy m(0) = 0, m({1}) =
1, m({2,3}) = 2, m({1,2,3}) = 3. Ekkor (A) egy o-algebra X-en és az m fiiggvény egy
o-additiv halmazfiiggvény.

Kolmogorov-féle valészintiségi mezd Az (2, F,P) harmast Kolmogorov-féle valészinii-
ségi mezdnck nevezziik, ha

1. Q egy nemiires halmaz. Az )-t eseménytérnek nevezziik. Az ) elemei az elemi ese-
mények. Az elemi események nem események.

2. F egy o-algebra Q-n. Az F elemeit eseményeknek nevezziik.
3. P: F — R egy fiiggvény tigy, hogy

I. Nemnegativ, azaz P(A) > 0 minden A € F esetén;
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II. 1-re normalt, azaz P(Q)) = 1;

III. o-additiv.

A P fiiggvényt valoszintiségnek, a P(A) szdmot az A esemény valosziniiségének, az I., I1.,
II1. axiomakat Kolmogorov-féle axiémaknak nevezziik.

2.1.2. A val6szintiiség tulajdonsagai

A valészintiség tulajdonsagai: Legyen (0, F,P) egy Kolmogorov-féle valészintiségi mezd.
Ekkor teljesiilnek a kovetkezd allitasok:

1. P(0) = 0.
2. IP végesen additiv, azaz P(AU B) = P(A) + P(B) minden A, B € F, AN B = () esetén.

3. A komplementer esemény valészintisége: P(A) = 1-P(A), P(A) = 1-P(A) (Ae
F).

4. A valbsziniiség monotonitasa: Ha A, B € F tgy, hogy A C B, akkor P(A) < P(B).

5.0 < P(A) < 1 minden A € F esetén, azaz egy esemény valoszintisége mindig egy [0, 1]
intervallumba esé valos szam.

6. Ha A, B € F 1gy, hogy A C B, akkor P(B \ A) = P(B) — P(A).

7. Szita formula 2 eseményre: Ha A és B tetszileges események, akkor P(A U B) =
P(A)+P(B) —P(AN B).

8. Szita formula 3 eseményre: Ha A B és C' tetszdleges események, akkor

P(AUBUC) =
=P(A)+P(B)+PC)— (P(ANB)+P(ANC)+P(BNC))+P(ANBNC).
9. Szita formula n eseményre (Poincare formula): Ha Ay, ---, A, tetszlleges esemé-
nyek, akkor

n

P(AyU--UA,) =) (=D Y" P(A4;, NN Ay).

k=1 1<i < <ip<n
2.1.3. Miiveletek eseményekkel

Az események halmazok, igy az eseményekkel végezhet6 mitveletek a kozonséges halmazmii-
veletek. Szokas még A U B helyett A + B-t; AN B helyett AB-t; A\ B helyett A — B-t

irni.
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2.1.4. A valbszintliség geometriai kiszamitasi moédja

Az A esemény ismeretlen valoszintiségének a meghatarozasara olyan modellt hasznalunk, mely-
ben (2 egy olyan ponthalmaz, amelyet valamilyen m6don tudunk mérni (példaul ivhossz, felszin
térfogat) az Q) mértéke pozitiv, de véges. Jeloljiik ezt a mértéket m-mel. Az A C Q halmaznak
szintén létezik az m szerinti mértéke. Ekkor
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2.2. Feladatok

2.2.1. Miiveletek eseményekkel

ol. Feladat Legyen A, B, C' harom esemény. Fejezziik ki az A, B, C és halmazmiiveletek
segitségével az alabbi eseményeket:

= az A, B, C események kéziil egy sem teljesiil,

= az A, B, C események kéziil legfeljebb egy teljesiil,
F = az A, B, C események kéziil pontosan egy teljestil,

= az A, B, C események koziil legalabb egy teljestil,

= az A, B, C események koziil legteljebb kettd teljesiil,
I = az A, B, C események koziil pontosa kettd teljestil,

= az A, B, C események koziil legalabb kettd teljesiil,

= az A, B, C események koziil mindharom teljestil.

2.2.2. Bizonyitsa be ... (Kolmogorov féle valosziniiségi mezs)

026. Feladat. Mutassa meg, hogy, ha A € F egy o-algebra, akkor F zart a megszamlalhato
halmazmiiveletekre nézve.

x027. Feladat. Bizonyitsa be, hogy P(()) = 0.

x028. Feladat. Bizonyitsa be, hogy a valésziniiség végesen additiv, azaz P(A U B) =
P(A) 4+ P(B) valahanyszor A,B € F, AN B = 0.

029. Feladat. (Komplementer esemény valészinitisége) Mutassa meg, hogy P(A) = 1 —
P(A) tetszoleges A € F esetén.

030. Feladat. Mutassa meg, hogy a val6észintiség monoton, azaz ha A C B, akkor P(A) <
P(B) minden A, B € F esetén.

031. Feladat. Bizonyitsa be, hogy 0 < P(A) < 1 tetszileges A € F esetén.

032. Feladat. Bizonyitsa be, hogy A, B € F olyanok, hogy A C B, akkor P(B\ A) =
P(B) — P(A).

033. Feladat. Bizonyitsa be a két halmazra vonatkozé szita-formulat.

x034. Feladat. Igazolja, hogyha (2, F,P) egy Kolmogorov féle valésziniiségi mezd, akkor tel-
jestilnek a kévetkezdk:
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1. A valésziniiség folytonossaga Ha (B,) egy eseménysorozat tigy, hogy By O By D ...
és (o, B, = 0, akkor lim,, .. P(B,) = 0.

2. Ha (B,) egy eseménysorozat ugy, hogy By C By C ... és|J.~, B, = B, akkorlim,_,,.P(B,) =
P(B).

2.2.3. A valbszintliség geometriai kiszamitasi moédja

eS3. Feladat. Egy iigyfélszolgalaton az ligyintézés 30 percet vesz igénybe. Az egyik nap
két ismerds megy be az iigytélszolgalatra egymastol fiiggetleniil 8 és 12 ora kozott véletleniil
valasztva az idépontot. Mi a valosziniisége, hogy lesz olyan idépont, amikor egyszerre vannak
bent?

eS4. Feladat. Ketten megbeszélik, hogy délutan 5 ora és délutan 5 ora 30 perc kozott talal-
koznak. mekkora valoszintiséggel talalkoznak, ha egymastol fiiggetleniil érkeznek és mindketten
8 perc varakozas utan elmennek, ha a masik addig nem érkezett meg?

eS5. Feladat. Két ember A, B véletlenszertien megjelennek egy adott helyen 12 és 13 éra
kézétt. A 20 percet hajlando varni B-re, B 30 percet hajlandé varni A-ra. Mi a valészintisége,
hogy nem talalkoznak?

¢S6. Feladat. Egy kis kitGtében egyszerre csak egy hajo rakodhat. Az egyik nap 8 és 20 ora
kézétt biztosan érkezik két hajo. A rakodas mindkettd esetében 57 percet vesz igénybe. Mennyi
a valészintisége, hogy nem kell viarniuk egymasra?

S7. Feladat. Egységnyi hossziisagu szakaszt harom részre bontunk 2 véletlenszertien megva-
lasztott ponttal. Mennyi a valészintisége, hogy a kapott harom szakaszbol haromszog szerkeszt-
heto?

S8. Feladat. Egységnyi hossziisagu szakaszt két részre bontunk egy taldlomra vilasztott pont-
tal, majd a két részt koziil a hosszabbikon még egy pontot valasztunk és ezzel ezt is kettéosztjuk.
Mennyi a valészintisége annak, hogy a kapott harom szakaszbol haromszog szerkeszthets?

S9. Feladat. Vegyiink harom, egységnyi hosszisagi szakaszt. Mindegyikbdl vagjunk le tala-
lomra egy darabot. Mennyi a valészintisége, hogy a megmarado harom szakaszbél haromszog
szerkeszthets?”
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2.3. Megoldasok

2.3.1. Miiveletek eseményekkel

ol. Megoldas Legyen A, B, C' hdrom esemény. Fejezziik ki az A, B, C' és halmazmiiveletek
segitségével az alabbi eseményeket:

D = az A, B, C események kéziil egy sem teljestil,
= az A, B, C események koziil legfeljebb egy teljesiil,
= az A, B, C események kéziil pontosan egy teljesiil,
G = az A, B, C események koziil legalabb egy teljesiil,
= az A, B, C események koziil legteljebb kettd teljesiil,
= az A, B, C események kéziil pontosa kettd teljestil,
J = az A, B, C események koziil legalabb kettd teljesiil,

= az A, B, C események koziil mindharom teljestil.
Bar tobb egyenértékii megoldas is adhato, most csak egy lehetséges megoldast mutatunk.

D=AUBUC=ANBNC,
E=(ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNCO),
F=(ANBNC)UANBNC)U(ANBNO),
G=AUBUC,

H=ANBNC=AUBUC,
I=(ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC),
J=(ANB)U(ANC)U(BNC),

K=ANnBnC.

2.3.2. Bizonyitsa be ... (Kolmogorov féle valosziniiségi mezs)

x026. Megoldas. Legyen ({2, F,P) egy Kolmogorov féle valosziniiségi mez6. Megmutatjuk,
hogy F zart a megszamlalhaté metszetképzésre nézve.
Legyenek A; € F i € Z,. Ekkor

i=1 i=1 =1

Qe F, mivel Q = 0.
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Ha A,B e F, akkor AUBUQUQPU--- € F.
Hasonloképpen kapjuk, hogy ha A, B € F, akkor AN BNQNQN--- € F. (Két esemény
helyett akar n esemény tniéjat illetve metszetét is nézhettiik volna.)

027. Megoldas. Legyen (2, F,IP) egy Kolmogorov féle valésziniiségi mezd. Megmutatjuk,
hogy P(0) = 0. A valészintiség o-additivitasa alapjan kapjuk, hogy

P(0) = P (G w) — ip(@). (2.1)

Mivel 0 < P(0) < +o0, a[2.1] csak ugy teljesiilhet, ha P() = 0.

028. Megoldas. (A valbsziniiség véges additivitasa) A valosziniiség o-additivitdsa és a
P(() = 0 désszefiiggések alapjan kapjuk, hogy

P(AUB)=P(AUBUQUDPU...)=P(A)+P(B)+0+0---=P(A) + P(B).
Ha Aq, A, ..., A, paronként diszjunkt események, akkor
P(AjUAU---UA,) =P(A) +P(As) +--- + (4,)

Ennek az allitasnak a bizonyitasa az n = 2 esettel analég. Ha azonban csak a z n = 2 esetre
vonatkozé allitast ismerjiik, akkor abbél akkor abbdl nszerinti teljes indukcioval kapjuk meg
ezt az altalanosabb allitast. Most csak azt mutatjuk meg, hogy hogyan oroklédik at az allitas
mondjuk n = 2-ré6l n = 3-ra. Legyenek A, B, C' paronként diszjunkt események. Ekkor

DC(AUB)NC)=(ANC)U(BNC)C ANB =1,

amibdl kapjuk, hogy az AU B és a C halmazok is diszjunktak. Igy a két halmazra vonatkozé
véges additivitasbél kapjuk, hogy

P(AUBUC)=P((AUB)UC)=P(AUB) +P(C)=P(A) + P(B) + P(C).

029. Megoldas. (A komplementer esemény valésziniisége) Mivel Q = A U A diszjunkt
inio, igy a valészintség 1-re normaltsaga és a véges additivitasa alapjan kapjuk, hogy

1=PQ)=P(AUA) =P(A) + P(A),
amibdl kapjuk a bizonyitandé allitast.

030. Megoldas. (A valésziniiség monotonitasa) Diszjunktalni kell, majd felhasznalni a
valészintiség nemnegativitasat.

P(B) = P(AU(B\ A)) = P(A) + P(B\ A) > P(A).



38

031. Megoldas. Legyen (2, F,IP) egy Kolmogorov féle valésziniiségi mezd. Megmutatjuk,
hogy P(A) € [0,1]. Mivel ) C A C Q, igy a valészintiség monotonitasa alapjan kapjuk, hogy
0=P0) <PA) <(2)=1.

032. Megoldas. Legyen (), F,P) egy Kolmogorov féle valésziniiségi mezd. Megmutatjuk,
hogyha A C B, akkor P(B\ A) = P(B) —P(A). Diszjunktalni kell és felhasznalni a valészintiség
véges additivitasat. Igy kapjuk, hogy

P(B)=P(AU(B\ A)) =P(A)+P(B\ A),
amibdl rendezéssel kapjuk a bizonyitandé egyenlétlenséget.
033. Megoldas. Szita formula két halmazra. Megintcsak diszjunktalni kell. Tudjuk, hogy
P(AUB)=P(A)+P(B\ A), (2.2)
illetve P(B) = P(B\ A) + P(AN B). ez utobbi egyenletbdl kapjuk, hogy
P(B\ A)=P(B) —P(ANB). (2.3)
A és egyenletekbdl kovetkezik a bizonyitandé allitas.

x034. Megoldas. Igazolja, hogyha (), F,P) egy Kolmogorov téle valésziniiségi mezd, akkor
teljesiilnek a kovetkezdk:

1. A valésziniiség folytonossaga Mivel By = (B \ By) U (B2 \ B3) U+ -+ diszjunkt Gnié, igy
a valoszintiség o-additivitasa alapjan kapjuk, hogy

ZP 2\ Bog)-

Konvergens sorozat farka nullsorozat, igy egyrészt

[e.9]

lim P(Bk \ Bk+1) 0. (24)
k—o0 P

masrészt a valosziniiség o-additivitasa alpjan kapjuk, hogy
> P(Bi\ Bes1) = P(B,). (2.5)
k=n

Igy és alapjan kapjuk, hogy lim,_,.. P(B,) = 0. Ha (B,) egy eseménysorozat gy,
hogy By C B, C ... és|J,—, B, = B, akkor lim,,_,.. P(B,) = P(B).
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2. Megmutatjuk, hogyha (B,,) névekvé eseménysorozat és B = | J, P(B,,), akkor lim,,_,., P(B,,) =
P(B). Definidljuk az (A,,) eseményekbdl allé sorozatot

A,=B\B, (n=1,2,...)

modon. Ekkor az (A,,) sorozat csokkend, és

o

A R g L LI VER VT

Igy lim,, o P(A,)) = 0 Azonban

0= lim P(A,) = lim P(B\ B,) = lim (P(B) — P(B,)) = P(B) — lim P(B,)

n—o0 n—oo n—o0 n—o0

amibdl kapjuk, hogy lim,,_,.. P(B,) = P(B).

2.3.3. A valbszintliség geometriai kiszamitasi moédja

eS3. Megoldas. A feladatot atfogalmazzuk a kovetkezé médon. Ledobunk két pontot x-et
és y-t a [0,240] intervallumra véletlenszeriien, egymastol fiiggetleniil. Mennyi a valoszintsége,
hogy |x —y| <307

Bevezetiink néhany jelolést:

Q) = [0,240] x [0, 240],
A={(z,y) € Q| |z —y| < 30}.

FEkkor
lzr—y| <30 & -30<r—-y<30 & y<r+30 é z-30<y

Az y < x + 30 egyenlbtlenségnek eleget tevé pontok halmaza a sikban az y = x + 30 egyenes
"alatti" pontok halmaza.

Az x — 30 < y egyenlbtlenségnek eleget tevé pontok halmaza a sikban az x — 30 = y egyenes
"feletti" pontok halmaza.
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A két félsik metszete egy sav. Igy kapjuk, hogy

240 /
T(A
200 IP(A) _ L _
160 T(Q)
120 o 2402 — 2% B 2402 _ 2102 B
80 N 24()2 =T a0z
210\% 1
g =1- (—O> _ 5 o344,
744‘ 40 80 120 160 200 240 240 64
75(

eS4. Megoldas. Az el6z6 feladat megoldasaval analég moédon kapjuk, hogy:

302 — 280-8) 2\? 104
—( ) 04 _ .462.

PA)=——2—=1—(—) =—
) 302 30 225

eS5. Megoldas. A feladat atfogalmazhaté tgy, hogy ledobunk két pontot x-et és y-t vélet-
lenszertien és egymastol fiiggetlentil a [0, 60| intervallumra. Jeldlje x az A ember érkezési idejét
(12 6ra utan eltelt id6 percben), y a B érkezési idejét. Ekkor

Q =1[0,60] x [0,60], T(Q) = 607
Jelolje A azt az eseményt, hogy a két ember talalkozik.

Ay ={(z,y) € T|lx <y} (azaz A érkezik hamarabb és talalkoznak.)
Ay ={(z,y) € Tly <z} (azaz B érkezik hamarabb és taldlkoznak.)

Ekkor A= A; U Ay és A; N Ay =0, azaz A a A, és Ay halmazok diszjunkt tiniéja.

(LU,y) € Al g (SL’,y) € [0760]7

x x + 20,
(l’,y) S A? <~ (Z’,y) € [0760]a Yy

<Y
<z <y+ 30,

<
<

igy Ay azy = x és y = x + 20 egyenesek altal hatarolt savnak a [0,60] x [0,60] téglaba esd



része, a Ay az y = x és az y = x — 30 savoknak a [0,60] x [0,60] tégldba es6 része.

N

60
50 v
40 /] 602 202
q =575
» 60> 302
; fb) =55
10
220 -10 10 20%0 40 50 60
® 20 30
Tehat
2 2
oty TA) 60° — (4*+ %) I L
T 602 B 602 2-602
A keresett valoszintiség:
— 20% +30% 13
P(A) =1-P(A) = ——— = —= = 0.1806.
(4) W= =%

¢S6. Megoldas. 16 6ra = 960 perc. A korabbi feladatokkal analog médon kapjuk, hogy
1200

1000

800 y 9. (960*57)2
600 P(A) = TOQQ =
400 903\ 2
= — ] =0.8848.
200 m <960) 0.8848

?)/0 200 400 600 800 1000
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S7. Megoldas. Bevezetjiik a szokasos jeloléseket:
Q=10,1] x [0,1],
A ={(x,y) € Q| a 3 szakaszbol haromszig szerkeszthetd} ,
Ay = {(z,y) € Alz <y},
Ay ={(z,y) € Aly < z}.
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Ekkor
A = Al U AQ, Al N AQ - @, P(Al) - ]P(AQ), ]P(Al) + ]P(AQ) - 2P(A1),

igy elegendd P(A;)-et kiszamolni. Ehhez tegyiik fel, hogy © < y. Az x és y pontok 3 részre
bontjak a (0,1) intervallumot.

A kapott 3 szakasz hossza: x, y—x, 1 —y. Ezekre a szakaszhosszokra alkalmazva a hdaromszog-
egyenlGtlenséget kapjuk, hogy

1
r+y—xz)=>1—y & y=>1—y & 2u>1 & y>§,
1
r+l—y>y—=x & 2o+4+1>22y & :1:—1—523/,
1
y—xrx+1—y=>zx = 1> 22 = xéé.

A kapott linearis egyenlGtlenségek félsikokat hataroznak meg a sikban, ezeket a félsikokat kell
osszemetszeniink. A féksikok hataregyenesét tgy kapjuk, hogy a kisebb, vagy nagyobb egyenld
relaciéjeleket egyenldségjelre cseréljiik. A kapott egyenes két félsikra bontja a sikot. Ugy
gy6zddiink meg arrol, hogy melyik félsik pontjai elégitik ki a linearis egyenlétlenséget, hogy egy
tetszélegesen megvalasztott pont, mondjuk az origét a linearis egyenlétlenségbe helyettesitjiik.

0.9
0.8
0.7
06
0.5

03
02
0.1

[N %
=
-~
|
=
-~
I
I

0.2-0. 010203040506070809 1
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S8. Megoldas. Legyen

P

;
0.9
0.8 1
0~ {enenuxoule o] yeml
06
1
o o{enepixoulee [31]yepa).
03 3
Q) = 2.
' () =7
-0.1 0102 03040506 07 08 09
o7 A = {(z,y) € Qla kapott 3 szakaszbol
o5 haromszog szerkeszthetd},
04 1
03 T(A) = 2 (Lasd eléz6 feladat).

-0.1 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

fgy kapjuk, hogy

=

—

s

N~—

Il

I
NSNS,

I
W =

S9. Megoldas. Vezessiik be a szokasos jel6léseket
Q=10,1] x [0,1] x [0, 1]

A ={(x,y, z) € Q|x-bdl, y-bél és z-bdl haromszig szerkeszthetd} .

Jelolje ABCDEFGH azt az egység oldalhosszi kockat, amelynek az A csticsa az origo, az A
cstcsa felett van E csticsa, az AB, AD, AE a koordinata-rendszer tengelyei és az ABCD illetve
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az EFGH koriiljarasi iranyok megegyeznek.

E H
————— ' A=(0,0,0), E=1(0,0,1),
B=(1,0,0), F=(1,0,1),
N C=(1,1,0, G=(1,1,1),
i il
O D=(0,1,0), H=(0,1,0).
B /

Az A halmaz a haromszog-egyenlétlenség miatt az alabbi egyenlGtlenség-rendszerrel adhato
meg:

1. 0<2z <1, 2. 0<y <1, 3. 0<z<1,

4. z<y+z, 5 y< o+ 2z, 6. z<T+y.

Ezek koziil az 1., 2., 3. egyenlétlenség-rendszer az egységkocka pontjait, azaz (-t karakterizalja,
igy elegendé foglalkoznunk a 4., 5., 6. egyenlétlenségekkel. Ezek mindegyikének megoldashal-
maza egye-egy féltér.

A 4. egyenlétlenség megoldashalmaza az a féltér, amelyet az

o O=—-cr+y+=z

egyenletii sik hatarol. Erre a sikra illeszkednek az A, C, F pontok, a féltér nem tartalmazza a
B pontot, de tartalmazza a G pontot.
Az 5. egyenlétlenség megoldashalmaza az a féltér, amelyet a

g O=x—-y+=z

egyenleti sik hatarol. Erre a sikra illeszkednek az A, C, H pontok, a féltér nem tartalmazza a
D pontot, de tartalmazza a G pontot.
Végiil a 6. egyenlStlenség altal meghatarozott félteret a

v O=x+y—=z

egyenletii sik hatarolja Erre a sikra illeszkednek az A, F, H pontok. A féltér nem tartalmazza
az E pontot, de tartalmazza a G pontot.
Erdemes észrevenni, hogy a

Gacr, Gacup, Garme,Gonra
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haromszog-alapu gilak egybevagoak. (A késébbiekben egyszeriien gila.) A Tachyr egy V2
oldalhosszisagu (szabélyos) tetraéder. (A késébbiekben egyszeriien tetraéder.)

Viora = 1, Vit = Y2 = (V2P V2 _ 1
kocka — 1, tetraéder — 12 — 12 - 37

fgy kapjuk, hogy

1 1
1= Vkocka = ‘/tetraéder + 4Vgﬁla = 5 +4- ‘/gﬁla = Vgﬁ]a = =
Igy 1 1 1
A) = 6 tla o - =3
V( ) ‘/tetraeder + va ! 3 + 6 9
amibdl kapjuk, hogy
V(4 11
PA) = L) 2 2
W= =172



3. fejezet

A Bayes tétel, események fliggetlensége

3.1. Rovid elméleti osszefoglald

3.1.1. A feltételes val6szintiség
Legyenek A, B € F események ugy, hogy P(B) # 0. Ekkor
P(AN B)
P(B)
A P(A|B) az A esemény valoszintisége, feltéve, hogy a B esemény bekovetkezik.

P(A|B) =

A feltételes valoszintiség tulajdonsagai:
1. 1-re normaéltsag véges additivitasra: P(C|C) = 1.
2. Véges additivitas feltételes valészintiségre:
P(AU B|C) =P(A|C) + P(B|C)
valahdnyszor A, B, C' € F ugy, hogy P(C) # 0, azonban P(AN BN C) = 0.
3. Komplementer esemény feltételes valészintisége:
P (Z!B) =1—-P(A|B)
valahanyszor A, B € F gy, hogy P(B) # 0.
4. Szita formula feltételes valészintiségre:
P(AU B|C) =P(A|C) + P(B|C) — P(AnN B|C).
valahdnyszor A, B, C € F ugy, hogy P(C) # 0.
5. 0 < P(A|C) < 1 valahanyszor A, C € F ugy, hogy P(C) # 0.

46
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3.1.2. Bayes-formula, teljes valdszintiség tétele, Bayes Tétel
A Bayes-formula: Legyenek A, B € F tgy, hogy P(A) # 0 és P(B) # 0. Ekkor

P(A|B)P(B)

PBIA) = =5

Teljes eseményrendszer: Legyenck By, Bo,--- € F ugy, hogy BN B, =0, haésj# k. A
(B,) eseményrendszert teljes eseményrendszernek nevezziik, ha | J, B, = ). Azaz a teljes
eseményrendszer események egy véges, vagy végtelen sorozata, amely az () paronként diszjunkt
tagokbol allo lefedését adja.

A teljes valoszintiség tétele: Ha By, Bs,..., B, egy olyan teljes eseményrendszer amelyre
P(B;) # 0 mindeni =1, 2...,n esetén, A € F egy tovabbi esemény, akkor

P(A) = ZP(AlB»P(Bi)-

A Bayes Tétel: Ha By, Bs,..., B, egy olyan teljes eseményrendszer amelyre P(B;) # 0
minden i =1, 2...,n esetén, A € F egy tovabbi esemény gy, hogy P(A) # 0, akkor

P(A|B;)P(B;)
P(B;|A) = S P(AIB)P(B;)

3.1.3. A lanc szabaly

Lanc szabaly: Legyenek By, Bs, ..., B, olyan események, melyekre P(BiN BN+ --NB,_1) #
0. Ekkor

P(BiNByN---NB,) =P(B)P(By|By)---P(B,|BiNByN -+ N By _q).

3.1.4. Események fiiggetlensége
Két esemény fiiggetlensége: Az A és B események fiiggetlenek, ha

P(AN B) = P(A) - P(A).

Az események fliggetlensége a feltételes valoszintség fogalmabol szarmaztathatd. A koncep-
ci6 az, hogy két esemény A és B fiiggetlenek, ha a B esemény bekovetkezése nincs hatassal az
A esemény bekovetkezésére. Ez a feltételes valoszintiség segitségével P(A|B) = P(A) modon fo-
galmazhato meg, ehhez azonban sziikség van a P(B) # 0 feltételre. Azonban, a P(A|B) = P(A)
egyenlgségbdl rendezéssel kapjuk a P(AN B) = P(A)P(B) egyenldséget, ami szép szimmetrikus
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és a P(B) # 0 feltétel teljestilésére sincs hozza sziikség, ezért események fiiggetlenségét ezzel az
egyenlGséggel definialjuk.

Erdemes megjegyezni, hogy pozitiv valészintiség események esetén a diszjunktsag és a
fiiggetlenség kizarjak egymast. Ugyanis, ha P(A) > 0, P(A) > 0 és A és fliggetlenek, akkor
P(ANB) =P(A)-P(B) > 0, igy nem lehetnek diszjunktak.

Példa. A harminckét lapos magyar kartyabol kihtizunk egy lapot. Jelolje A azt az eseményt,
hogy pirosat hiizunk; B, hogy dszt hiizunk. Fiiggetlenek-e az A és B események? Ezt kévetden
eltavolitjuk a paklibél a zold alsot. Megvaltozik-e az A és a B események fiiggetlensége?

Mo.: mint ahogy azt korabban lattuk:

1 1 1

P(A) = - P(B)= - P(ANB)=—

(4) (B)=3 PANB)=,
azaz P(AN B) =P(A) - P(B), igy az A és B események fiiggetlenek.

A zdld alsé eltavolitasa utan az A és B események elveszitik a fiiggetlenségiiket, ugyanis

ekkor

8 4 1
P(A) = — P(B) = — P(ANB)=—
(=5  B(B)=i, PANB)=o
Koénnyen lathato, hogy
8 4 32 31+1 1 1 1

- = = = > —
31 31 312 312 3l 312 30
igy azaz P(AN B) # P(A) - P(B), tehdt az A és B események fiiggetlenek.

Példa. A harminckét lapos magyar kéartyabol kihtizunk hérom lapot (visszatevés nélkiil). Je-
I6lje A azt az eseményt, hogy az elsé; B, hogy a harmadik kihtzott lap piros. Fiiggetlenek-e az
A és B események?

Mo.: Mint ahogy azt korabban mar lattuk, az A és B események fiiggetlenek, mivel

1 1 18-30-7 7
P(A) = - P(B) = - P(ANB)= —— — —
(4) ’ (B) ’ ( ) 32.31-30 124’

igy P(AN B) # P(A) - P(B), tehat az A és B események nem fiiggetlenek.

Eseményrendszer paronkénti fiiggetlensége: Azt mondjuk, hogy egy A C F esemény-
rendszer paronként fiiggetlen, ha barmely két tagja fiiggetlen.

Eseményrendszer teljes fliggetlensége: Azt mondjuk, hogy az A eseményrendszer tag-
jain teljesen fiiggetlenek, ha tetszbleges 1 < k <nés1l <1y <ig < --- < i < n indexek
esetén

azaz a véges sok, paronként kiilonbozo tagbol allo6 metszet valészintisége egyenld a valoszintisé-
gek szorzataval.
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Eseményrendszer fliggetlensége alatt, ha csak mast nem mondunk, mindig teljes fiiggetlen-
séget értiink.

Végiil érdemes megjegyezni, hogy a teljes fiiggetlenség erésebb fogalom, mint a paronkénti
fliggetlenség, azaz egy egy eseményrendszer tud tgy paronként fiiggetlen lenni, hogy teljesen
nem fiiggetlen. Erre vonatkozik a kovetkezd példa:

Példa Definidljuk az A, B, C eseményeket az alabbi médon:
bra
A val6szintiség geometrial kiszamitéasa alapjan kapjuk, hogy P(A) = P(B) = P(C) = 3, és az is

lathato, hogy az A, B, C eseményrendszer paronként fiiggetlen eseményekbdl all. Azonban ez
az eseményrendszer nem teljesen fiiggetlen, ugyanis

1 1
P(ANBNC) = 2 =+ 3= P(A)P(B)P(C).
Fiiggetlen események tulajdonsagai:
1. Ha A, B olyan események, melyekre P(A) = 0 vagy P(A) = 1, akkor A és B fiiggetlenek.

2. Ha A, B fiiggetlen események, akkor az A, B; az A, B; az A, B események is fiiggetlenek.

3. Ha az A eseményrendszer teljesen fiiggetlen és az A eseményei koziil tetszélegesen sokat
a komplementerére cseréliink ki, akkor a teljes fiiggetlenség megérzdédik.
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3.2. Feladatok

3.2.1. A feltételes valoszintiség

el. Feladat. Tudjuk, hogy P(A) = 0.36, P(A|B) = 043 és P(B|A) = 0.93. Mennyi a
valoszintisége, hogy az A és B legalabb egyike bekovetkezik?

3.2.2. Bayes-formula, teljes val6szintiség tétele, Bayes Tétel

e2. Feladat. Egy terméket hiarom iizemben készitenek. A harom iizemben a selejtszazalék
rendre 0.09, 0.17 és 0.41, mig a harom lizemben az dsszterméknek rendre 23, 42 és 35 szazalékat
allitjak els. Az ossztermékbdl kivesznek egy darabot, és az hibas. Mi a valbészintisége, hogy az
elsé iizemben gyartottak?

e3. Feladat. Egy adott betegségben szenvedd betegek 33%-at egy olyan uj kezelésnek vetik
ala, amely a korabbi 75%-rél, 90%-ra javitja a gyogyulasi aranyt. Egy gyogyult beteget kiva-
lasztva mi a valosziniisége, hogy & az 1j kezelésben részesiilt?

e4. Feladat. A CHIPCAD microchip gyarté cég teljes termelése két gépsorrol szarmazik. Az
I. gépsor adja a termelés 64 %-at 0.042 % selejttel, mig a II. gépsor adja a termelés 36%-at
0.013% selejttel. Ha egy véletlentil kivalasztott chip selejtes, akkor mi a valészintisége, hogy azt
a IlI. gépsor gyartotta?

5. Feladat. Egy térzs minden tagja az év egy adott napjan leopardvadaszatra megy. A va-
daszaton egy vadaszt 0.11 valésziniiséggel tamad meg egy leopard és ekkor 0.40 valoszintiséggel
oli meg a leopard a vadaszt. Egyéb veszélyek miatt 0.09 valoszintiséggel halhat meg a vadasz a
vadaszaton. Ha egy vadasz meghalt a vadaszaton, akkor mi a valészintisége, hogy egy leopard
olte meg?

¢S6. Feladat. 20 doboz mindegyikében 36 golyé van, amelyek koéziil rendre 17, 18, 19, ...
, 36 fehér. Talalomra valasztunk egy dobozt, majd véletleniil kihiizunk egy golyot. Mi a
valészintisége, hogy fehér goly6t hiizunk?

+x7. Feladat. Az igazak varosaban a lakosok 72%-a igazat mond, a hazugok varosaban a lako-
sok 87%-a hazudik. Mi nem tudjuk, hogy melyik viarosban vagyunk, egyforma eséllyel lehetiink
mindkettében. megkérdeziink egy embert és azt mondja, hogy ez a hazugok varosa. mi a
valészintisége, hogy ez az ember hazudik?

e8. Feladat. A meteorologusok szerint holnap 0.23 valészintiséggel lesz es6 és 0.51 val6szinii-
séggel lesz szél. ha lesz es6, akkor 0.33 valoszintiséggel szél is lesz. Mi a valoszintisége, hogy ha
szél lesz, esé is lesz?
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09. Feladat. Egy orszagban a lakossag 95 szazalékianak van televizidja és 92 szazalékanak
autéja. Az autéval rendelkezék legalabb hany szazalékanak van televizidja is?

10. Feladat. Valakit keresiink az Egyetemen. A keresett személy egyforma valészintiséggel
lehet 5 terem valamelyikében és annak a valosziniisége, hogy az 5 terem valamelyikében egy-
altalan jelen van p. Mar 4 termet megnéztiink és a keresett személyt nem talaltuk. Mennyi a
valészintisége, hogy az 6tédik teremben van?

3.2.3. A lanc szabAly

11. Feladat. Valamilyen vegyszerrel sziinyogirtast végeznek egymast kéveté harom napon.
Minden nap a még életben 1évé sziinyogok 80%-a pusztul el. Mennyi a valoszintisége, hogy egy
sziinyog még 2 irtast tilél, feltéve, hogy az elsét tulélte?

12. Feladat. (Egy szegény molnarnak van hdrom fia.) Hazamegy a legnagyobb fit és elpusz-
titja az otthaon Iévd siitemények felét. Ezt kivetéen hazaér a kozépsd fia, aki elpusztitja a
megmaradt siitemények harmadat. Végiil a legkisebb fiti is hazatér, aki elpusztitja a megma-
radt siitemények negyedét. Mennyi a valészintisége, hogy egy siitemény a két kisebb fitit tuléli,
feltéve, hogy a legnagyobbat ttlélte.

3.2.4. Események fiiggetlensége

e13. Feladat. Az A, B és C fiiggetlen események, amelyre P(A) = 0.45, P(B) = 0.60 és
P(C) = 0.76. Hatdrozza meg a kivetkez6 események valoszintiségét:

D = az A, B, C események kéziil egy sem teljesiil,
= az A, B, C események kéziil legfeljebb egy teljesiil,
= az A, B, C események kéziil pontosan egy teljesiil,
= az A, B, C események kéziil legalabb egy teljestil,

H = az A, B, C események kéziil legteljebb kettd teljesiil,
= az A, B, C események kéziil pontosa kettd teljestil,
= az A, B, C események koziil legalabb kettd teljesiil,

= az A, B, C események koziil mindharom teljestil.

e14. Feladat. Hatdrozza meg P(A|B) értékét, ha
a. P(A) = 0.17, P(A|B) = 0.17 és P(B|A) = 0.69.
b. P(A) = 0.18, P(A|B) = 0.17 és P(B|A) = 0.69.
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¢16. Feladat. A és B fiiggetlen események, P(A) = 0.24 és P(B) = 0.86. Hatdrozza meg
P(A|A + B) értékét!

eS18. Feladat. Egy kisegér 3 folyosé barmelyikén eljuthat egy sajtdarabhoz. Akarmelyik
folyoson 3 ajton kell athaladni. Mi a valoszintisége, hogy a kisegér el tud jutni a sajthoz, ha
az ajtok egymastol tiiggetleniil 0.53 valoszintiséggel nyilnak ki, és kinyitasuk utdn nyitva is
maradnak (ha van nyitott folyosé, akkor a kisegér megtaldlja a sajtot)?

*S19. Feladat. Két it vezet A varosbol a B vdrosba és szintén két it B-bél C vdrosba. (Az A
varosbol a C varosba csak a B vdroson at lehet eljutni.) Mind a négy 1t egymaéstol fiiggetlentil,
0.40 valoszintiséggel jarhatatlan a hé miatt. Feltéve, hogy A-b6l C-be nincs végig jarhaté
titvonal, mi a valoszintisége, hogy A-bél B-be van jarhaté tut?

S20. Feladat. Egy it vezet A varosbél a B varosba és két ut B-bdl C virosba. (Az A varosbél
a C vdrosba csak a B vdroson dt lehet eljutni.) Mind a harom 1t egymaéstol fiiggetleniil, p
valoszintiséggel jarhatatlan a ho miatt. Feltéve, hogy A-bél C-be nincs végig jarhato titvonal,
mi a valészintisége, hogy A-bol B-be van jarhato at?

S21. Feladat. Két ut vezet A varosbél a B vdrosba és egy 1t B-bol C virosba. (Az A varosbél
a C varosba csak a B vdroson at lehet eljutni.) Mind a hdrom it egymaéstol fiiggetleniil, p
valoszintiséggel jarhatatlan a h6 miatt. Feltéve, hogy A-bél C-be nincs végig jarhatoé tutvonal,
mi a valoszintisége, hogy A-bél B-be van jarhato tt?

eS22. Feladat. Az A és B jatékos felvaltva dob kosdrra (A kezd). Az A jatékos 0.75 mig
B 0.72 valoszintiséggel talal a kosarba. A jatékot addig folytatjik, amig valamelyik jatékos
beletalal a kosarba. Mi annak a valosziniisége, hogy pont az otodik dobas utan ér véget a
jaték?

¢S23. Feladat. Egy dobozba 11 fehér és 19 piros goly6 van. ketten felvaltva hiiznak egy-egy
talalomra valasztott folyot, amelyet visszatesznek. Ezt addig folytatjak, amig csak valamelyikiik
piros goly6t nem hiiz. Mennyi a valésziniisége annak, hogy nem a kezdd hiiz el6szor piros golyot?

24. Feladat. Legalabb hanyszor kell feldobni két szabalyos dobdkockat, ahhoz, hogy legfel-
jebb 0.36 valésziniiséggel egyszer se kapjunk dupla hatost?

25. Feladat. Két lottészelvénnyel fiiggetleniil jatszunk. Mennyi a valésziniisége, hogy a két
szelvény valamelyikén van legalabb 2-es talalat?
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3.2.5. Bizonyitsa be, hogy ... (feltételes valoszintiség)
026. Feladat. Igazolja, hogyha A, B, C € F és P(C) # 0, akkor

a. P(C|C) = 1.

b. P(AU B|C) = P(A|C) + P(B|C) valahdnyszor AN B Nc = () a feltételes valosziniiség
véges additivitasa.

c. P(A|C) =1—P(A|C) a komplementer esemény feltételes valészintisége.

027. Feladat. Igazolja a Bayes formulat, azaz ha az A, B események olyanok, hogy P(A) # 0
és P(B) # 0, akkor

P(A|B)P(B)
P(B|A) = ———————=.
(Bl4) = =50p

028. Feladat. Igazolja a teljes val6sziniiség tételét, azaz ha By, By, ..., B, egy olyan
teljes eseményrendszer, melyre P(B; # 0 minden i = 1, 2, ..., n esetén, A egy tovabbi esemény,
akkor .

P(A) = ) P(A|B)P(B)).

i=1

029. Feladat. Igazolja a Bayes tételt, azaz, ha By, By, ..., B, egy olyan teljes esemény-
rendszer, melyre P(B;) # 0 minden i = 1, 2, ..., n esetén, A egy tovabbi esemény, akkor

_ P(A|B))P(B;)
PBIA) = S5 pam)p(B)

030. Feladat. Igazolja a feltételes eseményekre vonatkozo lanc szabalyt (illetve ennek az
n = 3 esetét, mivel abb6l mar latszik az altalanos eset), azaz ha a By, By, B3 események
olyanok, hogy P(B; N By) # 0, akkor

P(B; N By N Bs) = P(B)P(Bs|By)P(Bs| B N By).
031. Feladat. Legyenek A, B események. Igazolja, hogyha
a. haP(A) =0, akkor P(AU B) =P(B) ésP(ANB) =0;
b. haP(A) =1, akkor P(AUB) =1 ésP(AN B) = P(B).

032. Feladat. Igazolja, hogyha P(A) = 0, vagy P(A) = 1 tovabba B egy tetszdleges esemény,
akkor az A és B események fiiggetlenek.
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033. Feladat. Igazolja, hogyha az A és B események fiiggetlenek, akkor az A és B események
is fiiggetlenek.

x034. Feladat. Igazolja, hogyha a B eseményrendszer teljesen fiiggetlen és a C eseményrend-
szert gy kapjuk, hogy a B eseményrendszer bizonyos tagjait - esetleg az Gsszeset - a komple-
mentertikre cseréljiik, akkor az igy kapott C eseményrendszer is teljesen fiiggetlen.

035. Feladat. Igazoljuk, hogy 1-nél kisebb valésziniiségii eseményekbdl allo teljesen fiiggetlen
véges eseményrendszer nem fedi le €)-t.

036. Feladat. Legyen (2, F,P) egy Kolmgorov féle valésziniiségi mez5. Legyen B egy tet-
szolegesen riogzitett pozitiv valésziniiségii esemény. Definidljuk a Fp halmazcsaladot és a
Pp : Fp — R fiiggvényt
fB:{A€f|A§B},
P(A)

Po(d) = p (= PAIB) (A€ Fp)

Igazoljuk, hogy ekkor a (B, Fp,Pg) szintén egy Kolmogorov féle valoszintiségi mezo.
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3.3. Megoldasok

3.3.1. A feltételes valoszintiség
e1. Megoldas. Az alabbi adatokat ismerjiik:
a. P(A)=036, b. P(A|B)=043, c. P(B|A) =0.93.
A P(A U B) valészintiséget keressiik. Az a.-bol és a c.-bdl kapjuk, hogy
P(ANB)=P(BJ|A)-P(A) =0.93-0.36 = 0.3348.
ezt b.-vel Gsszevetve kapjuk, hogy

_ P(ANB) _ 0.3348

P(B) = - = 0.7786.
(B) P(A|B) 043 7780

igy a szita-formula alapjan kapjuk, hogy
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(AN B) =10.36 4+ 0.7786 — 0.3348 = 0.8038.

3.3.2. Bayes-formula, teljes valészintiség tétele, Bayes Tétel
e2. Megoldas. (3 iizem) Vezessiik be a kivetkezd jeloléseket:

B; = a kivalasztot terméket az i-edik lizemben gyartottak (1=1,2,3),

A = a kivalasztot termék hibas.

Felhasznalva a fenti jeloléseket, az alabbi adatokat ismerjiik:

H L gép L II. gép L III. gép ‘
termelés P(B;) =0.23 P(B;) = 0.42 P(B;3) = 0.35

selejtszazalék || P(A|By) = 0.09 | P(A|By) = 0.17 | P(A|B;) = 0.41

A tablazat masodik sorabol a 1072 szorzétényezéket kihagytuk, de - mint ahogy azt latni fogjuk

- nincsenek hatassal a végeredményre, csak a feltételes valosziniiségek aranya fontos. A P(By|A)

feltételes valoszintiséget keressiik. Mivel a By, By, Bs események nemzérus valoszintiségii ese-

ményekbdl allé teljes eseményrendszert alkotnak, igy alkalmazhaté a Bayes Tétel.
P(A|B1)P(B1) + P(A| B2)P(B2) + P(A|B3)P(B3)

B 0.09-0.23 - 1072 0,087
~ (0.09-0.23+0.17-0.4240.41-0.35)-10-2 7
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3. Megoldas. (Uj és régi kezelés) Vezessiik be a kivetkez6 jeloléseket

U = a kivalasztott beteg 1j kezelésben részestilt,

Gy = a kivalasztott beteg gyogyult.

A feladat szivege alapjan tudjuk, hogy P(U) = 0.33, P(Gy|U) = 0.75, P(Gy|U) = 0.90. A
P(U|Gy) feltételes valésziniiséget keressiik. A komplementer esemény valoszintisége alapjan
kapjuk, hogy P(U) = 0.67. Mivel az U és U események nemzérus valészintiségti eseményekbdl
allo teljes eseményrendszert alkotnak, igy alkalmazhaté a Bayes Tétel.

P(Gy|U)P(U) 0.90 - 0.33

= = 0.3715.
(Gy|U)P(U) + P(Gy[0)P(T)  0.90-0.33 + 0.75 - 0.67

P(UIGY) =

e4. Megoldas. Az el6z6 feladat megoldasaval analég médon kapjuk, hogy

0.00013 - 0.36 13 - 36

= = (.1483.
0.00013 - 0.36 + 0.00042 - 0.64  13-36 +42-64

x5. Megoldas. (Leopérdos feladat) A feladat megoldédsaban nagy szerepe van a szoveg értel-
mezésnek. Vezessiik be a kivetkezd jeloléseket

T = tamad a leopard,
Ol = 61 a leopard,
E = egyéb veszélyck miatt hal meg a vadasz,

H = meghal a vadasz.

A széveg alapjan az alabbi adatokat ismerjiik: P(T) = 0.11, P(OI|T) = 0.40, P(E) = 0.09. A
P(Ol|H) ismeretlen feltételes valészintiséget keressiik.

A szoveg alapjan tgy gondoljuk, hogy Ol C T, mivel ha nem tdmad a leopérd, akkor 6lni
sem tud. Igy kapjuk, hogy

P(Ol) = P(OIT)P(T) = 0.11-0.4,  P(H)=P(OIUE) = P(OI) + P(E) = 0.11 - 0.4 + 0.09.
Felhasznélva, hogy Ol C H, a keresett feltételes valosziniiség

oo P(OINH) P(O)  0.11-04
P(OIH) = P(H) — P(H) 0.11-0.4+0.09

= 0.3284.

eS6. Megoldas. (Dobozokbdl hiizunk golyokat hizunk) Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket.

A = fehér golyot hizunk,
B; = az i-edik dobozt valasztjuk (i =1,2,...,20).
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Az P(A) valészintiséget keressiik. Mivel a By, Bs, ..., By események teljes eseményrendszert
alkotnak és P(B;) = P(B;) valahanyszor j, k = 1,2,...20, igy P(B;) = % mindeni=1,2,...20
esetén. Tudjuk tovabba, hogy

17+i—1
P(A|B) = — "% (i=1,2,...20).
36
Igy a teljes valosziniiség tétele alapjan
20
17 1 18 1 36 1
();(’><)3620+3620+ +3620
1 1 1 1 17436
=— — - (17T+184:---436)= — — - —— - 20 =
3620<+++)3620 2
17+ 36
= = 0.7361.
2-36

7. Megoldas. Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket

A = az igazak varosaban vagyunk,
= a hamisak varosaban vagyunk,

C = a megkérdezett ember azt mondja, hogy ez a hazugok varosa,
= a megkérdezett ember igazat mond,

= a megkérdezett ember hazudik.

A feladat megoldasaban a legnagyobb nehézséget az okozza, hogy fel kell ismerni, hogy feltételes
valoszintiséget kell kiszamolnunk. Nevezetesen a P(H|C') feltételes valoszintiség kiszamitésa a
kérdés. A feladat megoldasa fiigg attol, hogy hogyan értelmezziik a széveget. Ugy gondoljuk,
hogy hogy egy adott kérdésre adott valasz igaz, vagy hamis volta fiigg a kérdéstdl, azaz a C' és
a H események nem fiiggetlenek.

Ismeriink néhany adatot, igy mint

P(A) =P(B) = -, P(I|A)=0.72, P(H|B)=08T.

A Bayes Tétel alapjan kapjuk, hogy

P(C|H) - P(H)
(C|H)-P(H) +P(C|I)-P(I)

P(H|C) = 5

A tovabblépéshez sziikség van egy kis tigyeskedésre. Itt hasznaljuk fel, hogy mit is jelent a C
esemény.

P(C|H)-P(H) = P(C N H) =P(AN H) = P(H|A) - P(A)
P(C|I)-B(I) = P(CNI)=P(BNI)=P|B)-P(B)
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Mivel az I és a H események egymas komplementerei, igy a komplementer esemény feltételes
valoszintiségére vonatkozé sszetiiggés alapjan

P(H|A)=1-P(I|A)=1-0.72, P(|B)=1-P(H|B)=1-0.87,

igy kapjuk, hogy

P(H|A) - P(A)

PH|C) = P(H|A) - P(A) + P(I|B) - P(B)
B (1-0.72) - 5 B
C(1-0.72) -3+ (1-087)- %

1—0.72 = 0.6829.

~2-(0.72+0.87)
o8. Megoldas. Vezessiik be a kévetkezo jel6léseket:
E = lesz esd, Sz = lesz szél.
A bevezetett jelolésekkel az ismert adatok az kovetkezé modon irhatéak fel:
P(E) = 0.23, P(Sz) = 0.51, P(Sz|E) = 0.33.
A P(E|Sz) feltételes valosziniiséget keressiik. A Bayes Formula alapjan kapjuk, hogy

P(ENSz) P(Sz|E)-P(E) 0.33-0.23
P(Sz) P(Sz) 051

P(E| Sz) = = (.1488.

9. Megoldas. Vezessiik be a kévetkezd jeloléseket

T = egy véletlenszertien kivalasztott embernek van teleleviziéja,

A = egy véletlenszeriien kivalasztott embernek van autoja.

Ezekkel a jelolésekkel: P(T') = 0.95 ésP(A) = 0.92. AP(T|A) feltételes valoszintiséget keressiik.
ElGszér a szita formula segitségével alsé becslést adunk a P(ANT) valoszintségre:

1>P(AUB)=P(A)+P(B)-P(AN B),

1gy kapjuk, hogy
P(ANB) >P(A) +P(B) —1=0.95+0.92 — 1 = 0.87.

A keresett alsé becslés:
P(ANT) _ 0.87

P(TI4) = P(A) ~ 0.92

= 0.9457.
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10. Megoldas. Tetszoleges 1 = 1, 2, 3, 4, 5 esetén jelolje A; azt az eseményt, hogy a keresett
személy az i-edik teremben van. Igy kapjuk, hogy

Ebbdl kapjuk, hogy

P(A4)) = =B(4s) = £.
Igy a keresett valoszintiség:
P(As AN Ay = DA AN 0 A))  P(ds)
P(A1N---NAy) P(A,U---UAy)
_ P(As) _BAy)
1-P(AU---UA) 1-4-P(A4)
5 P

1-%2  5-4p

3.3.3. A lanc szabAly

11. Megoldas. Jeldlje B; azt az eseményt, hogy egy szinyog tiléli az i-edik permetezést
tetszéleges 1 = 1,2, 3 esetén. Ekkor
P(B;) =0.2,
P(By|B;) =1 —P(By|B;) =1-0.8=0.2,
P(Bs|BiNBy) =1—-P(B3|BNBy) =1-0.8=0.2.

A P(By N Bs|By) feltételes valoszintiséget keressiik. A lancszabaly alapjan kapjuk, hogy:
P(B, N By N Bs) = P(B,) - P(By|By) - P(Bs|B1 N By) =0.2-0.2-0.2 = 0.0° = 0.008.

Igy a keresett valoszintiség:

P(ByNByNBs) 0.2°

= =0.22 = 0.04.
P(B ) 0.2

P(By N B3| By) =

3.3.4. Események fiiggetlensége
e13. Megoldas. Az A, B és C fiiggetlen események, amelyre

P(A) =045,  P(A) =0.55,
P(B) =0.60, P(B) = 0.40,

P(C) =076, P(C)=0.24.
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Ekkor egy korabbi feladat, illetve a teljes filiggetlenség és véges additivitas tulajdonsagok alapjan
kapjuk, hogy
P(D)=P(AUBUC)=P(ANBNC)=P(APB)PC) =
=0.55-0.40-0.24 = 0.0528;
P(E)=P(ANBNC)U(ANBNC)UANBNC)U(ANBNCQ)) =
= P(A)P(B)P(C)) + P(A)P(B)P(C) + P(A)P(B)P(C) + P(A)P(B)P(C) =
= 0.0528 + 0.0432 + 0.0792 + 0.1672 = 0.3424;

P(F)=P(ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC))
= P(A)P(B)P(C) + P(A)P(B)P(C) + P(A)P(B)P(C) =
= 0.0432 + 0.0792 + 0.1672 = 0.2896;

P(G)=P(AUBUC) =
=PA)+P(B)+P(C)— (PANB)+P(ANC)+P(BNC)+P(ANBNC) =
=P(A) +P(B) + P(C) — P(A)P(B) — P(A)P(C) — P(B)P(C) + P(A)P(B)P(C) =
= 0.45 4 0.60 + 0.76 — 0.27 — 0.342 — 0.456 + 0.2052 = 0.9472;

P(H)=P(ANBNC)=1-PANBNC) =1—P(APB)P(C) =
=1—0.2052 = 0.7948;

P(I)=P((ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNCQC)) =
= P(A)P(B)P(C) + P(A)P(B)P(C) + P(A)P(B)P(C) =
= 0.0648 + 0.1368 + 0.2508 = 0.4524;
P(J)=P(ANB)U(ANC)U(BN(C)) =
P(ANB)+P(ANC)+P(BNC)—=3P(ANBNC)+P(ANBNC) =
P(A)P(B) + P(A)P(C) + P(B)P(C) — 2P(A)P(B)P(C) =
0.27 + 0.342 + 0.456 — 2 - 0.2052 = 0.6576;

P(K)=P(ANnBNC)=PAPB)PC) = 0.2052.
e14. Megoldas. A P(A|B) értéke,
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a. ha P(A) = 0.17, P(A|B) = 0.17 és P(B|A) = 0.69 kénnyen meghatarozhato, mivel P(A) =
P(A|B), igy A és B fiiggetlenek, de akkor A és B is fiiggetlenek. Igy kapjuk, hogy

P(AB) =P(A) =1—-P(A) =0—0.17 = 0.83.

a. HaP(A) =0.18, P(A|B) = 0.17 és P(B|A) = 0.69 ekkor az A és B események nem fiigget-
lenek, igy tobbet kell szamolni. A keresett valoszintiség:

P (AT _P(AnB) P(AUB) 1-(P(A)+P(B)-P(ANDB)
W) ==& -~ %@ =) |
Mivel P(ANB) P(ANB)
069 = B(BA) =~ = =11

igy kapjuk, hogy P(AN B) = 0.69 - 0.18. Mivel

P(ANB) 0.69-0.18
P(B)  P(B) ’

0.17 = P(A|B) =

igy kapjuk, hogy P(B) = %8048 Tehat

=y 1= (0.18 4+ 289018 — 0,69 - 0.18)

P(A|B) N _0'5.769,0.18 = 0.7929.
0.17
¢16. Megoldas. A keresett valosziniiség:
P(AN(AUB)) P(A) P(A)
AAVE) = =508 ~PAUB) ~ P(A) - PB) - P(A)PE)
24
0 = 0.2686.

T 0.24+0.86 —0.24-0.86
eS18. Megoldas. (Egérke és a sajt.) Események:

A = az elsé folyosé atjarhato,
B = a masodik folyosé atjarhato,

C = a harmadik folyoso atjarhato.

A feladatot kétféle médon is megoldjuk:
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I.Mo: A szita formula és a fiiggetlenség felhasznalasaval kapjuk, hogy

P(AUBUC) =
=PA)+P(B)+P(C)— (P(ANB)+PANC)+P(BNC)+PANBNC) =
=3P(A) —3P(ANB) +P(ANBNC) =
= 3P(A) — 3P(A)P(B) + P(A)P(B)P(C) =
= 3P(A) — 3P(A)* + P(A)° =
=3-0.53 —3-0.53°% + 0.53° = 0.3834.

I1.Mo: Szamolhatunk a komplementer esemény valoszintiségére vonatkozo Gsszefiiggés felhasz-
nalasaval is. Ekkor is felhasznaljuk a fiiggetlenséget.

P(AUBUC)=1-P(AUBUC)=1-P(ANBNC) =
=1-P(A)P(B)P(C) =
=1—(1-0.53%?% = 0.3834.

A feladatban latott gondolatmenet alapjan kapjuk, hogy ha A = {A;, As, ..., A,} teljesen

fiiggetlen eseményekbdl all6 eseményrendszer, B; C A tetszbleges i = 1, 2, ..., r esetén 1gy,
hogy
1. B; # 0 tetszélegesi =1, 2, ..., r esetén;

2. BiNB, =0, haj+k;
3. 61UBQU"'UBT:A,'

és a B; eseményeket
B;=(\B: (i=1.2,...,7)

modon definialjuk, akkor a By, Bs, ..., B, események teljesen fiiggetlenek.

x*S19. Megoldas. (A hé miatt jarhatatlan utak I.) Az alabbi abran az A, B, C telepiiléseket
osszekotd utak lathatoak.
C

(-
Vezessiik be az alabbi jeloléseket:

Uxy = az X varosbol az Y varosba el lehet jutni.
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Jelélje tovabba a az A-bél B-be vezetd utak jarhatésagat Uy, illetve Us; a B-bdl C-be vezetd
utak jarhatosagat Us, illetve Uy; tovabba P(U;) = p tetszbleges i = 1, 2, 3, 4 esetén. A feladat
kétféleképpen is megoldhato.

I. Mo: Kozvetleniil szamoljuk a keresett valészintiséget.

P (Uap NUac)
P(Uac)

P (Uap|Uac) =

Erdemes észrevenni, hogy az Uup és Upc események fiiggetlenek, ugyanis:
P (Uap) =P (Ui NT) = p*,
P (Usc) =P (UsnUs) = p°,
P (Uag NUpc) =P (T NTo) N (TUsNTy)) = p.
Igy kapjuk, hogy:
P(UABﬂm) ]P)(UABDUABHUBC)

P(Uap|Uac) = — = O~ -
(UaslUac) P (Uac) P(Uag N Upc)
P (Uas N (UasUTp0) _ P (UasNTpc) _
1-— P(UAB N Ugc) 1-— ]P(UAB N UBC)

o A=-pp  1-p?
S 1-(1—p?)2 2—p*

II. Mo: A komplementer esemény valésziniiségére vonatkozo dsszefiiggés alapjan kapjuk, hogy

- - P (Uap NUac) P (Uas)
P(Usp|Uac) =1 — P (Uap|Uac) = 1 — = =l o= =
(UaslUac) (Uas|Uac) P (Uac) P (Uac)

P’ 1=y

=1— = .
[~ p2 2 p

A feladatban latott gondolatmenet alapjan kapjuk, hogy ha A = {Aj, Ay, ..., A,} teljesen

fiiggetlen eseményekbdl all6 eseményrendszer, B; C A tetszbleges i = 1, 2, ..., r esetén 1gy,
hogy
1. B; # 0 tetszéleges i =1, 2, ..., r esetén;

2. BiNBy =0, haj#k;:
3. 81UBQU"’UBT:A,'
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és a B; eseményeket

Ci=JB (=127

modon definidljuk, akkor a Cy, Cs, ..., C, események teljesen fiiggetlenek.
Sét, a Dy, Ds, ..., D, események is teljesen fiiggetlenek, ahol D; € {B;, C;} tetszbleges
i =1,2, ..., r esetén, ahol a {B;}/_, események az el6z6 feladatot kovets megjegyzésben

vannak definialva.

S20. Megoldas. (A hé miatt jarhatatlan utak II.)

A B : C
Események:

Uxy = az X varosbol az Y varosba el lehet jutni.

Ezittal a direkt megoldast valasztjuk, bar lehet, hogy a komplementer esemény valoszintiségét
egyszertibb lenne kiszamitani. Az el6z6 feladatban latott médon most is megmutathaté, hogy
az Uap és Upc események fiiggetlenek. Igy kapjuk, hogy:

P (Uap NUac) P (Uap N Usc)
P(Uac)  1-PUasNUsc)
_ L—pp*  _ (A-—pp
1-(1-p(A-p*) 14+p-p*
S21. Megoldas. (A hé miatt jarhatatlan utak III.)

A:B C

Uxy = az X varosbél az Y varosba el lehet jutni.

P (UAB ﬂm) =

Események:

Megint médon szamolunk a komplementer esemény valészintiségének a kiszamitasa helyett.
Az el6z6 feladatban latott médon most is megmutathato, hogy az Uap és Uge események
fiiggetlenek. Igy kapjuk, hogy:
JE— P UAB N m P UAB N m
P (Uac) 1 —=P(UapNUpc)
_ —p)p _ 1-p
1-A=-p)(1-p 1+p—p
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eS22. Megoldas. Események:

A = az A jatékos talal bele a kosarba, P(A) = 0.75,
B = a B jatékos talél bele a kosdrba, P(B) = 0.72.

Igy a keresett valoszintiség:

P(5. dobas utédn ér véget a jaték) =
=(1-0.75)(1-0.72)(1 — 0.75)(1 — 0.72) - 0.75 =
147
= (1-0.75)*(1 — 0.72)* - 0.75 = ——— = 3.675- 107°.
(1 -0.75)%(1—0.72)° - 0.75 10000 3.675-10

¢S23. Megoldas. A megoldas soran felhasznaljuk a mértani sor sszegképletére vonatkozo jol
ismert képletet:
A mértani sor osszegképlete:

Zaqk S ., ha |q| <1
l—q
k=0

A golyck szama: ésszesen 30 golyé van, melyek kéziil 11 fehér, és 19 piros. Igy

11 19

P(Fehéret hizunk) = P(F) = 30’ P(Pirosat hizunk) = P(P) = 30"

Események:
Ay = a k-adik Iépésben ér véget a jaték,

P, = a k-adik lépésben pirosat hiizunk,
Iy, = a k-adik lépésben fehéret hiizunk.

Igy kapjuk, hogy
P(Nem a kezd6 hiiz el6szor pirosat) = P(As) + P(Ay) + P(Ag) + -+ =

=P(FiNP)+P(FINEHNENP)+P(FLNEBNEsNFE NN F) 4 =
=P(F)-P(P) +P(F)* - P(P)+P(F)°-P(P)+...

) 2 k
S (2 2) (R -
B 30 30 30 N
k=0
11 19 1 1911 11

- .. — =~ =0.2683.
30 30 1—(&H)2  302-—112 41

[e=]



66

Azok szamara, akik nem szeretik hasznalni a geometriai sor dsszegképletét, megmutatjuk, hogy
a feladat az dsszegképlet hasznalata nélkiil is megoldhaté. Ehhez tekintsiik az alabbi esemé-

nyeket:
A = a kezdd jatékos nyer;

B = nem a kezdé jatékos nyer.

A P(B) valoszintiséget keressiik. Tudjuk, hogy

P(A) = P(P) + P(F)*-P(P) + P(F)*-P(P) 4+ - --

Il
ol
L[M]s
|»—
(e}l BN e
1
VR
C.o|+—\
O =
N~
LN
>

P(B) = B(F) - P(P) + P(F)* - P(P) + P(F)* ‘P(P) +--- =) | (%%) | k%) ]

k=0
Mivel
11 41
1 = P(A) + P(B) = P(A) + —P(A) = —~P(A),
30 30
igy P(A) = 22, amibdl kapjuk, hogy
30 11

P(B)=1-P(4)=1- 1=

e24. Megoldas. FEsemények:

A,, = az n-edik dobés soran nem kapunk dupla hatost,

B, = n dobas alatt egyszer sem kapunk dupla hatost.

Tetszéleges n € Z.,. esetén. Igy

— 1 35
P(A,)=1-PA4,)=1——=—.
Felhasznélva a fiiggetlenséget kapjuk, hogy
35\"
P(B,) =PA1N---NA,) =P(A;)...P(4,) =P(4)" = 36 < 0.36.

Exponencialis egyenlGtlenséget kell megoldanunk:

" n(0.
In ((35> > <In(0.36), nln (%) <In(0.36), n> T(O;f) = 36.27.

36

Legalabb 37-szer kell feldobni a kockat.
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25. Megoldas. Események:

A = az elsé lottészelvényen van egy legalabb 2-es talalatom ,

B = a masodik lottészelvényen van egy legalabb 2-es talalatom .

FEkkor

P(A)=P(B)=1-PA)=1- G (5) (;E)(?) ) = 0.0233.
A szita-formula és a fiiggetlenség alapjan kapjuk, hogy
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANnB)=P(A) + P(B) —P(A)P(B) =
= 2P(A) — (P(A))*> = P(A)[2 — P(A)] = 0.4060.

3.3.5. Bizonyitsa be, hogy ...

026. Megoldas.
P(CNC) _ P(C
a. P(C|C) = S5 = 2 = 1.
b. (a feltételes val6sziniiség véges additivitdasa) Legyenek az A, B, C' események olyanok,
hogy P(C) >0, de P(ANBNC)=0. Mivel P((ANC)N(BNC)) =0, igy a szita formula

alapjan kapjuk, hogy

AUB)NC) _P((ANC)U(BNC)) _

(AU B|C) = 2!

PC) P(C)
P(ANC)+B(BNC) PANC) BBNC)
_ e =50t B = PAIO) +RBIO).

Lehet, hogy egy kicsit tul bonyolitottam. A szamolasokhoz elegend6 belatni hogyha AN B = ()
és P(C) > 0, akkor P(AU B|C) = P(A|C) +P(B|C), ez pedig a valoszintiség véges additivitasa
alagjan konnyen kijon.

b. (a komplementer esemény feltételes valoszinitisége) Egyrészt kizvetleniil definicioként

kapjuk, hogy

P(AUA|C) = P(Q|C) = ]P’(g(g)(] ) _ ggg; _1

igy a feltételes valoszintiség véges additivitasa alapjan kapjuk, hogy

1 = P(AUA|C) = P(A|C) + P(A|C),

amibdl rendezéssel kapjuk a bizonyitandé allitast.
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027. Megoldas. A Bayes formula a feltételes valésziniiség definicidja alapjan kozvetleniil
adodik, ugyanis
P(ANB P(A|B)P(B
psi4)_ FANB) _ BAIBE(B)
P(A) P(A)

028. Megoldas. A teljes valosziniiség tételének igazolasahoz érdemes észrevenni, hogy az
A= U?:l (AN B;) egy diszjunkt tnio6, igy a valosziniiség véges additivitdsa alapjan kapjuk,
hogy

n

P(A) =P (U (AN B,-)) = znjp (ANB;) = Xn:]P)(A]Bi)P(Bi).

i=1
029. Megoldas. A Bayes tétel a Bayes formula és a teljes valoszintiség tételének kézvetlen
kovetkezménye, ugyanis
AlB;)P(B;) _ P(A|B)P(B;)

P(A) > i P(A|B:)P(B;)

P(B|4) =

030. Megoldas. A lanc szabdly a feltételes valoszintiség definicidja alapjan kénnyen meg-
kaphato, ugyanis
P(B1)P(Bs|By)P(Bs|B; N By) =

P(B; N By) P(BiN By N By)
P(B;)  P(BiN By)
=P(By N By N By).

= P(B1)

031. Megoldas.
a. HaP(A) = 0, akkor a valoszintiség monotonitdsa alapjan kapjuk, hogy

0<P(ANB) <P(A) =0,
ami csak ugy lehet, ha P(AN B) = 0. Ebbdl a szita formula alapjan kapjuk, hogy
P(AUB)=P(A)+P(B) —P(ANn B) = P(B).
b. Ha P(A) = 1, akkor a valésziniiség monotonitasa alapjin kapjuk, hogy
1=PA) <P(AUB) <1,
ami csak ugy lehet, ha P(AU B) = 1. Ebbdl a szita formula alapjan kapjuk, hogy
1=P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)=1+P(B) —P(AN B),

ami csak ugy lehet, ha P(AN B) = P(B).
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032. Megoldas.

Ha P(A) = 0, akkor az el6z6 feladat alapjan tudjuk, hogy P(AN B) =0, igy P(AN B) =
P(A)P(B), azaz az A és B események fiiggetlenek.

HaP(A) = 1, akkor az el6z6 feladat alapjan tudjuk, hogy P(ANB) = P(B), igy P(ANB) =
P(A)P(B), azaz az A és B események fiiggetlenek.

033. Megoldas. Tegyiik fel, hogy az A és a B események fiiggetlenek. Ekkor egyszerti sza-
molassal kapjuk, hogy

x034. Megoldas. Elegendé megmutatni, hogyha { By, Bs, ..., B,} C B, akkor
P(BiNByN---NB,) =P(B)P(By)---P(B,),
ez azonban az el6zd feladatban latott gondolatmenettel konnyen igazolhato:

P(B1)P(By) - P(By) = (1 = P(B1))P(Be) -+ - P(B,) =

(Bz) - P(B,) —P(B1)P(By) - - P(B,) =
(ByN---NB,)—P(BiNByN---NB,)
(
(B1

(BeN---NBy,)\ (Bi1NByN---NB,))
BiNByN---NBy).

P
P
P
P

x035. Megoldas. Indirekt médon tegyiik fel, hogy létezik {By, Bs, ..., B,} 1-nél kisebb va-
16szintiségti eseményekbdl allo -t lefedd teljesen fiiggetlen esemenyrendszer Felhasznaljuk
az elozd feladat eredményét, mely szerint az a {Bl, Bo, ... } eseményrendszer is teljesen
fiiggetlen. igy
0=P0)=P(B,U---UB,)=P(BiN---NB,) =
=P (B1) P (B.) = (1=P(B1) - (1-P(By)) >0,

ami ellentmondas. A kapott ellentmondas igazolja allitasunk helyességét.



4. fejezet

Valo6szintiségi valtozok (diszkrét eset),
Varhato érték és szorasnégyzet

4.1. Rovid elméleti osszefoglald

4.1.1. Valo6szintségi valtozok

Valoszintiségi valtozo: Legyen (92, F,P) egy Kolmogorov-féle valoszintiségi mezdé. Egy & :
Q0 — R fiiggvényt valbszintiségi valtozonak neveziink, ha

E<ax)={we|{(w)<x}eF (xeR),

azaz a & nivohalmazai események.
Erdemes megjegyezni, hogyha & tetszdleges valoszintiségi valtozo, akkor

E=2)={weQ|{(w) =z}eF
tetszoleges x € R esetén.

Valo6szintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye: Legyen & egy tetszdleges valoszintiségi valtozo.
AzF:.:R—=R
Fe(r) =P(¢<2) (v €R)

moédon definidlt fiiggvényt a & valbsziniiségi valtozé eloszlasfiiggvényének nevezziik. 'Tehat
minden valbsziniiségi valtozénak van eloszlastiiggvénye.

A szakirodalom a valoszintiségi valtozo definiciéjaban nem egységes, vannak a £ valészintiségi
valtozo eloszlastiiggvényét Fe<, modon definidljak tetszéleges x € R esetén.

70
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A szakirodalom a valdszintiségi valtozok jelolésében sem egységes, mi szeretjiik a gorog kis-

bettiket, példaul &, 7, ...; masok azonban elGszeretettel hasznalnak latin nagybetiiket, példaul
X, Y, Z, ...

ennél lényegesebb kiilonbség az, hogy a £ valoszintségi valtozo eloszlasfiiggvényét Fe(x) =
P(¢ < z) (x € R) modon definialjak. Ebben az esetben az eloszlasfiiggvény (bal) helyett jobbrol
lesz folytonos, a tulajdonsagok hasonloak, de F(xq — 0) helyett F(xzq)-at, illetve F(xo) helyett
F(xog — 0)-at kell irni. (Az F(zo — 0), illetve az F(zg — 0) az F eloszlasfiiggvény bal-, illetve
jobboldali hatarértékét jeloli.)

Az eloszlasfiiggvény tulajdonsagai: Az F, eloszlastiiggvény
1. Monoton novekvé;

2. Balrol folytonos;

3. lim Fe(x) =0, lim Fe(z) =1

T——00 T—400
Négyféle valoszintiségi valtozo van:
e Diszkrét;

e Abszolut folytonos;

e Kevert;

Ez a felosztas nem fedi le az Osszes valoszintiségi valtozok halmazat, azonban a gyakorlati
alkalmazésok szempontjabol ezek a legfontosabbak.
Egy & valoszintiségi valtozo

e Diszkrét, ha az értékkészlete megszémlalhato.

e Abszolut folytonos, ha van eloszlasfiiggvénye, azaz létezik olyan olyan f : R — R
fiiggvény, amelyre

Fe(z) = /_x f(t)dt (x € R).

e Kevert, ha eloszlasfiiggvénye elgall két, (vagy tobb) eloszlasfiiggvény keverékeként (azaz
konvex kombinaciojaként).
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4.1.2. Diszkrét valészintiségi valtozok
Elevenitsiik fel!

e Véges halmaz, végtelen halmaz: Az iires halmaz véges. Az egy elemi halmazok
végesek. A két elemi halmazok végesek. A hdrom elemii halmazok végesek. (és igy
tovabb) Egy halmaz végtelen, ha nem véges.

e Fgy X halmazt megszamlalhatéan végtelennek neveziink, ha ugyanannyi eleme van, mint
amennyi a pozitiv egészek halmazdnak (azaz létezik ¢ : Z, — X bijekcio). Ezt ugy
is megjegyezhetjiik, hogy a halmaz elemei (injektiv) sorozatba rendezhetéek, azaz X =
{x;|i € Z4} és xj # xy, valahdnyszor j # k.

e FEgy halmaz megszamlalhaté: ha véges, vagy megszamlalhatéan végtelen.

A legegyszeriibb példa megszamlalhatéan végtelen halmazra a pozitiv egész szamok hal-
maza. Megszamlalhatoan végtelen halmazok példaul az egész szamok, a racionalis szamok, de
az n-dimenzioés Euklideszi tér Gsszes racionalis pontjainak a halmaza is. (Egy pontot akkor
neveziink raciondlisnak, ha minden koordinataja racionalis.)

Nem megszamlélhato halmaz a valés szamok halmaza. A valos szamok halmazanak szamos-
sagat kontinuum szdmossignak nevezziik. Kontinuum szamossagu halmaz példaul egy nemiires
és nem egyelemd intervallum pontjainak halmaza, illetve az irracionalis szamok halmaza.

Ne gondolja senki, hogy minden végtelen halmaz vagy megszamlalhatéoan végtelen, vagy
kontinuum szdmossagi. Georg Cantor tétele szerint minden halmaznal van nagyobb szamossagu
halmaz. Példaul egy megszamlalhatéoan végtelen szamossagi halmaznal nagyobb szamossagu
egy kontinuum szamossagu halmaz, egy kontinuum szamossagi halmaznél nagyobb szamossagu
annak Osszes részhalmazénak halmaza (és igy tovabb).

Diszkrét valoszintiségi valtozo: Azt mondjuk, hogy egy & valbszintiségi valtozé diszk-
rét, ha értékkészlete megszamlalhato. Egy & diszkrét valosziniiségi valtozo értékkészletét
Re = {x1, %2, ...} médon jeldljiik.

Ha & egy diszkrét valésziniiségi valtozo, akkor a p; = P(§ = x1), po = P(§ = x3), ... valos
szamsorozatot a & valészintiségi valtozo eloszlasanak a nevezziik.

Diszkrét valoszintiségi valtozo eloszlasanak a tulajdonsagai Minden diszkrét valoszini-
ségi valtozo eloszlasa nemnegativ, 1 0sszegii valos szamok véges, vagy végtelen sorozata.

4.1.3. Diszkrét valbészintiségi valtozo varhato értéke és szorasnégyzete

A ¢ diszkrét valésziniiségi valtozé varhaté értékénck az

]E(f) = Z%pz = Z%P(f = xz)
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moédon definialt valés szamot nevezziik, amennyiben a definicioban szereplé numerikus sor
abszoliit konvergens (azaz a sor tagjainak abszoliit értékeibdl képzett sor is konvergens. Az
abszolit konvergens sorok konvergensek, de a megforditas nem igaz. Azokat a sorokat, ame-
lyek nem abszolit konvergensek, de konvergensek, relativ konvergens soroknak nevezziik). Az
abszoliit konvergencia azért van megkévetelve, mert az abszoliit konvergens sorok matematikai
szempontbdl jobb tulajdonsagokkal rendelkeznek, mint a relativ konvergensek.

A fenti definiciobol latszik, hogy nem minden valészintségi valtozonak van varhato értéke.

A transzformacios szabaly diszkrét valészintiségi valtozo esetén: Legyen £ egy olyan
diszkrét valoszintiségi véaltozo, amelynek van varhato értéke, g : R — R egy ("elég jo") fiiggvény.
Ekkor a g(&) valészintségi valtozé varhaté értéke

E(g(¢)) = Zg(xi)pi.

A transzformécios formula azt fejezi ki, hogy a g(§) varhaté értékének a kiszamoldsahoz nem
kell meghataroznunk a g(§) valoszintiségi valtozo eloszlasit, az B(g(€)) a £ eloszlasa alapjan
szamolhato.

Valészintiségi valtozd szorasnégyzete és szorasa A & valbszintiségi valtozo

e szorasnégyzeténck a
D?(¢) = E(¢ - E(§))°
moédon definialt valés szamot nevezziik, amennyiben a definicioban szereplé numerikus
sor konvergens.

e A szorasnégyzet kiszamitasa:

o Az E(£?) szamot a & valészintiségi valtozé masodik momentuménak nevezziik. Az
E(£?) diszkrét esetben példaul a transzforméacios szabaly alapjan E(§2) = >, x?p; médon
szamolhato.

o Ha & egy olyan valoszintiségi valtozo, amelynek van szorasnégyzete, akkor a
D(§) = ID*(E)
moédon definialt szamot a & valésziniiségi valtozo szérasanak nevezziik.

A fenti definiciobol latszik, hogy nem minden valdszintiségi valtozonak van szorésnégyzete.
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Példa Egy urnaban van két golyo, egy piros és egy kék. Kihtizunk 3-at visszatevéssel. Hata-

rozzuk meg a kihtizott piros golyok szamanak varhato értékét és szorasnégyzetét.
Mo:

e A golyok halmaza legyen G = {P, K}.

o Az eseménytér:

Q=GxGxG=<(P,PP),(PPK)(PK,P),PKK),
—_—— —— —— —

w1 w2 w3 w4

(K,P,P),(K,P,K),(K,K,P),(K,K,K)
N— 7 N\ -

7
~~ N ~~

ws we w7 wsg

Ekkor az (Q, F,P) egy klasszikus val6szintiségi mezd.

o Készitsiik el a & valoszintiségi valtozé értéktablazatat.

| wi le\Wz\ws\w\was\%\w?\m
| E(wi) || 3 1[2]1]1]0]
N=GExGExG=

(P.P.P), (P.P.K),(P. K, P),(P. K, K),
~— ~~ -~

w2 w3 w4

(K,P,P),(K,PK),(K,K,P),(K,K,K)
N s ~~ A ~~ g o

ws we w7 ws

e Most meghatarozzuk a & valosziniiségi valtozoé eloszlasat. A & valoszintiségi valtozo érték-

készlete
l'():o, ill'l:l, 513'2:2, .1'3:3.

o A ¢ valoszintiségi viltozo eloszlasa:

(€= 0) = s} = m=PRE=0)=
E=D=fopwnw} = m=BE=1)=1:
=2 ={numu} = m=PE=2=3
(€=3) = {1) —  p=PE=3=y
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e Foglaljuk tablazatba a & valosziniiségi valtozo eloszlasat.

wlw | =
olw | DN

ool

1
Pi || g

o A ¢ valoszintiségi valtozé eloszlasfiiggvénye:

Ebbél a példabdl is latszik, hogy ha egy valésziniiségi valtozo csak véges sok értéket vesz fel,
akkor az eloszlasfiiggvénye egy olyan balrél folytonos Iépcsds fiiggvény, amely a valosziniiségi
valtozo legkisebb értékénél kisebb vagy egyenld helyeken 0, a legnagyobb értékénél nagyobb
helyeken 1 értéket vesz fel, tovibba minden x; helyen p; értéket ugrik.

A tablazatbol kapjuk, hogy

1 3 3 1
E(g):0-§+1-§+2-§+3 g =15

o o, 1 3 3 1
B =0% g +1% o+ 2 2480 0 =3
D*(€) = E(¢?) — [E(¢)]* =3 - 1.5 = 0.75

A kévetkezd gyakorlaton majd latni fogjuk, hogy a példabeli § valoszintiségi valtozo Binomiélis
eloszlasin =3 ésp = % paraméterekkel. Innen kapjuk, hogy

) D2(£) =npq = —,

E(§) =np = 1

3 3
2
(ahol ¢ =1 —p).

4.1.4. A varhato érték tulajdonsagai

Legyenek &, &, & valészintiségi valtozok; ¢ egy valos szam. Ekkor:
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1. Additiv, azaz B(& + &) = E(&1) + E(&);
2. Homogén, azaz E(c€) = cE();
3. Eltolassal kapcsolatos tulajdonsag: E(§ +c¢) = E(&) +c.

4. Ha & olyan, hogy k < &
legslant K és &-nek van vdrhato értéke, akkor k < E(€) < K.

A fenti tulajdonsagok tugy értendGek, hogyha példaul az additivitas esetén a & -nek és a &o-
nek létezik varhato értéke, akkor az Osszegiiknek is létezik és az Osszeg varhato értéke egyenls
a varhato értékek Osszegével.

Ehhez persze kellene ismerni, hogy mi az a & + & és mi az a ¢§. Legyen (Q,F,P) egy
Kolmogorov féle valoszintiségi mezs, &, &, € @ Q — R valoszintiségi mezdk, ¢ € R egy valos
szam, akkor

(61 + &) (W) = & (w) + &H(w)
(c€)(w) = c&(w)
azaz a fliggvények Osszegét és konstans szorosat a szokasos pontonkénti definicioval értelmez-
ziik. Még tisztazni kellene, hogy valoszintiségi valtozok Osszege és konstans szorosa szintén
valoszintiségi valtozo, de ezt most megelSlegezziik magunknak, bar a bizonyitas is viszonylag
egyszert.

Ahhoz, hogy kell6képpen értékelni tudjuk, hogy példaul az additivitas milyen fontos tulaj-
donség, elég belegondolni, hogy az Gsszeg varhato értének kiszamitasahoz elegendd ismerni a
tagok varhato értékeit és nem kell ismerniink az Osszeg értékeit és eloszlasat. Gondoljunk csak
arra, hogy két dobokockaval dobunk és keressiik a dobott szamok Osszegének a varhato értéket.

(w € ),

4.1.5. A szérasnégyzet tulajdonsagai

A szorasnégyzet

1. A szorasnégyzet altalaban nem additiv, azaz a szérasnégyzetek altaliban nem adodnak
oOssze.

2. Négyzetesen homogén, azaz D?(c€) = *D?*(£);

3. Transzlacié invarians, azaz D*( + ¢) = D*(€).

Bizonyos esetben mégis 6sszeadddnak, példaul ha a &; és & fiiggetlen valoszintiségi valtozok,
akkor a D?(&; + &) szorasnégyzet szdmolhato a D?(&; + &) = D?(&;) + D?(&) modon. Sajnos
még nem tudjuk, hogy mit jelent a valdszintiségi valtozok fliggetlensége, azonban van errdl
egy intuitiv elképzelésiink. Példaul, ha két dobokockaval dobunk (mondjuk egy pirossal és egy



7

kékkel) és a dobott szamok Osszegének a szorasnégyzetét akarjuk kiszamitani, akkor jelentse &; a
piros, & a kék dobodkockaval dobott szamot. Ekkor a & és & valoszintiségi valtozok fiiggetlenek
lesznek, hiszen a dobdkockdk nem kommunikalnak, nem beszélik meg, hogy hogyan essenek.

A fiiggetlenségnél van egy gyengébb feltétel, nevezetesen a korrelalatlansag. Ehhez el6szor
nézzik, meg, hogy hogyan értelmezziik két valoszintiségi valtozd kovarianciajat, majd nézziik
meg az 0sszeg szorasnégyzetére vonatkozo altalanos képletet. Ha &; és & valoszintségi valtozok,
akkor a cov (¢, &) modon jelolt kovarianciat

cov(&1, &) = E((& — E(&1))(& — E(&2)))

modon definidljuk illetve szeretjiik szamolni. Az Osszeg szérasnégyzetére vonatkozo altalanos
képlet a kovetkezs:
D?(&1 + &) = D*(&1) + 2cov (€, &) + D?(&).

Tehat a szorasnégyzet csak akkor additiv, ha cov(&y, &) = 0, azaz a & és & korrelalatlanok.
A korrelalatlansag gyengébb tulajdonsag a fiiggetlenségnél, azaz ha &; és & fiiggetlenek, akkor
korrelalatlanok is, azonban a megforditas nem igaz, nevezetesen a & és & tudnak tgy korrela-
latlanok lenni, hogy ne legyenek fiiggetlenek. Péar gyakorlattal késébb erre fogunk nézni konkrét
példat.

Nézziik meg, mi a helyzet n-tagi Osszeg esetén. n szerinti teljes indukciéval konnyd latni,

hogy
D? (Z &) = Z]D)Q(fi) + 2. Z cov(&;, covéy),
i=1 i=1

1<j<k<n

amibdl kapjuk, hogy paronként fiiggetlen (vagy paronként korreldlatlan) esetben a szorasnégy-
zetek Osszeadodnak.

4.1.6. Diszkrét valoszintiségi valtozo generatorfiiggvénye

Diszkrét valoszintiségi valtoz6 generatorfiiggvénye: A generatorfiiggvény egy olyan ma-
tematikai segédeszkoz, amely sok esetben segit a diszkrét valészintiségi valtozé varhaté értéké-
nek és szérasnégyzetének a meghatarozasaban.

Legyen & egy olyan diszkrét valoszintiségi amely csak nemnegativ egész értékeket vesz fel.
Definialjuk a G¢ : D C C — C fiiggvényt

Ge(z) = Z Rt = Z P(¢ = k)zF (z € D)

keRg k‘GR§

médon. A D halmaz a komplex szamok testének egy olyan legbévebb részhalmaza, amelyen

s

a G¢ hatvanysor abszoliit konvergens. A késébbiekben nem vizsgaljuk a D halmazt, és csak
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olyan diszkrét valészintiségi valtozoknak hatarozzuk meg a generatorfiiggvényét, amelyeknek 16-
tezik varhatoé értéke és szorasnégyzete, ugyanis ezek az értékek a generatorfiiggvény segitségével
konnyen meghatarozhatok.

e Amennyiben a & valboszintiségi valtozonak létezik varhatoé értéke, az a generatorfiiggvény
segitségével
E(§) = G(1)

modon szamolhato.

e Amennyiben a & valoszintiségi valtozénak létezik a szérasnégyzete, az a generatorfiiggvény
segitségével

D(€) = Ge(1) + Ge(1) — [Ge(1)]?

modon szamolhato.

4.1.7. Néhany egyszeri példa porgettytikkel és dobokockakkal

Példa Két szabdlyos porgettytivel pérgetiink (egy pirossal és egy kékkel). Mindkét pérgettyii-
vel a 0, 1, 2, szamokat lehet kiporgetni. Szamoljuk ki a két kiporgetett szam dsszegének varhato
értékét és szorasnégyzetét.

Jelblje a & és & a piros és a kék porgettytivel kiporgetett szamokat.
I. Mo.: (Igy nem nagyon érdemes megoldani.)

Elészor meghatarozzuk a & + &, valoszintiségi valtozé eloszlasat.

A& +& a1, 2 3, 4 értékeket veheti fel. Az eloszlasa:

=

Ol
O
©olw
Nl V)
Ol

igy kapjuk, hogy

1 2 3 1 18
E — - 1'— 2-— 3 — 4'—:—:
(€)=0 9+ 9+ 9+ 9+ 9 9
1 2 3 2 1 48
E(£)=0%2-24+12.2492.2432. 24 42.2 = ==
(&) =0 9+ 9+ 9+3 9+ 9 9’
48 4
D) =E(&) — EQ)F = 5 - (2" = 3.
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II. Mo.: (Igy érdemes szamolni.)

gy
E(¢) = E(&) + E(&) =2

D(¢) = D(&,) + D*(&) = %

(Ha nem 2 pérgettytink van, hanem mondjuk 100, és a kiporgetett szamot keressiik, akkor az
I Mo. szinte reménytelen, a masodik Mo. kénnyt.)

Példa (Szabélyos) dobékockaval dobunk. Szamoljuk ki a dobott szamnak, mint valészintiségi
valtozénak varhato értékét és szorasnégyzetét.

Mo.: Jelolje & a dobott szamot. Q2 = {1,2,3,4,5,6}, a £ : Q — R fiiggvény értékei: £(1) = 1,
£(2)=2,...,£(6) =6. A ¢ eloszlasa:

v ||1]2]3]4]5]6

ABRRRRE
A igy kapjuk, hogy:
1 1 1 1
E€Y=1--4+2--4+3-4+4-—+5.-24+6-- =
(©) 6+ 6jL 6jL 6+ 6+ 6
1 7
=—-(14+2+- 6)==-=35
S(1+2+4-46) =5 =35,
1 1
E 2:12. 22 32._ 2 52 62 _
(&) 6jL 6+ 6jL 6+ 6jL )
91

D*(¢) =E(&%) — [E(§))? = % — (g) = % = 2.9167.

Példa Egy doboékocka lapjaira egy olyan szamtani sorozat elsé hat elemét irjuk, amelynek
els6 tagja ay, a differencidja d. Ezzel a dobékockaval dobunk. hatarozzuk meg a dobott szam

varhato értékét és szorasnégyzetét.
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Mo. A kozvetlen szamolas sem bonyolult, azonban gyorsabban célhoz ériink az alabbi médon:
Jeldlje & egy szabalyos dobokockaval dobott szamot, az 1 egy szamtani sorozat elemét tar-
talmazo dobékockaval dobott szamot. Ekkor

n=a + (§—1)d.
Igy az el6z6 példa eredményeit felhasznalva kapjuk, hogy

E(¢) = E(ay + (€ — 1)d) = a; + 2.5d

D2(€) = D (mn + (€~ 1)d) = 2

d?.

Példa Két kockaval dobunk, egy pirossal és egy kékkel. Szamoljuk ki a dobott szamok Ossze-
gének a varhato értékét és szorasnégyzetét.

Mo.: Jeldlje & a piros, & a kék dobokockaval dobott szamot. Legyen n = & + &. A vdrhaté
érték additivitasa alapjan kapjuk, hogy

E(n) =E(& +&) =E(&) +E(&) =354+35=17.

Mivel a & és & valbszintiségi valtozok fiiggetlenek (intuicié alapjén, mivel a dobokockék esés
kozben nem beszélik meg egymadssal, hogy melyik lapjukra essenek), ezért a szorasnégyzetek
osszeadodnak, igy kapjuk, hogy

DX () = (61 + &) = DA(&) + D(&) = 2 + 2 = 5.8383
Ugyanigy szamolhato az a feladat, amikor nem két kockaval, hanem 100 kockaval dobunk (vagy
ami ugyanaz, egy kockaval dobunk 100-szor) és a dobott szamok Osszegének a varhato értékét
illetve szorasnégyzetét keressiik.
Tehat &€ = & + - -+ 4 &, eloszldsanak megkeresése nem tul egyszerd, a varhato érték és a
szorasnégyzet kiszamitasdhoz folosleges, de onmagaban akar még érdekes is lehet.
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4.2. Feladatok

4.2.1. Varhato érték és szoérasnégyzet

1.eS Feladat. Egy lezser hallgaté maximum négyszer johet el vizsgazni, és minden vizsgan
0.25 valésziniiséggel megy at. Hanyszor vizsgazik atlagban egy lezser hallgato?”

2.eS Feladat. Az A és B jatékos felvaltva dob koséarra (A kezd). Az A jatékos 0.51, mig B
0.39 valosziniiséggel talal a kosarba. A jaték maximum 4 dobasig tart, de azonnal befejezédik,
ha valamelyik jatékos beletalalt a kosarba. Szamitsa ki a jatékbeli dobasok szamanak varhato
értékét!

3.eS Feladat. Egy jatékban a jatékos és a bankar is megporgeti a rulettet. (A ruletten az 1,
2, ..., 7 szamok vannak.) A jatékos akkor nyer, ha nagyobb szimot porget, mint a bankar. A
jatékos nyerése esetén 1800 F't nyereményt kap. Mennyit kellene a jatékosnak minden pérgetése
el6tt befizetnie, hogy jatékonként atlagosan 200 Ft haszna legyen a banknak?

4.eS Feladat. Egy dobozban 24 piros és 14 kék goly6é van. A dobozbdl visszatevés nélkiil
kihtizunk 3 golyét. Varhatéan hany piros golyot hiizunk ki?

4.2.2. Bizonyitsa be... (eloszlasfiiggvény)

5.x0 Feladat. Bizonyitsa be hogy egy valdsziniiségi valtozo F eloszlastiiggvénye
1. Monoton névekvé;
2. Balrol folytonos;

3. lim, oo F(z) =0, lim, o F(z) = 1.
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4.3. Megoldasok

4.3.1. Varhato érték és szoérasnégyzet

1.eS Megoldas. Jeldlje & a vizsgak szamat és jelolje A azt az eseményt, hogy a lezser hallgaté
atmegy egy adott vizsgan. Ekkor P(A) = 0.25. A £ diszkrét valészintiségi valtozo eloszlasa:

T = 1, P1 = 025,
T = 2, P2 = 0.75 - 025,
r3 =3, p3=0.75%-0.25,
xy =4,  py=0.75%
Igy
) , 175
E()=1-0.25+2-0.75-0.25+3-0.72? - 0.25 +4-0.75° = o= 2.7344.

2.eS Megoldas. Jeldlje & a dobasok szamat.
P(A talal) = 0.51, P(B talal) = 0.39.
Ekkor a & diszkrét valészintiségi valtozé eloszlasa:

p1 = 0.51,
T2 =2, p2=(1-0.51)-0.39 =0.1911,
5=3, pa=(1—051)-(1—0.39)-0.51 = 0.1524,
po=(1—051)-(1—-0.39)- (1 —0.51) = (1 —0.51)%- (1 —0.39) = 0.1465.

l’1:1,

33’4:4,

Igy
E(6) =1-0.51 +2-0.1911 + 3 - 0.152439 + 4 - 0.14645 = 1.9354.

3.eS Megoldas. Jeldlje J azt az eseményt, hogy a jatékos nyer, B azt az eseményt, hogy a
bank nyer. A P(J) valoszintiség tgy szamolhato6 ki, hogy gondolatban tablazatba foglaljuk a
porgetés lehetséges kimeneteleit, gy, hogy a sorok a jatékos, az oszlopok a bank porgetéseit
jelolik. A jatékos a f6atlo alatti cellakhoz tartozé kimenetelek esetén nyer. Igy

77-7
= 7-7-7 3
P(J) = 2 ==
7.7 2-7-7 7
3 4
PB)=1—==—.
(B) = =%
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x forintot kell a jatékosnak befizetnie. A & valbszintiségi valtozo jeloli a bank nyereségét. A &
eloszlasa:

z; || @ [ 2 —1800

>
~|w

Di

B 4
Igy 200 = E(¢) = =T + %(m — 1800), amibdl kapjuk, hogy

1400 + 5400

1400 = 4z + 3(x — 1800), = -

= 971.4286.

4.eS Megoldas. Jeldlje £ a kihtizott piros golyok szamat. Ekkor & eloszlasa:

w| 0 | 1 [ 2 | 3
(204) (134) (214> (124) (234) (104>
(338) (338 ) (338)

Di

ey (24) (14) (24) (14) (24) (14)
E( g) =0- 0 3 +1- 1 2 2 1
() () (5)
Ez az eredmény tgy is megkaphato, hogyha tudjuk, hogy & hipergeometrikus eloszlast valoszi-
niiségi valtoz6 N = 38, s = 14, n = 3 paraméterekkel. Ekkor

(5) (o) _ 36 _
(38) 19

3

+2- +3-

S 24 36
B(¢) = no = 3. 22 = 22 _ 1.8047.
(&) =ny 38 19 OMT

4.3.2. Bizonyitsa be ... (eloszlasfiiggvény)

5.x0 Megoldas. (Az eloszlastiiggvény tulajdonsagai) Legyen F egy £ valoszintiségi viltozoé el-
oszlastiiggvénye.

1. Megmutatjuk, hogy F monoton névekvé. Legyen x < y. Ekkor (£ < ) C (§ < y), amibdl a
valészintiség monotonitasa alapjan kapjuk, hogy

F(z) = P(§ < z) <P <y) = F(x).

2. Megmutatjuk, hogy F balrél folytonos. Legyen a € R. Mivel F monoton névekvd, ezért
a-ban mindkét oldali hatarértéke létezik. Az atviteli elv értelmében a bal oldali hatarértéke
meghatarozhaté az F(a — 0) = lim,, o F (a — %) modon. Definialjuk a (B,,) eseménysorozatot
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B, = (f <a-— %) médon. Ekkor (B,,) egy novekvs eseménysorozat és | J.-, B, = (§ < a),
amibdl a valésziniiség folytonossaga alapjan kapjuk, hogy

F(a —0) = lim]—"(a—%) = lim]P’<§<a—%):
n—oo n—oo

= lim P(B,) =P (O Bn> =P(¢ <a) =F(a).

n—o0

3. Alim,, F(x) =0, lim,,, . F(x) = 1 hatdratmenetek a 2.-vel analog médon bizonyitha-
tok.



5. fejezet

Nevezetes diszkrét eloszlasok, abszolut
folytonos val6szintiségi valtozdk

5.1. Rovid elméleti osszefoglalo

Az alabbi nevezetes diszkrét valoszintiségi valtozokkal fogunk megismerkedni:
1. Diszkrét egyenletes;
2. Bernoulli;
3. Binomialis;
4. Hipergeometrikus;
5. Geometriai;

6. Poisson.

5.1.1. A diszkrét egyenletes eloszlas

Legyen Q = {wi,wa,...w,}, és (2, F,P) egy klasszikus valoszintiségi mezd. Definialjuk a
¢ : Q2 — R valoszintiségi valtozot

E(wy) =z (I=1,2,...,n),

ahol (z;) egy tetsz6leges véges sorozat. Konnyt latni, hogy ekkor

n n n 2
EQ)="Ym DAO)=> - (%zx) |
1=1 i=1 i=1

85
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Diszkrét egyenletes eloszlasra példa a kockadobés szabélyos dobodkockaval, azonban ha a dobo-
kocka nem szabdlyos, akkor nem diszkrét egyenletes eloszlas valésul meg.

5.1.2. A Bernoulli eloszlas

A Bernoulli eloszlas pénzfeldobas nem feltétleniil szabalyos érmével. Egy olyan érmét dobunk
fel, ahol a fejdobas valoszintisége p, ahol p €]0,1[. Az érmét egyszer dobjuk fel és a & valo-
szintiségi valtozo a fejdobasok szamat szamolja. Ekkor azt mondjuk hogy & egy p paraméteri
Bernoulli eloszlast valészintiségi valtozo.

Kicsit jobban részletezve a Bernoulli eloszldst egy olyan (€, F,IP) valoszintiségi mezd irja
le, amely esetén Q) = {F,1}, F = F(Q2), alP: F — R fiiggvényt az Q) egyelemii részhalmazain
P({F}) =p, P({I}) =1 — p = q. Ennél egyszeriibb val6sziniiségi mezét elég nehéz elképzelni,
azonban ez a valészintiségi mez6 csak akkor lesz klasszikus, ha az érme szabalyos. Ertelmeziink
egy & : Q — R valoszintiségi véltozot £(F) =1, £(I) = 0. A € eloszldsa:

bi |4 | P

Ekkor a & varhato értékét és szorasnégyzetét

moédon szamolhato. A Bernoulli eloszlas egyszertisége ellenére nagyon fontos, mert példaul a
binomiélis eloszlas, illetve a geometriai eloszlas is a Bernoullibol szarmaztathato. A Poisson
eloszlas pedig megkaphaté a binomialisbol megfeleld hataratmenet alkalmazéasaval.

A Bernoulli eloszldst Jakob Bernoulli (1654-1705) svéjci matematikusrol nevezték el.

5.1.3. A binomidalis eloszlas

Jelblje & egy p valoszintiségi A esemény bekovetkezéseinek a szamat n fiiggetlen kisérlet esetén.
Ekkor azt mondjuk, hogy £ binomialis eloszlast n és p paraméterekkel, amit £ ~ B(n, p)
modon jeloliink. Ekkor a & eloszlasa

n _
pk:P(fzk‘):(k>pkq” k (k=0,1,...,n).
A £ varhato értéke és szorasnégyzete

E(§) =np,  D*&) = npq.
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A fenti képletek gy jegyezhetéek meg konnyen, ha arra gondolunk, hogy a & valoszintségi
valtozé n darab fiiggetlen valészintiségi valtozo Osszege, azaz

§=&+&+ -+ &,

ahol & azt figyeli, hogy az A esemény az i-dik kisérlet soran bekévetkezik-e minden i = 1,
2, ..., n esetén. A & valoszintiségi valtozok paronként fiiggetlen, p paraméterii valészintiségi
valtozok. A € varhato értékének a kiszamitasa soran tudjuk alkalmazni a varhaté érték additi-
vitasat; illetve, mivel a &; valoszintiségi valtozok paronként fliggetlenek, igy a szérasnégyzetek
is Gsszeadodnak.

A visszatevéses golyéhiizas esetén szintén binomidlis eloszlast kapunk. Alkalmazzuk a szoka-
sos jelbléseket: N jeloli a golyok szamat, s a piros golyok szamat, N — s a fehér golyok szamat,
n golyot hiizunk, amelyek kozott k piros golyé van. Ekkor, ha £ ha £ jeloli a kihtizott piros
golyok szamat, akkor § binomialis eloszlasti n és p = & paraméterekkel.

Legyen p € (0,1), és ¢ = 1 — p. A binomialis tétel alapjan kapjuk, hogy

i (Z)p’“q”’“ ={p+q" =1,

k=1

a szumma jel mogott éppen egy € ~ B(n, p) valoszintiségi valtozo eloszlasanak a tagjai allnak.
Innen szarmazik az eloszlas neve.

5.1.4. A hipergeometrikus eloszlas

Golyét hiizunk urnabdl visszatevés nélkiil. Alkalmazzuk a szokdsos jeloléseinket, azaz N jeloli
a golyok szamat, s a piros golyok szamat, N — s a fehér golyok szamat, n golyot hiizunk,
amelyek kézott k piros golyé van. Jelblje & a kihtizott piros golyok szamat. Ekkor azt mondjuk,
hogy a & valoszintiségi valtozo hipergeometrikus eloszlasti.

A € valbszintiségi valtozo eloszlasa:

s\ (N—s
() Gi)
()
tehat a & mar nem mindig tud barmilyen értéket felvenni 0 és n kézott, mivel a golyokat a
hiizasokat kdvetGen mar nem rakjuk vissza az urnaba. Példaul, ha 0 < n — (N — s) akkor
legalabb ennyi piros golyot kell hiznunk, mivel a fehérek mar elfogytak és muszaj pirosat

htiznunk.
A £ varhato értéke és szorasnégyzete

p=PE=k) = (max{0,n — (N — s)} < k < min{s,n}),
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A hipergeometrikus eloszlas kapcsolatba hozhatd az tgynevezett Vandermonde azonossaggal

(1772), mely szerint
m+ny\ i m n
r N k)J\r—£k/)
k=0

Ez az Osszefiiggés méar joval Vandermonde el6tt is ismert volt (1303) Zhu Shijie kinai matema-
tikus révén.

5.1.5. A geometriai eloszlas

A geometriai eloszlasnak két valtozata van. Mindkét esetben fiiggetlen kisérletek sorozatat
végezziik és egy p valoszintiségii A esemény bekévetkezését figyeljiik.

A. valtozat: Jeldlje £ az elsé sikeres bekovetkezéshez sziikséges kisérletek szamat. Ekkor &-t
p paraméterii geometriai eloszlasnak nevezziik.

A € valbsziniiségi valtozo eloszlasa:

=P =k) =pg" (k=1,2,3,...).

A & varhaté értéke és szorasnégyzete

B. valtozat: Jelolje £ az elsé sikeres bekévetkezés elétti kisérletek szamat. Ekkor -t p para-
méterii geometriai eloszlasnak nevezziik.

A & valbsziniiségi valtozo eloszlasa:

o =P(€ = k) = pg* (k=0,1,2,...).
A £ varhato értéke és szorasnégyzete
1 q q
E(¢) 25—1:]} D?(€) =
A geometriai eloszlas orokifju tulajdonsaga
A. valtozat: P(§ =n+ k| > n) =P(§ = k) minden n,k =1,2,3,... esetén.
B. valtozat: P({ =n+ k| > n) =P({ = k) minden n,k =0,1,2,... esetén.

A geometriai eloszlas a nevét a mértani (tehat geometriai) sorrél kapta, mely szerint ha

p€10,1[ és ¢ =1 — p, akkor
> 1
e
k=0 p

1
"
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5.1.6. A Poisson eloszlas

Legyen \ > 0 egy rogzitett valos szam. Azt mondjuk, hogy a & valésziniiségi valtozé Poisson
eloszlasiu \ paraméterrel, ha eloszlasa:

p=PEl=k)="—e¢ (k=0,1,2,...).
A £ varhato értéke és szorasnégyzete
E(¢) = D*(&) = A
A Poisson eloszlas a exponencialis fiiggvénnyel all kapcsolatban. Irjuk fel az exponencialis

fiiggvény Taylor sorét:
k

mH
I
WE

T

=
Il

0

Irjuk z helyére A-t, igy kapjuk, hogy

—
I
(]
=)
ml
>

i

0

Erdemes észrevenni, hogy a szumma jel mogott éppen egy A paraméterd Poisson eloszlas tagjai
allnak.

Ebbdl mar lehet sejteni, hogy a Poisson eloszldsnak koze lesz az exponencialis eloszlashoz,
amelyet a nevezetes abszolut folytonos eloszléasok részben fogunk megismerni. A két eloszlas
kozotti kapcesolatot Poisson folyamatok cimi részben fogjuk leirni.

A Poisson eloszlas megkaphato a binomialisbél megfelels hataratmenettel.

A Poisson eloszlas a nevét felfedez§jérsl Siméon Denis Poissonrol kapta (Recherches sur
la probabilité des jugements en matiéres criminelles et matiére civile). Az eloszlas els6 kozismert
alkalmazésa a porosz hadseregben lorigastol meghalt katonak szaménak leirdsa volt (Ladislaus
von Bortkiewicz: Das Gesetz der kleinen Zahlen (,A kis szamok térvénye”), 1898)

5.1.7. Abszolut folytonos valdszintiségi valtozok
Egy & val6szintiségi valtoz6t abszolit folytonosnak neveziink, ha létezik stirtiségfiigg-

vénye, azaz egy olyan f: : R — R fiiggvény, amellyel

Fo) = [ foit @ew)

Mig az eloszlasfiiggvény egyértelmiien létezik, a siirtiségfiiggvény nem. Ez azt jelenti, hogyha

s

f a & abszoliit folytonos valoszintségi valtozonak egy strtiségfiiggvénye, a g pedig egy olyan
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fiiggvény, amely majdnem mindentitt egyenl6 f-fel, azaz az {x € R|f(x) # g(x)} egy Lebesgue
értelemben nullmértékd halmaz, akkor a g is strtiségtiiggvénye &-nek.

A stirtségfiiggvény tulajdonsagai Ha az f; fiiggvény a { abszoliit folytonos valoszintiségi
valtozé striiségfiiggvénye, akkor az f¢ fiiggvény rendelkezik a kovetkezd tulajdonsagokkal:

1. Nemnegativ, azaz fe(x) < 0 minden x € R esetén;
2. [T fe(tydt = 1.

Erdemes megjegyezni, hogyha a & valészintiségi valtozot folytonos, akkor a stirtiségfiiggvény
az eloszlasftiiggvénybdl

fe(x) =Fe(x)  (z€R)

modon szamolhato.

Az is érdekes, hogyha f egy olyan fliggvény amely rendelkezik a fenti két tulajdonsaggal,
akkor konstrualhato olyan (Q, F,P) valoszintiségi mezs, és rajta egy £ valoszintiségi valtozo,
amelynek a strtségfliiggvénye éppen az f fliggvény. Analog allitas fogalmazhaté meg az elosz-
lasfiiggvényekkel kapcsolatban is.

Intervallumba esés valoészintisége Ha & egy folytonos valoszintiségi valtozo, —oo < a < b <
~+00, akkor

P(¢ € (a,b)) = / fe(w)dz = Fe(b) — Fe(a).

Ez a formula nem érzékeny arra, hogy az intervallum végpontjai hozzatartoznak, vagy nem
tartoznak hozza az intervallumhoz.

Fontos tulajdonsaga az abszolut folytonos valésziniiségi valtozoknak, hogy eloszlasfiiggveé-
nylik folytonos. Ennél tobb is igaz, nevezetesen, ha & egy abszolut folytonos valoszintségi
valtozo, akkor az eloszlasfiiggvénye (F¢) abszolut folytonos. Ez azt jelenti, hogy minden ¢ > 0-
hoz létezik olyan 6 > 0, hogy valahanyszor |x;, y;[ (i = 1, 2, ..., n) intervallumok olyan sorozata,

hogy

n

Z(yz - xl) < 57

i=1

mindannyiszor
n

Z |Fe(yi) — Fe(zs)| < e.

=1
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Abszolut folytonos valbészintiségi valtoz6é varhato értéke A ¢ abszoliit folytonos va-
16szintiségi valtozé varhaté értékét

E(¢) = / " fe(a)de

modon definialjuk, amennyiben az integral létezik és véges.
Tehat folytonos valoszintiségi valtozok esetén sem létezik mindig a varhato érték.

A transzformaciés formula Abszoliit folytonos valosziniiségi valtozok esetén is létezik a
transzformécios formula, mely szerint az E(g(&)) varhaté érték

E(g(€)) = / " (@) feo)de

moédon szamolhato, ha a g : R — R egy elég jo fiiggvény, és az E(g(&)) varhaté érték létezik.
Példaul g(x) = x* specialis esetben kapjuk, hogy

B> [l

o)

5.1.8. Mo6dusz, median, kvantilisek

Moédusz: Ha a & valbszintiségi valtozo diszkrét, akkor a & médusza az az érték, amelyet a
¢ legnagyobb valoszintiséggel felvesz. Mindig létezik, de nem mindig egyértelmii (Iehet tobb
modusz is).

a-kvantilis Legyen o € (0,1). A & valoszintiségi valtozé a-kvantilisének nevezziik azt az x,
szamot, amelyre
Fe(zg —0) < o < Fe(z, +0)

teljesiil. (Azért jo ez a definicio, mert a Fe(x) = P(§ < z) és az Fe(z) = P({ < x) definiciok
esetén is helyesen adja meg az a-kvantilisek értékét.)

Az a-kvantilis tulajdonsagai:
1. Az a-kvantilis mindig létezik, de nem mindig egyértelmii;
2. Ha a x, gyoke az F¢(x,) = o egyenletnek, akkor a x, egy a-kvantilis;

3. Ha & abszolit folytonos, akkor az a-kvantilisek pontosan az Fe(x,) = o egyenlet gyokei;
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4. Ha & abszolit folytonos, akkor az x = x,, egyenes tigy vagja ketté az f striiségfiiggvényt,
hogy téle balra «, téle jobbra 1 — «a a gérbe alatti teriilet, azaz

/xa FOdt=a  és " rdi=1—a

c stz

Mivel az [F¢ balrél folytonos igy
Fe(xg —0) =Fe(z,) =P(€ < 24) < .
Tudjuk, hogy P(¢ = z,) = F(z, +0) — F(z,), igy
a<F(ra+0)=F(zreg+0) —F(z,) + F(zs) =P(§ = 24) + P(§ < 24) = P(€ < 24),
amibdl kapjuk, hogy

1-Pl<ay) =P >2,) <1 -0
Tehat a-kvantilis egy olyan szadm amelyre
P <zy)<a & P>, <1—a
Az o = 1 specialis esetben az a-kvantilist medidnnak nevezziik. A medidnnal annyit fontos

2
megjegyezni, hogy

1. Abszolut folytonos esetben a p mediant egy Fe(p) = % egyenlet gyokei adjak.
2. Abszolut folytonos esetben a p gy vigja ketté a szamegyenest, hogy téle jobbra és balra
a striseégfiiggvények alatti teriiletek megegyeznek. (Mind a ketts %)

Erdemes megjegyezni, hogyha a & abszolut folytonos valoszintiségi valtozo stirtiségfiiggvénye az
xr = m egyenesre nézve szimmetrikus, akkor m egy medianja, és ha van varhato értéke, akkor
m a varhato értéke is.
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5.2. Feladatok

5.2.1. Binomialis

S1. Feladat. Egy dobozban van 10 golyd, 5 piros és 5 fehér. Kihtizunk 5-6t visszatevéssel.
Mennyi a valészintisége, hogy a kihiizott golyok kézott

a. legfeljebb 2 piros van.
b. pontosan 2 piros van;

c. legalabb 2 piros van;

eS2. Feladat. Egy dobozban 12 alkatrész van, amelyek koziil 8 selejtes, 5 elemii mintat ve-
sziink visszatevéssel. Mi a valészintisége, hogy a mintaban 2 selejtes alkatrész van?

eS3. Feladat. 7 golyét osztunk ki egyenként 5 dobozba tigy, hogy barmelyik dobozt egyenld
valészintiséggel valasztjuk minden golyé elhelyezésekor. Mennyi a valészintisége, hogy a harma-
dik dobozba 4 golyé kertil?

eS4. Feladat. Az A esemény bekiovetkezésének a valoszintisége 0.31. Mennyi a valészintisége,
hogy legfeljebb kétszer kévetkezik be tiz kisérletbsl?

eS5. Feladat. Az A esemény bekovetkezésének a valoszintisége 0.44. Mennyi a valoszintisége,
hogy tiz kisérletbdl legfeljebb hétszer kévetkezik be?

¢S6. Feladat. Az A esemény bekiovetkezésének a valoszintisége 0.16. Mennyi a valészintisége,
hogy tiz kisérletbdl legalabb haromszor bekovetkezik?

5.2.2. Hipergeometrikus eloszlas

S7. Feladat. Egy dobozban van 10 golyd, 5 piros és 5 fehér. Kihtizunk 5-6t visszatevés nélkiil.
Mennyi a valészintisége, hogy a kihtizott golyok kézott

a. legfeljebb 2 piros van.
b. pontosan 2 piros van;

c. legalabb 2 piros van;

oS8. Feladat. Egy dobozban 11 alkatrész van, amelyek koziil 7 selejtes. 4 elemd mintat
vesziink visszatevés nélkiil. Mi a valoszintisége, hogy a mintaban 3 selejtes alkatrész van?
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¢S9. Feladat. Egy kiiltoldi 6szténdijra kiirt palyazat elbiralasanak utolsé forduléjara 8 egyen-
16 képességti jelolt maradt, 5 fiti és 3 lany. A birdlo bizottsag ezutan sorsolassal valaszt ki koziiliik
5 f6t. Mi a valoszintisége, hogy a kivalasztottak kozott lesz lany?

¢S10. Feladat. Egy rejtvénypalydzaton harom dijat sorsolnak ki a helyes megfejtést bekiildGk
kozott (egy megfejté legfeljebb egy dijat kaphat). 50 jo megfejtés érkezett be dsszesen, ezek
koziil 20 Miskolcrol. Mi a valészintisége, hogy lesz miskolci nyertes?

¢11.S Feladat. Egy dobozban 7 piros és 2 zold golyé van. Visszatevés nélkiil, bekétott szem-
mel kihtizunk 4 golyot. Mi a valészintisége, hogy pontosan 3 piros golyét hiizunk?

5.2.3. Geometriail eloszlas

S12. Feladat. Egy urnaban piros és fehér golyék vannak. Annak a valoszintisége, hogy pirosat
hiizunk p. Addig hizunk visszatevéssel, mig pirosat nem hiizunk. Mennyi a sziikséges hiizasok
szaméanak a varhaté értéke és szorasnégyzete?

Adjuk meg a varhato értéket és a szorasnégyzetet p = % specialis esetben.

S13. Feladat. Egy urndaban piros és fehér golyok vannak. Annak a valoszintisége, hogy pirosat
hizunk p. Addig hizunk visszatevéssel, amig az r-edik piros golyot ki nem hiizzuk. Mennyi a
sziikséges hiizasok szamanak varhaté értéke és szorasnégyzete?

Adjuk meg a varhato értéket p = %, r = 3 specialis, illetve altalanos esetben is.

5.2.4. Egyéb feladatok

S14. Feladat. Egy urnaban van N golyo, amelyek kéziil s piros és N — s fehér. Addig hiizunk
visszatevés nélkiil, amig pirosat nem htizunk. Jelblje & a sziikséges htizasok szamat. Keressiik
a g valoszintiségi valtozo eloszlasat, varhato értékét és szorasnégyzetét.

Adjuk meg a £ eloszlasat, illetve a varhaté értékét és szorasnégyzetét N = 7, s = 3 esetén
is.

S15. Feladat. Egy urnidban van N golyé, amelyek koziil s piros és N — s fehér. Addig hiizunk
visszatevés nélkiil, amig az Gsszes pirosat ki nem hiizzuk. Jelélje & a sziikséges hiizasok szamat.
Adjuk meg a & eloszlasat, varhaté értékét és szorasnégyzetét N =7 és s = 3 esetén.

+x+x Feladat. Egy urnaban van N goly6, amelyek koziil s piros és N — s fehér. Addig hiizunk
visszatevés nélkiil, amig az r-edik golyot kihtizzuk. Jelolje € a sziikséges hiizasok szamat. Adjuk
meg a & eloszlasat, varhaté értékét és szorasnégyzetét. A kapott megoldas specialis esetként

Py

magaba foglalja az el6z6 két feladat megoldasat.
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S16. Feladat. Egy dobozban N db tojas van, amelyek koziil s db selejtes. A tojasokat egyen-
ként feliitjiik egy talba, valahdnyszor selejtes (zap) tojast titiink fel, mindannyiszor azt az dsszes
addig feliitott tojassal egytitt kiéntjiik. Jelblje n az igy megmentett tojasok szamat. Hatéaroz-
zuk meg az n eloszlasat. Adjuk meg az n varhato értékét és szorasnégyzetét az N = 10 és s = 1
specialis esetben.

S17. Feladat. Annak a valésziniisége, hogy egy iiveg akcios sor selejtes p. A forgalmazé N
ilyen sort csomagol egy csomagba. Kivalasztunk egy selejtes csomagot, azaz olyan csomagot,
amelyben van selejtes sor és addig vizsgaljuk a soroket, ameddig selejteset nem talalunk. Jelolje
& a megvizsgalt sorok szamat. Adjuk meg a £ valbsziniiségi valtozo eloszlasat, varhato értékét
és szorasnégyzetét!

Oldjuk meg a feladatot numerikusan abban az esetben, amikor atlagosan minden 1000
iiveghdl 1 selejtes és a forgalmazoé 4 iiveget csomagol egy csomagba.

5.2.5. Poisson eloszlas

e18. Feladat. Egy szervizbe miiszakonként atlagban 5 gépkocsi jelentkezik javitdsra és sza-
muk Poisson-eloszlasi valészintiségi valtozé. Mi a valoszintisége, hogy egy nap legalabb 4, de
legfeljebb 7 gépkocsit javitanak?

e19. Feladat. Egy szelet kaldcsban a mazsolak szama Poisson-eloszlast kivet, és egy szeletben
atlag 9 szem mazsola van. Mi a valoszintisége, hogy egy szeletben legalabb 7, de legteljebb 10
szem mazsola van?

¢20. Feladat. Egy kilogramm kalacsban atlag 52 szem mazsola van. Az 5 dekas szeletekben
a mazsolak szama Poisson-eloszlast kévet. Legalabb hany szeletet kell venniink, hogy mar
legalabb 0.92 legyen annak a valoszintisége, hogy lesz kozottiik mazsola nélkiili szelet?

5.2.6. Abszolat folytonos eloszlas

e21. Feladat. A ¢ abszolit folytonos valoszintiségi valtozo eloszlastiiggvénye

0, ha x <0;
F(z) =< A(342*+6.22), ha0 <z <6;
1, ha 6 < x.

Hatarozza meg E(29¢ — 486) értékét!
22. Feladat. A ¢ valoszintiségi valtozo stiriiségtiiggvénye

) = 1.42%, ha0 < x < B;
10, egyébként.

Hatérozza meg P(§ > FE(£)) valészintiségét!
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e23. Feladat. A £ valoszintiségi valtozé striiségfiigevénye egy megfelelé B konstanssal

o) = B2z +1), hal2<x<24;
10, egyébként.

Szamitsa ki a £ varhaté értékét!

e24. Feladat. A ¢ valoszintiségi valtozo stirtiségtiiggvénye

0, hax<2S8;
f(z) = —, hax>28.
1»3
Szamitsa ki a & medianjat!
5.2.7. Bizonyitsa be ... (nevezetes diszkrét eloszlasok)

025. Feladat. Bizonyitsa be, hogyha & egy p paraméterii Bernoulli eloszlasi valoszintiségi
valtozo akkor E(§) = p, D*(&) = p(1 — p).

026. Feladat. Legyen a & egy p paraméterii Bernoulli eloszlast valosziniiségi valtozo. Igazolja,
hogy

1. Ha p < 3, akkor &-nek egyetlen medidnja van az 1 azonban az Fe(p) = 5 egyenletnek

nincs megoldasa.

2. Ha p = 3, akkor a medidnok halmaza a [0,1] intervallum, de az Fe(p) = 5 egyenlet
megoldashalmaza a |0, 1] intervallum igy a 0 olyan medianja a {-nek, amely nem megoldésa
az Fe(p) = 5 egyenletnek.

3. Hap > 1, akkor = 0 azaz a medidn egyértelmiien létezik, de az Fe(u) = 5 egyenletnek

nincs megoldasa.

027. Feladat. Bizonyitsa be, hogyha & ~ B(n,p) (azaz £ binomiélis eloszlasii n, p paraméte-
rekkel), akkor E(¢) = np, D?(¢) = np(1 — p).

x028. Feladat. Bizonyitsa be, hogyha & egy hipergeometrikus eloszlasii valészintiségi val-

tozé N, s, n paraméterekkel, akkor E(§) = %7, D%(€) = n%:’f%(l — %)

029. Feladat. Bizonyitsa be, hogyha & egy geometriai eloszlasii valoszintiségi valtozo p
paraméterrel, akkor E(£) = %, D?(¢) = ni, aholq=1-p.
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x030. Feladat. Dobasok sorozatat végezziik egy olyan érmével, amelynél a fejdobas valoszinii-
sége p az irasdobas valészintsége q :== 1 — p. & jelolje azoknak a dobasoknak a szamat, amikor
r-dik alkalommal dobunk fejet. Ekkor azt mondjuk, hogy & egy r,p paraméterii negativ
binomialis eloszlasii valészintiségi valtozo. Konnyi latni, hogy egy r,p paraméterii negativ
binomialis eloszlast valoszintiségi valtozé r = 1 specialis esetben éppen p paramétert geometriai
eloszlast val6sziniiségi valtozo.

Bizonyitsa be, hogyha & egy negativ binomialis eloszlast valosziniiségi valtozo r, p paramé-
terrel, akkor

1. A & valészintiségi valtozo eloszlasa

E+r—1

P(§:k+r):( o

)pr(l—p)k (k=0,1,2...);

2 E(6) =L

p7

3. D*¢) = n%q, ahol g =1 —p.

031. Feladat. Bizonyitsa be, hogyha ¢ egy geometriai eloszlasii val6szinitiségi valtozo,
akkor & rendelkezik az 6rokifja tulajdonsaggal, azaz P(§ =t + k|§ > t) = P(£ = k).

x032. Feladat. Bizonyitsa be, hogyha (&) (i € 7Z,) hipergeometrikus eloszlasu valoszini-

ségi valtozok N, s;, m; = n paraméterekkel gy hogy lim; ..o N; = oo, lim; ,o5; = 00 és
Si .

limi_woﬁ = p, akkor lim; ,,,P(§ = k) = i

hogyha nagyon sok goly6 kéziil hizunk akkor a valészintiség szempontjabél nem szamit hogy

visszatevéssel vagy visszatevés nélkiil hiizunk csak a piros golyok aranya szamit.

pE(1 — p)" %, ami szemléletesen azt jelenti

x033. Feladat. Bizonyitsa be hogyha (&;) (i € Z,) binomiélis eloszldst valoszintiségi valtozok

n;, p; paraméterekkel tigy hogy lim;_ .. n; = 0o, lim; ,oo p; = 0 és lim; . n;p; = A > 0, akkor
k

lim; ., P(&§ = k) = Fe*)‘, ami szemléletesen azt jelenti, hogy nagy N-ekre és kis p-kre egy

binomialis eloszlasi valoszintiség valtozé tgy viselkedik mint egy Poisson eloszlast valészintiség

valtozo.



98

5.3. Megoldasok

5.3.1. Binomialis eloszlas

S1. Megoldas.
a. A keresett valoszintiség:

1+5+10 16 1
P(5<2):p0+P1+p2:T:§:§:0-5-

Jelolje & a kihiizott piros golyok szamét. & ~ B(n =5,p = 3). Ekkor
b. A keresett valosziniiség:

e () Q) () @) v

c. A keresett valésziniiség (a véges additivitas alapjén):
PE>2)=P((=2)+((=3)+ (=4 +
=P =2)+P(E=3)+ P =4
=p2+p3s+pstps.

(£=5))
+P(E =5

&

Azonban tudjuk, hogy po + p1 + p2 + p3 + ps + ps = 1, igy egyszeriibb tigy szamolni, hogy

reons-men-- (6 6 (6 0))-

1+5 6
=1 5 =1~ 555 = 0.9941.

8
eS2. Megoldas. Jeldlje & a mintaban 1évé selejtes alkatrészek szamat. Ekkor p = —, n =5,

12
k=2,&~B(n=5p=3), a keresett valoszintség:

5\ /8\°/ 4\ 80
P(€=2)=p2:<2) (E) (E) = 553 = 03292

eS3. Megoldas. Jelolje & a harmadik dobozba keriil6 golyok szamat. Ekkor p = % = 0.2,
n="7k=4,&~ B(n="7p=0.2), a keresett valészintiség:

7 448
P =4)=p, = 20.2%4.0.8 = —— = 0.0287.
(E=4)=n (4) 15625
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eS4. Megoldas. A & valoszintiségi valtozé jeloli az A esemény bekovetkezésének a szamat.
Ekkor £ ~ B(n =10,p = 0.31). A keresett valosziniiség:

PE<2)=po+p+p=

10 10 10
= (0) 0.31°.0.69% + (1) -0.31' - 0.69° + (2) -0.31%2 - 0.69% = 0.3566.

eS5. Megoldas. A & valoszintiségi valtozé jeloli az A esemény bekovetkezésének a szamat.
Ekkor £ ~ B(n =10,p = 0.44). A keresett val6szintiség:

PEST)=1=P(E>7)=1—(ps+po+ pio) =

1 1 1
=1- (( 80) -0.44% - 0.562 + (90) -0.44° - 0.56' + (18) -0.441° . 0.560) =

=1-0.0236 = 0.9764.

eS6. Megoldas. A & valoszintiségi valtozé jeloli az A esemény bekovetkezésének a szamat.
Ekkor £ ~ B(n =10,p = 0.16). A keresett valoszintiség:

PE>3)=1-P(E<3)=1—(po+pi+p)=

1 1 1
=1- ((00) -0.16° - 0.84' + <10) -0.16% - 0.84% + <20) -0.162 - 0.848) =

=1-0.7936 = 0.2064.

5.3.2. Hipergeometrikus eloszlas
S7. Megoldas.

a. A keresett valoszintiség:

5\ (5 5\ (5 5 (5
() () + (DO +6)E) _

0 =0.5.

(5)

5

Jelolje ¢ a kihtzott piros golyok szamat. FEkkor ¢ hipergeometrikus eloszlasi N = 10, s =
N — s =5, n =5 paraméterekkel.
b. A keresett valoszintiség:

P <2)=po+p1+p=

P(=2)= (2()1(%5,) = g — 0.3968.

c. A keresett valoszintség (a véges additivitas alapjén):
PE>22)=1-P(¢<2)=1-(po+p)=

- ((3)(2) . @@) EPRIEES S TCE

) () (5) 126
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¢S8. Megoldas. Jelolje & a mintaban 1év6 selejtes alkatrészek szamat. & hipergeometrikus
eloszlasi N = 11, s = 7, n = 4 paraméterekkel. A keresett valoszintiség:

(141) 11:10-9~8 55

7\ (4 . .
P(¢ =2) = LG 55 24

¢S9. Megoldas. Jelolje & a mintaban 16vé lanyok szamat. & hipergeometrikus eloszlasi N =
8, s =3, n =5 paraméterekkel. A keresett valésziniiség:

P(g>0)=1-P(§:0):1-%:1—%:1—%:%:0.9821.

1-2.
10. Megoldas. Jelolje £ a mintdban 16v6 miskolci nyertesek szamat (k = 0,1,2,3). £ hiper-
geometrikus eloszlasit N = 50, s = 20 paraméterekkel. A keresett valoszintiség:

w

(%) 30-29 - 28

—— = 0.784.
50 - 49 - 48 078

eS11.eS Megoldas. Jeldlje & a mintaban 16vé piros golyok szamat. € hipergeometrikus elosz-
lasti s =7, N — s = 2, n = 4 paraméterekkel. A keresett valészintiség:

7\ (2 765 2
P =3)=ps = (3()9()1> =128 1 = g = 0.55556.
4 1-2.3-4

5.3.3. Geometriail eloszlas

S 12.Megoldas. Jeldlje & a sziikséges hiizasok szamat. Ekkor £ egy p paraméterii geometriai
eloszlast val6sziniiségi valtozo. A & eloszlasa a ¢ = 1 — p konvencio felhasznalasaval:

pk:P(f:k):qk’1 (k=1,2,--+)

1 q
E(&) = -, D%(¢) = <.
(& =7 (€) p
A varhaté érték és a szorasnégyzet a p = - esetén
7 1-3 28
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S13. Megoldas. Jeldlje £ a sziikséges hiizasok szamat. & egy r rendd p paramétertd negativ
binomialis eloszlas. A q = 1 — p konvencié felhasznalasaval kapjuk, hogy a & valoszintiségi
valtozo

o closzlasa: pryp1 =PE=r+k—1)= (”k*l)p’"qk*l (k=1,2,...);

r—1

e virhato értéke: E(§) = g;

o szérasnégyzete: D*(€) = .

28
A vérhaté érték p = 2, r = 3 speciélis esetben E(€) = 3, D*(§) = 3= 9.3.

5.3.4. Egyéb feladatok

S14. Megoldas. A ¢ eloszlasanak a megallapitasahoz vilasszuk a kévetkezé modellt:
Legyen
G={P,...,P, F1,...,Fy_4} (a golyok halmaza),
Q= {(gl7agN)|gl G (Z: 177N)7g] #glw haj %k}7
azaz () a G elemeibdl alkotott permutaciok halmaza. A megoldas soran hasznalni fogjuk az

(n)g konvenciot az n(n —1)...(n — k + 1) szorzat jelolésére tetszéleges n € R, k € Z, esetén.
Ekkor a & eloszlasa:

S

N, hakzl,

s (N — 8)g-1

S TRl hak=2,.... N —s.
N(N - 1)

N =17, s =3 esetén a & eloszlasat tablazatba foglaljuk:
RJLL12[3 4[5

3 2 6 3 1
Pe || 7|73 |35 |35
3 2 6 3 1
E€)=1-242--+43-—+4-—+5-— =2,

3 2 6 3
E(?) =122 +22. 2432 — +4%. — L= =

(&) 7 - 7 * 35 * 35 35

D(¢) =E(§") - [E@)] =5.2-2" =12
Az altalanos megoldas generatorfiiggvény segitségével adhaté meg. Megmutathato, hogy
N+1 S(NV = $)(N + 1)
E&) = —— D%(&) =

(&) s+1° (&) (s+1)2(s+2) "’

ami N =7 és s = 3 specialis esetben visszaadja a numerikus eredményeket.
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S15. Megoldas. A ¢ valésziniiségi valtozoé eloszlasanak a megallapitasahoz valasszuk a kovet-
kezé modellt: Legyen

G={P,...,P, Fy,...,Fy_s} (agolyok halmaza),
Q= {(gl?"'vgN)|gi G (i: 17---7N);gj %glm ha]#k}v

azaz ) a G elemeibdl alkotott permutaciok halmaza. Ekkor a & eloszléasa:

/ (S)S(N_ S)N—s . (S)S(N— S)N—s B 1 0.
(N)s B <N)5(N_S)N—5 - (];[)7 ha k 0;
S (s)s( ) (s+k71)
s+k—1\(8)s(N — s)ny_s .
\( s—1 ) (N)n = (];[) ) hakf:]_,.,.7N—S_

Vizsgaljuk az N =7, s = 3 esetet.

s+k 3(k=0) | 4(k=1) | 5(k=2) | 6(k=3) | 7(k=4)

e | s G5 57w | 07w 0

igy kapjuk, hogy

1 3 6 10 15
B(§) =3 gz +4 - +5- 2 +6- = +T- 2 =6,
B(E) = ¢
186 6
DA(e) = E(E) — [ = o — 6 = .

S16. Megoldas. Jelolje N a tojastartoban 1évs tojasok szamat, és s azt, hogy ezek koziil
mennyi zap. Jelblje & az el6zd feladatban szerepld valoszintiségi valtozot, azaz azt a szamot,
hogy a kihtizott tojasok koziil hanyadik az utolsé zap. Jelolje n a megmentett tojasok szamat.
Ekkor n = N — ¢. Igy felhasznélva az el6z6 feladat eredményét is kapjuk, hogy az n eloszlasa

s+k—1
(")

(%)
A numerikus feladat megoldasahoz tegyiik fel, hogy M = 10 és s = 1. Ekkor, a korabbi feladat
alapjan

Pn=N—(s+k)) = (k=0,1,...,N —s).

N+1 11

O R AGE

N-s)(N+1) 33
a 53( D359

(s+1)2%(s+2) 4
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igy, mivel n = 10 — & kapjuk, hogy

11 9 33
E(n) =10 —E(¢) = 10 — 5 =5= 4.5, D?(n) = D*(&) = R D(¢) = 2.8723..
Az eredmény megmutatja, hogy a tojasokat érdemes kiilon poharban egyenként feliitni, mert
akkor 9 biztosan megmenthetd.

S17. Megoldas. Jeldlje £ a megvizsgalt sorok szamat. Ekkor a £ eloszlasa (a g = 1 — p jelolés
felhasznéldsaval):

¢"'p
A £ generatorfiiggvénye:
g Y pz Pz
Ge(2) = Z N = Z v (g2) = Z ~(22)' =
k:ll_q k:ll_q 1= 1_(]
pz 1—(q2)V |

= h(z).

T e

Mivel a g fiiggvény éppen a p paramétert geometriai eloszlas generatorfiiggvénye, igy a g (1)
és g' (1) értékét mar egy korabbi feladat alapjan ismerjiik.

’ 1 " 2(]
g(l) =1, g(l)=—-, g (1) =—.
(1) (1) . (1) e
A h fiiggvény derivaltjai:
, NgV N1 " —N(N —1)gN2N-2
Igy kapjuk, hogy:
’ NqN " N(N — 1>qN
h(l)=1 h(1)= h (1) =
W=t HO=i =T
A generatorfiiggvény derivaltjai az 1 helyen:
! ’ 1 N
Ge(1) =g (Dh(1) +g(L)h (1) = PR (£),
” " ’ ’ ” 2q 1 NqN N(N — 1)qN
Ge(1) =g (Dh(1) +2g9 (DA (1) +g(1)h (1) = PR E i
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Igy

GL(1) +Gy(1) - [el()] = % - (1 quN)QqN = D2(¢).

Visszatérve az akciés sorékhéz (p = &5, N = 4 eset) kapjuk, hogy

1037
4 999 \*
E(¢) = 1000 — 1 \ o0 ) = 24987
1 — (3505
42 !
D?(£) =999 - 1000 — e (1909090> = 1.25.
(1 — (5000) )

Oldjuk meg a feladatot numerikusan is.

1 999 1 (%)Q.L (&)?L
(6) =1- 1000 - 3 1000 10004 . A 1000 10(310 4 . A 1000 10(310 _
1= (1500) 1= ({500) 1= ({500) 1= (5500)
= 2.498749375,
1 999 1 (%)Q.L (ﬂ)?’.L
E(fQ) —12. 1000 . 2 _1000 10004 2 \1000 10(310 2 . \1000 99910(310 _
1= (5o00) 1= (5o00) 1= (1o00) 1= (5o00)
= 7.493747376,

D*(¢) = E(€”) - [E(€)]” = 1.25.

5.3.5. Poisson eloszlas

¢18. Megoldas. Jeldlje & a szervizbe naponta érkez6 gépkocsik szamat.
Ekkor & ~ Poiss (A = 5). Mivel az uni6 diszjunkt, igy alkalmazhaté a véges additivitas.

PASEST) =P((E=4)U(=5U(=060U(=T7))=
54 55 B8 57
:p4+p5+p6+p7:(4|+§+§+71) > =0.6016.
¢19. Megoldas. Jeldlje & az egy szelet kalacsban 16v6 mazsolak szamat.
Ekkor £ ~ Poiss (A =9). Mivel az uni6 diszjunk, igy alkalmazhaté a véges additivités.

P(7T<E<10) =P =T)U(E=8)U(§=9)U (£ =10))
97 98 99 910

_ _ AT — 0.4992.
P7 + pPs + Po + P1o (7 + +10') = 0.499
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20. Megoldas. Jeldlje & az 5 dekas szeletben 16v6 mazsolak szamat. Mivel 100 dkg kalacsban

52 szem mazsola van, igy 5 dkg kalacsban % = 2.6 szem mazsola van. Igy & ~ Poiss (A = 2.6).
Jelolje A, azt az eseményt, hogy n szeletet kivéve van kozottiik mazsola nélkiili szelet.

Keressiik azt az n-et amelyre P(A,, > 0.92. Ekkor
P(A,) =1-P(A,) <1-0.92=0.08,

Az A, jelenti azt az eseményt, hogy n szeletet kivéve nincs kozottiik mazsola nélkiili szelet, azaz
mindegyikben van mazsola. Ezeknek az eseményeknek a fiiggetlenségét felhasznalva kapjuk,

hogy

— 2.6° "
P(A,) =(1—po)" = (1 - W6—2-6) = (1—e 25" <0.08.
A kapott exponencialis egyenlGtlenség logaritmus-vonés segitségével megoldhato.
In(0.08)

> ——————— = 32.7266,
In(1 — e—26)

tehat legalabb 33 db siiteményt kell kivenni.
Abszolut folytonos eloszlasok

e21. Megoldas. Mivel a { valosziniiségi valtozé abszolit folytonos, igy F¢ folytonos. Az IFe
szakaszonként folytonos, igy csak azt kell biztositani, hogy az F, ivei folytonosan csatlakozzanak.
Ehhez elegendd, hogy
F(6) = A(3.4-6*+6.2-6) = 1,
1

ahonnan kapjuk, hogy A = z55-

A € stiriiségtiiggvénye:

1
TQ’G(68$ + 6, 2)7 ha x 6]0, 6]
Je(z) =

0 egyébként.

A £ varhato értéke:
1 6

6
1
E et = —
() /0x159.6 159.6 J,

1 |:6.8£C3 6.2:62r26 1 (6.8~63 6.2-62) 501

(6.82 + 6.2)dx (6.827 + 6.27)dr =

T 1596 3 2 )., 106\ 3 2 ) 13
fey 501
E(20¢ — 486) = 20(€) — 486 = 29 - ~— — 486 = —376.4594.

133
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22. Megoldas.
L. Mo.: Elészor meghatarozzuk a B értékét. Mivel fj;o f(z)dz =1 igy kapjuk, hogy

B B 245 B B4
1= / 1.423dx = 1.4/ 2de =1.4 = 14—,
0 0 4 =0 4

Igy B = 14
A £ varhato értéke:

5 , 5, H1VE a3\ 4.3
E(¢) = NAabdr = 1.4 de =14 | = =Y ) =2y
€3 /0 z - l4z°dr /0 v {5136:0 5 1.4 5V 1.4

A keresett valoszintiség:

E(€) v=33/11

14 ( 4 4 [4\* A\ 369
e =1—1(= = 0.5904.
4 (14 14(5)) <5> 625

II. Mo.: Talan egyszeriibb tgy szamolni, hogy el6szor megkeressiik a & valosziniiségi valtozo
eloszlastiiggvényét, egyelére ismeretleniil hagyva a B értékét. Mivel

T 4
1.4/ Bde =145
; 4

igy a keresett eloszlasfiiggvény:

0 ha x < 0;
1,4

Fe(z) = ZT‘ZA ha(0 < x < B;
1 ha B < z.

Konnyen megkaphaté a B értéke abbol, hogy az [F¢ iveinek folytonosan kell csatlakoznia, igy

1 = F¢(B) = &2 B*, amibél kapjuk, B = {/ ;.
Ezt kovetoen a varhato érték az el6z6 megoldasban latott médon szamolhato. Végiil a
keresett val6szintiség:

P(€>E(§)) =1 -P(§ <E(§)) =1 -Fe(E(S)) =

1.4 A\t 369
_q_ 1% B — 0.5904.
4 ( ) <5> 625
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e23. Megoldas. Eldszor meghatarozzuk a B értékét. Mivel f_t:) f(z)dz =1 igy kapjuk, hogy

2.4 2.4
1= / B2z + 1)dz = B/ (2x + 1)dx =
1

2 1.2
92 2 r=2.4
- B {% + x} — B[242 42412 12] =552B.
r=1.2
Igy B = % A £ varhato értéke:

1 2.4 1 9 3 27 =24
Ef)=— | @?4a)de=— |2 + 2 -
5.52 /4 552 | 3 2|15
1 (2248 N 242 2.12% 127\ L7055
~ 5.52 3 2 3 2 ) 7 ‘

e24. Megoldas. Eldszor meghatarozzuk az a értékét. Mivel 1 = fj;o fe(x)dz, igy kapjuk,

hogy
oo +o0 2 =100 1 T=+00 a
1= —dx = SBdr =a | —— = =
/2.8 2T /2.8 v { —2 } 2=2.8 ‘ {_2#] =238 228

amibdl kapjuk, hogy a = 2 - 2.82.
1

A p median értékét keressiik. Ehhez az Fe(p1) = 5 egyenletet kell megoldanunk.

1F()/uf()d2 282/H Sgp—9.08] 1 | —
2 gﬂ—_ooﬁx e ' 2895 o o[ —2a? 1:2.8—

L 1 2. 2.82
=228 (—gntggg) T e D

amibdl kapjuk, hogy 2};—822 = %, 2.2.8% =12, u=28V2.

5.3.6. Bizonyitsa be ... (nevezetes diszkrét eloszlasok)

025. Megoldas. Legyen £ egy p paraméterti Bernoulli eloszlast valoszintiségi valtozo. Ekkor
a & eloszlasa:

z; 0] 1

Pi | g P

Ekkor a & varhato értéke és szorasnégyzete
E(€)=0-g+1-p=p,
E(&*) =0%-q+1%-p=p,
D*(§) =E(&*) — [E(©)]* =p—p*=p(1 —p) = pq

moédon szamolhato.
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026. Megoldas. Legyen & egy p paraméterii Bernoulli eloszlast valészintiségi valtozé. Meg-
hatarozzuk a £ medianjainak a halmazat. Erdemes észrevenni, hogy P(§ < u) = F(u), tovabba

P& >p) =1-PE<p)=1-F(u+0). Igy

1 1
PE<p<y; <= Flssg,
1 1
P(5>u)<§ = §<F(u+0).
a. p<% eset:
1 P [ S —

N ol

{MGR‘P(5<M)< }Z{uGR’F(MK%}:]—wJ],

N~ DN —

{ueR‘P(£>u)< }z{ueR] <Fle+0) = [1, 4,

1
2
igy &-nek egyetlen medidnja van az 1 azonban az Fe(p) = % egyenletnek nincs megoldasa.

b. |p :% eset:

10 o—




109

{MGR‘P(§<M)<%}—{MGR‘F(MK%}—]—OOJ],

{MGR‘P(§>M)<%}Z{MGR‘%<F(M+O)}:[Q+OO]7

igy a medidnok halmaza a [0, 1] intervallum, de az F¢(p) = % egyenlet megoldashalmaza a |0, 1]
intervallum igy a 0 olyan mediadnja a {-nek, amely nem megoldasa az Fe¢(p) = % egyenletnek.

c.|p >% eset:

[ <=

{ueR\Maw)<%}={ueR]F<u><§}=1—oo,o1,

{MER‘P(§>M)<%} {MGR !

3 < 0) | = [, o]
igy p = 0 azaz a medidn egyértelmiien létezik, de az F¢(1) = % egyenletnek nincs megolddsa.

2
2

027. Megoldas. Legyen £ ~ B(n,p) (azaz £ binomiélis eloszlasi n, p paraméterekkel). Meg-
mutatjuk, hogy E(&) = np, D*(€) = np(1 — p).

I. Mo.: Ha & ~ B(n,p), akkor a & valésziniiségi valtozo n darab fiiggetlen p paraméterti Ber-
noulli eloszlasi valosziniiségi valtozo Gsszege, igy a varhato érték additivitasa alapjan kapjuk,
hogy

E(§) = E(&) + - + E(&) = np.
Mivel paronként fiiggetlen valoszintiségi valtozok esetén a szérasnégyzet additiv, igy kapjuk,
hogy
D*(§) = D*(&) + -+ +D*(&) = np(1 - p).

II. Mo.: A ¢ valészintiségi valtozo generatorfiiggvénye (a binomiélis tétel alapjéin)

Zpkz _Zk: p)" = (pz+1-p),
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amib6l kapjuk, hogy
Ge(2) =n(pz+1—p)"'p Ge(1) =np
Ge(2) =nn—=1)(pz+1-p)" " G(1) =n(n—1)p,
amibél kapjuk, hogy
E(¢) = Gy(1) = mp.
DA(€) = GL(1) + GL(1) — (G4(1)) = mp(1 —p).

ITII. Mo.: A varhaté értékre vonatkozo Osszefiiggés kozvetlen szamolassal is kitigyeskedhetd.

B
= Z (n B 1) 1= p)n g = npg (n; 1)pl(1 —p)" " =np.

*x028. Megoldas. Bebizonyitjuk, hogyha £ egy hipergeometrikus eloszlasi valosziniiségi
védltozo N, s, n paraméterekkel, akkor E(¢) = 22, D?(¢) = n¥=2£(1 — £). A bizonyitas
esetszétvalasztos és rendkiviil szamolasigényes.

3 esetet vizsgalunk: s =1, s =2, s > 2.
Mivel an = N eset trivialis, igy elegendé an < N — 1 esetet vizsgalni. Meghatarozzuk

a & eloszlasat.
s\ (N—s N-1
OCD 0D

]P)(f:1): N = /N

()

fgy kapjuk, hogy

Masrészt azonban
N —ns ] 1 7N—n1 ) 1 771(1 n)
"NZIN N) "NZIN N~ N N

Mivel an = N eset trivialis, igy elegendé an < N — 1 esetet vizsgalni. A £ eloszlasa:

P(E=1) = (?) (]X—_f) _2(N =2)pn! 2(N —2),11n! 2N —n)n

TS ) Wu-1 NN =D{N)a(n -1 NN 1)’
(505 nm-1)

PE=2 =70 ~ My -1

n



111

amibdl kapjuk, hogy

. 2(N —n)n nn—1) 2n(N—-n+n-1) 2n sn
BO=lNya-n* > Ny-D - NN-1) N N
o, 2(N—n)n nn—1)  2n(N +n—2)
IE<§)_1'N(N—1)J“4'N(N—1)_ N(N—-1)

Igy

:2n(N2—Nn—2N+2n)_2n(N—n)(N_2)_ N—ns< 8>

N2(N — 1) - N(N-1)  'N-INU N

Hasznalni fogjuk a ZZ(S%N) ay jelolést abban az értelemben, ha (a,) egy tetszdleges
sorozat és az Osszegzés azokra a k indexekre terjed ki, amelyekre max{s,n — (N — s)} < k <
min{s,n}, illetve hasznélni fogjuk az

e
P

Osszefliggést is.

* s\ (N—s * s (s—1\ ((N-1)—(s—1) L
G;(l): Z Mk: Z k(kfl)((nfl)f(k,l)) _

k(s,n,N) (f) k(s,n,N) % (]qu)
IS (Y s
N (Mh N
l(s—1,n—1,N—-1) n—1
* s\ (N—s * s(s—1) (N-2)—(s—2) k;
Gg(l): Z (k)(A’;_k)k(k:—l): Z k(k— 1)(k 2)()(n 2)— (k— 2)) _
k(s,n,N) (n) k(s,n,N) n( ( )
_ s(s = n(n —1) i (8?2) ((N(_f—)z)(_l )) _ s(s—1)n(n —1)
N<N N 1) l(s—2,n—2,N—2) (]7\1[:22) N(N N 1)
Igy kapjuk, hogy
’ SN
B() = Ge(1) = 3,
11 / / 2 - ]_ - 1 2
10 G+ G - () - SRS (2

sn—sN—nN+N2+sn sN—n(l s>

N N(N —1) "NN_1\U N
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029. Megoldas. Megmutatjuk, hogyha £ egy geometriai eloszlasiu valésziniiségi valtozoé p
paraméterrel, akkor E(¢) =+, D*(€) = ni, ahol ¢ = 1 — p.
A £ valbszintiségi valtozo generatorfiiggvénye:

_OO k—1_k _ = k—1 > P 2
Ge(2) =) pg"'2F =p2) (¢2)" " =pz) (g2)" = o
k=1 k=1 k=0
Ekkor 1 ) 1
/ pUl —qz) +pzq P )
pu— — 1 —
1 2pq , 2q  2g
¢ = _2 T Na i — G 1 = — = —,
G{(z) p( )(1 — (]2)3( Q) (1 — qz)g, f( ) p3 p2
Igy 1
E(¢) = G,(1) = m
" / / 2pq 1 1 2—2p+p— ]_ q
D*(€) = G¢ (1) + Ge(1) =[G = 25+~ — — = _q

P p P p? p*

x030. Megoldas. Dobdsok sorozatat végezziik egy olyan érmével, amelynél a fejdobas valo-
szintisége p az irasdobas valésziniisége q := 1 — p. Jeldlje ¢ azoknak a dobasoknak a szamat,
amikor r-dik alkalommal dobunk fejet. Ekkor azt mondjuk, hogy & egy r, p paramétertd nega-
tiv binomialis eloszlast valészintiségi valtozo. Most meghatarozzuk a & valészintiségi valtozo
eloszlasat, a varhato értékét és szérasnégyzetét.
Ehhez kétféle modellt tudunk hasznalni.

Az els6 modellben a Kolmogorov-féle valészintiségi mezé megszamlalhatéan végtelen sok
Bernoulli-féle valészintiségi mezé szorzata. Ebbdl a modellbél kombinatorikus megfontolasok
alapjan kénnyen megkaphato, hogy a & valésziniiségi mezé eloszlasa

r+k—1\ ,
pr+kz—1=P(§=7’+k‘—1)=( 1 )pq"”1 (k=1,2,...).

A masodik modellben a valoszintiségi mezé
(QalFuP) - (QhFlaPl) X X (Q'I'aIF'r‘aPT)?

ahol az (Q;,F;, P;) valoszintiségi mez6k mindegyike megszamlalhatéan végtelen sok Bernoulli-
téle valosziniiségi mezd szorzata. Minden egyes (£2;,F;, P;) valészintiségi mezon van értelmezve
egy &; valoszintiségi valtozo, amely figyeli, hogy hanyadik dobasra dobunk elészor fejet. Ekkor
E=&+---+¢&,, ahol & geometrial eloszlast p paraméterrel, tovabba a &; valészintiségi valtozok
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paronként fiiggetlenek. Ebbdl a masodik modellbél konnyen meghatarozhaté a & valoszintiségi
valtozo varhaté értéke és szoérasnégyzete ugyanis:

ﬁyl =

DAE) = DG+ +£) =DX(&) + - + D) = 5.

Szemlélet alapjan nyilvanvalo, hogy a & eloszlasa a kétféle modellben ugyanaz, azonban ez
egy kis szamolassal is kitligyeskedhetd. Megmutatjuk, hogy a masodik modell is ugyanazt az
eloszlast eredményezi. Most Gsszegytijtjiik a sziikséges eldismereteket.

A geometriai eloszlasra vonatkozé ismeretek:

Pz
1—q*’

e Eloszlasa: py =P(E =k) =pd*t (k=1,2,...),

e Generatorfiiggvénye: G(z) =

. e, GO
e Kapcsolat az eloszlas és a generatorfiiggvény kozott %

esetén, illetve G(0) = 0;

= pg"~! minden k = 1,2,...

e Szorzatfiiggvény magasabb rendd derivaltjai:

B 2 (k: " k:m) FE() . fE ()

k120,...knm >0

Ezt az osszefiiggés analogiat mutat a polinomialis tétellel és ahhoz hasonléan bizonyithato:

— a Newton-Leibnitz szabalybol kell kiindulni, mely szerint (f(x)g(x)) = f(x) g(x) +
f(@)g(x),
— ebbél n szerinti teljes indukciéval kapjuk a (f(z)g(z))™ = Sreo () (@) =P g(z)®),

— amibdl m szerinti teljes indukciéval kapjuk a bizonyitandé képletet.

T
e Az (r,p) paraméterd negativ binomiélis eloszlas generatorfiiggvénye Ge¢(z) = (151 Z) A

generatorfiiggvény segitségével megmutatjuk, hogy a negativ binomidlis eloszlast valoszi-
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niiségi valtozo eloszlasa: prig—1 =Pl =r+k—1)= (’”’k_z)]f"qk_1 (k=1,2,...).

r—1 r
1 Dz rq (r+k—1)
N el (C= |

s S (e e -

D kytethe=r+k—1
k1>0»~~-7k‘r>0

1 (r+k—1)!
— - @@ 7 | k1—1 | kr—1 e
(r+k—1) 2 PRI CANRERL
ki tkp=r4+k—1

k1>0,...,k->0

r k—1 E r k 1 r k—1
P ( r—1 )pq

031. Megoldas. Megmutatjuk, hogyha & egy geometriai eloszlast valészintiségi valtozo,
akkor & rendelkezik az 6rokifja tulajdonsaggal, azaz P(§ =t + k|§ > t) =P(£ = k).

- CP((E=t+k)N(E>t) PlE=t+k)
He e P(€ > 1) TRES
L opgttRt pgttet et e

a ch;t+1qu71 B pqtzzozoqk =1 — M - (5 = )

1—q

x032. Megoldas. Bebizonyitjuk, hogyha (&;) (i € Z.) hipergeometrikus eloszlasi valoszi-
ntiségi valtozok N;, s;, n; = n paraméterekkel igy hogy lim; .. N; = oo, lim; ,,s; = 00,
lim; o 3 = p, akkor lim; o P(§ = k) = (’;)pk(l —p)" k.

i) (Ni—si (si)k Ni=8i)n—k
P(fz :k’) _ ( )(Afz—k) _ lc!}C (n—k)! . _

N; (Nz‘|)n
i !
(

_ (”) Si)k(Ni = SiJnb _ (n) (8:)k(Ni = Si)n—k

k) (Nows k) (NDe(N; — k)
tovabba,
. (Sz)k k . (Nz Sz)n—k _k
lim =p", lim ——=(1—p)"
e (N)r P 350 (N; — K)nr (1-p)

igy valoban teljestil, hogy

1—00

ti (6 = k) = ()0 -
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x033. Megoldas. Megmutatjuk, hogyha (§;) (i € Z) binomiélis eloszldsu valészintiségi val-

tozok n;, p; paraméterekkel gy hogy lim; ,oon; = 00, lim; oo p; = 0, lim; .o n;p; = A > 0,
. k

akkor lim; ., P(§; = k) = %e"\.

P& =k) = (nl)Pf(l —p)i = %pf(l —p)" ",

azonban

1—00 n; 1—00
igy valéban teljestil, hogy



6. fejezet

Nevezetes abszolit folytonos valészintiségi
valtozok

6.1. Rovid elméleti osszefoglalo

Az alabbi nevezetes abszolut folytonos valészintiségi valtozokkal fogunk megismerkedni:
1. Egyenletes;
2. Exponencialis;

3. Normaélis.

6.1.1. Az egyenletes eloszlas

Azt mondjuk, hogy a & valosziniiségi valtozé egyenletes eloszlasu az [a, b] intervallumon, ha
a részintervallumba esés valoszintisége aranyos a részintervallum hosszaval. Jele: £ ~ U(a,b).
A £ valbszintiségi valtozo eloszlas, illetve stirtiségfiiggvénye:

0, ha x < a; 1
r—a 5 , hax € |a,b|;
Fe(z) = P ha x € [a,b]; fe(x) = —a
a 0, ha x ¢ [a,b].
1, hax >0

A £ valbszintiségi valtozo varhaté értéke és szorasnégyzete:

a+b

B =17, DY -

(b—a)?
12

116
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6.1.2. Az exponenciilis eloszlas

Legyen A\ > 0. Azt mondjuk, hogy a & valészintiségi valtozo A paraméterd exponencialis
eloszlasi valoszintiségi valtozo, ha eloszlas, illetve stirtiségfiiggvénye:

0, ha x < 0; |0, ha x < 0;
Fe(x) = { 1—e™, haz>0; Jelx) = { Ae ™ haz>0.
Jele: £ ~ Exp(\). A & valoszintiségi véltozé varhaté értéke és szorasnégyzete:
1 1
E(¢) =~ D%(¢) = —.

Tulajdonsagok Az exponencialis eloszlas rendelkezik a kévetkezd tulajdonsagokkal:
1. Orékifji tulajdonsag: Ha & exponenciélis eloszlast valészintségi valtozo, akkor
P <s+tE>s)=P¢ <) (s,t>0).
2. Poisson folyamat: Ha idSegység alatt bekévetkezd események szama Poisson eloszlast

valészintiségi valtozo, akkor két egymast kovetd bekovetkezés kozott eltelt id6 exponenci-
alis eloszlasti ugyanazzal a A paraméterrel.

6.1.3. A normadlis eloszlas

Azt mondjuk, hogy az n valészintiségi valtozé standard normalis (jelen ~ N(0,1)), ha
eloszlas, illetve stirtiségfiiggvénye:
(b( ) ]. /$ th ( ) 1 12
) = —— e"2dt T) = e z
V2T J s 7 V2T
tetszéleges v € R esetén. A n standard normaélis valoszintiségi valtozé varhaté értéke és
szorasnégyzete:

E(n) =0, D*n) =1.
Azt mondjuk, hogy a & valoszintiségi valtozé normaélis eloszlasti m és o paraméterekkel
(jele: € ~ N (m,c?)), ha az eloszlas, illetve stirtiségfiiggvénye:

1 v (t—m)? 1 (z—m)?
Fe(z) = / e dt fe(x) = e 202

270 J_o 2ro

tetszdleges x € esetén. Ekkor a ¢ varhaté értéke és a szérasnégyzete:
E()=m, D¢ =o"
Tulajdonsagok
1. Standardizalas: Ha & ~ N(m,o?), akkor n = = ~ N(0,1).

g

2. &(—x) =1— ®(z) minden = € R esetén.
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6.2. Feladatok

6.2.1. Egyenletes eloszlas

el. Feladat. Egy kor sugara egyenletes eloszlasu a (0, 1.4) intervallumban. Szamitsa ki a kor
tertiletének, mint valoszintiségi valtozénak a medianjat!

e2. Feladat. Egy ¢ egyenletes eloszlasi valoszintiségi véaltozorol tudjuk, hogy E(§) = 3.0 és
D(§) = 4.1. Mi a valészintisége, hogy 2 egymaéstol fiiggetleniil megismételt kisérlet mindegyi-
kében £ 2.1 és 6.6 kozotti értéket vesz fel?

e3. Feladat. Legyen a & valészintiségi viltozo egyenletes eloszlasi a [—2.40,2.40] intervallu-
mon. Szamitsa ki a P(2£ + 1 < 1.6) val6szintiségét!

6.2.2. Exponencialis eloszlas

e4. Feladat. A ¢ ésn valoszintiségi valtozok fiiggetlenek. A & egyenletes eloszlasi a (—1.2,3.0)
intervallumon, mig az n 4.0 varhaté értékd exponencialis eloszlast valosziniiségi valtozo. Sza-
mitsa ki a P(§ < 0.7,n < 5.6) valészintiséget!

o5. Feladat. Egy iizletbe atlag 29 vevd érkezik éranként és szamuk Poisson-eloszlasi: Mi a
valoszintisége, hogy két egymas utan érkez6 vevd érkezése kozott eltelik legalabb 4.5 perc?

e6. Feladat. A gépjarmiivezetdi vizsgan a vizsga idStartama (percben mérve)

o) = 0, ha x < 0;
] 0.02¢7%9%% egyébként.

striiségfiiggvényt valosziniiségi valtozo. Az elSttiink 16évé mar 13 perce vezet. Mi a valoszint-
sége, hogy 6 percen beliil nem fejezi be a vizsgat?

o7. Feladat. Annak a valosziniisége, hogy egy benzinkiitnal 5 percnél tébbet kell varakozni a
tapasztalatok szerint 0.22. A virakozasi id6t exponencialis eloszlastiinak feltételezve, mi annak
a valoszintisége, hogy 6 percnél kevesebbet kell varakozni?

o8. Feladat. Egy TV élettartama £ exponenciilis eloszlasi valosziniiségi valtozo 14000 oéra
atlagos élettartammal. Mi a valészintisége, hogy egy TV 20000 éranal tovabb lesz jo?

9. Feladat. Egy csiga életének hossza exponencialis eloszlasti valészintségi valtozo 1.48 év

varhato értékkel. Mi a valoszintisége, hogy kedvenc csigank életének harmadik évében pusztul
el?
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¢10. Feladat. Egy hallgato ennek a feladatnak a megoldasaval atlagosan 3 perc alatt végez. A
feladatra forditott idé exponencialis eloszlasu valoszintiségi valtozé. Mi annak a valoszintisége,
hogy egy véletleniil kivalasztott hallagaté 9 percen beliil oldja meg a feladatot?

e11. Feladat. Egy gép élettartama & exponencialis eloszlasti valoszintiségi valtozoé 9 év atlagos
élettartammal. Adja meg azt a legnagyobb K szamot, amelyre még igaz, hogy egy gép legalabb
0.85 valészintiséggel miikodtéképes lesz K évig.

e12. Feladat. Egy TV élettartama & exponencialis eloszlasti valészintiségi valtozé 6 év atlagos
élettartammal. Adja meg azt a legnagyobb K szamot, amelyre még igaz hogy egy adott TV
legalabb 0.78 valészintiséggel miik6ddképes lesz K évig.

e13. Feladat. A £ exponenciilis eloszlasi valosziniiségi valtozé varhato értéke 1.80. Szamitsa
ki azt az m értéket, amelytol jobbra és balra megegyezik az n = & valoszintiségi valtozoé
stirtiségtiiggvénye alatti teriilet!

e14. Feladat. Egy & valosziniiségi valtozé exponencialis eloszlasi 0.30 szorassal. Hatarozza
meg E(86% — 19¢ + 7) értékét!

e15. Feladat. Egy céllové talalati pontossaga 1.9 cm varhato értékid exponencialis eloszlast
valoszintiségi valtozo. Legfeljebb hanyszor I6het, ha azt akarjuk, hogy még legalabb 80%-o0s
biztonsaggal minden taldlata a 9.0 cm sugart kérbe essen?

¢16. Feladat. Egy iizletbe atlag 24 vevé érkezik éranként és szamuk Poisson-eloszlasi. Mi a
valoszintisége, hogy két egymas utan érkez6 vevd érkezése kozott eltelik legalabb 2.7 perc?

6.2.3. Normadlis eloszlas

e17. Feladat. Egy munkadarab hossza kozelitéleg normélis eloszlasii valoszintiségi valtozo,
melynek varhato értéke 65 és szorasa 1.3. Mennyi a valészintisége, hogy a munkadarab hossza
kisebb, mint 67.08?

¢18. Feladat. Egy munkadarab hossza kozelitéleg normalis eloszlasi valosziniiségi valtozo,
melynek varhato értéke 50 mm. Hatarozza meg a munkadarab hosszanak a szérasat, ha 0.85
annak a valosziniisége, hogy a munkadarab hossza kisebb, mint 50.05 mm.
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e19. Feladat. Legyen £ egy olyan nulla virhaté értékii normalis eloszlast valészintiségi val-
tozo, amelyik 0.42 valoszintiséggel veszi fel értékét a | — 5.8,5.8[ intervallumon. Szamitsa ki a
P(0.5 < 1.7¢€ + 1 < 1.7) valészintiséget!

¢20. Feladat. Egy alkatrész élettartamarél azt tudjuk, hogy jo kozelitéssel normalis eloszlast
valoszintiségi valtozo 2 év varhatoé értékkel és 2.90 év szérassal. Mi a valoszintisége, hogy két
ilyen alkatrész koziil legalabb az egyik az 6todik évben megy ténkre?

e21. Feladat. Egy csomagologép 1 kilogrammos zacskokat tolt. A zacskéba toltott cukor
mennyisége normalis eloszlast valoszintiségi valtozo 1 kg varhaté értékkel és 0.031 kg szorassal.
A zacské stilyra nézve elsé osztalyt, ha a stlya 0.95 kg és 1.05 kg kozé esik. Mi a valészintisége,
hogy két véletleniil kivalasztott zacské koziil

a. legalabb az egyik els6 osztalyi?
b. legfeljebb az egyik elsé osztalyu?

e22. Feladat. Egy alkatrész hossza normalis eloszlasti valoszintiségi valtozo 35 mm varhato
értékkel és 0.019 mm szorassal. Az alkatrészt jonak mindsitjiik, ha a hossza 34.9454 mm és
35.0532 mm kozé esik. Mi a valésziniisége, hogy 100 alkatrészt megvizsgalva legalabb 99 jot
talalunk?

e23. Feladat. Hengeres alkatrészeket gyartunk. Az atmérd 16 mm varhaté értéki és 0.007
mm szorasd normalis eloszlasti valoszintiségi valtozo, mig a hossz 75 mm varhaté értékii és 0.05
mm szorasu normalis eloszlast valoszintiségi valtozo. Egy alkatrész atmérdre jo, ha az atmérd
a (15.986, 16.021) intervallumba esik. Egy alkatrész hosszra jo, ha a hossz a (74.95, 75.1)
intervallumba esik. Egy alkatrész j6, ha atmérére is és hosszra is j6. Atlagosan az alkatrészek
hany szazaléka lesz selejtes, ha egy alkatrész atmérdje és hossza fliggetlen egymastol?

6.3. Megoldasok

6.3.1. Egyenletes eloszlas

el. Megoldas. Jelslje & a kor sugarat, n a kor teriiletét. Ekkor n = &*m, tovabba tudjuk,
hogy £ ~U(0,1.4), igy Fe(z) = {5, ha z € (0,1.4).

Az n medianjat keressiik, amihez sziikségiink van az n eloszlasfiiggvényére. Az n eloszlas-
fiiggvényének a meghatarozasakor egyrészt felhasznaljuk, hogy n = &*n > 0, igy F,(x) = 0, ha
x < 0. Masrészt, € > 0, igy /€2 = |¢] = €.

Azt is felhasznaljuk, hogy
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fgy kapjuk, hogy
0 ha x <0,
NI
T ha0< /%2 <14,
F,(z) = Fe < —) —) Tage M0sVE

azaz 0 < x < 1.96m,
1 ha 1.967 < 2.

1

A p medidn értékének a meghatarozasahoz az F,(u) = 5 egyenletet kell megoldanunk. Igy

kapjuk, hogy F, (1) = 1}4/5% =1 V=077, pn=0.49r.

2. Megoldas. Tudjuk, hogy & ~ Ula,b) és E(§) = %2 = 3.0 és D(§) = Az a és b

paraméterek meghatarozasahoz a

o
ﬁ\
[N)ES]

a+b=06,
—a+b=41V12.

egyenletrendszert kell megoldani. A két egyenletet dsszeadva kapjuk, hogy b = %(6—1—4.1\/ 12) =
10.1014, amibdl kapjuk, hogy a =6 —b =6 — 10 — 1014 = —4.1014.
A £ 2.1 és 6.6 kozétti értéket
6.6 — 2.1

— P21 6) = —0.31
p=PE1<€<66) = o “aqomn ~ 3168

valoszintiséggel vesz fel, tehat a keresett valoszintiség két fiiggetlen médon megismételt kisérlet
esetén P(A; N A;) =P(A4;) NPA;) = p* = 0.1004.

3. Megoldas. Tudjuk, hogy £ ~ U(—2.4,2.4). A keresett valoszintiség:

P(2¢ + 1 < 1.6) = P(2¢ < 0.6) = P(£ < 0.3) = Fe(0.3) =

x+2.4 2.7 9
= = = = 0.5625.
48 |,_,, 48 16

6.3.2. Exponencialis eloszlas

e4. Megoldas. & ~ U(—1.2,3.0), n ~ Exp (%) A £ és n valosziniiségi valtozok fiiggetlensége
alapjan kapjuk, hogy

P(¢ < 1.0,n < 5.6) = P(¢ < 1.0)P(y < 5.6) =

0.7+1.2 (1 _ 156

= Fe(LOJF, (5.6) = 5=~ (1 - ¢ ):0.3408.
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5. Megoldas. Az idGegység 1 éra. Jelblje & az tlizletbe éranként érkez6 vevék szamat. Mivel
E(§) = XA =29, igy € ~ Poiss(29).
Jelolje n a két vevs kozott eltelt id6t éraban mérve. Ekkor n ~ Exp(A = 29). A keresett

valészintiség:
45 45 45
P 0N o p SOV (22) =
(77>60> (n<60) "(60)

4.5-29 4.5-29
:1—(1—6— % >:e 5 = 0.1136.

6. Megoldas. Jeldlje & a vizsga idétartamat percben mérve, ekkor £ ~ Exp(A = 0.02). A
szamolas soran felhasznaljuk az exponencialis eloszlas orokifji tulajdonsagat, mely szerint:

P <s+tlE>s)=PE&<t) (s,t >0).
A keresett val6szintiség:

P(¢>6+13]€>13)=1-PE<6+13[£>13) =1 —P(¢ < 6) =
=1-TF(6) =1— (1 —e 20%0) = ¢70026 = (.8869.
o7. Megoldas. Jelolje n a vdrakozasi id6t percben mérve. Mivel n ~ Exp()), igy F,(z) =

1—e (z>0).
A X paraméter meghatarozasa:

022=P(n=5)=1-Pn<5)=1-F,(5)=1-(1—e )=,

amibdl kapjuk, hogy —5\ = In(0.22), azaz \ = @. A keresett valésziniiség:

P(n < 6) =F,(6) =1 — e =1 — ™5 = 0.8375.
8.e¢ Megoldas. Jeldlje & a TV élettartalméat oraban mérve Mivel E(§) = 14000 = /\, igy
A= ph=6s&~ Exp (A=
keresett val6szintiség:

i5). Mivel Fe(z) =1 —e” m? tetszdleges > 0 esetén, igy a

P(¢ > 20000) = 1 — P(¢ < 20000) = 1 — F¢(20000) =

20000

=1—(1—e 1a000) = 6_% = 0.2397.

9.¢ Megoldas. Jeldlje £ a csiga élettartalmat években mérve. Mivel E(§) = 1.48 = %, igy
A= 65&~ Emp()\—

1.48 I. 48)
A keresett valoszintiség:

P(2 < € <3) =P(£ < 3) — P(€ < 2) = Fe(3) — Fe(2) =
=(1-e™8)— (1—e T8) =¢ T8 — ¢ T8 = .1272.
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10.e¢ Megoldas. Jeldlje & a hallgaté feladat megoldasara forditott idejét percben mérve. Mivel
E(¢)=3=1,igr A=13és &~ Eap (A =3).
A keresett valészintiség:

P(¢ <9)=Fe(9) =1—¢ 3 =1—¢%=0.9502.

11.e Megoldas. Jeldlje & a gép élettartamat évben mérve. Mivel E(§) =9 = %, gy A = % és

&~ Exp (/\ = é)
A K értékét keressiik tigy, hogy a P(§ > K) > 0.85 feltétel teljesiiljon.

085 <PE>K)=1-PE<K)=1-P¢<K)=1-F(K) =
:1—(1—67%):67

Lo\kj

A kapott exponencialis egyenlGtlenség mar kénnyen megoldhato.

_K
9

K
€7 2085,  —5 >(085), K< -9In(0.85) = 1.4627.

12.e Megoldas. Jelslje & a TV élettartamat évben mérve. Mivel E(§) =6 = 5, igy A = 3 6s

&~ Eap (/\ = %)
A K értékét keressiik gy, hogy a P(§ > K) > 0,78 feltétel teljesiiljon.

0,78<KPE>K)=1-PE<SK)=1-PE < K)=1-F¢(K) =
—1—(l—e6)=¢6 >0.78.

olx

K
6

A kapott exponencialis egyenltlenség mar konnyen megoldhaté. e~ > 0.78, —% > In(0.78),

K < —61n(0.78) = 1.4608.

13.e Megoldas. Mivel E(§) = 1.8 = 1, 0gy A = 75 6s & ~ Exp (A=), Legyen n = &~
Erdemes észrevenni, hogy az n valészintségi valtozo medianjat keressiik, amit most m-mel
jeloliink. Az m értékének a meghatdrozaséhoz az F,(m) = % egyenletet kell megoldanunk.
Ehhez el6szor meg kell hatarozni az n = &2 valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvényét. Mivel

n=¢2>0,igy F,(z) =0, hax < 0. Masrészt, £ > 0, igy /&2 = |€|¢. Igy kapjuk, hogy

0 ha x <0,
1—ers, haz>0.

[§

Fn(x)Z]P’(n<$)=IP’(§2<x):P(5<\/§):{

1
= — exponencidlis egyenletet kell megoldani. A megoldas: e~ 18 = 0.5,

4
5

Tehat az 1 — e~
—m _10(0.5), m = [1.81n(0.5)]2 = 1.5567.
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14.e Megoldas. ¢ ~ Exp()\). Tudjuk, hogy E(§) =D(£) = 0.3 = % Igy

5 = DO =E(@) ~ [EOP =E(€) -

amibdl rendezéssel kapjuk, hogy E(£%) = % A varhato érték linearitasa alapjan

E(8¢% — 19¢ +7) = 8E(£2) — 19E(§) +7 =
2

1
S8 19 +7=16-03%—19-0.3+7 =274
ot +7=2,

1.9
nak a valészintsége P(¢ < 9.0) = F¢(9.0) = 1 — e~Ts, amibdl a fiiggetlenség felhasznalasaval
kapjuk, hogy az

15.¢ Megoldas. Mivel E(¢) =1.9 =1, igy A= és{ ~ Eap (A = %) Egy lovés taldlata-
.0
.9

9.0

(1 _ e—rs)” >08

exponencialis egyenlétlenséget kell megoldanunk. A megoldés: nln(1 — e*%) > In(0.8), n <

—In8) 25.34, tehat a céllovd legteljebb 25-szér 16het.

9.
In(1—e™1.9)

16.¢ Megoldas.

6.3.3. Normalis eloszlas

17.e¢ Megoldas. Jelélje & a munkadarab hosszat. Tudjuk, hogy & ~ N(m = 65,02 = 1.3%).
Ekkor a keresett valészintiség:

67.08 — 65

P < 67.08) =P (n < 13

) = ®(1.6) = 0.9452.

18.e¢ Megoldas. jeldlje & a munkadarab hosszat. Tudjuk, hogy & ~ N (m = 50,0?). A feladat
az ismeretlen széras meghatarozasa. Ekkor

50.05 — 50 0.05
0.85 = P(¢ < 50.05) = P (n < —) = <—> 7

o o

amibdl az ismeretlen o paramétert mar kénnyid kifejezni. 1.04 = %, o= % = 0.0481.

19.e¢ Megoldas. Tudjuk, hogy & ~ N(m = 0,0?), ahol a 0 paraméter ismeretlen; tovabba
P(—5.8 < ¢ < 5.8) = 0.42. ElGszor a o értékét hatarozzuk meg. Standardizéldssal kapjuk,
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azaz

o 2

A kapott egyenldségbdl az ismeretlen szoras mar visszakereséssel meghatéarozhato: 5C'r—8 = (.55,

58 _ R
oee = 10.5455. A keresett val6szintiség:

o <@) _ 04241 _ ol

g =

0.5—1 1.7-1
P(0.5 < 1.7€ +1 < 1.7) :IP’< )

<
7 S8

0.5—1 1.7—-1
(1.7 - 10.5455 1.7- 10.5455)
— $(0.04) — B(—0.03) =
= ®(0.04) + ¢(0.03) — 1 =
=0.5160 + 0.5160 — 1 = 0.028.
20.e Megoldas. Jelilje & egy alkatrész élettartaméat. Ekkor € ~ N(m = 2,02 = 0.29%). A

feladatot a fiiggetlenség feltételezése mellet oldjuk meg. Legyen p =P(4 < £ < 5).
A p értékének a meghatarozasa:

42 52
— P4 < Pl _2) =
p=PU<E<)) P(z.g g 2.9>
— §(1.0345) — B(0.6896) = 0.8485 — 0.7549 = 0.0936.

Az ismeretlen valészintiség a szita formula alapjan szamolhato: P(A; U Ay) = P(A;) +P(Ay) —
P(A; N Ay) = 2p — p? = 0.1784.

21.e Megoldas. Jelolje £ a zacskoba toltott cukorka mennyiségét. Tudjuk, hogy & ~ N (m =
1o = 0.031%). Ekkor standardizalassal kapjuk, hogy
0.95—-1 <n< 1.05—1) _
0.031 0.031
= P(1.6129) — ®(—1.6129) =
=2P(1.6129) — 1 =2-0.9463 — 1 = 0.8926.

p="P(0.95 < & < 1.05) :]P’(
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A feladat befejezéséhez két megoldast is adunk.

Mo. 1.: Az els6 megoldas esetén bevezetiink két eseményt. Jeldlje A, illetve B azokat
az eseményeket, hogy az elsé zsakocska, illetve a masodik zsdkocska elsé osztalyt. Ezekkel a
jelolésekkel:

a. a szita formula alkalmazasaval kapjuk, hogy annak a valdszintisége, hogy legalabb az egyik
zsakocska elsé osztalyt:

P(AUB)=P(A)+P(B)—-P(ANB) =
= 2P(A) — P(A)? = 2p — p* = 0.9885.

b. a komplementer esemény valoszintiségére vonatkozo Osszefiiggés alapjan kapjuk, hogy annak
a valészintisége, hogy legteljebb egy zsdkocska elsé osztalyti:

1-P(ANB)=1-P(AP(B) =1-P(A)?=1-p* = 0.2033.

Mo. II.: Az els6 megoldas soran sikeresen kiszamoltuk a p valészintiséget, amely annak az
eseménynek a valoszintisége, hogy egy zsakocska elsé osztalytd. Most bevezetjiik a & valosziniiségi
valtozot, amely ezittal azt figyeli, hogy a kivalasztott két zsdkocska koziil hany zsakocska elsé
osztalyi. Ha sok zsakocska koziil valasztunk, akkor teljesiilnek azok a feltételek, amelyeket az
els6 megoldés sordn hallgatolagosan feltételeztiink, nevezetesen, hogy P(A) = P(B) és az A és
B események fiiggetlenek. Ekkor & ~ B(n = 2,p = 0.8926). Ezekkel a jelolésekkel kapjuk,

hogy:

a. Annak a valoszintisége, hogy legalabb az egyik zsakocska elsé osztalyti:

P(f>1):1—p0=1—<2

O)po(l —p)2=1—(1-p)*=2p—p®=0.9885.

b. Annak a valészintisége, hogy legfeljebb az egyik zsakocska elsG osztalyt:

2

P(fgl)zl—m:l—(z

)p2(1 —p)®=1-p*=0.2033.

Megnyugtatéo médon a masodik megoldas az elsével egyezd eredményt ad.

22.e Megoldas. Jelolje & egy véletlenszertien kivalasztott alkatrész hosszat, és n 100 meg-
vizsgalt alkatrész koziil a jo alkatrészek szamat. Tudjuk, hogy & ~ N(m = 35,02 = 0.019?),
n ~ B(n = 100, p), ahol p ismeretlen paraméter. Ezekkel a jelolésekkel a pog + p1oo értéket kell
meghatarozni.
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Az ismeretlen p paraméter meghatarozasa:

= P(34.9468 < £ < 35.0532) =
_ (34.9468 —35 _ €35 _35.0682 35) _
0.019 0.019 0.019
= B(2.8) — D(—2.8) =
= 26(2.8) =2-0.9974 — 1 = 0.9948.

A keresett val6szintiség:

1001 49 1 100 100 0
— 1— 1—p) =
P99 + P1oo ( 99 )P (1-p) + (100 p (1 —p)

=100-p*(1 —p) +p'” =
= p”?(100(1 — p) +p) =
= p”(100 — 99p) = 0.9041.

23.e Megoldas. Jeldlje & az alkatrész atmérdjét, & az alkatrész hosszat. Tudjuk, hogy & ~
N(m = 16,02 = 0.007?), & ~ N(m = 75,02 = 0.05%), tovabb4 a & 6és a & val6sziniiségi
valtozok fiiggetlenek. Jelblje A azt az eseményt, hogy egy véletlenszerten kivalasztott alkatrész
jo. A feladat a P (Z) valosziniiség meghatarozasa.

P(A) = P(15.986 < & < 16.021,74.95 < & < 75.1) =
= P(15.986 < & < 16.021)P(74.95 < & < 75.1) =

15.986 — 16 _ 1602116 74.95 — 75 _T51-T5) _
0.007 n 0.007 0.05 n 005 )

|
=

= ((3) — ©(=2))(2(2) — (-1)) =

= (2(3) + 2(2) - 1)(2(2) + (1) — 1) =

= (0.9987 + 0.9772 — 1)(0.9972 + 0.8413 — 1) =
= 0.9759 - 0.8185 = 0.7988.

Igy a keresett valosziniiség: P (Z) = 1—0.7988 = 0.2012, tehat az alkatrészek 20.12% lesz
selejtes, ami elég sok.



7. fejezet

Minta zarthelyik és nevezetes problémak

7.1. L.minta zarthelyi dolgozatok

A csoport

A végeredményeket 4 tizedesjegyre kerekitve kérem!

1. Egy urnaban 10 goly6 van, 4 piros és 6 fehér. Visszatevés nélkiil kihtizunk 4 golyot. Mennyi
a valoszintisége, hogy a kihtzott golyok legalabb a fele piros? Atlagosan hany piros golyot
hazunk?

2. P(A|B) = £, P(B|A) = 3. Annak a valoszintisége, hogy A vagy B bekdovetkezik =. Mennyi
a valoszintsége, hogy A bekévetkezik, de B nem?

3. Ledobunk két pontot (z-et és y-t) véletlenszeriien és egymastol fiiggetleniil az [0, 1] interval-

lumra. Mennyi a valészintisége, hogy a ledobott szamok négyzeteinek az 0sszege kisebb, mint
17
4. A ¢ valoszintiségi valtozo strtségfiiggvénye
fla) = a(z?+1), haxz e (0,1);
10 egyébkeént.
Hatérozza meg az ”a” paraméter értékét, a € eloszlasfiiggvényét és a P (% <éE< %) valoszini-
ségét.

5. Egy csiga életének a hossza exponencidlis eloszlasu valoszintiségi valtozo 2.01 év varhato
értékkel. Mennyi a valoszintisége, hogy kedvenc csigank életének a harmadik évében pusztul
el?
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Valoszintiségszamitas ZH. 1.
B csoport

A végeredményeket 4 tizedesjegyre kerekitve kérem!

1. Egy urndban van 3 golyo: 1 piros és 2 fehér. Visszatevéssel kihuzunk 4 golyot. Mennyi a
valoszintisége, hogy a kihiizott golyok legfeljebb fele piros? Atlagosan hany piros golyot huzunk?

2. P(A|B) = 2, P(B|A) = 5. Annak a valoszintsége, hogy B bekovetkezik, de A nem 3.

3 10
Mennyi a valoszintisége, hogy A vagy B bekovetkezik?

3. Ledobunk egy pontot egy egység oldalt négyzetre.
A = a ledobott pontnak a négyzet bal als6 csticsatol vald tavolsaga kisebb 1-nél.
B = a négyzetnek van olyan cstcsa, amely a ledobott ponttol %—nél kozelebb van.
Melyik esemény kovetkezik be nagyobb valoszintiséggel?

4. A ¢ folytonos valoszintségi valtozo eloszlasfiiggvénye

0, ha = < 0,
Fe(x) = a<x—;—|—x) , hazel0,1],
1 ha z > 1.

” 0

Hatarozza meg az ”a” paraméter értékét, a & szorasnégyzetét!

5. Egy szelet kalacsban a mazsolédk szama Poisson eloszlast kdvet és egy szeletben atlag 4 szem
mazsola van. Mi a valosziniisége, hogy egy szeletben legaldbb 3, de legfeljebb 6 szem mazsola
van?
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7.2. 1I. Buffon-féle tiiprobléma

Probléma Buffon-féle tiiprobléma. Egy kis hosszisagu tiit ejtiink egy vonalas papirra.
A kis hossziisag azt jelenti, hogy a tii | hossza kisebb vagy egyenld, a parhuzamos egyenesek
d tavolsaganal. Mennyi a valoszintisége, hogy a tinek a hozza legkdzelebb esé egyenessel van
kézos pontja?
Megoldas. A probléma és a probléma geometriai valoszintiség segitségével torténd elméleti
megoldasa egyarant Georges Louis Leclerc-tsl (1707-1788), Buffon grofjatol szarmazik. A
moédszer alkalmas a 7 kozelitd értékének kisérleti titon torténd meghatarozasara.

Legyen e a tithoz legkozelebbi egyenes és jeloljion f egy olyan egyenest, amely merdleges
e-re. A tiinek az e egyeneshez viszonyitott helyzetét az (x,y) koordinatak irjak le, ahol x a
tinek a parhuzamos egyenesekkel bezart szogét y a ti felez6pontjanak e-t6l valo tavolsagat

jeloli. Ekkor
Q—[Oﬁ}x 0,4 (@) = T4
L2 2]’ 22
Jelolje A azt az eseményt, amikor a tiinek van kozos pontja a hozza legkozelebb esé egyenessel,

azaz az e egyenessel. Ez pontosan akkor kiévetkezik be, amikor a ti felelz6pontjanak az e-tdl
valo tavolsaga (y) kisebb, vagy egyenl6 a tiinek az f-re es6 merdleges vetiiletének a felénél

(Lsin()).

f
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, Do X a tinek az e-vel bezart szoge,
AC a a ttinek az f-re esé merdleges vetiiletének a fele,
. C BC a a tii feklez6pontjanak az e-t6l mért tavolsaga,
® — d
é ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, A BD két parhuzamos egyenes tavolsaganak a fele = 7"
[ =d=1 eset,
1
= —sin(x).
y = 5 sin(z)




Igy l
A= {a: Y) EQ)0<y<§sm(x)}

amibdl kapjuk, hogy
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8. fejezet

Valo6szintiségi vektorvaltozok (diszkrét
eset)

8.1. Rovid elméleti osszefoglalo

8.1.1. Valészintiségi vektorvaltozok

Valo6szintiségi vektorvaltozo (két dimenzids eset):
Legyen (9, F,P) Egy Kolmogorov-féle val6szintiségi mezd. Egy (£,7n) : Q — R? fiiggvényt
valészintiségi vektorvaltozénak nevezziik, ha

E<zn<y) ={weQfw) <zénw) <yteF ((z,y) ER?).
Legyen (£,7) egy valosziniiségi vektorvaltozo. Ekkor az Fe, : R? = R
Feu(z,y) =P(E <zn<y)  ((z,y) €R?)

modon definialt fiiggvényt a (£, n) valésziniiségi vektorvaltozo egyiittes eloszlasfiiggvényének
nevezziik.

Valoszintiségi vektorvaltozo (altalanos eset, n dimenzio):
Legyen (Q, F,P) egy Kolmogorov-féle valésziniiségi mez6. Egy (&1,&a,...,&,) : © — R" fiigg-
vényt valdszintiségi vektorvaltozonak nevezziik, ha

(51 < 1’1,52 < 1’2,--.,571 < xna) = {w € Q‘€1<w) < 331752(("}) < m?a"'agn(w) < xn} € «F

minden ((z1,xg,...,2,) € R") esetén.
Az n =1 eset visszaadja a valészintiségi valtozé mar megismert fogalmat.
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Tulajdonsagok:
Az egytittes eloszlastiiggvény rendelkezik a kovetkezd tulajdonsagokkal:

1. Nemnegativ és mindkét valtozéjaban balrol folytonos;
2. Fep(by,b2) — Fep(ar, ba) — Fepy(by, az) + Fe (a1, az) minden a; < by, as < by esetén.
3. Hatarértékek +oo-ben és —oo-ben:

lim Fey(z,y) =0  (y€R),

T—r—00

lim Fe,(z,y) =0 (x € R),

y——00
lim Fe,(z,y) =1.

T—>+00
Yy—r—+00

8.1.2. Marginalis eloszlasok

Egy valoszintiségi vektorvaltozo projekciéi alacsonyabb dimenziés valésziniiségi valtozok. Az
igy kapott alacsonyabb dimenzios valosziniiségi valtozoknak az eloszlasat marginalis eloszla-
soknak, vagy peremeloszlasoknak nevezziik.

Vizsgaljuk a kétdimenziés esetet. Legyen (&,m) egy valoszintségi vektorvaltozé. Ekkor a
£:Q =R, n:Q — R fiiggvények (egy dimenziés) valoszintiségi valtozok. Példaul, ha a (§,n)
valészintségi vektorvaltozo egy w € §) helyen az (1,3) értéket veszi fel, azaz (&,n)(w) = (1,3),
akkor {(w) = 1, n(w) = 3, azaz pr,(§,n) = £, pry(&,n) = 0.

Magasabb dimenziéban sokféle marginéalis eloszlas van. Példaul egy haromdimenzios valo-
szintiségi vektorvaltozonak 3 kétdimenzids és 3 egydimenziés marginalis eloszlasa van.

Egy valoszintiségi vektorvaltozé egyértelmiien meghatarozza a marginalis eloszlasait, azon-
ban a marginalis eloszlasok nem hatarozzak meg az egyiittes eloszlast. Latni fogunk olyan
példakat, hogy & = (&1,&) és m = (n1,m2) olyan valészintiségi vektorvaltozok, hogy a megfeleld
marginalisok eloszlasai megegyeznek, azaz a £ -nek és az n-nek, illetve a £;-nek és az 1n.-nek
ugyanaz az eloszlastiiggvénye, azonban az egyiittes eloszlasok kiilonbozdk.

A marginalis eloszlasfiiggvények meghatarozasa az egyiittes eloszlasfiiggvénybdl:
Legyen (£,m) egy tetszdleges valoszintiségi vektorvaltozo. Az egyiittes eloszlasfiiggvénybdl a
marginalis eloszlasok eloszlastiiggvényei eloszlastiiggvényei az alabbi hataratmenetek segitségé-
vel hatarozhatoak meg:

Fe(@) = I Fey(w,y) (2 €R)

F,(y) = xh_{glo Fen(z,y) (y € R).
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8.1.3. Valé6szintiségi vektorvaltozok tipusai

Ahogy azt a valoszintiségi valtozok esetén lattuk, a valdszintiségi vektorvaltozok kozott is van-
nak diszkrét és folytonos valdszintiségi vektorvaltozok, bar olyanok is vannak, amelyek nem
sorolhatoak be egyik csoportba sem. A gyakorlati alkalmazasok szempontjabol azonban mégis
a diszkrét és a folytonos valoszintiségi vektorvaltozok a legfontosabbak.

Diszkrét és folytonos valdsziniiségi valtozok:

Egy (&, n) valoszintiségi vektorvaltozot diszkrétnek neveziink, ha értékkészlete megszamlalhato.
A (&,m) valosziniiségi vektorviltozé értékkészletét {(x;,y;) | i =1,2,...;5 = 1,2,...} médon
jeloljiik. Erdemes megjegyezni, hogyha a (&,n) egy diszkrét valészintiségi vektorvaltozo, akkor
a

(5 = T, 1 :y]) = {w € ‘ €(w> :xian(w) :yj} CQ
maédon definialt halmazok események tetszélegesi = 1,2, ...;j =1, 2, ... esetén. Igy értelmes
a kovetkez6 definicio:

pij =P =x,n=1y;) (1=1,2,...;5=1,2,...).

A kapott p;; szamokat a (§,n) diszkrét valészintiségi valtozo eloszlasanak nevezziik.
Egy (&,n) val6szintiségi vektorvaltozot folytonosnak neveziink, ha létezik hozzéa egy
olyan fe, : R*? — R fiiggvény, amellyel

Fep(x,y) = /ﬂf /y fen(u, v)dvdu ((z,y) € R?).

Az fe, fiiggvényt a (§,n) valészintiségi vektorvaltozé egydiittes sitrtiségfiiggvényének
nevezzik.

Diszkrét esetben a k6zos eloszléas, abszolit folytonos esetben a k6zos siirtiségfiiggvény az egy
dimenzids esetben megismert jo tulajdonsagokkal analog tulajdonsagokkal rendelkezik.

Tulajdonsagok:
Legyen (&, n) egy diszkrét valoszintiségi vektorvaltozo. Ekkor a p;; egylittes eloszlas rendelkezik
a kovetkezo tulajdonsagokkal:

1. pij 20 mindeni=1,2,...,j=1,2,... esetén;
2. Z@-ijz’jzl-

Megfogalmazhatok analég tulajdonséagok folytonos esetben is. Legyen (£,m) egy folytonos va-
16szintiségi vektorvaltozo. Ekkor az fe, egylittes siirtiségtiiggvény rendelkezik a kévetkezd tu-
lajdonsagokkal:
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1. fen(x,y) = 0 minden (x,y) € R? esetén;
2. [T fenla,y)dyds = 1.

Vizsgaljuk meg, hogy a marginélisok eloszlasa hogyan hatarozhatdak meg az egyiittes el-
oszlasbol diszkrét illetve abszolit folytonos esetben.

Marginalis eloszlasok meghatarozasa:

Diszkrét valoszintiségi vektorvaltozé marginalis eloszlasai szintén diszkrét eloszlasok. Példaul,
ha (§,n) diszkrét valoszintiségi vektorvaltozo p;; kozos eloszlassal, akkor a marginalisok az alabbi
moédon hatarozhatoak meg:

pi=Pl=y)=> p; (G=L2..)

Folytonos valbszintiségi valtozo marginalis eloszlasai szintén folytonos eloszlasok. Példaul, ha

(&,m) egy folytonos valoszintiségi vektorvaltozo fe, egylittes siirtségfiiggvénnyel, akkor a mar-
ginalis eloszlasok striiségfiiggvényei az egylittes siirtségtiiggvénybdl

o= [ty @em)
W= [ falar weR)

moédon hatarozhatéak meg.

8.1.4. Varhato6 érték vektor, variancia matrix

Ha ismerjiik a marginalisok eloszlasat, akkor ezekbdl a tanult médon mér sok minden kisza-
mithato, példaul kiszamithatoéak a marginalisok varhato értékei és szorésnégyzetei.

Folytonos esetben, a marginélisok varhato értékeinek illetve szorasnégyzeteinek meghataro-
zasahoz nem feltétleniil sziikséges meghataroznunk a marginalisok stirtiségfiiggvényeit. Ezek az
értékek kozvetleniil meghatarozhatoak az egyiittes strtiségfiiggvénybdl az alabbi modon:

400  p+4oo +oo  ptoo

BO= [ [ afatwds, Bo= [ [ ufalnpdyds
o0 oo too  pitoo

E(£?) —/_ /_ x2f§n(:v,y)dydx, E(n?) —/_ /_ yzfgn(x,y)dyd:r.
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Ha az egy dimenzios marginalisok varhato értékeit beleirjuk egy vektorba, akkor megkaptuk a

varhatoérték-vektort. Legyen & = (&1, &, ..., &,)7T valoszintiségi vektorvaltozo varhatoérték
vektora az
E(&)
E(&)
E(¢) = | .
E(&)
vektor.

Transzformacios formula valoszintiségi vektorvaltozok esetén: Ha (£,7) egy valo-
szintiségi vektorvaltozo, g : R* — R egy "elég jo" fiiggvény, akkor az E(g(£,n)) varhato érték
(diszkrét, illetve folytonos esetben)

E(g(§,m)) = Z Zg(% Yi)pijs

E(g(&,m)) Z/Oo /Oo 9(x,y) fen(x, y)dady.

Ez a képlet - az egydimenzios képlettel analog modon azt fejezi ki, hogy az g(&,n) valoszintségi
valtozo varhato értéke a az egyiittes eloszlasbol kozvetleniil meghatéarozhato.
A &, n valoszintségi valtozok kovarianciajanak a

cov(&,n) = E((§ — E(£))(n — E(n)))

modon definidlt szamot nevezziik. Mint ahogy azt a szorasnégyzet esetén lattuk, a kovarianciat
sem szeretjiik definicié alapjan szdmolni, helyette az alabbi képletet hasznéljuk:

cov(§,m) = E(&n) — E(§)E(n).

Az E(&n) mennyiség pedig a transzformacios formula esetén diszkrét, illetve folytonos esetben

E(én) = Z Z TiY;Dij

J
infty infty
E(¢n) = / / vy f(z,y)dzdy

modon szamolhato.
A€ = (&,&,...,&)T valoszintiségi valtozo szérasméatrixa, vagy variancia matrixa az
az (n x n) tipusi méatrixot nevezziik, amelynek (4, j)-dik komponense a cov(§;,&;), azaz

COU(£17 51) COU(&-l, 52) s CO’U(gl, fn)

| cov(&s, &) cov(€e, &) ... cov(&a,&n)
var(§) = ) . . )

cov(é;n,&) cov(én,fz) COU(f.mfn)
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Erdemes észrevenni, hogy a szérasmatrix egy olyan szimmetrikus matrix, amelynek a f&atloja-
ban a valdszintiségi vektorvaltozé komponenseinek a szérasnégyzetei allnak.
A £ és n valoszintiségi valtozok korrelacios egyiitthatodjanak az

 conlé,)
") = B

modon nevezett szdmot nevezziik.
Legyen (£, F,P) egy Kolmogorov-féle valoszintiségi mezs. Ekkor a

{€:Q — R | € egy valoszintiségi valtozo }

halmaz a vektormtveletek szokésos pontonkénti értelmezése mellett egy valos vektortér. Ezen
a vektortéren a kovariancia egy szimmetrikus bilinearis forma, amibdl szarmazé kvadratikus
forma pozitiv szemidefinit. Roviden a kovariancia egy szemi-belsGszorzat.

Ha egy X valos vektortéren a (x,y) — (z,y) egy szemi-belsGszorzat, akkor belgle || = ||=
\/(z, ) médon egy szemi-norma szarmazik. A szemi-belsGszorzat és a bel6le szarmazo szemi-
norma kozotti kapcsolatot Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenlGtlenség irja le:

o)l <[zl y -

A kovariancidboél - mint szemi-belsG szorzatbol szarmazo szemi-norma a szoras, igy a Cauchy-
Bunyakovszkij-Schwarz egyenlétlenség alapjan fennall kozottiik a kdvetkezd kapcesolat:

cov(&,m) < D(E)D(n),

amibdl rendezéssel kapjuk, hogy
(& n)| < 1.

Ez elég hasznos a szamolas soran, mivel, ha a korrelacios egyiitthatora a szamolasok soran
mondjuk azt kapjuk, hogy r(&,n) = 2, akkor biztosak lehetiink benne, hogy rosszul szamoltunk.

8.1.5. Fuggetlenség és korrelalatlansag

Ha a &, n valészintiségi valtozokat fiiggetleneknek nevezziik, ha

P <zn<y)=PE<2)Pn<y) (v,y €R),
Fey(z,y) = Fe(x)Fy(y) (7,9 €R),

ami azt jelenti, hogy a egyiittes eloszlasfliggvény a marginalisok eloszlasfiiggvényeinek a szor-
zata.
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Ha a &, n valoszintiségi valtozok diszkrétek, akkor a fenti definici6 ekvivalens azzal, hogy

B¢ =win=y) =PE=a)Pl1=y) (i=12..55=12..),

azZaz
Dij = Di-Dj (Z:1,2,,j21,2,),

ami azt jelenti, hogy a egyiittes eloszlas egyenlé a marginélisok eloszlédsainak a szorzataval.
Folytonos esetben azt kapjuk, hogy

fen(z,y) = fe(x) f,(y) (2,9 €R),

azaz az egylittes strtiségfliiggvények a marginalisok szorzata.
A diszkrét és a folytonos esetben is a & és ) valoszintiségi valtozok fliggetlensége maga utan
vonja a varhato értékek kozotti alabbi kapcesolatot:

E(¢n) = E(§)E(n),

azaz fiiggetlen valdszintiségi valtozok szorzatanak a varhatéd értéke egyenls a varhato értékek
szorzataval, amennyiben a tekintett varhato értékek léteznek. Ez utobbi egyenlGséghdl rende-
zéssel kapjuk, hogy

cov(&,n) = 0.

Ha a &, n valoszintiségi valtozok olyanok, hogy cov(§,n) = 0 akkor azt mondjuk, hogy a & és az
n valoszintiségi valtozok korrelalatlanok.

A fentiekbdl kovetkezik, hogyha a & és n valoszintiségi valtozok fliggetlenek, akkor korrela-
latlanok. A megforditias nem igaz. Tehat a korreldlatlansag gyengébb tulajdonsig a fliggetlen-
ségnél.
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8.2. Feladatok

8.2.1. Valoszintiiségi vektorvaltozok (diszkrét eset)

1. Feladat Legyen (£,1n) egy diszkrét valoszintségi viltozo, gy, hogy az egyiittes eloszlast az
alabbi tablazat tartalmazza:

& lyi=1]y=3]ys=5]
=4 01 0.2 0.1
29 =6 | 0.1 0.4 0.1

a. Mutassuk meg, hogy £ és 1 nem ftiiggetlenek.

b. Hatarozzuk meg az E(£), E(n), D*(£), D*(n), cov(&,n), D*(€ + 1), r(€,n) értékeket!
c. Hatéarozzuk meg az B(|¢ — n|) varhaté értéket!

d. Hatarozzuk meg a {-nek az n-ra vonatkozoé regresszios gorbéjét!

e. Hatarozzuk meg az n-nak a &-re vonatkozo regresszios gorbéjét!

2. Feladat. Szamitsa ki a & és n valoszintségi valtozok korrelécios egyiitthatéjat, ha a (&, )
valoszintiségi valtozorol tudjuk, hogy P(§ = 36,n = 33) = 0.23, P(§ = 36,7 = 45) = 0.13 és
P& =48,n = 33) = 0.29. Ismert, hogy & csak a 36 és 48, mig n csak a 33 és 45 értékeket veheti
fel.

3. Feladat. A ({,n) valosziniiségi valtozorol tudjuk, hogy P(§ = 6,n = 29) = 0.14, P(§ =
6,n =48) = 0.25 és P({ = 17,1 = 29) = 0.13. Ismert, hogy & csak a 6 és 17, mig n csak a 29
és 48 értékeket veheti fel. Szamitsa ki az E(n|é = 17) feltételes varhaté értéket!

4. Feladat. A (§,n) valészintiségi valtozorol tudjuk, hogy P(§ = 21,71 = 20) = 0.14, P(§ =
21,n = 45) = 0.11 és P(§ = 28,7 = 20) = 0.13. Ismert, hogy & csak a 21 és 28, mig n csak a
20 és 45 értékeket veheti fel. Szamitsa ki D(§ +n) értékét!
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8.3. Megoldasok

8.3.1. Valoszintiiségi vektorvaltozok (diszkrét eset)

1. Megoldas. Eldszor meghatarozzuk a marginalis eloszlasokat.

En y=1]p=3]y=5] |
=4 01 0.2 01 |04
Ty =6 0.1 0.4 01 | 06

| 02 | 06 || 02 | 1]
Tehat a marginalis eloszlasok tablazatai: A & eloszlasa:
pi|] 04 | 06 |

n eloszlasa:

yi |n=111p=3[ys=5]
p;| 02 ] 06 [ 02 |
a. A & ésn nem fiiggetlenek, hiszen a marginalis eloszlasok szorzata nem egyenld az egytittes
eloszlassal. Ez konnyen ellendrizhetd, ha példaul az elsé sort és az elsé oszlopot nézziik: 0.2 -
0.4 +#0.1.
b. A marginéalis eloszlasokat mar sikeresen meghataroztuk. Ezekbdl a tablazatokbdl, illetve
az egylittes eloszlastabldazatbdl a kért mérdszamok (a tanult képletek alapjan) mar kénnyen
meghatarozhatoak.
A £ varhato értéke és szorasnégyzete:

E()=4-04+6-0.6=5.2,

E(¢?) =4%-0.4 4+ 6% 0.6 = 28,

D?(¢) = E(£2) — [E(£))* = 28 — 5.2% = 0.96.

A n véarhato értéke és szérasnégyzete:
E(n)=1-0243-06+5-0.2=3,
E(n®) =1%-0.2+3%-0.6 + 5% - 0.2 = 10.6,
D?(n) = E(n*) — [E(n)]* = 10.6 — 3* = 1.6.
cov(&,n) meghatdrozasahoz sziikségiink van az E(&n) értékére, ami az egylittes eloszlastablé-
zatbol szamolhaté az a transzformacios formula felhasznalasaval.
E&n)=4-1-01+4-3-02+4-5-0.1+
+6:-1-01+6-3-04+6-5-0.1=
= 15.6.
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Igy kapjuk, hogy
cov(&,n) = E(&n) —E(E(n) =156 —5.2-3 = 0.

Mivel cov(§,n) = 0, igy £ és n korrelalatlanok, azonban - mint ahogyan azt lattuk - nem
fiiggetlenek.

A D?(& +n) értékét a kapott értékekbdl a legkénnyebb meghatarozni, igy nincs sziikség a & + 1
eloszlasanak a meghatarozasara.

D?(€ + 1) = D*(€) + 2cov(&,m) + D?*(n) = 0.96 + 0 + 1.6 = 2.56.

c. AE(§—n|) (A€ ésn abszolut atlagos eltérésének) a meghatdrozasa konnyd a egyiittes
eloszlastablazat és a transzformécios formula alapjan:

E(¢ — 7)) = E:X]% vilpij =

i=1 j=1
=|1—-4|-04+1[3—4|-02+1|5—4|-0.1+
+]1—-6/-01+|3—6/-04+|5—-6|-0.1=24
d. A &-nek az n-ra vonatkozo regresszios gorbéje egy fiiggvény, ami az n értékkészletén van

értelmezve és egy y; értékhez az E({|n = y;) € R szdmot rendeli.
Az E(&|n = y;) feltételes varhaté érték az alabbi médon szamolhato:

E([n = y;) Z"L’P £ = xin =y;) Z pl?:]%zxipij‘
D 35

Igy kapjuk, hogy a £-nek az n-ra vonatkozé regressziés gorbéje:

1
—(4-01+6-01)=5

1
3 B(Ely=3) = 5 (4-02+6-0.4) =53,

1= E(En=1)=

1
5 B¢l =5) = 55(4-01+6-0.1) =5.

moédon definialt fiiggvény.
e. A n-nak az {-re vonatkozé regresszios gorbéje egy fiiggvény, ami az £ értékkészletén van
értelmezve és egy x; értékhez az E(n|¢ = x;) € R szdmot rendeli.

Az E(n|§ = x;) feltételes varhato érték az alabbi médon szdmolhato:

E(n|¢ = ix;) Zyj (n = yjl§ = =) Z%’%:%Z%Pm’-
j 2. 7. ]



Igy kapjuk, hogy az n-nak a &-re vonatkozé regresszios gorbéje:

1
= (1-01+3-02+5-01)=3
0.4( 0.1+3-02+ ) =3,
1

6 E(n¢ =22) = 5(1-0.1+304+5-01) =3,

2. Megoldas Az ismeretlen P(§ = 48,1 = 45)értékét a megadott adatokbdl

4 E(Eln = a1) =

P(§ =48,n=45)=1-—(0.23+0.13 4+ 0.29) = 0.35
modon szamolhato ki. Foglaljuk tablazatba az egylittes és a marginalis eloszlasokat.

n Jly1=33[w=45] |
1 =36 023 | 013 | 0.36
v, =48] 029 | 035 | 0.64

| 052 | 048 | |

A £ eloszlasa:

T; | £1 =36 | 19 =48
Di 0.36 0.64

A kapott tablazat alapjan az

E(

E(£) = 36 - 0.36 + 48 - 0.64 = 43.68,
E(£?) = 36% - 0.36 + 48% - 0.64 = 1941.12,
D*(¢) = E(¢?) — [E(§))* = 33.1776,
D(€) = /D2(€) = V/33.1776 = 5.76.

Az n eloszlasa:

Yi | Y1 =33 | yo =45
b | 052 | 048

A kapott tablazat alapjan az B(n) és D?*(n) értékek a tanult médon konnyen szamolhatok:

(
E(n) = 33 -0.52 4 45 - 0.48 = 38.76,
E(n?) = 33% - 0.52 + 457 - 0.48 = 1538.28,
D*(n) = E(n°) — [E(n)]* = 35.9424,

(n) = vD?(n) = v35.9424 = 5.9952.

Az egyiittes eloszlas-tablazatbdl kiszamoljuk az B( - n) értéket.
E(-n)=36-33-0.234+36-45-0.13+48-33-0.29 4 48 -45-0.35 = 1699.2

€) és D*(€) értékek a tanult médon kénnyen szamolhatok:
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A cov(&,n):
cov(&,n) = E(& - n) — E(§E(n) = 6.1632.

Az r(&n):
#rie) cov(&,n) 6.1632

D(E)D(n)  5.76 - 5.9952

r(&,n) = = 0.1785.

3. Megoldas Az ismeretlen P(§ = 18,n = 48) értékét a megadott adatokbol

12
P(¢ =17, =48) =1~ (0.14+0.25+0.13) = 7= = 0.48,

moédon szamolhaté ki. Foglaljuk tablazatba az egyiittes és a marginalis eloszlasokat.

&n J[pn=29]p=48] |
51 =61 014 | 025 1039
=171 013 | 048 | 0.61

| 027 | 073 | |

A keresett feltételes varhato érték:

E(n]¢ = 6) = 20 - P(y = 20J¢ = 6) + 48 - () = 48/¢ = 6) =
P(y=29,€=6) P(y=486=6)
Pe=6 0 PE=6

1
= —(29-0.14 4+ 48-0.25) = 41.1795.
0.39< - )

=29

4. Megoldas. Az ismeretlen P(§ = 28, = 45)értékét a megadott adatokbdl

P(& =28, =45) = 1 — (0.14 4+ 0.11 + 0.13) = 0.62

moédon szamolhaté ki. Foglaljuk tablazatba az egylittes és a marginalis eloszlasokat.

En J[yn=20]pp=45] |
o =211 014 | 011 025
=281 013 | 062 |07

| o027 | 073 || 1 |

A € eloszlasa:

f Ir = 21 Ty = 28
| 025 0.75
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A kapott tablazat alapjan az E(£) és D*(€) értékek a tanult médon kénnyen szamolhatok:

E(¢) = 21-0.25 + 28 - 0.75 = 26.25,
E(£%) = 212-0.25 + 282 - 0.75 = 698.25,
D*(¢) = E(&%) - [E(¢)]* = 9.1875,

D(¢) = /D2(€) = V9.1875 = 3.0311.

Az n eloszlasa:

n | y1 =201y =45
Dj 0.27 0.73

A kapott tablazat alapjan az E(n) és D*(n) értékek a tanult médon konnyen szamolhatok:

E(n) = 0 0.27 + 45 - 0.73 = 38.25,
E(n?) = 20% - 0.27 + 45% - 0.73 = 1586.25,
D*(n) = E( ?) — [E(n)]* = 123.1875,

D(n) = v/D2(n) = v/123.1875 = 11.0990.

Az egyiittes eloszlas-tablazatbol kiszamoljuk az E(En) értéket.

E(¢n)=21-20-0.14+21-45-0.114+28-20-0.13 + 28 -45-0.62 = 1016.75

A cov(€,n) értékének a meghatarozasa:
cov(&,n) = E(€ ) — E(€)E(y) = 1016.75 — 26.25 - 38.25 = 12.1875.
D(§ 4 n) értékének a meghatarozasa:
D?(€ + 1) = D*(€) + 2cov(€, n) + D?(n) = 9.1875 + 2 - 12.1875 + 123.1875 = 156.75.

amibdl kapjuk, hogy

D(¢ +n) = /D2(€ + 1) = V156.75 = 26.9452.



9. fejezet

Valoszintiségi vektorvaltozok (folytonos
eset)

9.1. Feladatok

9.1.1. Valdszintiségi vektorvaltozok (folytonos eset)

1. Feladat. Legyen a (&,n) egyiittes siirtiségfiiggvénye:

1
~(I+2%y —2y’), hale| <1yl <L
_ 4
f(zv y) -
0 egyébként.
a. Bizonyitsuk be, hogy f valoban striiségfiiggvény!

b. Hatdrozzuk meg a marginalis eloszlasok striiségfiiggvényeit, azaz fe-t, f,-t, E(E)-t, D*(£)-t,
E(U)'t; Dz(ﬁ)‘t: COV(&; 77)'157 T(€7 T]>_t

c. Hatarozzuk meg a &-nek az n-ra vonatkozo regresszios gérbéjét!

d. Hatarozzuk meg az n-nak a {-re vonatkozoé regresszios gorbéjét!

e. Hatarozzuk meg az alabbi valoszintiséget: P(i <€ %ulx <n < %)!

2. Feladat. A (&,7n) véletlen vektor egytittes striiségfiiggvénye

F,y) = C, ha0<xr<6.66és6.6—x<y<14.4—x;
Y= 0, egyébként.

Hatarozza meg a korrelacios egytitthato értékét!
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3. Feladat. Legyen (&,n) stirtiségfiiggvénye

i y)_{A(lg—2+y), ha0<z<102,0<y<1:

egyébként.
Hatarozza meg E(§) értékét!
4. Feladat. Legyen a (§,n) vektorvaltozo stirtségliiggvénye

Ae 1%  hax >0,y >0;
flay) = { 0, egyébként.

Milyen valészintiséggel esik n a (0.95, 3.80) intervallumba, ha £ = 4.37
5. Feladat. Legyen a (§,n) vektorvaltozo stirtiségfiiggvénye

flz,y) = rye M ha x>0, y > 0;
Y 0, egyébként.

Hol veszi fel a & peremeloszlas-fiiggvénye a 0.15 értéket?

6. Feladat. Egy henger milliméterben mért atmérdje a & valosziniiségi valtozo, hossza milli-
méterben mérve az n valoszintiségi valtozo. A (€,n) kétdimenzids valosziniiségi valtozé striiség-
fiiggvénye f(x,y) = 22+ Ay*, a0 <z < 1,0 < y < 1.70 tartomanyon és 0 egyébként. Szamitsa
ki az alabbi valosziniiséget:

P(¢ > 0.5,n > 1.53).
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9.2. Megoldasok

9.2.1. Val6szintiségi vektorvaltozok (folytonos eset)

1. Megoldas.
a. Megmutatjuk, hogy f valéban stirtségtiiggvény.
Elészér bebizonyitjuk, hogy, hogy f(x,y) = 0 minden |z| > 1, |y| > 1 esetén, azaz

Yoy <l+2’zy  (lz| =1, [yl > 1)

Legyen
T=]—-1,1[x]—1,1].

A T téglat a négy siknegyed négy, paronként belsé pont nélkiili részre vagja. Ezek a kivetkezdk:
T1 :]07 1[X]07 1[7 T2 :] - 1,0[X] - 07 1[7 T3 :] - 170[X] - 1a0[7 T4 :] - 170[X]0, 1[

Ha (x,y) € Ty U T3, akkor y*xy € [0,1], 1 + 2?zy € [1,2], igy teljesiil a bizonyitandé egyenlét-
lenség.

Ha (x,y) € ToUTy, akkor y*xy € [—1,0], 1+x%zy € [0, 1], igy a bizonyitandé egyenlétlenség
ebben az esetben is teljestil.

FEllenérizni kell még az

+o0 +oo
/ f(@,y)dyde = 1
egyenlGség teljestilését.
+o0 +o0 1 1 1
/ flagdyde =5 [ [ (4t~ gy -
—0o0 —0o0 -1J-1
1 /! 3y2 y4 y=1 1 /! 1 .
4/1{y+x2 T y:_lx 4/1 x 2[:1:]1,:_1

b. Mivel

+o00 1 1 1 Y y 1
felx) = f(z,y)dy = 1/ (1+ 2%y — zy®)dy = i |:y +3L x_} -2,

—00 -1
ha x € [—1,1], igy kapjuk, hogy
1
3 hax €] —1,1];
Je(x) =
0, egyébként,
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igy kapjuk, hogy & ~ U[—1, 1], amibél kapjuk, hogy E(¢) = 0 és D?*(¢) = +. Hasonl6 szamitasok
mutatjék, hogy n ~ U[-1,1], E(n) = 0 és D*(n) = 3. Ebbdl az 1s latszik, hogy & és n
nem fliggetlenek, ugyanis fiiggetlen valésziniiségi valtozok egylittes striiségfiiggvénye egyenld a
marginalis striiségfiiggvények szorzataval, azonban az egyiittes siirtiségtiiggvény nem konstans
a T téglan.

A kovariancia meghatérozasahoz hatarozzuk meg elészor az E(£n) értékét.

+oo  ptoo +1 e+l
E(¢n) = / / zyf(x,y)dyde = — / / y(1 + 2°y — 2y’ )dydr =
+1  p41 1 2 =1
/1 / (zy + 2ty —xy)dydx—4/1 [myQ +x4% x2y5 ) dr =

=1
:_/ 24 20\ L[22 220 _22.22_,
1), \3 5 1035 53]._, 35 5 3

Igy cov(&,n) = E(én) —E(6E(n) = 0—0-0 = 0, azaz & és i) korrelalatlanok, de nem fiiggetlenek.
Végiil

cov(§,n)

r(€,m) = ST

1) = Dem)

c. £-nek az n-ra vonatkozo regresszios gorbéje:

=0.

e o f(ay
yHmmzw:/ w@mm:/ xﬂJ“:
N T
+1 l1_|_ 3, _ 3 1 +1
:/ x4( :cly :cy)dx:_/ (:U+x4y—$2y3)dx:
122 2° 3 3221 1/2 2 4 TR
5{5+3W—§W}4—5(W—5y)—5—§

d. n-nak az &-re vonatkozé regressziés gorbéje:

wamzw:[mwwmwz[mfwwwz

y
00 00 fg(l‘)
+1 1(1 Ty — a:y3) +1
=/ y* ;i dy=§/ (y + 2%y* — ay*)dy =
-1 3 -1
1 [y S 12, 2 3
~-|Z +x3y—y v e :x——z.
212 37y 1 2\3 5 3 5

2. Megoldas. A (§,n) valoszintségi vektorviltozo egyenletes eloszldsi a megadott paralelog-
ramman. A C konstans értéke meghatarozhatoé integrilassal, de egyszeribb tgy kiszamolni,
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hogy ha egy kétdimenziés valosziniiségi vektorvaltozo egyenletes eloszlasti egy tartomanyon, ak-
kor az egyiittes stiriiségtiiggvényben szerepld konstans értéke egyenld a tartomany teriiletének a
reciprokaval. Mivel a tartomany az altalunk vizsgalt esetben egy paralelogramma, igy a teriilet
kénnyen szamolhaté az T = alap - magassag képlet segitségével, igy C' = ﬁ.

A marginalisok varhato értékei a marginalis eloszlasok meghatarozasa nélkiil, a tanult "bur-
kolt képletek" segitségével szamolhatéak. S6t, lehet még egyszertibben, integralas nélkiil, mivel
szimmetria okokbdl az (E(€),E(n)) pédr éppen a paralelogramma &tléi metszéspontjanak a ko-
ordinatéi. Igy kapjuk, hogy E(£) = 3.3, E(n) = 7.2.

A cov(&,n) értékének a meghatédrozasahoz elGszor ki kell szamolnunk az F(&n) varhato
értéket. Itt mar nincs mese (...), integralnunk kell. Alkalmazzuk a transzformacios szabélyt.

“+00 “+o00 6.6 14.4—=x
Ydydx = dudr —
E(¢n) = / / ﬂcyfxyyx//G 7866y:v
6.6 6.6

14.4—x yQ y=14.4—x
ydydxr = / x[—} dr =
66 78-66 2| oo
6.6
=3 66/ (105—x)78da:——/ (10.52 — 2*)dz =
. * . 0
1 2 2817 6.62  6.6% 6.6 6.62
10.5— — — 10.5— — — ) = 10.5— — — = 20.13.
66{ 2 SLZO 6.6( 2 3) 2 3

Igy kapjuk, hogy cov(¢én) = E(&n) — E(6)E(n) = 20.13 — 3.3 - 7.2 = —3.63.
A korreléciés egyiitthaté meghatdrozasahoz ki kell szamolnunk az E(£2?) és E(n?) varhaté
értékeket. Alkalmazzuk a transzforméacios formulat és a "burkolt képleteket".

—+o00 400
/ / xydyd:c—
6.6
= 2yl de = 7.8dz =
7.8-6.6/O T Wlymeo dr = 75 66/0 Lot =

1 [66 1 [231°7%%  6.6?
:_/ P — | ® =2V s,
6.6 J, 663],., 3

6.6 14.4—x

ldydx =
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amibdl kapjuk, hogy D*(€) = E(&%) — (E(£))? = 14.52 — 3.3% = 3,63.

—+o00 —+o00
/ / Y f x,y dydx—
6.6

3qy=14.4—=z
- L dr = —— | (144 — 2)° — (6.6 — 2)%dz =
7.8-6.6/0 [3]@,:6.6_3: v 7.8-6.6-3/0 ( @) = (6.6 —x)de

6.6 14.4—x

yidydx =

1 = _—

= (6.6 — )45 _[(14.4 — x)4*=065) —

—6,6% — 7.80 +14.4* 3027

= — — — 60, 54.

7.8-6.6-12 50 ’
amibél kapjuk, hogy D2(n) = E(n?) — (E(n))? = 60,54 — 7.22 = 8.7. A korrelaciés egyiitthato:
—3.63
(&mn) = covl6im) _ = —0.6459.

- DED(n)  /3,63V3.7

3. Megoldas. Az A konstans értékének a meghatarozasa:

“+o0o “+o0o
1= )dydz = — dd —
/ [z, y)dyde = / / 102+y ydr =
10.2 Ty y2 y=1 10.2 P 1
/0 {102jL szodx /0 <10.2 +2) da

72 Do 1022 10.2
— i — A —102-A
{2 102 QLO (2 102 " 2 ) ’

amibdl kapjuk, hogy A = 10%. A keresett varhato érték:

+oo 400
E(€)=/ / xf(x,y)dydr = 102/ / 10—2+y dydx =
10.2 10.2 2%y yz y=1
*102 / (erxy)dydx m_z {102+ 2} do =

y=0
1 x 1 z3 72102
fry _— d = — — -
10.2 J, (10.2 * 2) T 102 {3.10.2 7 L

=0
1 10.23 +10.22 7102
10.2 \3-10.2 4 12

= 5.95.

4. Megoldas. Koénnyii latni, hogy a &, n peremeloszlasok fiiggetlen exponencialis eloszlasok.

flz,y) = Ae™ 1% = (A1e7") (Aze™ ") (x >0,y >0).
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Igy Ay =165 Ay =1.9. A keresett valosziniiség:

P(0.95 < n < 3.80/¢ =4.3) =P(0.95 < n < 3.80) =
=TI, (3.80) — F,(0.95) =
= (1 _ 6_1'9’3‘8) _ (1 _ 6—1‘9-0.95) _

— 19095 _ —1938 _ (1637

5. Megoldas. Eldszor meghatarozzuk a k konstans értékét. Tudjuk, hogy

Foo o 2,2 +oo 2 +oo 2 +eo 2 2
1= / / zye P& dydy = / ek dx/ ye " dy = [/ ek dx} )
0 0 0 0 0

Az ismeretlen primitiv fiiggvényt konnyt kitalalni. Derivaljuk az e~ke* majd mindkét oldalt

osszuk el (—2k)-val.
(e"”Q)l — —2kze k"’ L e k) = pehe
’ —2k '

fgy kapjuk, hogy

1— /+OO e |:L€—kx2} e —0— 1

amibdl kapjuk, hogy 2k = 1, azaz k = %
Igy a & valésziniiségi valtozo strtiségfiiggvénye:

Je(z) = e ha x> 0;
¢ 0, egyébként.

Mivel

z 1 42 1 _p2t=a 1 2
/0 fg(t)dtZQAOOmQdt:ﬁ[_EQ]mo:E(l_e 2 >, (x> 0)

igy a & valészintiségi valtozé eloszlastiiggvénye
2

— T
%:ce >, hax>0;

Fe(x) =
0, egyébként.
A feladat szerint azt a helyet keressiik, ahol a £ valésziniiségi valtozé eloszlasfiiggvénye felveszi
2

az 0.15 értéket. Ehhez az (1 — e~ 2) = 0.15 egyenletet kell megoldanunk. Megoldva az
egyenletet kapjuk, hogy © = \/—21n(0.7) = 0.8446.
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6. Megoldas. FEldszor meghatarozzuk az A paraméter értékét.

37 y=1.7
1—// z? + Ay dydx—/ [x2y+Ay3} dr =
1.7 -
0

3
_ 1.7+ 1.7 A,
3

ahonnan kapjuk, hogy A =
A keresett valoszintiség:

1 17
P (€ >0.5,n7>1.53) / / ———? | dydx =
0,5 /1,53 1 &

yg y=1,7
2y + } dr =
/0 { 1, 7+ 1,733 =153

/ (1.72° +0,2013) dz =
0,5

1. 7+1 73"

r=1

{1 7~ 0 2013x] = 0.3952.

z=0,5



10. fejezet

Markov, Csebisev egyenl6tlenség,
Bernoulli-féle nagy szamok torvénye,
Kozponti hatareloszlas tétel,
Moivre-Laplace tétel

10.1. Rovid elméleti osszefoglalo

Markov egyenlStlenség Legyen n valésziniiségi viltozo ugy, hogy n > 0 és létezik E(n),
tovabba ¢ > 0 egy rogzitett valos szam. Ekkor

En)

Pp<e)=21-—
c

Csebisev egyenl6tlenség Legyen & egy valészintiségi valtozo tgy, hogy létezik D?(€). Ekkor
minden € > 0 esetén )
(9

e2

P(l€ —E(¢)] <e) > 1

Bernoulli-féle nagy szamok torvénye. n fiiggetlen kisérletet végziink. Egy p valoszintiségii
A esemény bekovetkezéseinek a szamat vizsgaljuk. Jelolje % az A esemény bekévetkezéseinek
relativ gyakorisagat. Ekkor érvényes a kovetkezd becslés:

p(1—p) 51 1

>1—
ne? 4ne?

ko,
— —pl<e| =21-

p(|2

Az e konstanst pontossagnak; az egyenlétlenség bal oldalat megbizhatosagnak nevezziik.

153
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Moivre Laplace Tétel. A binomialis eloszlas standard normalissal kézelithets. Legyen & ~
B(n,p) 0 < a <b< n. Ekkor

b—np+ 1 a—np—+:
Pla<é<h) ~ @ 2T ) 4" )
np(1 —p) np(1 —p)
A Kozponti Hatareloszlas Tétel. Legyenek &, &, ... fiiggetlen, azonos eloszlast val6szi-
nitiségi valtozok tgy, hogy pozitiv és véges a szorasnégyzetiik. A kozbs szorasnégyzetet je-

16lje 02, a kozés varhaté értéket m, a valosziniiségi valtozok n-edik részletosszegét S, azaz
Sp=&+ & +...&,. Ekkor

_ T 2
lim P (S_m < ) -~ [ Ea
n—00 no V2T J_so

Azaz az n-edik részletosszegek standardizaltjanak eloszlastiiggvénye tart a standard normélis
eloszlas eloszlastiiggvényéhez, ha n tart a végtelenhez.
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10.2. Feladatok

1. Feladat. Legyen E(§) = 1.6, D(§) = 0.10. Adjon alsé becslést a P(1.220 < £ < 1.980)
valészintiségre.

2. Feladat. Legalabb hanyszor kell egy szabalyos pénzérmét feldobni, hogy a fejek relativ
gyakorisaga legalabb 0.77 valoszintiséggel 0.37 és 0.63 kézé essen?

3. Feladat. Legalabb hany elemii mintat kell venniink, ha visszatevéses mintavételnél a se-
lejtaranyt 0.11 pontossaggal (legfeljebb ennyi eltéréssel) és 0.83 megbizhatésaggal akarjuk be-
cstilni?

4. Feladat. Egy part népszertiségét kivanjuk kézvélemény-kutatdssal meghatarozni. (Igen -
nem valaszt kell adni a megkérdezetteknek.) Legalabb hény embert kell megkérdezni, ha a
szazalékban mért népszertiséget +4 szazalék pontossaggal és 0.80 megbizhatésaggal akarjuk
becstilni? (A kénnyebb szamolds végett visszatevéses mintavételt tételezziink fel!)

5. Feladat. Egy urna 103 fehér és 20 fekete golyét tartalmaz. Visszatevéssel kihtizunk 600 go-
lyot. Adjon kézelitést annak a valoszintiségére, hogy a fehérek szama a [478, 526 intervallumban
lesz!
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10.3. Megoldasok
1. Megoldas. A Csebisev egyenldtlenséget alkalmazzuk.
D2(£)

e2

PEE) —e<(<E(l)4e)>1-—

El6szor meghatarozzuk a pontossagot.

1.6 — 7 =1.220 = ;= 0.38,
1.6 + g9 = 1.980 = g9 = 0.38,

Igy kapjuk, hogy € = min(ey,e5) = 0.38. A keresett alsé becslés:

D?(¢) 0.12
- —1- = 0.9370.
e? 0.382

2. Megoldas. A Bernoulli-féle nagy szamok térvényét alkalmazzuk. Mivel az érme szabalyos,
1
=3

k., kn
——p‘<€ — p—-es—spteg,
n n
amibdl kapjuk, hogy
1
5 — e, =037 — €1 = 013,
1
3 + 9 =0.63 — €9 = 0.13,
igy kapjuk, hogy ¢ = min(eq,e9) = 0.13. Az alabbi egyenl6tlenséget kell megoldanunk.
p(l—p)
l-————=1-—=>0.77
ne? 4n - 0.132

1

n = A=077) 4-013 = 64.3, azaz n > 64.

3. Megoldas. A Bernoulli-féle nagy szamok térvényét alkalmazzuk. ¢ = 0.11. A megbizhato-

Sag:
1 1

_ > 0.83 — > = 121.5.
Ane? "2 1=083)-4-0112

1

Igy kapjuk, hogy n > 122.
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4. Megoldas. A Bernoulli-féle nagy szamok torvényét alkalmazzuk. A pontossag: € = 0.04.
A megbizhatésag:

1 1

1-— > 0.8 — >
Ane? "Z108) 4008

= 781.25.

Igy kapjuk, hogy n > 782.

5. Megoldas. Jelslje & a kihtizott fehér golyok szamat. Ekkor & ~ B (n=600,p = 153). A
keresett valészintiség

526 k 600—k
P(¢ € [478,526) = 3 <620) <%) < % )

k=478

moédon szamolhaté. Ez a szumma azonban nem szamolhaté konnyen, mivel til sok tagbol all
és a tagokban nagyon nagy szamokat kell nagyon kicsi szamokkal szorozni. Helyette a Moivre-
Laplace tételt alkalmazzuk.

526 — 600 - 1% 4 1 478 — 600 - 103 _ 1
P(478 < £ < 526) = & 12 21 _ ¢ 123 2| _
103 20 103 20

= (2.6620) + B(2.7592) — 1 = 0.996 + 0.9971 — 1 = 0.9932.



11. fejezet

Matematikal statisztika 1.
Alapstatisztikak, Maximum-likelihood
becslés

11.1. Rovid elméleti osszefoglald

A statisztika részteriiletei:
e Becsléselmélet;
e Hipotézisvizsgalat.
A becsléselmélet résztertiletei:
e Pontbecslés;
e Intervallumbecslés.

Ezen a gyakorlaton a pontbecslések témakoréhez tartozo két fontos teriilettel ismerkediink meg,
ezek az alapstatisztikdk és a maximum likelihood-becslés.
Az alapstatisztikak a kovetkezdk:

° Atlag;
e Tapasztalati szorasnégyzet;
e Korrigalt tapasztalati szorasnégyzet;

e Szorasegyiitthato;

158
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e Tapasztalati medidn (med);
e Median abszolut eltérés (MAD);

e Tapasztalati eloszlasfliiggvény.

Minta: &, &, ... azonos eloszlast valoszintiségi valtozokat mintanak nevezziik.
Minta realizacio: & (w), &(w), ... € RY azaz szdm, vagy vektorsorozatot mintarealizaciénak
nevezziik.

A minta és a minta realizacié k6zott nem tesziink kiilonbséget. 6 az ismeretlen paraméter
0 € ©. A O a paramétertér. A statisztika feladata az ismeretlen paraméter, vagy paraméterek
becslése.

A statisztika: egy g : R" — R fiiggvény. A g fiiggvény az ismeretlen 6 torzitatlan becs-

lése, ha E(g(&1,...,&,)) = 0, illetve aszimptotikusan torzitatlan becslése, ha
lim E(g(&,...,&)) =0.
n—-m:o0

11.1.1. Alapstatisztikak
o Atlag:
— Definicidja: £ =137 &,

— Tulajdonsagai: Az atlag az elméleti varhato érték torzitatlan becslése. (azaz E(€) =
m).

e Tapasztalati szoérasnégyzet, mas néven empirikus szorésnégyzet:
—\2
ciaio. 2 L 1N o
— Definici6ja: s2 =157 (& —¢)".
—\ 2
At A 2 — LN ¢2
— Kiszamitasa: s2 =237 & — (£)".

— Tulajdonsagai: A tapasztalati szérasnégyzet az elméleti szordsnégyzet aszimptoti-
kusan torzitatlan becslése.

e Korrigalt tapasztalati szérasnégyzet

— Definicidja: s3? = ﬁ S (& — &)
n_ o*2

— Kiszdmitasa: s? = —-s,7, azaz ha mar kiszamoltuk az empirikus szorasnégyzetet,

akkor a korrigalt empirikus szorasnégyzetet célszert abbol szamolni.
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— Tulajdonségai: A korrigalt tapasztalati szorasnégyzet az elméleti szorasnégyzet tor-
zitatlan becslése.

e Szoérasegyiitthato:

— Definicioja: %"

e Tapasztalati median (jele: med):

— Ha a mintat nagysag szerint rendezziik, akkor rendezett mintat kapunk. A rende-
zett minta tagjait x-gal jeloljik: &7, &, ..., &. A rendezett minta tagjai mar nem
valoszintiségi valtozok. A rendezett minta segitségével definidlhatjuk a minta me-
dianjat, amely paratlan elemszam esetén a minta kozépss eleme, paros esetén a két
kozépss szamtani kdzepe. A tapasztalati medidnnal az elméleti mediant becsiiljiik.

e MAD (Median abszolut eltérés).

— Ugy szamoljuk, hogy minden mintaelembél levonjuk a mediant, vessziik az igy kapott

szamok abszolut értékét, majd ezek medianjat, azaz MAD(E;) = med(|¢; — med]|).
e Tapasztalati eloszlasfiiggvény.

— Definicija: F; : R — R

,  hax <&
, hadf<a<&,, (k=12,...,n—1)
, hax>¢r.

i (o) =

=3O

— A tapasztalati eloszlasfiiggvény egy balrol folytonos, monoton névekvs 1épesés fiigg-
vény, amely a rendezett minta minden eleménél %—et ugrik. (itt most feltételezziik,
hogy a rendezett minta minden eleme kiilonb6z6).

— Glivenko-Cantelli tétel (a statisztika alaptétele):

P (hm sup |[F* (2) — F(z)| = 0> =1,

n—oo z€R

azaz a tapasztalati eloszlasfliggvény segitségével rekonstrualhaté a mintabol az el-
méleti eloszlasfiiggvény, ha n elég nagy.

Numerikus feladat: Legyen a minta: 0.961, 0.055, 0.24, 0.321, 0.134, 0.888, 0.786, 0.415,
0.799, 0.870. Hatarozzuk meg az alapstatisztikakat.

Megoldas:
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o Atlag: ¢ =.

e Tapasztalati masodik momentum: mq = 0.4079.

e Tapasztalati szérasnégyzet: s2 = my — Z2 = 0.4079 — 0.5469% = 0.1088.
e Tapasztalati szoras: s, = \/% = 0.3299.

e Korrigalt tapasztalati szorasnégyzet: si? = =52 = 120.1088 = 0.1209.

n—1

e Szorasegylitthato: %” = 05i26999 = 0.0603.

o Medidn: med = w = 0.6005.

e Mad:
|0.055 — 0.6005| = 0.5455, |0.134 — 0.6005| = 0.4665,

10.24 — 0.6005| = 0.3605,  |0.321 — 0.6005| = 0.2795,
10.415 — 0.6005| = 1855, 10.876 — 0.6005| = 0.1855,
10.799 — 0.6005| = 0.1985,  |0.870 — 0.6005| = 0.2695,
10.888 — 0.6005| = 0.2875,  |0.961 — 0.6005| = 0.3605.

7 : _ 02402875 _
Igy kapjuk, hogy MAD = 225280 — (.2835.

11.1.2. A maximume-likelihood becslés

Maximum-Likelihood becslés Folytonos eloszlas esetén Legyen &, ... &, egy fiiggetlen
minta, 6 az ismeretlen paraméter.

Likelihood fiiggvény: L(0) = L(0,¢,,....&,) = [, f(&,0), ahol (z,0) — f(z,0) (v €
R, 0 € ©) jeloli az elméleti eloszlasfiiggvényt.

A Loglikelihood fiiggvény: [(§) = —InL(0) = —>_"  In(f(&;,0)).

Becslés: Az ismeretlen 6 paramétert f-val becsiiljiik. A 0 a Likelyhood fiiggvény maximum-
helye, azaz az az érték, melyre

max L(6) = L(0).

A numerikus példak megoldasa soran nem maximumbhelyet, hanem stacionarius pontot kere-
siink, amihez a

)
51(6) =0

egyenletet kell megoldanunk.
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Maximum-Likelihood becslés folytonos eloszlas esetén Legyen &, ... &, egy fiiggetlen
minta, 6 az ismeretlen paraméter.

Likelihood fiiggvény: L(0) = L(0,¢,,....&,) = [, f(&,0), ahol (z,0) — f(z,0) (v €
R,0 € ©) jeloli az elméleti eloszlasfiiggvényt.

A Loglikelihood fiiggvény: [(0) = —In L(0) = —>_"  In(f(&;,0)).

Becslés: Az ismeretlen 6 paramétert f-val becsiiljiik. A 0 a Likelyhood fiiggvény maximum-
helye, azaz az az érték, melyre

~

max L(6) = L(9).

A numerikus példiak megoldédsa sordn nem maximumhelyet, hanem stacionarius pontot kere-
stink, amihez a

)
51(6) =0

egyenletet kell megoldanunk. R R
Becslés: Az ismeretlen 6 paramétert 0-val becsiiljiik. A 0 a Likelyhood fiiggvény maximum-
helye, azaz az az érték, melyre

max L(0) = L(9).

0coO

A numerikus példak megoldasa soran nem maximumbhelyet, hanem stacionarius pontot kere-
stink, amihez a

0
—I1(0)=0
550
egyenletet kell megoldanunk.
Maximum-Likelihood becslés diszkrét eloszlas esetén Legyen &, ..., egy fiiggetlen

minta, 0 az ismeretlen paraméter.
Likelihood fiiggvény: L(0) = L(6,&;,...,&,) = [[_, p(&.0), ahol p(k,0) jeldli az elméleti
eloszlast.
A Loglikelihood fiiggvény: [(0) = —In L(0) = — > " In(p(&;,0)).
Becslés: Az ismeretlen 0 paramétert 0-val becsiiljiik. A 0 a Likelyhood fiiggvény maximum-
helye, azaz az az érték, melyre N

max L(0) = L(0).
A numerikus példak megoldéasa soran nem maximumbhelyet, hanem stacionarius pontot kere-
stink, amihez a

0

egyenletet kell megoldanunk.
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Mindkét fenti esetben, ha az ismeretlen paraméter egy vektor, példaul 6 = (0, 6,), akkor az

0 0
—1(01,05) = —1(01,05) = 0.
891 ( 1, 2) 07 892 ( 1, 2) 0

egyenletrendszert kell megoldanunk.

Numerikus feladatok:
1. & € Poiss(\) (i =1,2,...,n) és a \-t keressiik;

2. & €N(m,0?) (i=1,2,...,n) és am-et és o-et keressiik;



12. fejezet

Matematikal Statisztika 11.
(intervallumbecslések)

12.1. Rovid elméleti osszefoglalo

12.1.1. Intervallumbecslések

Az intervallumbecslés Adott egy &, &, ..., &, fiiggetlen minta, amelynek eloszldsa egy
ismeretlen 0 paramétert tartalmaz. Keressiik a g(§1,&a,...,&n), 9(&1, 62, - - ., &) statisztikikat,
amelyekre:

P(ﬂ(§17527~--7§n) <0 <§(51,§2,~~;§n)) > 1-—a.

Ekkor a (9(&1,82,---,6n),9(&1,62, - - -, &n)) intervallumot 1 — o megbizhat6sagi szinti kon-
fidencia intervallumnak nevezziik.

A tovabbiakban &, &, ..., & ~ N (p,0?) a fiiggetlen minta. Az alabbi eseteket vizsgaljuk:

1. p-t becsiiljiik 02 ismert. Ekkor a kovetkezd statisztikat hasznaljuk:
f?T’VL\/_ ~ N(0,1).
2. p-t becsiiljiik 02 ismeretlen. Ekkor a kovetkezd statisztikat hasznaljuk:

5__M\/ﬁ ~ .
o

A t,,_1 eloszlast n — 1 szabadsagfokn t-eloszlasnak nevezziik.
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3. o2-et becsiiljiik. Ekkor a kovetkezd statisztikat hasznaljuk:

A X2, eloszlast n — 1 szabadsagfokiu khi-négyzet eloszlasnak nevezziik.

Numerikus feladat. Legyen &, &, ..., & ~ N(u,0?) fiiggetlen minta, amelyre n = 10 ,

¢ =1.12, 0p = 0.3162. Adjuk meg a 95%-0s konfidencia-intervallumot j szamaéra.

Megoldas. Tudjuk, hogy g;—o“\/ﬁ ~ N(0,1). Igy kapjuk, hogy

P(—u§x<£_'u\/ﬁ<u§> =1-aq,

0o

amib6l kapjuk, hogy ®(us) — (1 —®(usg)) =2®(ug) —1 =1—q, azaz P(us) = 1 -5 = 0.975.
A us értéke visszakereshetd a normalis eloszlas tablazatbol, ug = 1,960. Ezzel az ug értékkel

—ug <€_M\/ﬁ<u%
0o

teljesiil. Ezt az ez egyenlétlenséget kell p-re rendezni.

— ogu% — O'U% — O-[)U%
E-u<—= = &- <p<E+—2=2

Tehat a keresett konfidencia intervallum: 0.92 < p < 1.32.

Numerikus feladat. Legyen &i,8,...,§, ~ N (p,0?) fiiggetlen minta, p-t és oo-t sem is-
merjiik. Legyen n = 10 , £ = 1.12, s} = 0.3162.. Adjuk meg a u szamara egy konfidencia-
intervallumot 95%-o0s megbizhatésagi szinttel.

Megoldas. Az alkalmazott statisztika ebben az esetben:

5_ N\/ﬁ ~ tp-1.

*
STL

Mivel a t, 1 eloszlas strtségfiiggvénye szimmetrikus az y tengelyre, igy most is egy origéra
szimmetrikus intervallumot keresiink.

P(—x<£;uﬁ<$):1—a

n
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Jelolje F a t,,_y eloszlas eloszlasfiiggvényét. Ekkor F(x) — F(—x) = 1 — «, amibdl kapjuk, hogy
F(z) =1- %. Sajnos az altalunk hasznalt tablazat nem tgy definialja az eloszlasfiiggvényt,
ahogy mi, hanem egy G(x) = P(¢ > ) (x € R) médon definialt fiiggvény értékei szerepelnek.
Ekkor F(x)+G(z) = 1, Igy azt az x értéket keressiik, amelyre G(x) = 1-F(z) =1-(1-%) = ¢,
(n = 10, akkor n — 1 = 9. Tehat a 9. sort és a 0.25 oszlopot nézem.) Igy = = 2.262. Ezzel az
x értékkel _

§—p

*
n

—2.262 < Vn < 2.262

teljestil, ezt az egyenlétlenséget kell p-re rendezni.

_ 2.262 - s, _ 2262 s _ 2262 s
E-pl< = = BTt ap<Er T

N4
Tehat a keresett konfidencia intervallum: 0.8938 < p < 1.3462.

Numerikus feladat. Legyen &,&, ..., &, ~ N (u, 0?) fiiggetlen minta. Legyen n = 10, s? =
0.099. Szerkessziink konfidencia-intervallumot oy szamara 95%-os megbizhatosagi szinttel.

Megoldas. Tudjuk, hogy

2

ns;

2
0_2 ~ Xn-1-

Mivel a x2_, eloszlas stiriiségfiiggvénye nem szimmetrikus az y tengelyre, sét a [0, oo| félegye-
nesre koncentralodik, ezért olyan nemnegativ x, és vy szdmokat keresiink, amelyekre

2
ns
]P’(xa<a—2"<a:f):1—a

teljesiil, de még azt sem tudjuk garantalni, hogy a legrovidebb ilyen tulajdonsagu intervallu-
mot megtaldljuk. Ez az egyenlet ekvivalens a kovetkezével, amiben F jeléli a x? | eloszlas

eloszlasfiiggvényét.
F(zf) —F(z,) =1—a

Ehhez elegendd, ha az x, és vy szdmokat tgy valasztjuk meg, hogy

« a

F =1——=, F(x,) =—

teljesiil. Megint abba a problémaba iitkéziink, hogy nem az eloszlasfiiggvény értékeit tartalmaz-
za az altalunk hasznalt tablazat, hanem egy olyan G fiiggvény értékeit, amelyre G(x)+F(z) = 1.

Igy azokat az x, és ¢ szamokat keresstik, amelyekre

«

Glag) =1— %
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Mivel n = 10, igy a tablazat 9. sorat és a 0.25, illetve 0.75 oszlopat kell nézni. Igy kapjuk,
hogy xy = 19.023 és x, = 2.7004. Ezekkel az értékekkel

2
2.7004 < o1 < 19,023,
o

A kapott egyenlétlenséget o-ra kell rendezni.

1 < o2 - 1 ns? o< ns?
= 1/ o .
19.023 ns?z  2.7004 19.023 2.7004

Tehat a keresett konfidencia intervallum 0.228 < o < 0.7023.




13. fejezet

Matematikal statisztika III.
hipotézisvizsgalat

13.1. Rovid elméleti osszefoglalo

13.1.1. Hipotézisvizsgalatok

Egyszeri alap és ellenhipotézis Legyen £ = (&1, &, ..., &) egy minta. A k6zds eloszlés-
fiiggvény F(-;0), ahol  az ismeretlen paraméter. © C R a paraméter, (illetve © C RY | azaz a
paramétertér elemei vektorok). A © és a O olyan részhalmazai a ©- nak, amelyeknek diszjunkt
unidja a ©. Hipotéziseket fogalmazunk meg a 6 ismeretlen paraméterrel kapcsolatban.

e H, alaphipotézis: 6 € O.
e H, ellenhipotézis: 0 € O;.

A tovabbiakban csak egyszert alap és ellenhipotézissel foglalkozunk. Egyszerii alaphipotézisrdl
beszéliink, ha ©q egy elemii, azaz ©y = {0y} és ennek megfeleléen ©1 = © \ {0y}, ahol a 0 egy
rogzitett eleme a paramétertérnek.

Tehat roviden:

e H, egyszerii alaphipotézis: 0 = 0,.
e H, ellenhipotézis: 0 # 6.

Dontentink kell arrél, hogy az alap, vagy az ellenhipotézist fogadjuk el. A dontés a kritikus
tartomany segitségével torténik.

A kritikus tartomany. Legyen x = {(x1,...,2,)|z1,. .., 2, mintarealizicio} C R™ a minta-
tér. (A mintatér komponensei is lehetnek vektorok). A mintateret felosztjuk két részhalmazra
x = CUC. A C halmaz a kritikus tartomany. A kritikus tartomany segitségével déntiink.
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e Ha (z1,...,x,) € C, akkor Hy-t elvetjiik és H,-et fogajuk el.
e Ha (x1,...,7,) € C, akkor Hy-t elfogadjuk.
A proéba szignifikancia szintje. Egy prébat a-szintiinek neveziink, ha
P(¢ € C|Hyp) < a.
Akar elfogadjuk, akar elvetjiik az alaphipotézist, véthetiink hibakat.

Az els6 és a masodfaja hiba. Elséfaji hiba a P(§ € C|Hy) valoszintiség, azaz annak a va-
l6szintisége, hogy Hy-t elvetjiik, pedig igaz.

Mésodfajii hiba annak a P(¢ € C|H,) valoszintiség, azaz annak a valészintisége, hogy Hoy-t
elfogadjuk, pedig hamis.

Az els6 és a masodfaju hiba egyarant veszélyes. Gondoljunk bele, hogy az alaphipotézistink
az, hogy egy adott gyogyszer gyogyit egy adott betegséget. Els6faju hiba esetén a beteg emberek
nem szedhetik a hatésos gyogyszert. Masodfaju hiba esetén a beteg embereknek hatastalan
gyogyszert kell szedniiik.

A szignifikancia szint azt mondja meg, hogy legfeljebb mekkora lehet az elséfaja hiba. Ertéke
elére meg van adva. Tipikus értékek: 0.05, 0.01.

Most roviden Osszefoglaljuk, azokat a probékat, amelyekkel ezen a gyakorlaton megismer-
kediink.

Varhat6 értékre vonatkozo probak:
e Egymintas probak:

— Egymintas u préba. A minta elméleti varhato értéke p és py egy megadott érték.
Alaphipotézisiink p = pg. Az egymintas u proba akkor alkalmazhaté, ha ha a minta
0 szorasa ismert.

— Egymintas t proba. A minta elméleti varhato értéke p és g egy megadott érték.
Alaphipotézisiink j1 = pg. Az egymintas t proba akkor alkalmazhato, ha ha a minta
o szordsa nem ismert. Ekkor o szerepét s veszi at.

e Kétmintas prébak:

— Kétmintas u préba. A két minta varhaté értéke p; és po. Alaphipotézisiink
i1 = o azaz a két minta varhato értékének egyezését vizsgaljuk. A kétmintas u
proba akkor alkalmazhato, ha ha a két minta o szérasa ismert és megegyezik.
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— Kétmintas t préba. A két minta varhaté értéke py és po. Alaphipotézisiink
1 = o azaz a két minta viarhato értékének egyezését vizsgaljuk. A kétmintas
t proba akkor alkalmazhato, ha ha a két minta szérasa megegyezik, azonban nem
ismert. Az ismeretlen szorasok egyezését az F' probaval ellendrizziik. Ha a két minta
szorasa kiilonbozs, akkor a varhaté értékek egyezése Welch prébaval ellenérizhetd,
azonban a Welch probat nem ismertetjiik ebben a jegyzetben.

Szoérasnégyzetre vonatkozoé proba:

e \? préba. Ez egy egymintés proba, amelyben az ismeretlen szérdsra vonatkozik. Ennek
megfelelden az alaphipotézisiink: o = o0y, ahol o a minta szérasnégyzete, oy egy megadott
érték. A préba hasznalatahoz nem sziikséges ismerni a minta varhato értékét.

13.1.2. Az egymintas U-préba

Legyen &, &, ..., & & ~ N (u,0?) fiiggetlen minta. o2

ismeretében.
Hipotézisek:

ismert. A p-re adunk hipotézist o

® Hoi/,l,:/,bo.
o My = p# po.

Adott « szignifikancia-szint esetén ugy dontiink, hogy kiszamitjuk az wu; és ug, értéket.

Uy = Utablazat, Usz = Uszamitott-
o Az u,, szamitasa:

Uy, = 5__#\/5
o

e Az u, szamitasa:Tudjuk, hogy ETT“\/_ ~ N(0,1), feltéve, hogy u = o, igy

P(—Ut<§?TM\/ﬁ<Ut

Ho) — D) — B(—w) = 2B(u) — 1 = 1— 0,

amibdl kapjuk, hogy

!
A kapott Osszefliggés alapjan a normalis eloszlastablazatbol meghatéarozzuk az u, értéket.
Példaul, ha a szignifikancia szint a = 0.05. Ekkor ®(u;) = 1 — 2% = 0.075, amibdl

kapjuk, hogy



e A dontés: Ha |ug,| < uy, akkor Hy-t elfogadom (ellenkezd esetben elvetem).
Numerikus feladat. A kévetkezd feladatokban: n =6, ug = 1, o = 0.02.
a. £

b. £

0.98. Ekkor |ug,| = 2/ = 2.4495, igy |us,| # us, tehdt Ho-t elvetjiik.

0.99. Ekkor |ug,| = g;—O“\/ﬁ = 1.2247, igy |us,| < uy, tehat Hoy-t elfogadjuk.
c. €= 1.01. Ekkor |uy,| = £E\/n = 1.2247, igy |us,| < uy, tehat Hy-t elfogadjulk.

d. € = 1.02. Ekkor |uy,| = ££/n = 2.4495, igy |us,| & ue, tehat Ho-t elvetjiik.

g0

13.1.3. Az egymintas t-préba

Legyen &1, &, ...y & & ~ N (i, 0?) fiiggetlen minta. o nem ismert.
Hipotézisek:

o Hy: p1= po.

o Hi: p# up.

Adott «a szignifikancia-szint esetén tgy dontiink, hogy kiszamitjuk az t, és ty, értéket.

ty = ttéblézata ts, = tszamitott-

e Az t,, kiszamitasa:

3

s, =
S

NG
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e A t, szamitasa: Tudjuk, hogy i——“\/ﬁ ~ t,_1, feltéve, hogy u = pg. Jeldlje F a t, 4

closzlasfiiggvényét. F(t,) — F(—t;) = 2F(t,) — 1 = 1 — «, amibdl kapjuk, hogy

F(t) =1- 7.

A baj azonban az, hogy az altalunk hasznalt tablazatban egy olyan G fiiggvény értékei
szerepelnek, amelyre G(z) = P(¢ > 7) (z € R). Igy F(z)+G(z) = 1, azaz F(z) = 1-G(x).

1 - G(ty) = 1 — 5, amibdl kapjuk, hogy

Gt) = 3.

Az « tipikus értéke 0.05. Igy G(t;) = 0.025, ebbdl kell visszakeresni a t; értékét.
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e Dontés: |ty,| < t;, akkor Hj elfogadom, ellenkezd esetben elvetem.

Numerikus feladat. Legyen n = 6, s; = 0.02, o = 1, a = 0.05. Ekkor § = 0.025, igy
t; = 2.262 (9. sor 0.025 oszlop). Déntsiink az alabbi esetekben:

a €

b. ¢

0.98. Ekkor |ts,| = g—;“—“ n = 2.4495. Igy Hy-t elfogadom.

0.99. Ekkor |t,| = S/ = 1.2247. Igy Ho-t elvetem.
c. € =1.01. Ekkor |t,,| = $2\/n = 1.2247. Igy Hy-t elvetem,

d. £ = 1.02. Ekkor |t,,| = &£\/n = 2.4495, Igy Ho-t elfogadom.

*
Sn

13.1.4. A kétmintas u-préba
Adott 517 527 ) gm (51 ~ N(,U,l,O'Q)) ¢s M, M2, -5 1n (772 ~ N(M2702)) fuggetlen mintdk.
o Hy:p = po.

.Hliﬂl#,ug.

Adott « szignifikancia-szint esetén ugy dontiink, hogy kiszamitjuk az t; és tg, értéket.

U = ttéblézatu Ugy; = tszémitott‘
e Az ug, kiszamitasa:
E—7m mn
uSZ e [ad N(O, 1),
o m-+n

feltéve, hogy 11 = ps.

o Az u; kiszamitasa: « szignifikancia szint esetén az u;-re teljesiil, hogy ®(u;) =1 —
igy a megfelels u; értéket kikeresem a tablazatbol.

(R

)

e Dontés: |ug,| < ug, akkor Hy elfogadom, ellenkezd esetben elvetem.

Numerikus feladat. Tegyiik fel, hogy m = 5, n = 6. a = 0.05 szignifikancia szintii prébat
néziink. Ekkor - mint ahogy azt korabban mar lattuk - u; = 1.96.

a. £ =0.98,7=1.02, 0 =0.03. Ekkor

E—ﬁ mn |
o m4+n|

098 —-1.02 /6-5
0.03 6+5

= 2.2019 # 1.96,

s, | = ‘

tehat Hy-t elvetem.
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b. £ =0.99, 7 =1.01, 0 = 0.03. Ekkor

099—-101 /6-5
0.03 6+5

E—ﬁ mn
o m—+n

= 1.1010 < 1.96,

|uss| = ‘
tehat Hy-t elfogadom.

13.1.5. A kétmintas t-préba

Adott 517 527 R gm (5@ ~ N(M1702)) és M, M2, -5 T (7h ~ N(,u270'2)) fuggetlen mintak.
Azonban most a 0?2 kozds szorasnégyzet nem ismert.

o Hy: py = po.

.Hliul#,ug.

Adott « szignifikancia-szint esetén tgy dontiink, hogy kiszamitjuk az t; és t, értéket.

tt - ttéblézatu ts, = tszémitott'
o Az t,, kiszamitasa:
/ §7 Tt
sz — ~ lm4n—2
(m—1)s:22+(n—1)sx2 \| M +n ’
m-+n—2

feltéve, hogy 1 = ps.

[+

5 Osszefiiggés

e Az t; kiszamitasa: « szignifikancia szint esetén a t; értékét a t,, 1, 2(t;) =
alapjén visszakeressiik a tablazatbol.

e Dontés: |tg,| < t;, akkor Hj elfogadjuk, ellenkez§ esetben elvetjiik.

Fontos, hogy a kétmintas t-proba csak akkor alkalmazhato, ha o1 = 05, Ezt a tényt kétmintas
F-probaval ellendrizziik.

13.1.6. Az F-proéba
Adott &1, &oy vy & (& ~ N (s 0)) € 1, 1o, -y (0 ~ N (p2, 03)) fiiggetlen minték.
° Hoi 01 = 02.

® HII H1 =01 7é0'2.
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A dontéshez ki kell szdmolni a f,, statisztika értékét, illetve a tablazatbol ki kell keresni a
megadott « szignifikancia értékhez tartozoé x,, xy értékeket.

e Az f,, kiszamitasa:

5*2

m
fsz = a2~ Fm—l,n—la
Sn

feltéve, hogy m > n.

o A z,, z; érték kiszamitasa: Jelolje F az F},,_; ,_; eloszlas eloszlasfliggvényét. Az z,,
értékeket gy hatarozzuk meg, hogy: F(z,) — F(xy) = 1 — a teljesiiljon. Ehhez elegends,
ha

(6% (%
§a

e Dontés: x, < f,, < x3, akkor Hj elfogadom, ellenkez§ esetben elvetem.

]F(ZL‘b) =1-

13.1.7. A khi-négyzet préba
x2-proba: Adott &1, &, ..., & (& ~ N (i, 0?)) fiiggetlen minta.

e Hy: 0 =o0y.
e Hy: 0 # 0y.

A dontéshez ki kell szamolni a yg, statisztikiat és a x,, z, értékeket, melyek segitségével
adott szignifikancia szint esetén dontiink.

e A \,, kiszamitasa:

ns
_ n 2
Xsz = 2 ~ Xn—17
09

feltéve, hogy o = ay.

e Az 1, és 1, értékek meghatarozasa: Jelolje F az x2 | eloszlas eloszlasfiiggvényét. Az
T4, Ty értékeket Ggy hatarozzuk meg, hogy: F(zs) —F(zs) = 1 — o, amihez elég, ha

F(z;) =1— % ¢ F(z,) = %
A tablazatban x,_1(z) + F(x) = 1, ennek megfelelGen a
o o
anl(xf) = 5 es anl(xa) =1- E

Osszefiiggéseknek eleget tevs x, és x;, értékeket nézziik ki a tablazatbol.

e Dontés: Ha z, < fy, < xy, akkor Hj elfogadom, ellenkez§ esetben elvetem.
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13.1.8. Illeszkedésvizsgalat

Legyen &1, &, ..., &, egy fiiggetlen minta F eloszlasfiiggvénnyel. A hipotézisek:
o Hy: F=T,.
o Hi: F#£T,.
A dontéshez ki kell szamolnunk a xg, és x; értékeket.
Felosztjuk a szamegyenest n részre: osztopontok
—00=ag < a1 <ag < - < ap_q < ap = -+00.

A felosztéas elejérdl illetve a végérdl elhagyjuk azokat a részintervallumokat, amelyekbe nem esik
mintaelem.
Az intervallumba esés valoszintisége H, feltételezése esetén az Iy eloszlasfiiggvény segitsé-
gével
Pla;y <& < a;) = Fo(a;) — Folai1) = p;
modon szamolhato.
Jelolje az n; az i. intervallumba es6 mintaelemek szamat. Ekkor

(ﬁz‘ - npi)Q 2
; Xk—1

k
1=

1

feltéve, hogy F = Ty, azaz H, igaz. Ekkor mér meg is van a dontéshez sziikséges xg, és Xt
értékiink.

e A y,, szamolasa:

k(o — np)2
stzz(m npz) )

n .
i=1 Pi

H()) =1-oqa.

Azonban nekiink most nem ilyen téablazatunk van. A komplementer esemény valoszint-
ségére vonatkozo Osszefiiggés alapjan kapjuk, hogy
HO) = Q,

~ (; — npy)?
P A >
igy a megfelels x; érték a x? tablazatbol kikereshet: k—1. sor (k volt a részintervallumok
szdma) és a oszlop.

e A y; szdmolasa: A fentiek alapjan tudjuk, hogy

/rl/ .
i=1 Pi
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e A dontés: x,, < x;, akkor H elfogadjuk, ellenkezs esetben elvetjiik.

Numerikus feladat: Szabalyos-e a dobokocka? Egy dobokockaval 100 dobést végeztiink. Az
egyes dobasok gyakorisagait az alabbi tablazat tartalmazza.

[1]2]3]4])5]6]
| 7]26]21]18]15]13

Doéntsiink o« = 0.05 szignifikancia szint esetén, arrol, hogy szabalyos-e a dobdkocka, azaz H,
jelenti azt, hogy szabalyos.

Ekkor Ty egy olyan eloszlasfiiggvény, amely az 1, 2, ..., 6 szamok mindegyikén %-ot ugrik.
Tekintsiik a

ap = 05, a; = 15, g = 25, as = 35, a4 = 45, as = 55, ag = 6.9.
beosztast. Ekkor

1
pi:PO(ai)—Po(ai_l) = 6 (1 = 1,2,6)
Igy np; = é - 100 = 1—20 minden 1 =1,2,...6 esetén.
6
o (i —np)?
Xon = Z np; B

i=1

6 100 2 100 2 100 2
— —[[18- = 26 — — 291 — —
o (= 50) (2= ) (-2

100 2 100 2 100\ 2
17— — 15— — 23— | =
(r-2) () (o 2)]
— 13.04.

Masrészt o = 0,05, szabadsagi fok k — 1 = 5, igy a tablazatbol kapjuk, hogy x: = 16.750
Xsz < Xt teljesiil, igy elfogadjuk Hy-t.

13.1.9. Normalis eloszlasbdl szarmaztatott eloszlasok

1. x? eloszlas: Legyenek &, &, ..., & ~ N(0,1) fiiggetlenck. Ekkor &%, ..., &2 ~ X2 (n
szabadsagfoki x? eloszlas)

2. t vagy Student eloszlas: & ~ N80,1), x? fiiggetlenek. Ekkor

Gosset ir lizletember dolgozta ki Dublinban.

\/%2 vn o~ t,. William

3. F eloszlas: X2, x2, fiiggetlen eloszlasok. X Fo.m (n, m szabadsagfoki F eloszlas)

2
vagy Snedecor eloszlas. "

=
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