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1. fejezet
Feladatok

1. Kombinatorika, klasszikus val6szintiségi mezé6

1.1. Kombinatorika

Ha egy dobokockéaval 1-szer, 2-szer, 3-szor dobunk, és a dobott szamok Osszegét vizsgaljuk,
az ekvivalens azzal, hogy 1, 2, 3, (...) dobokockaval dobunk és a dobott szamok Osszegét
vizsgaljuk. A kovetkezs feladatban az elsé megfogalmazast fogjuk kovetni. A dobokocka a
tovabbiakban szabalyos dobokockat jelent.

1. Feladat. e Hdanyféle sorrendje van az A, A, B, B, B,C,C bettknek?

2. Feladat. e 7 vendég érkezik eqy kempingbe. A wvendégeket 3 fahdzban tudjdik elhelyezni,
melyek kézil az elsé 2 dgyas, a mdsodik 3 dgyas, a harmadik 2 dgyas. Hanyféleképpen lehet
elhelyezni a vendégeket a fahdzban, ha az elhelyezésnél csak az szamit, hogy melyik vendég melyik
fahdzba keril?

3. Feladat. e Hanyféleképpen lehet 4 egyforma levelet 5 beszdmozott rekeszbe rakni, ha minden
rekeszbe

a. legfeljebb eqy levél keriilhet;
b. tobb levél is keriilhet.

4. Feladat. e Hdanyféleképpen lehet J db beszdmozott levelet 5 beszdmozott rekeszbe elhelyezni,
ha minden rekeszbe

a. legfeljebb eqy levél keriilhet;

b. tobb levél is keriilhet.



5. Feladat. e Eqy cukorkacsomagolo iizemben eqy gép 5-féle cukorkdt tolt zsdkocskdkba. Minden
zsdkocskdaba 4 db-ot télt véletlenszerden. Hdanyféle zsdkocska keletkezhet a téltés sordn?

6. Feladat. *

a. Judo versenyen, a dijkiosztason a 4 dijazott még 1-1 cukorkdt is kap. A cukorkdk 3 félék
(A, B, C). A dikioszto mindhdrom cukorkaféleségbdl 2-2 darabot tart a zsebében, azaz 6
darabot. Hdanyféleképpen tudja kiosztani a 4 cukorkdt?

b. Van r db kiilonbozd betd, ezek Ly, Lo, ..., L, Az Ly betikbdl k1, az Ly betiikbdl ko, ..., az
L, betikbol k, darab van, ahol ki + ke + - -- + k, = n. Hdnyféleképpen képezhetd k tagi
sorozat az n betikbdl, ha 0 < k < n.

(Irjon fel rekurzict. A kapott rekurzid segitségével is oldja meg az a. feladatot.)

1.2. Klasszikus val6szintiségi mezé6

7. Feladat. a. Egy dobokockdval dobunk. Mennyi a valdszinisége, hogy a dobott szam leg-
aldbb 2, de legfeljebb 4. (A esemény)

b. Egy dobokockdval 2-szer dobunk. Mennyi a valoszinisége, hogy a dobott szamok dsszege
legaldabb 4, de legfeljebb 8. (B esemény)

c. Egy dobokockdval 3-szor dobunk. Mennyi a valdszinisége, hogy a dobott szamok osszege 6
és 12 kozé esik. (C esemény)

8. Feladat.

a. Eqgy dobokockdval dobunk. Mennyi a valdszinisége, hogy a dobott szam oszthato-e 2-vel
vagy 3-mal?

b. Egy dobokockdaval 2-szer dobunk. Mennyi a valdszinisége, hogy a dobott szdmok dsszege
oszthato 2-vel vagy 3-mal?

c. Egy dobokockaval 3-szor, 4-szer, ... dobunk. Mennyi a valdszinisége, hogy a dobott szd-
mok dsszege oszthato 2-vel vagy 3-mal?

A 32 lapos magyar kartya:
4 szin: piros - P, tok - T, makk - M, zold - Z;
8 figura: VIL:=7, VIIL:=8, IX:=9, X:=10, als6:=a, fels6:=f, kiraly:=k, asz:=d (diszno).

9. Feladat. 32 lapos magyar kdrtydbol visszatevés nélkil kihizunk 3 lapot. Jelolje A azt az
eseményt, hogy a kihuzott elsd lap piros, B azt az eseményt, hogy a kihizott harmadik lap
piros. Hatdrozza meg az A és a B események valosziniségét.



10. Feladat. Adottak a 0,0,1,1,2 szamjeqyek. Ezekbdl képezziik az 6sszes lehetséges 5-tagi
sorozatokat. FEzek a sorozatok a 10-es szdmrendszerben eqy szam szdmjegyei. Tekintsik az
aldbbi eseményeket:

A:= 5-jeqyi szdmot kapunk;

B:= 5-jegyi pdros szamot kapunk;

C:= 5-jeqyt pdaratlan szdmot kapunk.
Hatdrozzuk meg az A, B, C' események valosziniiségét.

11. Feladat. e Egy urndban van 6 golyo beszamozva 0-tol 5-ig. Visszatevés nélkil kihizunk
3-mat. Mennyi a valoszinisége, hogy a kihizott szamok a hizds sorrendjében a szamjeqyek

a. egqy 3-jeqyl szam szamjegyei; (A esemény)
b. egy 3-jegyid pdros szam szamjegyei (B esemény)
c. egy 3-jegyd pdratlan szdm szamgegyei (C' esemény).

12. Feladat. e Egy urndban van 6 golyo beszdmozva 0-tol 5-ig. Visszatevéssel kihizunk 3-mat.
Mennyi a valoszinisége, hogy a kihiuzott szamok a hizds sorrendjében a szamjeqgyek

a. egqy 3-jeqyl szam szamjegyei; (A esemény)
b. egy 3-jegyid pdros szam szamjegyei (B esemény)

c. egy 3-jegyd pdratlan szdm szamgegyei (C' esemény).
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2. Golyoéhuzas urnabél visszatevés nélkiil, visszatevéssel, geo-
metriai valoszintiség, miiveletek eseményekkel

2.1. Golyoéhtuzas urnabdl visszatevés nélkiil

1. Feladat. Egy urndban csak piros és fehér golyok vannak. Visszatevés nélkil kihuzunk 4
golyot. Mennyi a valdsziniisége, hogy a kihiizott piros golyok szdma legfeljebb 2, ha

a. a piros golyok szama 3, a fehér golyok szama 6;

b. a piros golyok szdma 12, a fehér golyok szama 24;
c. a piros golyok szama 30, a fehér golyok szama 60;
d. a piros golyok szama 300, a fehér golyok szama 600.

2. Feladat. e FEgy urndban csak piros és fehér golyck vannak, 10 piros és 20 fehér golyo.
Visszatevés nélkil kihizunk 10 golyot. Mennyi a valdszinisége, hogy a kihizott golyok kézil
legalabb 3 piros?

2.2. Golyo6huzas urnabol visszatevéssel

3. Feladat. e Egy urndban csak piros és fehér golyok vannak, 1 piros és 2 fehér golyo. Vissza-
tevéssel kihizunk 4 golyot. Mennyi a valoszinisége, hogy a kihizott piros golyok szama legfeljebb
2¢

4. Feladat. e Egy urndban csak piros és fehér golyok vannak, 10 piros és 20 fehér golyo.
Visszatevéssel kihizunk 10 golyot. Mennyi a valoszinisége, hogy a kihizott golyok kézil legaldbb
3 piros?

2.3. Geometriai val6szintiség

5. Feladat. e K¢ét ember véletlenszeriien megjelenik eqy kdavéhdzban dél és délutdn 1 ora kozott,
ahol 20 percet toltenek el. Mennyi a valdszinisége, hogy taldlkoznak?

6. Feladat. e Egy félkorre ledobunk két pontot: A-t és B-t véletlenszeriien. Mennyi a valdszi-
nisége, hogy a két pontot 6sszekitd szakasz hossza eqyenld a félkor sugardval?

7. Feladat. e Két pontot: x-et és y-t ledobunk véletlenszerien a [0, 1] intervallumra. A két pont
a [0,1] intervallumot 8 szakaszra bontja. Mennyi a valdszinisége, hogy a kapott szakaszokbdl
hdromszdg szerkeszthetd?



2.4. Miveletek eseményekkel

8. Feladat. Legyenek X.,Y, 7 események, és definidljuk az A, B,C,D,E, F eseményeket az
aldbbi maodon:

a. A bekévetkezik <= az XY, Z események kozil legfeljebb 1 kéovetkezik be;
B bekovetkezik <= az X,Y, Z események kozil pontosan 1 kovetkezik be;
C bekovetkezik <= az X,Y, Z események kozil legaldbb 1 kévetkezik be;

b. @ D bekivetkezik <= az X,Y, Z események koziil legfeljebb 2 kiovetkezik be;
E bekovetkezik <= az X,Y, Z események kozil pontosan 2 kévetkezik be;
F bekovetkezik <= az X,Y, Z események kozil legaldbb 2 kévetkezik be;

2.5. Poincare formula (szita-formula)

9. Feladat. Hdfehérke mind a hét térpének ir eqy-eqy levelet. A boritékok és a levelek egyardnt
névre szoloak. Jelolje p; annak a valdsziniségét, hogy eqyik torpe sem a neki szolo levelet kapja
meg.

a. Hatarozza meg a p; értékét.

b. Hét torpe helyett n torpével szamolva mennyi a lim,, o p, hatdrérték?
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3. Bayes formula, teljes val6szintiség tétele, Bayes tétel, ese-
mények paronkénti és teljes fiiggetlensége

3.1. Bayes formula, teljes eseményrendszer, Bayes tétel

1. Feladat. e Van 3 gép. Tekintsiik a kévetkezd eseményeket:

Bi:= a termék az i-edik gépen készil (i =1,2,3);

A:= eqy termék selejtes.
Tovdbba ismert, hogy P(B;) = 0.1, P(By) = 0.2, P(B3) = 0.7; illetve a selejtarinyok az egyes
gépeken 0.02,0.01, 0.005.

a. Mennyi a valoszinisége, hogy eqy véletlenszerien kivdlasztott termék selejtes;

b. Kiwdlasztunk eqy terméket, ami selejtesnek bizonyul. Mennyi a valoszinisége, hogy a
termék az elsd, a mdsodik, illetve a harmadik gépsoron készilt?

2. Feladat. (Tobbfdzisos kisérletek)

a. Egy urndban van 4 piros és 6 fehér golyo (dsszesen 10 golyc). Kihizunk egy golydt, amit
vissza s tesziink. Ha a kihizott golyo piros volt, berakunk az urndba még 5 piros golydt,
ha fehér volt, még 3 fehér golyot. Ezt kivetden megint hizunk. Mennyi a valdszinisége,

hogy

e mdsodszorra piros golyot hizunk?

e az elsd huzdskor piros golyot hizunk, feltéve, hogy mdsodszor piros golyot hizunk.

b. Egy urndban van s piros és N — s fehér golyo, dsszesen N golyo; kihizunk eqy golydt,
amit vissza s rakunk. Ha a kihuzott golyo piros wvolt, berakunk az urndba még k piros
golydt, ha fehér volt, akkor még k fehér golyot. Ezt kévetden megint huzunk. Mennyi a
valoszinisége, hogy

o ¢ldszor piros golyot hizunk?

e mdsodszor piros golyot hizunk.

3. Feladat. e Van 3 doboz, mindegyikben 4 golyo. Az elsd dobozban van 1 piros és 3 fehér
golyo, a mdsodik dobozban van 2 piros és 2 fehér golyo, a harmadik dobozban van 3 piros és 1
fehér golyo. Véletlenszerien kivdlasztunk egy dobozt, majd hizunk beldle egy golyot. Mennyi a
valdszinisége, hogy piros golydt hizunk?

4. Feladat. e A betegek 70%-dt olyan ij kezelésnek vetik ald, amely a kordbbi 80%-0s gydgyuldsi
ardnyt 85%-ra javitja. Kivdlasztva eqy gydgyult beteget, mennyi a valdszinidsége, hogy az ij
kezelésben részestilt?



5. Feladat. 32 lapos magyar kdrtydbol hizunk két lapot. Mennyi a valdsziniisége, hogy a kihu-
zott lapok azonos sziniek, ha a laphizds

a. visszatevés nélkiili;

b. wvisszatevéses.

6. Feladat. Egy dobozban van 1 piros, 2 kék, 3 zold golyo, osszesen 6 golyo. Kihizunk 2
golyot véletlenszerien. Mennyi a valdsziniisége, hogy a kihiuzott két golyo kilonbozd szintd, ha a
golyohuzds

a. visszatevés nélkiili;

b. wvisszatevéses.

3.2. Események fiiggetlensége

7. Feladat. e Eqy egér 3 folyoson keresztiil tud eljutni eqy sajthoz. Mindhdrom folyoson 3 ajto
taldlhato, amelyek egymdstol teljesen fiiggetleniil 60% valdszindiséggel vannak nyitva. Az ajtok
bedllnak eqy csukott vagy nyitott dllapotba, €s ugy maradnak. Ha az egérke lat olyan folyosot,
amelyen minden ajto nyitva van, dtszalad a sajthoz. Mennyi a valoszinisége, hogy az egérke el
tud jutni a sajthoz?

8. Feladat. Az X ésY események figgetlenek P(X) = 0.6, P(Y') = 0.85. Mennyi a valdszini-
sége, hogy az X ésY események koziil

a. eqyik sem kovetkezik be;
b. legfeljebb az eqyik kovetkezik be;
c. legalabb az egyik kovetkezik be;

d. mindkettd bekovetkezik.
9. Feladat. Az XY, Z események teljesen figgetlenek, P(X) = P(Y) = P(Z) = 0.6. és
definidljuk az A, B,C, D, E, F eseményeket az aldbbi modon:
a. A bekévetkezik <= az XY, Z események kozil legfeljebb 1 kiovetkezik be;
B bekovetkezik <= az X, Y, Z események kézil pontosan 1 kévetkezik be;
C bekévetkezik <= az X,Y, Z események kozil legaldbb 1 kovetkezik be;

b. & D bekivetkezik <= az X,Y,Z események kozil legfeljebb 2 kovetkezik be;
E bekovetkezik <= az XY, Z események kozil pontosan 2 kévetkezik be;
F bekovetkezik <= az X,Y, Z események kozil legalabb 2 kévetkezik be;



10. Feladat. 32 lapos magyar kartydbol kihizunk eqy lapot. Legyen A az az esemény, hogy a
kihuzott lap piros, a B az az esemény, hogy a kihuzott lap dsz.

a. fliggetlenek-e az A és a B események?

b. A huzds eldtt eltdvolitjuk a paklibol a zold dszt. Fiiggetlenek maradnak-e az A és B ese-
mények?

11. Feladat. 32 lapos magyar kdrtydbol kihizunk 3 lapot. Jelolje A azt az eseményt, hogy az
elsd kihuzott lap piros, B azt az eseményt, hogy a harmadik kihizott lap piros. Fiiggetlenek-e
az A és B események?

12. Feladat. Ketten dobnak kosdrra. Az A jdatékos 0.6, a B jdtékos 0.8 valdsziniséggel taldl bele
a kosdrba. A jdték addig tart, amig valamelyik nem taldl bele a kosarba. Mennyi a valdszinisége,

hogy

a. & A kezd és A nyer;
b. A kezd és B nyer;
c. B kezd és A nyer.
d. B kezd és B nyer;



4. Varhato érték és szorasnégyzet

4.1. Diszkrét valoszintiségi valtozék varhatd értéke és szoérasnégyzete

1. Feladat. e Egy lezser hallgato mazimum 4-szer vizsgdazhat és minden vizsgan 0.25 valoszi-
niséggel sikeres. Atlagosan hdnyszor vizsgdzik eqy lezser hallgato?

2. Feladat. Két jatékos dob kosdrra, A és B. Az A jdtékos 0.6 a B jdtékos 0.8 valdsziniséggel
taldl a kosdrba. Az A jdtékos kezd. A jdaték véget ér, ha valamelyik jatékos betaldl a kosdrba, de
maximum 4-szer dobnak.

a. Atlagosan hdny dobdsig tart a jdték?
b. Mennyi a valoszinisége, hogy az A jatékos, illetve a B jdtékos nyer?

3. Feladat. Egy szabdlyos érmét feldobunk 100-szor. Mennyi a fejdobdsok szdmdnak vdrhato
értéke és szordsnégyzete?

4. Feladat. e Egy szabdlyos dobokockadt feldobunk 100-szor. Mennyi a dobott szamok dsszegének
varhato értéke és szordsnégyzete?

5. Feladat. e Egy jdtékos és a bank megporgeti a szabdlyos porgettyit, amelyen az1,2,3,4,5,6,7
szamokat lehet kipérgetni. A jdtékos akkor nyer, ha nagyobb szamot porget ki, mint a bank. Min-
den mds esetben a bank nyer. Ha a jatékos nyer, 2000 Ft-ot kap. Hdny forintot kell a jdaték
eldtt a jatékosnak befizetnie, hogy a bank jatékonkénti dtlagos nyeresége 200 F't legyen?

6. Feladat. K¢t szabdlyos porgettyivel porgetiink: eqy pirossal és eqy kékkel. Mindkét porgettyin
az 1,2,3 szdmokat lehet kiporgetni. A kipdrgetett szamokat jelolje & és &. Hatdrozza meg a
& :=min(&,&) €s azn:= max(&y, &) valdszindségi vdltozok

o closzlasdt,
e vdrhato értéket,

® 520Tdsnégyzetet.

4.2. Abszolut folytonos valészintiségi valtozok varhatd értéke és szo-
rasnégyzete

7. Feladat. e Legyen eqy & valdszintségi vdltozo siriségfiigguénye
£ C(—2*+1), ha —1<z<1,
xTr) =
0 egyébkeént.

Hatdrozza meg a C paraméter értékét, a & vdrhato értékét, a medidnjdt és szordsnégyzetét,
valamint a P(§ < E(€)) valdszintséget.
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8. Feladat. e Legyen eqy & abszolut folytonos valdsziniségi vdltozo eloszldsfligguénye

0, hax <0,
F(x) = C(z* +27), ha0 <z < 2,
1 hax > 2.

Hatdrozza meg a C' paraméter értékét, a & valdsziniségi valtozo vdrhato értéket és E(29¢ — 680)
értéket.

9. Feladat. Ledobunk véletlenszeriien két pontot, x-et és y-t a [0, 1] intervallumra. Jeldle & az x
és azy pontok tdvolsdgdt. Hatdrozza meg a & valdszinidségi vdltozo eloszlds és siriségfigguényeét,
varhato értékét és szordsnégyzetét.

10. Feladat. e Ledobunk egy pontot véletlenszerien az eqység oldalhosszu négyzetre. Jeldlje
& a ledobott pontnak az egqységnégyzet hatdratol vett tavolsdgat. Hatdrozza meqg a & eloszlds és
striségfigguényét, varhato értékét és szordasnégyzetét.

11. Feladat. Ledobunk egy pontot véletlenszerien az eqység sugarid korlemezre. Jeldlje & a
ledobott pontnak a korlemez hatdrdtol mért tavolsagdt. Hatdrozza meg a & eloszlds és striség-
fiigguényét, varhato értékét, masodik momentumdt és szordsnéqgyzetét.

12. Feladat. Ledobunk egy pontot véletlenszerien az egység oldalhosszusdgi kockdba. (A le-
dobott pont a kocka hatdrdra és a belsejébe is eshet.) Jelolje & a ledobott pontnak a kocka
hatdratol mért tavolsagdt. Hatdarozza meq a & eloszlds és striségfigguényét, varhato értékét és
520Tdsnéqyzetét.

13. Feladat. Ledobunk egy pontot véletlenszerien az eqység sugari korlemezre. Jeldlje € a
ledobott pontnak a kor kozéppontjatol mért tavolsagdat. Hatdrozza meqg a & eloszlds és striiség-
fligguényét, vdarhato értékét és szordasnégyzetét.

14. Feladat. Ledobunk egy pontot véletlenszeriien az egqység sugari gombbe. (A ledobott pont
eshet a gomb felszinére, de a belsejébe is.) Jeldlje & a ledobott pontnak a gomb kozéppontjdtdl
meért tavolsdgdt. Hatdrozza meg a & valdszintségi valtozo eloszlds €s suriségfiigguényét, varhato
értékét, mdsodik momentumdt és szordsnégyzetét.
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5. Nevezetes diszkrét valdszintiségi valtozok

5.1. Hipergeometrikus és binomialis eloszlasok

1. Feladat. e Egy A esemény bekdvetkezésének a valdszinisége 0.31. Mennyi a valdszinisége,
hogy 8 kisérletbol

a. legfeljebb 2-szer kovetkezik be,
b. legfeljebb 6-szor kovetkezik be.
c. legaldbb 6-szor kovetkezik be az A esemény.

2. Feladat. e FEqy kiilfoldi osztondijra kiirt pdlydzat elbirdldsanak utolso forduldjdra 8 egyenld
képesséqi jelolt maradt, 5 fin és 3 lany. A birdlobizottsag ezutdan sorsoldssal vdlasztott ki kozilik
4 fot. Mi a valdszinisége, hogy a kivdlasztottak kéozott lesz ldny?

3. Feladat. e Egy rejtvénypdlydzaton 4 dijat sorsolnak ki a helyes megfejtok kiozott. (Eqgy meg-
fejtd legfeljebb egy dijat kaphat.) 50 jo megfejtés érkezett be dsszesen, ezek kozil 20 Miskolcrol.
Mennyi a valosziniisége, hogy lesz miskolci nyertes?

5.2. Geometriai és negativ binomialis eloszlasok

4. Feladat. a. Adja meg a p paramétert geometriai eloszldsu (A vdltozat) valdszinidségi vdl-
tozo
e closzldasdt,
e generdtorfligguényét;

e vdrhato értékeét és szorasnégyzetét.
b. Adja meg a p paraméteri r-ed rendi negativ binomidlis eloszldsiu valdsziniségi vdltozo

e closzlasdt,
e generdtorfiigguényét;

e vdrhato értékét és szorasnégyzetét.

5. Feladat. e Szabdlyos érmével dobdsok sorozatdt végezziik. A szabdlyos érme azt jelenti, hogy

1 1
fej = 5 o irds = 3

a. dtlagosan hdny dobds kell ahhoz, hogy eldszor fej dobdst dobjunk?

b. dtlagosan hdny dobds kell ahhoz, hogy harmadszor is fejet dobjunk?



12

6. Feladat. Egy urndban van N golyo, amelyek kiozil s piros golyo és N —s fehér. Addig hizunk
wisszatevés nélkil, amig az elsd piros golyot ki nem hizzuk. Jeldlje & a sziikséges hizdsok szamat.

a. Hatdrozza meg a & eloszldsdt.
b. Hatdrozza meg a & vdrhato értékét és szorasnégyzetét N =7 és s = 3 specidlis esetben.

7. Feladat. Egy urndban van N golyo, amelyek kézil s piros golyo és N — s fehér. Addig
hizunk visszatevés nélkil, amig az Osszes piros golyot ki nem hizzuk. Jelolje & a sziikséges
hiizasok szamdt.

a. Hatarozza meg a & eloszldsdt.

b. Hatdarozza meg a & vdrhato értékét és szordsnégyzetét N =7 és s = 3 specidlis esetben.

5.3. Poisson eloszlas

8. Feladat. e FEgy szervizbe miszakonként dtlagban 5 gépkocsi jelentkezik javitdsra és szdmuk
Poisson-eloszldsi valosziniiségi valtozo. Mi a valdsziniisége, hogy eqy nap legaldbb 4, de legfeljebb
7 gépkocsit javitanak?

9. Feladat. e Egy szelet kaldcsban a mazsoldk szama Poisson-eloszlast kovet, és eqy szeletben
atlag 9 szem mazsola van. Mi a valdszinisége, hogy eqy szeletben legalabb 7, de legfeljebb 10
szem mazsola van?

10. Feladat. e Egy kilogramm kaldcsban dtlag 52 szem mazsola van. Az 5 dekds szeletekben a
mazsolak szdma Poisson-eloszldst kévet. Legaldbb hdny szeletet kell venniink, hogy mdr legaldabb
0.92 legyen annak a valdszinisége, hogy lesz kézottik mazsola nélkili szelet?
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6. Nevezetes abszolit folytonos val6szintiségi valtozok

6.1. Egyenletes eloszlas

1. Feladat. Egy kor sugari egyenletes eloszlisi a (1,1.4) intervallumban. Szamitsa ki a kor
tertiletének, mint valdszinidségi vdaltozonak a medidnjdt!

2. Feladat. Legyen & ldsziniiségi vdltozo egyenletes eloszldsi a [—2.40,2.40] intervallumon.
Szamitdsa ki a P(2§ + 1 < 1.6) valdszinidséget.

3. Feladat. e Szdmitsa ki az n = &2 valdszindiségi vdltozd striségfiigguényét, vdrhatd értékét
€s szorasnégyzetét, ha

a. £ ~U(0,1);
b. £ ~U(—1,1).
4. Feladat. e Legyen & ~U(a,b); a > 0; f € R.
a. Hatdrozza meg az n = o€ + [ valdsziniségi valtozo eloszldsat;

b. Hogyan kell meguvdlasztani az o €s [ értékét gy, hogy n = U(0,1) legyen.

6.2. Exponencialis eloszlas

5. Feladat. e Annak a valdszinisége, hogy egy benzinkutndl 5 percnél tibbet kell varakozni a
tapasztalatok szerint 0.22. A wvdrakozdsi idét exponencidlisnak feltételezve mi a valdszintsége,
hogy 6 percnél kevesebbet kell varakozni?

6. Feladat. Egy gép élettartama & exponencidlis eloszldsi valosziniségi valtozo 9 év dtlagos
élettartammal. Adja meg azt a legnagyobb K szdmot, amelyre még igaz, hogy eqy gép legaldbb
0.85 waldszintséggel mikoddképes lesz K évig.

7. Feladat. e Egy gép n olyan alkatrészt tartalmaz, melyek meghibdsoddsa esetén a gép ledll. Az
eqyes alkatrészek élettartama eqymastol fiiggetlen exponencidlis eloszldsu valdsziniségi vdltozok
A1, Ao, .oy Ay paraméterekkel.  Jeldlje n azt az wddtartamot, amely a gép beinditdisdtol az elsd
leallitasdig eltelik. Szamitsa ki az n stridségfiigguényét és varhato értékét.

8. Feladat. A ¢ exponencidlis eloszldsi valdszindségi vdltozo vdarhato értéke 1.80. Szdmitsa ki
azt az m értéket, amelytdl jobbra és balra megeqyezik az n = €2 valdszintségi valtozo siriség-
fiigguénye alatti teriilet.

9. Feladat. e Eqgy & valdsziniiségi vdltozo exponencidlis eloszldsi 0.30 szordssal. Hatdrozza meg
az E(8¢% — 19¢ + 7) értekét.
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10. Feladat. e A gépjarmivezetdi vizsgan a vizsga iddétartama (perchben mérve) egy olyan va-
losziniiségi vdltozo, amelynek striségfiigguénye

flz) = 0, ha z <0,
70002709 pa gz 0.

Az eldttink lévd mdr 13 perce vezet. Mennyi a valdsziniisége, hogy 6 percen belil nem fejezi be
a vizsqat?

11. Feladat. e FEgy dzletbe dtlag 29 vevd érkezik és szamuk Poisson eloszldsi. Mennyi a
valdszintdsége, hogy két eqymds utdn érkezd vevd érkezése kiozitt eltelik legaldbb 4.5 perc?

6.3. Normalis eloszlas

12. Feladat. e Egy munkadarab hossza kézelitdleg normdlis eloszldsiu valdsziniiségi vdltozo,
melynek vdrhato értéke 50 mm. Hatdrozza meg a munkadarab hosszdnak a szordsdat, ha 0.85
annak a valoszinisége, hogy a munkadarab hossza kisebb, mint 50.05 mm.

13. Feladat. e Legyen & egy olyan nulla varhato értékid normdlis eloszldsiu valosziniségi viltozo,
amely 0.42 valdszindséggel vesz fel értéket a | — 5.8,5.8[ intervallumon. Szdmitsa ki a P(0.5 <
1.7¢ < 1.7) wvaldsziniiséget.

14. Feladat. Henger alaki alkatrészeket gydrtunk. Az dtmérd my; mm vdrhato értéki és oq
mm szordst normdlis eloszldsu valosziniségi valtozo, mig a hossz my mm vdrhato értéki és oo
mm szordsiu valoszintségi valtozo. Eqy alkatrész jo, ha a hossza beleesik a vdrhato értékének
301 sugari kérnyezetébe, és az dtmérdje a vdrhato értékének 205 sugari kérnyezetébe. Mennyi
a valdszinisége, hogy

a. eqy tetszdlegesen kivdlasztott alkatrész jo;

b. két alkatrészt véletlenszerien kivdlasztva legaldbb az egyik jo (az egyszeriség kedvéért a
mintavétel visszatevéses).

15. Feladat. e Legyen & ~ N (m, 0?) eloszldsi valdszintiségi vdltozd és a € (0, 1) eqy tetszdlege-
sen rogzitett valds szam. Hatdrozzuk meg azt a K, szimot, amelyre P(§ > K,) = a. Legyenek
specidlisan m = 20, 0% = 4. Hatdrozzuk meg a K, értékét a = 0.90, 0.95, 0.99 esetén.

6.4. Csonkolt normalis eloszlas

16. Feladat. Biztositotdrsasdgok adatai alapjan megdllapithato, hogy a kdr pénzben kifejezett
nagysdga olyan valdsziniségi vdltozo, amelyet az m = 0, o > 0 paraméterd normdlis eloszlds
pozitiv értékekre csonkitott eloszldsa jellemez.
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a. Irjuk fel a csonkitott eloszlds striségfiigguényét,
b. Szamitsuk ki a kdrésszeq vdarhato értéket,

c. Mekkora annak a valdsziniisége, hogy a keletkezett kdr eqy adott a € R, dsszegnél nagyobb
lesz.

17. Feladat. Egy biztositotdrsasagndl a kdrdsszeg (csonkolt normdlis eloszldsi valdszintségi
vdltozd m = 0 és o2 eloszldssal) vdrhatd értéke 500000 Ft.

a. Hatdarozza meqg a o értéket.

b. Mennyi a valdsziniisége, hogy a kdrdsszeq nagyobb a € R szdamndl, ahol a = 300000F't,
lletve 700000 F't.

6.5. Lognormalis eloszlas

18. Feladat (Fiiggvénytranszformacio hatasa az eloszlas és stirtségfiiggvényre). Legyen & egy
abszolit folytonos valosziniségi vdltozo Fe eloszldsfigguvénnyel és fe siriségfigguvénnyel. Legyen
g: Dy CR —= E CR egy olyan folytonosan differencidlhato figgvény, amelyre a & értékkészlete
része Dgy-nek. Hatdrozza meg a ¢ = g(§) eloszlds és striségfigguényét.

19. Feladat. Legyen ¢ lognormdlis eloszldsi valdszindségi vdltozd, azaz ( = €5, ahol & ~
N(m,c?). Hatdrozzuk meg a ¢ valdszindségi vdltozd eloszlds és stiriségfiigguényét, vdrhatd
értékét és szordsnégyzetét.

20. Feladat. Igazoljuk, hogy ha & lognormdlis eloszldsi valdszintségi vdltozd (m és o paramé-

terekkel), akkor a ¢ ~ a&™ szintén lognormdlis eloszldsu, ahol a >0 ésn > 1.

21. Feladat. Cementpor szemcséinek dtmérdje m, o? paraméterd lognormdlis eloszldsi valoszi-
niségr valtozo. Mennyi a valoszinisége, hogy eqy véletlenszerien kivdlasztott cementpor szemcse
dtmérdje az la,b| intervallumba esik?
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7. Diszkrét valbészintiségi vektorvaltozok

1. Feladat. e Két dobokockaval dobunk egy pirossal és eqy kékkel. Jelolje &1, & a két dobott
szdmot. Hatdrozza meg
a. A& =min(&, &) eloszldsdt, varhato értékét és szordsnégyzetét;

b. Az n =max(&,&) eloszldsdt, vdrhato értékét és szdrdsnégyzetét;

c. A (&,n) egyiittes eloszlasat, a cov(&,n) és azr(§,n) értékeket.

2. Feladat. e Két pirgettyivel porgetink: eqy pirossal és eqy kékkel. Mindkét porgettyivel az
1, 2, 3, szamokat lehet kiporgetni. Jelolje & a piros, & a kék porgettyiivel kiporgetett szamot.
Hatdrozza meg a (&,m) valdsziniségi vektorvdltozo eloszlasdt, valamint a cov(&,n) és az r(&,n)
értékét, ha

a. ® £:=¢&, n:=min(§y,&);
b. e 5 = 51; ni= maX(£1762))-
c. &:=min(&,&), n:=max(&,&).

3. Feladat. e Definidljuk a (§,n) valdsziniségi vektorvdltozot az aldbbi tablizat segitségével:

Em | 1] 3 ]5
2 JJo1]o02]01

3 01]040.1

a. ® Mutassuk meg, hogy a &, n valdsziniségi valtozok nem fiiggetlenek, de korreldlatlanok;
b. e Hatdrozzuk meg a D?(€), D?(n), és D*(£ +n) értékét;

c. o Hatdrozzuk meg az E(|§ — nl|) értékét;

d. Hatdrozzuk meg a £-nek az n-ra vonatkozo regresszios fiigguényét.

e. Hatdrozzuk meg az n-nak a &-re vonatkozo regresszios fiigguényét.

4. Feladat. e Legyenek € € {U,V} (U #V) ésn e {W,Z} (W # Z) valdszintségi vdltozok.
lgazolja, hogyha & és n korreldlatlanok, akkor figgetlenek.

5. Feladat. e A (£,n) egyiittes eloszldsdt az aldbbi tdblazat tartalmazza:

0 1 2
0.08 1 0.12 | 0.2
1 12 | 0.18| 3

Hatdrozza meg az E(E), D*(€), E(n), D*(n), cov(&,n) értékét.
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6. Feladat. e Legyen a (£,n) valdszinidségi vektorvdltozo az aldbbi tabldzattal definidlva:

(&mn) | 0] 1
0 0

«a
1 01—«

ahol o €]0, 1[. Hatdrozza meg az xr(§,n) értékét.

7. Feladat. e Legyen a (£,7n) valdszindségi vektorvdltozo az aldbbi tabldzattal definidlva:

(&n) 0 |1
0 0 o
1 l—a |0

Hatdrozza meg az r(&,m) értékét.

8. Feladat. Egy urndban van 3 golyo, melyek kozil 1 piros és 2 fehér. Visszatevés nélkiil
kihizunk 2 golyot. Jeldlje € a kihizott piros, n a kihizott fehér golyok szamdt. Hatdrozza meg
a E(&,n)T) vektort, a var((£,nm)T) mdtrivot és az (&, n) értékét az egyiittes eloszlds alapjdn.

9. Feladat. Egy urnaban van 3 golyo, melyek kozil 1 piros és 2 fehér. Visszatevéssel kihuzunk
2 golydt. Jelolje & a kihiizott piros, n a kihizott fehér golyck szamdt. Hatdrozza meg a E(&,n)T)
vektort, a var((£,n)T) mdtrizot és az v(€,m) értékét az egyiittes eloszlds alapjdn.

10. Feladat. Egy urndban van 4 golyo, melyek kozil 2 piros, 1 kék, 1 zold. Visszatevés nélkiil
kihizunk 2 golyot. Jelolje X a kihuzott piros, Y a kihiuzott kék, Z a kihuzott z6ld golyok szamdt.

a. Hatdrozza meg a (X,Y) valdsziniiségi vektorvdltozok egyiittes eloszldsdt.

b. Azismert képletek alkalmazdsdval hatdrozza meg az B([X,Y, Z]T) vektort és a var([X,Y, Z]T)
variancia matrizdt.

11. Feladat. Egy urndban van 4 golyo, melyek kézil 2 piros, 1 kék, 1 zold. Visszatevés nélkil
kihizunk 2 golyot. Jelolje X a kihizott piros, Y a kihizott kék, Z a kihizott z6ld golyok szamdt.

a. Hatdrozza meg a (X,Y') valdszindségi vektorvdltozok egyiittes eloszlasdt.

b. Azismert képletek alkalmazdsdval hatdrozza meg az E([X,Y, Z]T) vektort és avar([X,Y, Z]T)
variancia mdatrizdt.

12. Feladat. Legyenek &1, &, &3 fiiggetlen valosziniiségi vdltozok ¥y, Fy, F3 eloszldsfigguények-
kel. Jelolje Frin a min(&y, &2, &3) €s Frax @ max(&1, &2, &3) valdszinidségi vdltozok eloszldsfiiggué-
nyei. Fejezze ki az F, €s Frax eloszldsfiigguények az Fy, Fy, F3 eloszlasfiigguények segitségével.
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13. Feladat. 3 dobdkockdval dobunk (egy pirossal, eqy kékkel és eqy zolddel). Hatdrozza meg a
dobott szamok

a. minimumdnak,
b. mazimumdnak

az eloszldasdt és a vdarhato értékét.

7.1. Feltételes varhato érték

14. Feladat. Legyen Ay, Ao, ..., A, eqy pozitiv eseményekbdl dllo teljes eseményrendszert. Iga-
zolja, hogy

E(€) =) E(E|A,)P(A),

ahol & eqy diszkrét valdszinidiségi vdltozo, x1,xa, . .. értékekkel és azE(E|A) feltételes valdsziniiség
E(]A4) =) P(¢ = z4|A)z
k=1

maodon van definidlva

15. Feladat. Egy (szabdlyos) porgettyivel az 1,2,3 szamokat lehet kiporgetni. Eldszor a por-
gettytivel porgetink, majd annyiszor dobunk egy dobokockdval, ahdnyat porgettink. Mennyi a
6-0s dobdsok szamdnak a vdrhato értéke.

16. Feladat. Legyen &, &, ... olyan azonos eloszldsi valdszintségi vdltozok sorozata, amelyek-
nek létezik B(&1) kozds vdrhatd értéke. Legyen tovdbbd v egy olyan diszkrét valdszintségi vdltozo,
amely sok nemnegativ egész értékeket vehet fel. Igazolja, hogy

E@€ + &+ +&) =E(E)E@V).
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8. Abszolut folytonos valoszintiségi vektorvaltozék

8.1. Fuggetlenség és korrelalatlansag

1. Feladat. e A &, 1) valdszinidségi vektorvdltozo egyiittes striségfiigguénye:

1

—(1+2Py—ay®), ha —1<2<1,-1<y<1;
flz,y) = 4( )

0, eqyébként .

a. e Vizsgdljuk meg a margindlisok eloszldsdt fiiggetlenség és korreldlatlansdg szempontjabol.
b. Hatdrozza meg az B(|€ —n|) (a & ésn dtlagos abszolit eltérése) értékét!
2. Feladat. eHatdrozza meg a (§,1n) valdszindségi vektorvdltozo esetén az integrdld tényezdt
(azaz a C paraméter értékét), a margindlisok eloszlasfiggvényeit és varhato értékét, tovdbbd a

o s

cov(&,m) értékét, ha a (§,n) vektorvdltozo egyiittes siriségfiggvénye

a.
Cry, ha0<x<1,0<y<2;
flz,y) = s
0, egyébként .
b. e
Clzy+1), ha0<z<1,0<y <2
flz,y) = s
0, egyébként .
c. ®
Clry+z), ha0 <z <1,0<y <2
flz.y) = s
0, egyébként .
d.

Clx+y), hal<z<1,0<y<2;

flz,y) = .
0, egyébként .

3. Feladat. Legyen D = {(z,y) € R*|0 < z < 1,0 < y < —2x + 2}. Hatdrozza meg a

&, m) waldszinidségi vektorviltozd esetén az integrdld tényezdt (azaz a C paraméter értékét), a

margindlis eloszldsfigguényeit, tovibbd az EE - n) értékét, ha a (§,m) vektorvdltozd egyiittes
striségfigguénye:

a.

Czy, ha (z,y) € D;
flz,y) = o
0, egyébként .
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Clz +y), ha(z,y) € D;
flz,y) = .
0, egyébként .

4. Feladat. e Hatdrozza meqg a k konstans értékét és a margindlisok eloszldsdat, ha az egyiittes
suriségfiigguény
B Caye P19 ha 2> 0,y > 0;
fay) = 0, egyébként .

5. Feladat. eHatdrozza meg a C paraméter értékét a P(§ < 1,n > 1) wvaldsziniséget és a

e

cov(&,n) értékét, ha a &,m) valdszintségi vektorvdltozo egyiittes striségfiggvénye:
a. e
C<x+g>, ha0<z<1,0<y<2;

f(z,
0, egyébként .

Y
C<$+—>, ha 0 <x<1,0<y<3;
fla,y) = 3
0, egyébkent .

6. Feladat. Az (X,Y) véletlen vektor egyiittes suriségfiigguénye

Cye ™V ha x>0,y > 0;
flz,y) = .
0, eqyébkeént .

Hatdrozza meg a peremsiriségfigguényeket.

8.2. Tobbdimenziés egyenletes eloszlas
7. Feladat. A (£,m) egyenletes eloszldsi a

D:={(z,y) eR*0<z<1,0<y<—2*+1}
halmazon. Hatdrozza meg a peremsiriségfiigguényeket.

8. Feladat. Ledobunk egy P(x,y) pontot véletlenszerden a [0, 1] x [0, 1] tégldra. Hatdrozza meg
az aldbbi valosziniségeket.

a. P(x +y > 0.5);
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b. Py < 4(—2? + x);
c. P(z? 4+ y* < 1);
d. P(y < sin(nz)).
9. Feladat. A &, ) valdsziniiségi vektorvdltozd egyiittes striségfiggvénye:

C, ha0<2<6.6,66—12<y<14.4—x;

[l y) = .
0, egyébként .

Hatdrozza meg a C' konstans értékét, a margindlisok eloszldsait és a cov(&,n) értéket.

10. Feladat. Legyen a (§,n) egyenletes eloszldsi a
D:={(z,y) eR0<z<1,0<y<—3z+3}

intervallumon. Hatdrozza meg az E(&|n = 1), E(¢|n = 2) és az E(n|¢ = 1) feltételes vdrhato
értékekkel.

8.3. Tobbdimenziés normalis eloszlas

11. Feladat. Bizonyitsa be, hogyha a (&,m) egy kétdimenzids normdlis normdlis eloszldsi va-
losziniiségi vektorvdltozo, ugy hogy a margindlis eloszldsai korreldlatlanok, akkor a & és n fiig-
getlenek.

12. Feladat. Hatdrozza meg a (§,n) normdlis eloszlasi valdszintségi vektorvdltozo ismeretlen

s

paramétereit (my, mo, 01, 09, 1), ha az egyiittes siriségfigguény tetszéleges (z,1y) € R? esetén.

1 7w2+y2
a. f(z,y) = %e 7
1 z2+2y2
b. f(xz,y) = e~ 8
f(z,y) o
1 22412y 442
e flay)=—e 5

47

13. Feladat. Hatdrozza meg a (§,m) normdlis eloszldsi valdszintségi vektorviltozd ismeretlen
paramétereit (my, ma, 01, 02, ), ha az egyiittes siriségfiigguény tetszbleges (x,y) € R? esetén.

1 o~ 3 (@ —zy+y?)

V37 ’

a. f(x,y) =
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1 :c2—2xy+21/2
b. flz,y) = 7.6 2
1 _z2f2zy+3y2

c. flz,y)=

(& 4 5

2/ 2

14. Feladat. Hatdrozza meg a (§,m) normdlis eloszldsu valdszintségi vektorviltozd ismeretlen
paramétereit (my, mo, 02, 02, r), ha az egyiittes striségfiigguény tetszdleges (x,1y) € R? esetén.

a. f xr,Y) = e*§(f’3 +y *l"y*4wfy+7),.
() V3

b. f(,f[f’ y) = ie_%(x2+2y2—2$y—6x+8y+10);

C. f(l‘, y) — 1 6—i(m2+3y2_2xy+8$—16y+24)'

2271

15. Feladat. Ledobunk n pontot egymdstdl fiiggetleniil és véletlenszerien a [0, v] intervallumra.
Hatdrozza meg a ledobott pontok minimumdnak és marimumdnak varhato értékeét.
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9. Egyenl6tlenségek, a nagy szamok torvényei, kozponti ha-
tareloszlas tétel

9.1. Csebisev egyenl6tlenség

1. Feladat. e Legyen E(§) = 1.6, D(&) = 0.1. Adjon alsé becslést a P(0.220 < & < 1.980)
valosziniségre.

9.2. Bernoulli-féle nagy szamok torvénye

2. Feladat. e Legaldbb hdanyszor kell eqy szabdlyos pénzérmét feldobni, hogy a fejek relativ
gyakorisdaga legalabb 0.7, valdsziniséggel 0.37 €s 0.63 kizé essen?

3. Feladat. e Legaldbb hdny elemid mintat kell venniink, ha a visszatevéses mintavételnél a
selejtardanyt 0.11 pontossdaggal (legfejlebb ennyi eltéréssel) és 0.83 megbizhatdsaggal akarjuk be-
cstilni?

4. Feladat. Egy pdrt népszeriségét kivanjuk kozvélemény kutatdssal meghatdrozni. (igen-Nem
vdlaszt kell adni a megkérdezetteknek.) Legaldbb hdany embert kell megkérdezni, ha a szdzalékban
mint népszeriséget +4 szazalék pontossdggal és 0.80 megbizhatosaggal akarjuk becsilni. (A
konnyebb szamolds végett visszatevéses mintavételt tételezzink fel!)

9.3. Moivre-Laplace tétel

5. Feladat. e Egy urna 123 golyot tartalmaz, melyek kozil 103 piros és 20 fehér. Visszatevéssel
kihizunk 600 golyot. Adjon kézelitést annak a valdszinidségére, hogy a kihuzott piros golyck
szama az [478,526] intervallumba esik.

6. Feladat. e Egy célpontra 200 l6vést adnak le. Minden lovés 0.4 valosziniséqggel taldl. Milyen
hatdrok kézé fog esni 90%-o0s valdsziniiséggel a taldlatok szdma. Oldja meg a feladatot a nagy
szamok torvénye és a Moivre Laplace tétel segitéségével eqyardnt.

7. Feladat. Egy kétforintost 200-szor feldobunk. Mekkora annak a valdszinisége, hogy a fej-
dobdsok szdma 680 és 720 kozé esik.

8. Feladat. Szamitsuk ki kozelitd pontossdggal az

1 260 500
2500 Z k

k=220
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kifejezés szamértékét, majd hatdrozzuk meg a
% 500
k
k=220
osszeq kozelitd értékét.

9.4. Kozponti hatareloszlas tétel

9. Feladat. e Bizonyos tizletekben a 11 és 12 ora kézott megjelend vevdk szama Poisson elosz-
ldsi valdszinidségi vdltoze A = 30 vdrhato értékkel. 100 ilyen dzletet figyelembe véve mekkora
annak a valoszinisége, hogy a 11 és 12 ora kézotti iddben az dsszes megjelent vevdk szama 3000
és 3100 kozé esik.

k

n
10. Feladat. Hatdrozza meg a lim,, Fe‘” hatdrerték értéket.

11. Feladat. Legyenek &, &, ... fiiggetlen U(0,1) eloszldsi valdszindiségi valtozok.
a. Hatdrozzuk meg az n, = /&1& ... &, valdszintségi vdltozo eloszldsfiigguényét.

b. Jelolje F azt az eloszldsfiigguényt, amelyhez az (n,) valdsziniségi vdltozok sorozatdinak T,
eloszldsfiigguénye konvergdl (gyenge konvergencia).

12. Feladat. Az eldzd feladat eredményének a felhaszndldsdval hatdrozza meg az

_ log(&) +log(&) + - - - + log(&n)
n

Cn

valdszintségi valtozo eloszldsfigguényét, ahol &,&s, ... figgetlen U(0,1) eloszldsu valdszintségi
valtozok.

13. Feladat. U(0,v) eloszldsbol szarmazd minta ismeretlen ¥ paraméterek becslése.
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10. Statisztika I., Pontbecslések

10.1. Alapstatisztikak

1. Feladat. e 10 elemi minta:
3.6, 1.3, 0.5, 6.2, 1.0, 9.8, 3.0, 3.1, 6.5, 7.6.

Hatdrozza meg az

a. dtlagot,

b. tapasztalati mdsodik momentumot,

c. tapasztalati szordsnégyzetet,

d. korrigdlt tapasztalati szordsnégyzetet,

e. tapasztalati medidnt,

f. medidn abszolit eltérést.

10.2. Maximum likelihood méodszer

2. Feladat. e A momentumok mddszerével, illetve a mazimum likelihood mddszerrel hatdrozza
meg

a. a Bernoulli eloszldsbol szarmazo minta ismeretlen p paraméterét,
b. a Poisson eloszlds ismeretlen X\ paraméterét,

c. az exponencidlis eloszlds ismeretlen X paraméterét,

d. a normdlis eloszlds m €és o paraméterét.

3. Feladat. e U(0,9) eloszldsbol szdrmazdé minta ismeretlen 9 paraméterének becslése.



11. Statisztika II., Intervallumbecslések

11.1. 1 — o megbizhatosagi konfidencia intervallum

1. Feladat. eLegyen &, &y, ..., &y ~ N (11, 02) fiiggetlen minta, amelyre:
n = 10;
E=1.12;
os = 0.3162.
Adjuk meg a 95%-0s konfidencia intervallumot p szdmdra.

2. Feladat. Legyen &1,&,...,&, ~ N (u,0?) fiiggetlen minta, amelyre:
n = 10;
£=1.12;
o9 = 0.3162.

Adjuk meg a 99%-o0s konfidencia intervallumot p szdmdra.

3. Feladat. eLegyen &, ..., & ~ N (i, 08 fiiggetlen minta.
Most -t és og-t sem ismeryiik.

Legyen

n = 10;
E=1.12;
sy = 0.3162.

Adjunk meg & szdmdra eqy konfidencia intervallumot 95%-0s megbizhatdsdgi szinttel.

4. Feladat. eLegyen &1, &, ..., & ~ N (i, 08 egy figgetlen minta.
n = 10;
s2 = 0.099;
Szerkessziink konfidencia-intervallumot oy szdmdra 0.95 megbizhatosdge szinttel.

26
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12. Statisztika III., Hipotézisvizsgalat

12.1. Egymintas u-préba
1. Feladat. ¢ Ha oo = 0.05. n =10, pug =1, 0 = 0.001.

a. € =0.9992
b. € =0.9995
c. £=1.0005
d. € =1.0007

12.2. Egymintas t-préba
2. Feladat. e « tipikus értéke 0.05, igy o = 0.05. n = 10, s; = +/0.0012, po = 1.

a. € =0.9645.
b. € =0.9821.
c. £€=1.0213.
d. £ =1.0252.

12.3. Kétmintas u-proba
3. Feladat. e n =5, m =6,

a. £=0.98, 7=1.02, c =0.03.

b. £€=0.99, 7 =1.01, 0 =0.03.
12.4. Illeszkedésvizsgalat

4. Feladat. e Szabdlyos-e a dobokocka?
(o = 0.05 szignifikancia szint.)



2. fejezet
Megoldasok

1. Kombinatorika, klasszikus val6szintiségi mezdo

1.1. Kombinatorika

7!
ol 3.2l
2. Megoldas. e Jeldljék a vendégeket az 1,2,3,4,5,6,7 szdmok, a fahdzakat az A, A, B, B, B,C,C
betik (az dgyszdmoknak megfelelden).

Az aldbbi tdbldazat eqy példat mutat a vendégek fahdzbakba torténd elhelyezésére

1. Megoldas. e P20 — 210.

1121314567
BlA|B|C|A N C|C

Igy a tdblazat alapjdn kapjuk, hogy a vendégeket a fahdzbakba 210-féleképpen lehet elszdlldsolni.
2326) 11
b =g

3. Megoldas. e / egyforma levél 5 beszdmozott rekeszbe:

a. n=0>5, k=4, Cﬁz(Z)z(i)z&

_ B k(i) n+k—1 . 8 .
b.on—=5 k=4, CF _( . ~(;) =10

4. Megoldas. e 4 beszamozott levél 5 beszamozott rekeszbe:

a.n=5k=4VF=n)p=nn—-1)...n—k+1)=5-4-3-2=120.

28
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b. n=5, k=4, V'V = 5t = 625.

5. Megoldas. e n =5, k =4, Cff(i) = (H+Z B 1) = (i) = 70.

6. Megoldas. *
a. Készitsiink grafot. Szimmetria okokbdl elegendd az A csicsi részfdt részletezni.

A

B ¢C B ¢C B c A CABCUB CABUCAGB

3-18 = 54 a 4-tagu sorozatok szima.

b. A keresett k-tagi sorozatok szamdt jelolje

k17k27"'7k
Sk) T,

kikg..ky » P
ami k = n esetén a PR el egyenld. Ha k < n, akkor a keresett szam kiszamoldsd-

hoz alkalmazhatjuk o kovetkezd szabalyokat

K1 koykr _ qFo(1) K@) ko)
Sk = 5

Y

ahol a ¢ az 1,2,...,r elemek eqy permutdcioja.
k1, k k1 —1,k,....k ki ka—1,...k k1 kg ki —1
S1,277 Sl 2500k Sk1—712 77T_'____+Sk1_7127:r

ki,k2,. ke, 0 qki,k2,.0k
ka0 _ g .

gl _ .
Az eldzd feladat megolddsa a kapott rekurzids képlet felhaszndldsdval:
5222 _ 55,2,2 n S§,1,2 I S§’2’1 _ 35§,2,2 _3 (522,2 T 521,2,1) _
= 3557 + 65,
§22 — gh? L g2l _ 9gl2 _ 4
Gil2 _ gl2 | gl2 | gll2 _ ggl2 | glll_ 7

Igy kapjuk, hogy
S22 =3.446-7=>54.



30

1.2. Klasszikus valészintiségi mezé6
7. Megoldas.
a. Q=1{1,2,3,4,5,6}, A:={2,3,4}. Igy kapjuk, hogy
A 3 1
rp=l 31
b Q={(,j)i=1,2,....6;j=1,2,...,6} ={1,2,...,6} x {1,2,...,6}.
Foglaljuk tabldzatba a dobott szamok dsszegét.

[G)fft]2]3[4[5[] 6 |
1 [[2]3]4]5]6] 7
2 3456 7] 8
3 [4(5/6 78] 9
4 [5(6] 71819 10
5 678 ]9]10] 11
6 |7[8] 9 10]11] 12
7 S[9ol10]11|12] —
Bl 3+4+5+6+5 23
P(B)—@— o = 55 = 06389,

c. C =CLUCyU---UCg, ahol C; jeloli azt az eseményt, hogy az elsd dobott szam i, a
mdsodik, és a harmadik 0sszege 6 — 1 és 12 — 1 kozé esik, ahol i = 1,2,...,6. Ldthato,
hogy a fenti unio eqy diszjunkt unio, igy

P(C) = Cp +P(Cy) + - -+ P(Cs)
A b. pontban ldtott tabldazat alapjin konnyd ldtni, hogy
44+5+6+5+4+3+2 29

P(Cy) = 63 T
P(Cg):3+4+5+;+5+4+3:z—2
P(Cg)—2+3+4+§3+6+5+4—2—2
IP’(C’4): 1—1—2—1—3—1—;—#5—1—6—!—5:2_?
P(Cy) = 1+2+3;4—|—5+6:2_i
B(Cy) = LT3 445 15

63 B
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fgy kapjuk, hogy

IC]  29+430+29+264+21+15 25
P(C) = -2 = , = 22 = 0.6944.
(©) 0] 63 36

8. Megoldas.

a. Q= {1,2,3,4,5,6}; A ={2,3,4,6}. A dobokocka szabdlyossdgdt feltételezve klasszikus
valdszindségi mezdt kapunk. lgy a kedvezd/dsszes képlet felhaszndlasdval kapjuk, hogy

b. Legyen Q = {(i,5)|i = 1,2,...,6,5 = 1,2,...,6} = {1,2,...,6} x {1,2,...,6}. FEkkor
] = 6% = 36. A dobokockdk szabdlyossdgdt feltételezve klasszikus valdszindségi mezdt
kapunk.

Az A esemény valdsziniiségének a kiszdmoldsdhoz érdemes észrevenni, hogy a dobott két
szam osszege csak 2, 3, ..., 12 lehet. Ezek kozil a kettével, vagy hdarommal oszthatdk a

2,3, 4, 6, 8, 9, 10, 12

Ha tabldzatba rendezziik az €2 elemeit, akkor az azonos 6sszeqi szampdrok eqy a tdbldazat bal
also sarkdabol a jobb felsébe mutato dtloval parhuzamos vonalba rendezddnek, igy konnyd
Oket 6sszeszdmolns.

21 e | @ °
3 °
4 ° o | o
S5)le| | e
6 o | o | o °
[8l9f10] [12] |

Tehdat a kedvezd esetek szama:
1+424+3+54+5+4+3+1=24.

fgy kapjuk, hogy o o

P(4) = o = .

c. Szdmitogéppel ellendriztiik, hogy 3,4,5,6 dobds esetén a keresett valdsziniiség szintén %
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A 32 lapos magyar kartya:
4 szin: piros - P, tok - T, makk - M, zold - Z;
8 figura: VIL:=7, VIIL:=8, IX:=9, X:=10, als6:=a, fels6:=f, kiraly:=k, asz:=d (diszno).

9. Megoldas. L := {lapok halmaza} = {L, Lo, ..., L3>}.
:={(L1, Lo, Ly)|L; € L(i = 1,2,3); L # L; hai # j}. )
Igy kapjuk, hogy || = V33, =32-31-30. |A] =8-31-30; |B| =31-30-8. Igy kapjuk, hogy

A 8-31-30 1

P(A) =P(B) = = ———=—=0.25.
A =BB) = 1q = 323130 1
; 5!
10. Megoldas. Q2 = {a képezhetd 5-tagi sorozatok}, | = ng’l(l) = oo 30. A=
{a kapott 5-jeqyd szimok}. S
3:4-3-2-1
A= —grrn =18

B := {a kapott 5-jeqyi paros szamok}, C' := {a kapott 5-jeqyd pdratlan szamok}. Konnyd ldt-
ni, hogy A = BUC diszjunkt unid, igy |B| és |C| kézil elegendd az egyiket kiszdmolni. Mivel
a | B|-t kénnyebb kiszamolni, igy a |B|-vel kezdiink.

2.3.2.1-1
Bl= o =%

ugyanis az elsd helyre nem irhatok 0-t vagy 2-est, mivel ezekben az esetekben a kapott szam nem
lenne 5-jeqyi, vagy nem lenne pdros. A maradék 3 helyre a megadott 3 szamot 3-2-1-féleképpen
lehet beirna.

|IC| = |A| — |B| =18 — 3 =15.

Igy a keresett valdszintiségek

1
€ 30 5 Q] 30 2

11. Megoldas. e

Szamjegyek: 0,1,2,3,4,5. Visszatevés nélkiil kihizunk 3-mat. |Q = V2 = 6-5-4 = 120.
|A| :=5-5-4=100; a B halmaz szimossdganak a megdllapitisihoz érdemes észrevenni, hogy
B = B; U By diszjunkt unid, ahol By := {a kapott 3-jeqyid pdros szam elsd szamjegye pdros},
By := {a kapott 3-jegyi pdros szam elsd szamjegye pdaratlan}, |Bi| = 2 -4 -2 = 16, ugyanis az
elsd helyre keriilhet a 2 és a 4 jegyek valamelyike, a harmadik helyre a megmaradt 2 pdros szam
valamelyike, végil a mdsodik helyre a megmaradt 4 szamjegy barmelyike. |Bs| = 3 -4 -3 = 36,
ami hasonlé gondolatmenettel ldathatd, mint amit a |By| esetén alkalmaztunk, igy kapjuk, hogy
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|B| = |B1| + |B2| = 16 + 36 = 52. Mivel |C| = |A|\ |B|, igy |C| = 100 — 52 = 48. A keresett
valosziniségek

|A| 100 5
(A) ql 1206 0.8333;
B 52 13
P(B) = o = —— = -2 = (.4333;
(B) Q] 120 30 0-4333;
] 48 2
(@) =1g =120 5704

12. Megoldas. e ’
Szamgegyek: 0,1,2,3,4,5. Ezittal visszatevéssel kihizunk 3-mat. | = ‘/63(1) = 6% = 120.
|A| =5-6% |B|=|C|=5-6-3. Tehdt a keresett valdsziniiség

1Al _5-6
e e

5
= — =0.8333.
6

. )
Q)] 63 12
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2. Golyoéhuzas urnabél visszatevés nélkiil, visszatevéssel, geo-
metriai valoszintiség, miiveletek eseményekkel

2.1. Golyoéhtuzas urnabdl visszatevés nélkiil
1. Megoldas. Jelilje & a kihuzott piros golyok szamdt.
a. (8 piros, 6 fehér golyd)

LG +OE+E6) _20 o,

(%) 21

PE<2)=po+p+p2=

b. (12 piros és 24 fehér golyd)

P <2)=po+pi+p= (8)() + (112(2,(%2;) GG g—? = 0.9019

c. (30 piros és 60 fehér golyd)

B ) -8 — s

4

P <2)=po+p+p=

d. (300 piros és 600 fehér golyd)

(D) + OO + () _ 1198 _ ) oeqs

(920) 1347

PE<2)=po+p1+p=

2. Megoldas. e (10 piros és 20 fehér golyo, kihizunk 10 golydt)

Pe>3) =1 PE<3) =1 (pipipy)—1_ @ TEE)+GIE) 70,

(o)
2.2. Golybéhuazas urnabél visszatevéssel

3. Megoldas. e (1 piros és 2 fehér golyo, kihizunk 4 golydt) Jeldlje & a kihizott piros golyck
szamdt. Ekkor & ~ B(p = §,n =4). A keresett valdsziniség:

resnmmen= () 0 () 6) )D€ -5-von
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4. Megoldas. e (10 piros és 20 fehér golyo, kihizunk 10 golydt) Jeldlje & a kihuzott piros

golyok szamdt. Ekkor & ~ B(p = 1,n =10). A keresett valdsziniség:

PE>23)=1-P(¢<3)=1~(po+p1+p)=
10\ /1\? /2\" /10N /1\' /2\?  /10\ /1\®/2\®
-G C) =6 C) ()G G))-vmom
2.3. Geometriai valbszintiség

5. Megoldas. e (Két ember a kdvéhdzban) 2 := [0,60] x [0,60]; A := {(z,y) € Q| |z—y| < 20}.

g6 fmmmaaas K-
II 1
II 1
/- !
III / |'r - y| < 20
= 7 20< -y <20
Y v ! = ¥s
/ 7 !
A | 0
7 | .
~ ! y<ax+20ésy=>x—20
= |
Ve

T(Q) = 60% és T(A) = 60% — 2 - 1% = 60> — 40? Igy kapjuk, hogy

2 An2 2
P(A) = TA) 607407, _ <2> = g — (0.4444.

T(Q) 602




36

Igy az el626 feladat alapjdn kapjuk, hogy

7. Megoldas. e Bevezetjiik a szokdsos jeloléseket:

Q=[0,1] x [0, 1],

A={(x,y) € Q| a 3 szakaszbdl hdaromszdg szerkeszthetd}
Ar = {(2,y) € Alz <y},
Ay ={(z,y) € Aly <z}.

Ekkor
A=A1UAy, ANAy =10, P(A) =P(Ay), P(A))+P(Ay) =2P(A4),

gy elegendd P(Ay)-et kiszamolni. FEhhez teqyik fel, hogy x < y. Az x és y pontok 3 részre
bontjik a (0,1) intervallumot.

A kapott 3 szakasz hossza: x, y—x, 1 —y. Ezekre a szakaszhosszokra alkalmazva a hdromszog-
egyenlitlenséget kapjuk, hogy

1
r+y-—a)=2l-y & yzl-y & 2921 & y=zg,
1
r+1l—-y>y—= & 2o+122y & :17—}—52?;,
1
y—r+1l—y=>z & 1> 2x & x<§.

A kapott linedris egyenldtlenségek félsikokat hatdroznak meg a sikban, ezeket a félsikokat kell
osszemetszentink. A féksikok hatdregyenesét gy kapjuk, hogy a kisebb, vagy nagyobb egyen-
16 reldcidjeleket egyenldségjelre cseréljiik. A kapott eqyenes két félsikra bontja a sikot. Ugy
gydzddiink meg arrol, hogy melyik félsik pontjai elégitik ki a linedris egyenldtlenséget, hogy eqy
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tetszdlegesen megudlasztott pont, mondjuk az origot a linedris eqyenldtlenségbe helyettesityiik.

0.9
0.8
0.7
0.6

.

0.5

0.3
0.2
0.1

0

0.2-0.

01020304

506070809 1

2.4. Miiveletek eseményekkel

8. Megoldas.

a.

0| —

A=(XNY)Uu(XNnZ2)u(Yn2Z)

B=(XNYNZ)u(XNYNZ)u

C=XUYuZzZ

(XNYnZz)



38

b. e
=== N
= D=XNYNZ
' E=(XNYNZ)u(XNYNZ)u(XNYN2Z)
|
L ‘-
| !
' F=(XNY)Uu(XNnzZ)u({Ynz)
|
L ‘-
| !

2.5. Poincare formula (szita-formula)

9. Megoldas. Jellje A; azt az eseményt, hogy az i-edik torpe megkapja a levelet. Igy
AZ:A1UA2U...A7

Az A esemény azt jeloli, hogy van olyan térpe, amely megkapja a nevére szolo levelet. Az A
esemény valosziniségét a Poincare formula segitségével tudjuk meghatdrozni.

7

P(A) =) P(A)— Y PANA)+--— > (AyNAy)

i=1 11 <ig 1<t <--<iy

Q={p:{1,2,3,4,5,6,7} — {1,2,3,4,5,6, 7} bijekcic } — |Q|=n!

- (- ()2 (- 03 03 0+ 0)3-

()25

Tehadt

M-

B
Il

1
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Azonban <7) (7—k)! n -1

amibdl
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3. Bayes formula, teljes val6szintiség tétele, Bayes tétel, ese-
mények paronkénti és teljes fiiggetlensége

3.1. Bayes formula, teljes eseményrendszer, Bayes tétel

1. Megoldas. e A teljes valosziniiség tétele és a Bayes tétel alapjin kapjuk, hogy
a. P(A) = P(A|B1)P(B;)+P(A|B2)P(By)+P(A|B3)P(B3) = 0.1-0.04+0.2-0.01+0.7-0.005 =

= 0.0095.
" P(A|B)P(B,) 0.1-0.04 8
P(B;|A) = Do D = 04211
(Bl A) P(A) 0.0095 19
P(A|By)P(By)  0.2-0.01 4
P(B,|A) = - = — =0.2105
(B2]4) P(A) 0.0095 19
P(A|Bs)P(Bs)  0.7-0.005 7
P(B;|A) = - — — = 0.3684.
(Bs|A) P(A) 0.0095 19
2. Megoldas. (Kétfizisos kisérletek)
a.
P:4
\O@o/ F: 6
P: 4+5=9 P:4
.O F: 6 O. F: 6+3=9

Események
By = az elsd huzdskor piros golyot huzunk;
By = az elsd huzdskor fehér golyot hizunk;

A = a mdasodik hiuzdskor piros golyot hizunk.
o P(A) =P(A|B))P(B)) + P(A|By)P(Bs) = 2 - & + 4. & = 138 — (4246,

AIB)P(B1) 15 Tl
[B1)P(B1) _ 530 6174,
P(A) o 115

o B(By[4) = 1
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S

OO P:s
e P(B)) =—;

.O P:s+k
F: N-s F Ns+k
N’

o P(A) = P(A|B)P(B,) + P(A|B2)P(B,) =
s+k s s N-—s s(s—i—k N—s)_s

N+kiN Nik N N\N+k Nik) TN

3. Megoldas. e Vezessiik be a kovetkezd eseményeket:
B; := az i-edik dobozt vdlasztottuk (i =1,2,3).
= piros golyot hizunk.
Muwvel a By, B, Bs események teljes eseményrendszert alkotnak, igy a teljes valdsziniség
tétele alapjan kapjuk, hogy

P(4) = B(A|B)P(B)) + P(A]B2)P(By) + B(A|BE(By) = (1 $24 §) _

4. Megoldas. e Vezessiik be az alabbi eseményeket:
A = eqy beteg megqyogyult;
B = eqy beteg az 1uj kezelésben részesiilt.
Az aldabbi adatokat ismerjiik:

P(B) = 0.7, P(B) = 0.3, P(A|B) = 0.85, P(A|B) = 0.80.
A feladat a P(B|A) feltételes valdszintiség meghatdrozdsa. A Bayes tétel alapjin kapjuk, hogy

P(A|B)P(B) B 0.85-0.7 119
P(A|B)P(B) + P(A|B)P(B) 0.85-0.7+080-0.3 167

P(BJA) = = (0.7126.

5. Megoldas. Vezessiik be a By, By, Bs, By eseményeket annak megfelelden, hogy az elsd
kihiuzott lap piros, vagy tok, vagy zold vagy makk, illetve jeldlje A azt az eseményt, hogy a
kihuzott két lap egyenld. Mivel a By, By, B3, By események teljes eseményrendszert alkotnak,
19y haszndlhatjuk a teljes valosziniség tételt:
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P(A) = P(A|B1)P(By) + ]P(A|B2) (B2) + P(A|B3)P(Bs) + P(A|B4)P(B,) =

1, T
) = 0.2258,
( 31

P(A) = P(A|B1)P(B1) + P(A[B2)P(Bz) + P(A| B3)P(Bs) + P(A|By)P(By) =

1 8 1
=-(4.—)===025.
4( 32) g =0

6. Feladat. Definidljuk a By, By, By eseményeket annak megfelelden, hogy a kihizott elsd golyo
piros, vagy kék, vagy zold, illetve jeloly A azt az eseményt, hogy a kihiuzott két golyo kilonbézé
szintd. Miwvel a By, By, B3 események teljes eseményrendszert alkotnak, igy haszndlhatjuk a
teljes valosziniség tételét

a.
P(A) = P(A|B,)P(B.) + P(A|B2)P(B;) + P(A|B3)P(Bs) =

243 1 1+3 2+1+2 3 11

5 6 5 6 5 6 15

= 0.7333,

P(A) = P(A|B1)P(B1) + P(A|By)P(Bs) + P(A|B3)P(B;) =
243 1+1+3 2+1+2 3 19
6 6 6 6 6 6 36

= 0.5278.

3.2. Események fiiggetlensége

7. Megoldas. e Jelilje az egyes folyosdkon wvald dtjutist A, B, C. FEkkor a P(AU B U ()
valdsziniséget kell kiszamolni. A szita-formula alkalmazdsdval a szimmetria és a fliggetlenség
felhaszndldsdval kapjuk, hogy

P(AUBUC) =3P(A) —3P(ANB)+P(ANBNC)=3-0.6°—3-0.6°+-0.6” = 0.5181.
8. Megoldas. Az X ésY események fiiggetlenek P(X) = 0.6, P(Y) = 0.85.

a. eqyik sem kovetkezik be;

P(XNY)=PX) -P(Y)=04-0.15= % = 0.06.

b. legfeljebb az eqyik kovetkezik be;

P(XNY)U(XNY))=PXNY)+PXNY)=PX)PY)+PX)PY) =
=0.6-0.1540.4-0.85 = 0.43
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c. legaldabb az eqyik kovetkezik be;
47

PXUY)=PX)+PY)-PX)P(Y)=0.6+0.85—-0.6-0.85 = 0 = 0.94.
d. mindkettd bekovetkezik.
P(XNY)=PX)P(Y)=0.6-0.85=0.51.

9. Megoldas. e Az XY, Z események teljesen figgetleneck, P(X) =P(Y) =P(Z) = 0.6.
a. Eqgy kordbbi feladat eredményeit felhaszndalva kapjuk, hogy
P(A) = P(legfeljebb 1) =1 —P((XNY)U(XNZ)Uu(YNZ)) =
=1-BP(XNY)-3P(XNYNZ)+(xNYNZ)]=1-[3-0.6°—20.6]
44

=195 = 0.352.
P(B) = P(pontosan 1) =P(X NY NZ)+P(XNYNZ)+P(XNYNZ) =
=3P(X)(1—P(z))>=3-0.6-0.4> = % = (.288.
P(C) = P(legaldbb 1) = P(X UY U Z) = 3P(X) — 3P(X)* + P(X)* = %g = 0.936.
b. Egy kordbbi feladat eredményeit felhaszndlva kapjuk, hogy
P(D) = P(lefeljebb 2) =P(XNY NZ)=1-P(X)’ =1-0.6" = % = 0.784.
P(E) = P(pontosan 2) = 3P(X NY NZ) =3P(X)*(1 —P(X)) =3-0.6%-0.4 = %45 = 0.432.
44 81
P(F)=1-P(A) = 1—1—25 =125 = 0.648.

10. Megoldas. Kdrtyahuzds

a. P(A) = &, P(B) = 55, P(AN B) = g5, mivel & - 55 = 55, gy az A és a B események

fuiggetlenek.

b. P(A) = 2, P(B) = -, P(AN B) = 3:. Mivel & - 5 # 4, gy ebben az esetben az A és a

B események nem fiiggetlenek.

11. Megoldas. Egy kordbbi feladatban lattuk, hogy
8-31-30 1 32-31-8 4 8-31-7 7
PA) = ——" =, PB)=——"7"—=— P(ANB)= ——— = —.
32-31-30 4 32-31-30 15 32-31-30 120

és mavel i . % #* 570, igy az A és B események nem fiiggetlenek.
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12. Megoldas. (Feltételezziik a dobdsok eredményeinek a figgetlenségét.)

a. o Oldjuk meg a feladatot paraméteresen. Vezessiik be az alabbi paramétereket.
P(A taldlt ) = p, P(B taldl ) = q.
Tegyiik fel, hogy A kezd és arra vagyunk kivdncsiak, hogy mennyi a valdszinisége, hogy A
nyer. Nyilvanvalo, hogy az A jatékos az 1., 3., 5., ... dobdsok sordn tud nyerni.
1. dobds P(A taldl ) = p;
3. dobds P(A taldl ) = (1 —p)(1 — q)p;
5. dobds P(A taldl ) = [(1 —p)(1 — ¢)]° p;

P(A kezd és A nyer) =p+(1=p)(1L —q)p+[1-p)L—q)'p+--- =

[e.9]

—p> (1 -p)(1—q) = P

— S 1-(1-p)(1-q)

Igy a p=0.6, ¢ = 0.8 specidlis esetben kapjuk, hogy

. 1
0.0 15 = 0.6522.

P(A kezd és A nyer) = 10403 %3

b. A kezd és B nyer

p
1-(1-p)(1—-gq)

P(A kezd és B nyer) =1 —P(A kezd és A nyer) =1 —

Igy a p=0.6, ¢ = 0.8 specidlis esetben kapjuk, hogy

15 8
P(A kezd és B =1——=— =0.3478.
(A kezd és B nyer) 53 = 53 0.3478

c. B kezd és A nyer. A fentiek alapjan kénnyid ldatni, hogy

q

P(B kezd és A nyer) =1 — )
( Ve =1 T - g)

Igy a p= 0.6, ¢ = 0.8 specidlis esetben kapjuk, hogy

0.8 3 = (0.1304.

P(B s A -0
(B kezd és A nyer) T 04.03 " 23



d. B kezd és B nyer. A fentiek alapjan kénnyd ldtni, hogy

q
1-(1-p)(1-gq)

Igy a p=0.6, ¢ = 0.8 specidlis esetben kapjuk, hogy

P(B kezd és B nyer) =

0.8 20
P(B kezd és B nyer) = 1040223

— = 0.8696.

45
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4. Varhato érték és szorasnégyzet

4.1. Diszkrét valoszintiségi valtozék varhatd értéke és szoérasnégyzete

1. Megoldas. e (Lezser hallgats) Jeldlje & a sziikséges vizsqdk szamdat. Ekkor a & valdsziniségi
valtozo az 1,2,3,4 értékeket veheti fel az alabbi valosziniséggel

r1 =1
Ty = 2
T3 =3
re=4

Ekkor
E(€) = api=1-025+2-0.75

2. Megoldas. (Ketten dobnak kosdrra)

p1 = 0.25;
ps = 0.75 - 0.25;
p3 = 0.75% - 0.25;
ps = 0.75%;

175

c0.254+3-0.75%-0.25+4-0.75° = o= 2.7344.

a. Jeldlje & a dobdsok szamdt. A & diszkrét valdsziniségi valtozo az 1,2,3,4 értékeket veszi

fel a kévetkezd valosziniségekkel:

=1
Tog = 2
T3 =3
Ty =4

Igy a keresett vdrhato érték:

E()=> azpi=1-06+2-04

p1 = 0.6;

P2 =0.4-0.8;

p3 =0.4-0.2-0.6;
pa=04-02-04=04%.0.2;

189
-0.843:-04-02-06+4-0.4%.0.2= o5 = 1.512.

b. Meguizsgdljuk, hogy milyen valdszinidséggel nyer az A jatékos, illetve a B jdatékos (ha A

kezd).

81
P(A nyer) =0.6+0.4-0.2-0.6 = — = 0.648;

125
215

P(B nyer) =0.4-0.8+0.4-0.2-04-0.8= T 0.3456;

4
P(egyik sem nyer) = 0.4% - 0.2* = — = 0.0064;

625
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3. Megoldas. (Egy szabdlyos érmét feldobunk 100-szor) Egy szabdlyos érmét feldobunk 1-szer.
Jelolje & a fejdobasok szamdt. Ekkor a & Bernoulli eloszldsu valdsziniségi viltozo P = % para-
méterrel. Igy E(¢) = 3, D*(¢) = 1.

Feldobjuk az érmét 100-szor. Jelolje & az i-edik dobds sordn a fejdobdsok szamdt. (i =

1,2,...,100).
1
E(§ + & + - 4 &100) = E(&) +E(&2) + -+ - +E(&100) = 100E(E) = 100 - 5= 50.
Miwval a &1, &, ..., & 00 valdszindségi vdltozok pdronként filiggetlenek, igy
1
D?(& + & + -+ + &io0) = D*(&1) + D*(&) + - - - + D?(&100) = 100D*(€) = 100 - i 2.

4. Megoldas. e A feladat megolddsa analog az el6zd feladat megolddsdval. Eqy kockdval 1-szer
dobunk. Jelélje & a dobott szamot.

1 21
E() = (1+2+3+4+45+6) =" =35,

1 1 91
E(§2)26(12+22+32+42+52+62) = (1 +4+9+16+25+36) =~ = 151666,

DY) = E(E) — (E()* = = ~ (%) -5 16,

Jelolje & az i-edik dobds sordn dobott szamot (i =1,2,...,100). Ekkor

21
E(6&i+ &+ +&oo) = E(&1) + E(&2) + -+ + E(&00) = 100E(E) = 100 - G 350.
Miwvel a &,&, ..., E100 valdszinidségi vdltozok pdronként fiiggetlenek, igy
35 875
D&+ &+ -+ + &uo0) = D*(&) + D*(&) + -+ 4+ D*(G100) = 100D*() = 100+ = = == = 291.6667

D(E 4 & + -+ + E100) = VD2(€) = V/291.6667 = 17.0783.

5. Megoldas. e Jeldlje £ a bank piorgetésenkénti nyereségét. A £ wvaldsziniségi vdltozo az x,
x — 2000 értékeket veheti fel, ahol a jdatékosnak a pérgetés eldtt x forintot kell befizetnie a
banknak.

A bank nyerési esélye:

| J/B[1][2[3[4][5[6][7]
1 * | x| k| k| x| k| %
2 * | x| k| %
3 * | ok | ok | ok
4 * | ok | ok | ok
5! * | % | *
6 * | x
7 *
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72=7
7

4
9 7

P(a bank nyer) =
3
P(a bank veszit) = =
Igy a € eloszldsa:
Di ‘

A & wvdrhato értéke:
4
200 = E(¢) :x-?+($—2000)-

4
= @ — 10571 (FY)

| w

Tehdt a jdtékosnak a 2000 Ft nyeremény reményében minden porgetés eldtt 1057.1 Ft-ot kell
befizetnie a banknak ahhoz, hogy a banknak dtlagosan 200 forint nyereménye legyen pérgetésen-
ként.

6. Feladat. K¢t szabdlyos porgettyivel porgetiink: eqy pirossal és eqy kékkel. Mindkét porgettyin
az 1,2,3 szdmokat lehet kiporgetni. A kiporgetett szamokat jelolje & és &. Hatdrozza meg a
& :=min(&,&) €s azn:= max(&y, &) valdszindségi vdltozok

e closzldsdt,
e vdrhato értékeét,

® 52071dsnégyzetét.

4.2. Abszoliut folytonos valbészintiségi valtozok varhatd értéke és szo-
rasnégyzete

7. Megoldas. e
o Az integrdlo tényezd értékének a meghatdrozdsa:

1:/Zf(x)dxzof(—xzﬂ)dx:c[—%3+xrl -

1 rz=—1

e((4e)-G)-i = e

e A vdrhato érték és a medidn meghatdrozdsa:

Mivel az [ striségfigguény az y = 0 tengelyre nézve szimmetrikus, tovdbbd létezik a
vdrhato érték, ezért a vdrhatd érték és a medidn egyardant 0. (E(§) =0, v =10.)
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o A szordsnégyzet meghatdrozdsa:

Eldszér meghatdrozzuk a mdsodik momentumot, ami a (§) = 0 miatt egyittal a szords-
négyzet is lesz.

DO = B - RO =B = 3 [ (-t nar = [ (ot
g G (-

8. Megoldas. e

o A C konstans értékének a meghatdrozdsa:

Kihaszndljuk, hogy abszolit folytonos fligguvény eloszldsfiiggvénye abszolit folytonos (igy
folytonos), igy a C' konstans meghatdrozdsihoz elegendd elérni, hogy az eloszldsfiiggvény
a toréspontjaiban folytonosan csatlakozzon, igy

1
1 =TF(2) = C(z* + 27)|p—0 = 8C = (ng.
o A siriségfigguvény meghatdrozdsa:
Az f striségfigguény az F eloszlasfigguénybdl f(x) = %IF(Q:) (x € R mddon hatdrozhatd

meg, 19y

1 1
flx) = §(2$+2):Z(:v+1), ha 0 <z <2,

0 egyébkeént.
e A wvdrhato érték meghatdrozdsa:

E(&) = /_Z f(z)dx = 3/02 z(r + 1)der = 3/02@2 + z)dx

123 2212 1/8 4 7
4{3+2L20 4(3+2> 6 6667

o Az E(29¢ — 680) értékének a meghatdrozdsdra felhaszndljuk a vdrhato érték linearitdsdt,
gy kapjuk, hogy

E(29¢ — 680) = 29E(¢) — 680 = 29 - g — 680 = —@ — —646.1667.
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9. Megoldas. Egy kordbbi feladat gondolatmenetét kovetjiik, amelyben "két ember bemegy a
kdvéhdzba...". Tekintsiik az alabbi dabrdt:

N Ao P
P4 ]
1 L 1
P4
/ 1
pa ]
S |
pa
/ /
pa A
4 v
pa 7
pa 7
pa 7 !
P4 7 !
pa 7 1
p / 1
/ 7 H
pa 7
V y 4 1
/ 7 |
V4 I
v !
7 1
/7 1
/ I
/ 1
/I !
>
A( 1 1

o Az eloszldsfiigguény és a striségfiigguény meghatdrozdsa

Legyen x € [0, 1]. Ekkor

1 -2t
Flz) =P <o) = —F7—=1-(1-2)"= (1= (" =2 +1)) = —2” + 2z,
Tehat
0, hax <0,
F(z) =< —a*+2x, haz €0,1],
1 hax>1.
Igy

— 2242, hax € [0,1],
flz) = s
0 egyébként.

o A wdrhato érték és a szordsnégyzet meghatdrozdsa:

E(¢) = /Z of(z)dr = /01 z(—2x + 2)dr = /01(—2932 + 2x)dx =

_ x4+2x3 z:l_ 1+ 1
L3 3, 3 6
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o A szordsnégyzet meghatdrozdsa:
D*(¢) = E(¢*) — (E(€))* = Loy L
B 6 \3) 18

10. Megoldas. e Jeldlje & a ledobott pontnak az eqységnégyzet hatdardtol vett tdvolsdgadt.

1. FEloszlasfiigguény meghatdrozdsa.
A £ wvaldsziniségi vdltozo értékkészlete a |0, %] intervallum. Ebbol maris adodik, hogy
Ha x> 3, akkor F(z) = 1.

Ha z € [£,0], akkor
F=P¢<z)=1—(1-22)*=4(—2>+2) = —42° + 4x

Ha x < 0, akkor nyilvin F(z) = P(¢€ < 2) = 0. Igy kapjuk, hogy

0, hax <0,
1
2
F(z) = —d4x° +4x, hax € [0,5],
1
1 ha x> —.
ez >

2. A striségfiigguény meghatdrozdsa:

A striségfigguény az eloszdsfigguénybdl derivdldssal hatdrozhaté meg. gy kapjuk, hogy

1
—8xr+4, hax € {0,5],

fz) =
0 egyébkent.



3. A wvdrhato érték és a mdsodik momentum meghatdrozdsa.

1

Be) = [ af(yie= [

B 8x3+4x”:%_ A
N 3 2 3 2/) 6

=0

E(£?) = /_00 22 f(z)dr = /0é 2*(—8x + 4)dx = /02(—8353 + 42?)dx =

o

r(—8x +4)dx = /2 (=827 4 4a)dr =
0

Jun

11. Megoldas.

Az, f figgvények, B(£), B(£?) és D*(€) azonos a 10. feladatban ldtottakban.
12. Megoldas. A 10. feladat megolddsdban ldtottakhoz hasonléan kapjuk.

o Az eloszlds €és sturiiségfiigguény meghatdrozdsa:
0, hax <0,

1
1—(1-22)° hazcl0

F(z) = 5

1
1h > —.
axr 5

S (31— 2202 (—2)) = 622 — 12, haz < [0, %],

fx) =
0 egyébként.

o2



o A wvdrhato érték és a mdsodik momentum meghatdrozdsa

E(g):/_ of( )dx—6/é (29[;—I)de—6/0§(4x3—4x2+x)da::
[ ()50 3 6)-
o(6)56))+

8 320
13. Megoldas. A 10. feladatban latottak alapjin kapjuk.

D?(¢) = E(£2) — (E(¢))? = 3 (1) _ B o13m

o Az eloszlds és striiségfiigguény meghatdrozdsa:

0, ha z <0,

_ )t 2
]F(I)_ EZZB,}L&%G[O,H,

1 ha z > 1.

2z, ha x € [0,1],
flz) = 0
0 egyébként.

e A wvdrhato érték és a mdsodik momentum meghatdrozdsa
o0 1 1 23 z=1 9
E(¢) = / zf(z)dr = / x(2z)dr = 2/ ridr =2 - {—} =,
oo 0 0 3 3
o) 1 1 $4 =1
E(£?) = / 2 f(x)dr = / 2%(2x)dr = 2/ zdr =2 - {—] =
—o00 0 0 =



o A szordsnégyzet meghatdrozdsa:

DY() = E(E) — (E())* = 5 - (3) = L~ 00556,

14. Megoldas. A 12. feladatban ldtottakkal analog modon kapjuk, hogy
o Az eloszlds és suriiségfiigguény meghatdrozdsa:

0, hax <0,
F(x) = ¢ 2°, ha z €[0,1],
1 ha x> 1.

32%, ha z € [0,1],
flz) = .
0 egyébkeént.

o A wvdrhato érték és a mdasodik momentum meghatdrozdsa

E(¢) = /Z vf(z)dr = /le(?)xz)dx = 3/01 widr =3 - {xﬂ - — z,

=0
00 z=1
B = [ o= [ ot =s [ pe-g 2] 2
> x=0

o A szordsnégyzet meghatdrozdsa:
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5. Nevezetes diszkrét valdszintiségi valtozok

5.1. Hipergeometrikus és binomialis eloszlasok

1. Megoldas. e Egy A esemény bekiovetkezésének a valoszinisége 0.31. Jeldlje € az A esemény
bekovetkezéseinek a szdmdt.

a. Legfeljebb 2-szer kivetkezik be, ha
PE<2)=P({=0U(=1U(=2)=po+p1+p=

8 8 8
= (0)0.3100.698 + (1) 0.31'0.69" + <2> 0.31%0.69° = 0.5264,

b. Legfeljebb 6-szor kivetkezik be, ha

PE<6) =1-P(E(>6)=1-P({=7)U(=8)=1—(pr+ps) =

8 8
=1- ((7)0.3170.691 + (8) 0.3180.690) = 0.9984

c. Legaldbb 6-szor kovetkezik be, ha
P(E=6)=P((§=6)U(=T)U(§=8)) =ps+pr+ps=

8 8 8
= (6)0.3160.692 + (7) 0.3170.69" + <8> 0.31%80.69° = 0.0134.

A tovdbbiakban az olyan részeket, mint példdaul, P((§ =6)U (£ =T7)U (£ = 8)) nem kell kiirni.

2. Megoldas. e (kilfoldi osztondij) Jelolje & a kivdlasztott lanyok szamdt. Ekkor & hipergeo-
metrikus eloszldsi valdsziniségi valtozo N =8, s =3, N —s =05, n =4 paraméterekkel

(3()8()3) _ g — 0.9286.

P(lesz lany) = 1 — P(nem lesz lany) =1 —py =1 —

3. Megoldas. e (rejtvénypdlydzat) Jellje € a kisorsolt miskolci megfejték szamdt. Ekkor &
hipergeometrikus eloszldsi valosziniségr vdaltozo N = 50, s = 20, N — s = 30, n = 4 paraméte-

rekkel. 208 730
() (%)

()

P(lesz miskolci nyertes) =1 —pg =1 — = 0.8810.
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5.2. Geometriai és negativ binomialis eloszlasok

4. Megoldas.  a. geometriai eloszlds, (A wvdltozat) Figgetlen kisérletek végtelen sorozatdt
végezziik. Jelole & azt a szamot, ahdnyadik kisérlet sordn eqy p valdsziniségi A esemény
eldszor bekovetkezik. Ekkor £-t p paraméterd geometriai eloszldsnak nevezzik.

o closzldsa
pe=>0-p""p (k=12...)

e generdtorfiigguénye

G(z) =Y pa" =) (1—p)f'pF=pz) (1-p)2)" ' =pz) [1-p) =
) k=1 ” k=1 k=1 k=1
1-(1-p)*

e G'(1) és G"(1) értékének a meghatdrozisa

: (p2) (1 — (1 —p)z) —pz(1 — (1 —p)2)

’

¢z = -1 pep T (A= (-pep
p—p(l—pz+p(l—pz p iy 1
ST U-pr G-a-pp o W=y

/

) = p (s 1 o 2p(1—p)
¢ (O—%l—pﬂﬁ) P TP S T
vy = p—p) _ 21 —p)

— G (1 < =
(1) ) e

e vdrhato érték és szordsnégyzet

B = ¢ =
DX¢) = G/ (1) + G'(1) - [G’<1)]2 - % + % - Z% ~ 1p_2p.

b. r-ed rendd p paraméterd negativ binomidlis eloszlds, Jele: & ~ NB(r, p)

Kisérletek végtelen sorozatdat vizsgaljuk. & jeloli azt a szamot, ahdnyadik kisérlet sordn eqy
p valdsziniiségi A esemény r-edszer bekovetkezik.

e closzldsa
kE+r—1
prk =P =r+k)= (

.1 )pr(l—p)’“ (k=0,1,...)
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e generdtorfigguénye, A £ v db fiiggetlen p paraméteri geometriai valdsziniségi vdlto-
20 osszege. Mivel a fiiggetlen valosziniségi valtozok Osszegének generdtorfiigguénye
eqyenld a megfeleld generdtorfiigguények szorzatdval, igy kapjuk, hogy

o= (=t 25)

e wvdrhato érték és szordsnégyzet konnyen kijon a fliggetlen valdszinidségi vdltozok dssze-
gének vdrhato értékére, illetve szordasnégyzetére vonatkozo dsszefiiggésbal.

E() =E& +&+---+&) =7E(&) =

Y

3

D) = D6+ 6+ &) = D) = o2

5. Megoldas. e
a. £ ~ Geom (p: %), gy E(&) = % = % =2;
b. E~NB(r=3p=13), igy E(&) = L =6.
6. Megoldas. Jelolje & a sziikséges dobdsok szamdt.

a. Q:={azs és N — s fehér golyéobdl megalkothato osszes sorozatok szama}.

s,N—s(i N
o1 =70 = ()

Ay = { a k-dik hizds alkalmdval hizunk eldszor piros golyot. } (k=1,2,...,N —s)

k db N —Fk db
—— —

1... k+1...N
x | s — 1 db piros

B

1), (N—k-s+1)(i N —k
|Ak|:P](V5;),(Nk+1)():( 1) (1<k<N-s+1)
s_

()
ANl o N—st).

()

fgy kapjuk, hogy



b. Hatdrozzuk meg a & vdrhato értékét N =7, s = 3 specidlis esetben.

k|

Pk

1

6

plZ%Z%
3

3 2 6 3 1
E¢)=1--4+2-—+3-—+4-—+5-—=2
(& 7 + 7 + 35 * 35 + 35 ’
3 2 6 3 1
E(H) =12-24+22. 2432 —4+4%. = 4+52. — =52
(&) 7 * 7 * 35 * 35 * 35 ’
D*(§) =E(§*) - [E(¢)]* =522 =1.2.
Az dltaldnos megoldds generdtorfiigguvény segitségével oldhato meg:
N +1 s(N —s)(N+1
E(¢) = Sl DQ(@ = ( ) )

(s+1)%(s+2)

ami N =7 és s = 3 specidlis esetben visszaadja a numerikus eredményeket.

7. Megoldas. Jeldlje £ a sziikséges hiizdsok szamdt.

a. A & eloszldsa:

o8

Q := {a golyokbol alkotott sorozatok szama} (az azonos szint golydk kézott nem teszink

kilonbséget). Igy

0] = Py

()

Ay, = {a k-adik hizds sordn hiuzzuk ki az utolsé piros golydt}.

fgy kapjuk, hogy

1...k—1

k...N

s — 1 db piros *

_ ps—Lk—s(i) k—1
el = o0 = (B

(k:—l
=P =k = Gl

) (s—1<k<N).

) (s <k < N).
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b. N =17 és s =3 eset.

kL 3 | 4 | 5 | 6 | 7T |
G _ 16 _36_6|G _10]6_n
LS S I O R B € N O N R G
1 3 6 10 15
]E - - 4— — —_ e
(f) 335jL 35+5 35+6 35+7 35 ,
1 3 6 10 15 186
186 6
DA(E) = E(€) - [E@F = = 6 = £ =12,

5.3. Poisson eloszlas

8. Megoldas. e Jeldlje & a szervizbe naponta érkezd gépkocsik szdmdt.
Ekkor & ~ Poiss (A =5). Mivel az unid diszjunkt, igy alkalmazhato a véges additivitds.

PU<SEST)=P((E=4)U(=5U(=06)U(=T))=
54 5% 56 5T
=p4+p5+P6+p7=(4|+§+a+7') > = 0.6016.
9. Megoldas. e Jeldlje & az eqy szelet kaldcsban lévd mazsoldk szdmdt.
Ekkor & ~ Poiss (A =19). Mivel az unid diszjunkt, igy alkalmazhatd a véges additivitds.

P(7<E<10) =P((( =T)U(E=8)U(§=9)U (= 10))
97 98 99 910
= Pp7 +Pg+ Py + Pro= ——I———i———ir— 9 = 0.4992.
7! 10!
10. Megoldas. e Jeldlje & az 5 dekds szeletben lévd mazsoldk szamdat. Mivel 100 dkg kaldcsban
52 szem mazsola van, 19y 5 dkg kaldcsban Ei%é’g = 2.6 szem mazsola van. Igy & ~ Poiss (A =2.6).
Jelolje A, azt az eseményt, hogy n szeletet kivéve van kozottik mazsola nélkili szelet. Ke-

ressiik azt az n-et amelyre P(A,, > 0.92. Ekkor
P (A_n) =1-P(A,) <1-0.92=0.08,

Az A, jelenti azt az eseményt, hogy n szeletet kivéve nincs kozittik mazsola nélkiili szelet, azaz
mindeqgyikben van mazsola. Ezeknek az eseményeknek a fiiggetlenségét felhaszndlva kapjuk, hogy

T 260 —2.6 " —2.6
P(A4)=(1—p)"=[1-"-e20) =(1—e26)"<0.08.



A kapott exponencidlis eqyenldtlenség logaritmus-vonds segitségével megoldhato.

In(0.08)

> — 327266,
TErE 7266

tehdt legaldbb 33 db siuteményt kell kivenna.
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6. Nevezetes abszolit folytonos val6szintiségi valtozok

6.1. Egyenletes eloszlas

1. Megoldas. Jeldlje & a kér sugardt, n a kér teriiletét. Ekkor n = £r, tovdbbd tudjuk, hogy

§~U(0,14), igy Fe(x) = %5, ha x € (0,1.4).

Az n medidnjdat keressiik, amihez sziikségink van az n eloszldsfiigguényére. Az n eloszlds-
fiigguényének a meghatdrozdsakor egyrészt felhaszndljuk, hogy n = & > 0, gy F,(z) = 0, ha

x < 0. Mdsrészt, £ >0, gy /§2 = |&| = €.
Azt is felhasznaljuk, hogy

Fn(x):IP’(§27r<x):IP’(§<\/§> :1[«}( %)

0 ha x <0,

N
x ha 0 < /%2 <14,
F,(z) :Fg( —) = 1aym VE
azaz 0 < x < 1.96m,

s
1 ha 1.967m < .

fgy kapjuk, hogy

1

A p medidn értékének a meghatdrozdsihoz az F,(u) = 5 egyenletet kell megoldanunk. Igy

kapjuk, hogy F,(u) = 1.}4/5% =1, VB =0.7y7, p=0497.
2. Megoldas. Tudjuk, hogy & ~ U(—2.4,2.4). A keresett valdsziniség:

P26 + 1 < 1.6) = P(2¢ < 0.6) = P(¢ < 0.3) = F(0.3) =

r+24 2.7 9
= — = — =0.5625.
48 |, 48 16

3. Megoldas. e n = £2
a. € ~U(0,1). Legyen x € [0,1]. Ekkor
F,(z) =P(n <z) =P <z) =P < Vz) = Fe(V7)
o Az eloszlds és striséqfigguény

0, ha z <0,

Fofe) =4 Y0 = 5 haz e 0.1)

1 ha x> 1.




Igy

b £ ~U(-1,1).

Legyen x €] — 00,0[. Ekkor

Legyen x € [0, 1]. Ekkor

, ha x €10,1],
folz) = 2\
0 egyébként.
érték

F,(z) =P(n<z)=PE <z)=0.

Fy(2) =P(n <) =P <) =P(|¢§| < vV2) =P(—Va < < V) =
—F(VA) - F(-vm) = Y VL g
o Az eloszlds €és striségfiigguény
0, ha xz <0,

Igy

F,(z) = Vx, hax €[0,1],

1 ha z > 1.

, ha x €10,1],
folz) = 2Vx
0 egyébként.
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o A wdrhato érték és a szordsnégyzet meghatdrozdsa az el6zd feladat alapjdn kapjuk,
hogy E(n) = 5, D*(n) = 5.
4. Megoldas. e n:= a& + 3, ahol £ ~U(a,b); a > 0; f € R.

a. Azn valdsziniségi valtozo eloszldsa:

IFn(x):P(n<x):P(a§+6<x):P(§<“T;ﬁ) :Fn<x_5) (z € R).

fgy kapjuk, hogy

0, ha x < aa+ [,

_ )= -a_ a—(aatf)
F,(z) = - —(Qb+6)_(aa+ﬁ),haacE[aa—i—ﬁ,ozb—l—ﬂ],
1 hax>ab+p.

Igy kapjuk, hogy n ~ U(aa + 5, ab+ f).

b. A megolddshoz

aa+ =0
ab+ =1

egyenletrendszert kell megoldani.

L

A mdsodik egyenletbdl kivonva az elsd kapjuk, hogy a(b—a) =1, azaz o = 7.

Az a-ra kapott értéket visszahelyettesitve az elsdbe kapjuk, hogy

1 —
b—a

b—a

6.2. Exponencialis eloszlas

5. Megoldas. e Jeldlje n a vdrakozdsi iddt percben mérve. Mivel n ~ Exp()), igy Fy(x) =
1—e™ (x> 0).
A X paraméter meghatdrozdsa:

022=P(n=5)=1-Pn<5)=1-F,(5)=1—(1—e ) =,

amibdl kapjuk, hogy —bX = In(0.22), azaz X = @. A keresett valdsziniséy:

6-1n(0.22)

Pn<6)=F,(6)=1—e*=1—-¢e 5  =0.8375.
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6. Megoldas. Jeldlje & a gép élettartamdt évben mérve. Mivel E(§) = 9 =

E~Exp(A=73).
A K értékét keressiik gy, hogy a P(§ > K) > 0.85 feltétel teljesiiljon.

igy)\:%és

>

085 <KPE>K)=1-PESK)=1-PEl<K)=1-F(K) =
:1—(1—67%):67

©o|x

A kapott exponencidlis egyenldtlenség mdr kénnyen megoldhato.

e

ofx

K
>085,  — >I(085), K< -9n(0.85) = 1.4627.

7. Megoldas. e Legyenek &1,&s, ..., &, figgetlen valdsziniiségi vdltozok. Fq,Fy, ..., eloszlds-
fligguényekkel. Ha & := min(&y, o, ..., &), akkor a & valdszindségi vdltozo eloszlasfiigguénye:

P < z) =P(min(&, &, ..., &) <) =1—P(min(&, &, ..., &) > 2)
=1-P& >z,&E>m,..00,8, > x)
=1-(1-P& <2)(1-P&<x))...(1 =P&, <x)).

Ekvivalens modon kapjuk, hogy
Flz) =1— (1 =TF(2)(1 —Fy(z))...(1 =F,(x)).
Az dltalunk vizsgadlt konkrét esetben kapjuk, hogy

F(z) =1—(1—=TF(2))(1 =Fa(z))... (1 = Fp(x)) =1 — e M7 2T Mn® =
—1— e—(>\1+)\2+~--+/\n)x

Tehat fiiggetlen exponencidlis eloszldsiu valdsziniségi valtozok minimuma szintén exponencidlis
eloszldsi valoszintségi valtozo X = Ay + Ay + - - - + A\, paraméterrel. Igy a gép élettartamdnak a

varhato értéke .

E(¢) = :
©) A A X4+ A,

8. Megoldas. Mivel E(§) = 1.8 = %, gy A = %s és &~ FExp ()\ = 1—18) Legyen n = €. Erde-

mes észrevennt, hogy az n valdsziniségi valtozo medidnjdt keressik, amit most m-mel jelolink.
Az m értékének a meghatdrozdsihoz az F,(m) = % egyenletet kell megoldanunk. Ehhez eldszor
meg kell hatdrozni az n = &2 valdsziniségi viltozo eloszldsfiigguényét. Mivel n = 2 > 0, igy

F,(z) =0, ha x < 0. Mdsrészt, £ > 0, igy \/€2 = |€|¢. Igy kapjuk, hogy

0 ha x < 0,
l—erts, hax>0.

[§

Fn(l’):P(U<$)=P(€2<x):P(§<\/§):{



m 1 m
Tehdt az 1 — e 1% = 3 exponencidlis egyenletet kell megoldani. A megoldds: e YE = 0.5,

— Y 10(0.5), m = [1.81n(0.5)]2 = 1.5567.
9. Megoldas. e & ~ Exp(\). Tudjuk, hogy E(§) =D(£) = 0.3 = 1. Igy

1

L De) ~ B - [B(OP — E) -

ﬁ7

amibdl rendezéssel kapjuk, hogy E(£?) = % A wvdrhato érték linearitdsa alapjdn

E(8¢% — 196 4+ 7) = SE(&?) — 19E(¢) + 7 =

2 1
— —19- =16-0.32—-19-0. = 2.74.
v 9A+7 6-0.3 9.-03+7=2,7

10. Megoldas. e Jeldlje & a vizsga iddtartamdt percben mérve, ekkor & ~ Exp(A = 0.02). A
szdmolds sordn felhaszndljuk az exponencidlis eloszlds orokifju tulajdonsdgdt, mely szerint:

=38

P <s+tlE>s)=PE <) (s,t >0).
A keresett valdsziniség:
PE>6+4+13¢>13)=1-P(E(<6+13]{>13)=1—-P(£<6) =
=1-TF(6) =1— (1 — e 20%0) = ¢70026 = (.8869.

11. Megoldas. e Az iddegység 1 ora. Jeldlje & az tizletbe dranként érkezd vevdk szdmdt. Mivel
E(&) =\ =29, igy £ ~ Poiss(A = 29).

Jelolje n a két vevd kozott eltelt 1ddt oraban mérve. Ekkor a Poisson folyamat alapjdn kapjuk,
hogy n ~ Exp(\ = 29). A keresett valdsziniség:

45 45 45
Pln>-—|=1-P(n<-—=)=1-F,| =)=
(77 60) (77 60) "<60>

1 (1 _ 6_4.2629> _ e_4.2(-)29 — 0.1136.

6.3. Normalis eloszlas

12. Megoldas. e Jeldlje & a munkadarab hosszdt. Tudjuk, hogy & ~ N (m = 50,0?). A feladat
az ismeretlen szords meghatdrozdsa. Ekkor

0.85 = P(€ < 50.05) = P (n < w> _ (%) |
ag

o

amibdl az ismeretlen o paramétert mdr konnyd kifejezni. 1.04 = %, o= % = 0.0481.



66

13. Megoldas. e Tudjuk, hogy & ~ N(m = 0,0?), ahol a o* paraméter ismeretlen; tovdbbd

P(—5.8 < & < 5.8) =0.42. Eldszor a o értékét hatdrozzuk meg. Standardizdldssal kapjuk, hogy
- &0

n=>>=~N(0,1).

’ —58 5.8
P(—5.8<§<5.8):P(— gng_) _

g o

()4 (3)-
o () 1-0n

o

o (@) _ 042 +1 _ o1
o 2

azaz

A kapott eqyenldségbdl az ismeretlen szords mdr visszakereséssel meghatdrozhato: % = 0.55,
o= 38 =10.5455. A keresett valdsziniséy:

0.55
05—1 171
P05<176+1<1.7) =P < _
(0.5 €+ 1<1.7) ( T < 7 )
Cp( 05—t o 17-1
— 17105455 ST S 17105455 )

= $(0.04) — ®(—0.03) =
= $(0.04) + ®(0.03) — 1 =
= 0.5160 + 0.5160 — 1 = 0.028.

14. Megoldas. Jeldlje & a henger dtmérdjét, & a hosszdt. Ekkor & ~ N(mq,01), & ~
N (my,03) és &1, & fiiggetlenek.

a. Jelolje p annak a valdsziniségét, hogy egy alkatrész jo. Ekkor

IP’(ml — 301 <£1 <m1+301,m2—202 <€2 <m2+202) =
= P(ml — 301 < 51 <mq+ 301)P(m2 — 209 < fg < mg + 20’2) =
:IP(—3< b1 = m <3)IP(—2< Sz = 1My <2) =
01 )]
= (2(3) — @(-3)) (®(2) — ®(-2)) =
=(20(3) — 1) (29(2) — 1).

Tabldzat alapjan kapjuk, hogy
®(3) = 0.9987, ®(2) =0.9772,
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19y a keresett valosziniiség:

(2-0.9987 — 1)(2 - 0.9772 — 1) = 0.9519.

b. Jelolje p az eldbb kapott valdsziniséget és legyenek
A = az elsd alkatrész 70,
B = a madsodik alkatrész jo.
Ekkor az A és B események fiiggetlenségének feltételezése mellett)
P(legalabb az egyik alkatrész jo) = P(AU B) =P(A) +P(B) —P(A)P(B) =2p —p° =
=2-0.919 — 0.9519° = 0.9977.

15. Megoldas. e

Ple> 1) =1 -Fle < i) =1 -F (20 < o2t ) <o (B2 )
:@(_Ka—m) N N —Ka_m:q)_l(a)
o g

— K,=—0c® '(a)+m.

Az aldbbi tabldzat az o, () értékpdrokat tartalmazza:

a 0.90 | 0.95 | 0.99
I(a) | 1.282 ] 0.645 | 2.326

Tudjuk, hogy m = 20, o = 2.
e Ha a=0.90, akkor K, = —2-1.282 + 20 = 17.436,
e Ha a=0.95, akkor K, = —2-1.645 + 20 = 16.71,
e Ha a=0.99, akkor K, = —2-2.326 + 20 = 8.37.

6.4. Csonkolt normalis eloszlas

16. Megoldas. Legyen & ~ N(0,02 és jelentse ¢ a & nemnegativ értékekre csonkitott eloszdsdt.

a. FEloszlds és striségfiggvény:

P(0< <)  Fe(z)—Fe(0)

Pes0) . R et

o Fe(x) =P < z|x

WV

0) =
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1 22
2fe(x) =2 e 22, hax >0,
felz) = 2o
0 egyébkent.
b. A kdrosszeq vdrhato értéke és szordsnégyzete:
o E(n?) =2 rle 22 dr = —— z2e 22 dr = o?.
07) =2 s o Vs

A €~ N(0,0%) mdsodik momentuma = o*.

. D(Q) = E(¢?) - [EQ)F = o - ( 30>2 ~(1-2)

™ ™

c. IP’(C>a):1—1P’(§<a):1—(21[?,5(@)—1):2(1—1[?5(@)):2<1—<I>(—)>.

17. Megoldas. Jeldlje ¢ a kdrdsszeg nagysdagdt.

2
a. \/ja = 500000 = o= \/g - 500000 = 626657 F'.
T

b.
a 300000
P —o(1-o (%)) =2(1-o
(€>a)=2( (b ) ( (6%%75))
— 2(1 — 0.6844) = 0.6312.

pcsa=2(1-0(5)) =2 (1-# (Gt

= 2(1 — 0.8636) = 0.2728.

2(1 — ©(0.48)) =

2(1 — B(2.12)) =

o A (= et vdrhatd értéke
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6.5. Lognormalis eloszlas

18. Megoldas (Fiiggvénytranszforméacio hatésa az eloszlas és stirtiségfiiggvényre). Legyen & egy
abszolit folytonos valdsziniségi vdltozo, g - Dy CR — E (¢ ~ N(0,1)) egy olyan folytonosan
differencidlhato fiigguény, amelynek az értelmezési tartomdnya tartalmazza a & értékkészletét,
legyen tovdbba ¢ = g(&).

o A ( eloszlasfiiggvénye: Fe(x) =P(g(§) < x) = P(£ < g~ (), 19y

Fe(g~'(x)), hax € E,
0 egyébként.

Fe(z) =

o A ( sirdségfiggvénye: Mivel fo(x) = %Fc(x), 9y

L “(x ax
F(2) = Wff(g (7)), hax € E,

0 egyébként.

19. Megoldas. Legyen ¢ = €5, ahol & ~ N (m,c?).
o A ( eloszldsfigguénye:

P(( <z)=P(e* <) = (§<10g 0C+m<log( ) =

e o )
")

Fe(z) = (log

0 egyébként.

amibdl kapjuk, hogy

ha x > 0,

o A ( siriségfiigguénye

! 6_%(1“4277”)27 ha x> 0,
fe(x) = 2nox

0 egyébként.

o A ( vdrhato értéke:

50 = [ ektos = [T s

s 2ro
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fiigguénytranszformdciot alkalmazunk.

dx
=u — xr = st — — =oe
o du

— dr = ge”“ ™M du.

IH(I) —m out+m

Uj hatdrok: u: —oo — +oo. Igy

1 T 4,
E(¢) = aem/ e 2 (W20 gy

2ro 0o
teljes négyzet alakra hozunk a nevezdben

1 1 1 1
— 5 (6 = 20u) = —((u—0)* = 0*) = —(u+ ) + S0,

fgy kapjuk, hogy

A ¢ mdsodik momentuma:

B = /+Oo $2f4(x)dx - 1 /Ooo xe*%(lmi_m)gdx

00 2ro

ugyanazt a fligguénytranszformdaciot alkalmazzuk, mint amit a vdrhato érték kiszdamitdsa

esetén: In(z)
nar)—m
_— = —> xr = eou+m

E(CQ) _ 1 e eau+me—%u20_€au+mdu _ 1 e2m e 6—%(u2—4ou)du
V2710 J s  V2ro —o '

Alakitsuk teljes négyzetté a kitevében lévd kifejezést
L 1 2 2 1 2
—é(u —4Ju):—§ ((u—20)* — 40%) :—é(u—20)+20 :

o A ( szordasnégyzete

D?(¢) = E(¢?) — [E(Q)])* = 2™+ — (em+§“>2 = 220 2o _ p2mio’ (e"2 - 1> :
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20. Megoldas. & ~ e?¢tm

C _ agn _ eln(a)emf{-‘rnm _ ena(—i—nm-ﬁ-ln(a)

azaz ¢ lognormdlis eloszldsid nm + In(a) és (no)? paraméterekkel.

21. Megoldas. Idézziik fel, hogy az m, o* paraméterd lognormdlis eloszldsi valosziniségi vdl-

tozo eloszldsfiigguénye:
1 _
o (W) "
o

F(z) =
0 egyébkeént.

P(a<§<b):®<w)—®<w).

Igy
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7. Diszkrét valbészintiségi vektorvaltozok

1. Megoldas. e (Két dobokockdval dobunk)

a. A min(&, &) eloszldsa:

Plmin(éy, &) = 1) = P((1,1), (1,2), ., (1,6),(2,1), (3,1), .., (6,1)) = -9 =1 _ 11

, 36 1 367
P(min(&y, &) =2) =P ((2,2),(2,3),...,(2,6),(3,2),(4,2),...,(6,2)) = '26_ = %
(...)

ugyanigy kapjuk, hogy

P(min(6, &) = k) = 20 k;g D=l 12 )

A min(&y, &) vdrhato értéke és szordsnégyzete:

11123456
T I 9 [ 75 31
Pi | 55|36 | 36| 36| 36| 36
9 7 5 3 1 o1
s 1— 2.2 13. 4. 5.2 46.— — = — 925278,
pr Tt s T 3 T2 36 36 36

9 7 5 3 1 301
= 22:12._ 22— 432 — 44— 45 46— = = 8.3611,
;W 367773 70 36" 3% 36 ° 36 36

DY) =E(E) - [BO)F = 2o - (%) _ 10715,

b. A max(&, &) eloszldsa:

P(max(1, &) = 1) = P((6,1), (6,2), ..., (6,6), (1,6), (2,6), ..., (5,6)) = > 26_ L_ %
Plmax(&1,6) = 2) = P((5,1),(5,2), - (5.5), (1,5), (2,5), ..., (4,5)) = = 26_ L_ %
()
ugyanigy kapjuk, hogy
P(min(ér, &) = k) —— 2’“‘3—?_1 (k=1,2,....6).
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A min(&y, &) vdrhato értéke és szordsnégyzete:

z; |1 213114156
RN NN RN
Di | 36|36 |3 | 36 | 36 | 36

1 3 5 7 9 11161
S upi=1-—42.243. 244 L4520 46— — 44792,
Z:xp 36 7°°36 736 36 236 36 36

1 3 5 7 9 11 791
= pi=12 = +2%. 43— 447 — 5% 62— = 21.9722,
2 36773677736 3670 36" 36 36
791 [161)°
D*(€) = E(&?) — [E()]’ = -~ — | 5= | = 1.9715.
© = £ - BOF - 55 - (55 )
c. A (€,n) egyiittes eloszldsa, ahol ¢ = min(&,, &), n = max(&,,&). Erdemes észrevenni,
hogy
e hat < j, akkor p;; = 33
e hai=j, akkor p;; = 3i
e hai> j, akkor p;; = 0.
Igy kénnyt kitélteni az egyiittes eloszlds tdbldzatot.
Emll1][2]3[4]5]6 ]
T T L Z Z1Z1Z]2
36_| 36 | 36 | 36 | 36 | 36
D) 0ol X[ 2121212
36 L 36 | 36 | 36 | 36
ol e B
4 0100|333
5 J0o]0]0]0 4]
6 [o]of[Oo]O]O]%

Zmzy]p,] Zz36+ > —zg—%(iz +2 ) >

1<i<y<y 1<i<j<y
1 (ST o
= ' —12.2
36 (2 Z) 36 2
49 91 161
cov(§,n) =E(E-n) —E(§)E(n) = T 36 3g 09452

2. Megoldas. e Jeldlje & a piros, & a kék porgettytivel kiporgetett szamot.
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a. e 5 = 61; n = min(517£2);
Mivel € := &, n:=min(&, &), igy
e hat < j, akkor p;; =0,
® hat > j, akkor p;; = %.
Igy mar csak az i = j eseteket kell kiszdmolni.

(6= Lomin(r, &) = 1) = {(1,1), (1.2). (1,3)}, gy pu1 = -

9
(& = 2,min(6, &) = 2) = {(2,2), (2.3)}, gy pas = g
1

(6 =3,min(&, &) =3) ={(3,3)}, dgy ps = -

Ezek alapjan konnyen fel tudjuk irni a (§,n) egyiittes eloszlasdt, illetve a margindlis el-
oszlasokat.

Em[if[2]3] |
1 [2]lo]o0] %
2 15]5|0]s
MHEEE
JHEHE
o A £ eloszlisa
TEIRE
1
EE) = aip. ==(1+243)=2,
(&) Xi:w g(1+2+3)
1 14
E(£?) = 2p = = (12422 4+ 3% = —
() pr S (17427437 = —,
14 2
D*() = B(¢") - [E(Q)]" = 5 - 2" = 3.
o A n eloszldsa
pi |35
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3 1
E(n) =Y wipy =15 +2 5+3-5=5(5+6+3) = o = 1555,
J
5 3
2 2 2 2 2
E(n):;yjpgzl-gw S48 5= 5(5+1249) = T = 2,888,
26 (14\® 38
DX(n) =E(n?) — [E()]° == - [ =] == = 0.4691.
o =507) - B =5 - (5) =
e Az cov(&,n) meghatdrozdsa
3 1 2 1 1 3
E(€-n) = yipi=1-1-=242-1.-42.2.2 .12 .9. 2 .3.2 =
(&-n) izjwy]p] 5T " g3l 32433
1 49
:5(3+2+8+3+6+27)23:5.4444.
49 14 7
cov(§,n) = B(¢ - n) —B(OE(n) = 5 =2 5 = 3 =2.3333,

o Az r(¢,n) meghatdrozdsa

cov(&,n) I _ 211/57

= = = 4.1722.
3 81
b. e &:=¢&, n:=max({,&);
Mivel & < max(&1,&), 19y
e hati < j, akkor p;; = %,
e hat > j, akkor p;j = 0.
fgy mar csak az t = j eseteket kell kiszdmolni.
1
(& = Lmax(&,&) = 1) = {(1, 1)}, d9y puu = g,
2
(& =2,max(&, &) =2) ={(2,1),(2,2)}, gy p2 = 9’

(6 =3, max(61,6) =3) = {(3,1),(3,2), 3.3)} iy pws = 5.

Ezek alapjan konnyen fel tudjuk irni a (§,n) egyiittes eloszlasdt, illetve a margindlis el-
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oszldsokat.
[Em[1]2]3] |
T L 1L1I¢Z
9199 3
2 (01553
L jofo]2|3
AHEE

. 2
o £ =& eloszldsdt a feladat a. részében mdr kiszamoltuk. Igy E(€) = 2 ésD?(€) = 3

o Az n=max(&,&) eloszldsa

Pils |33
3 5 1 22
Zy]pg +2 S48 0= gL+ 64+15) = = = 2444,
3 501 58
Zy]p]— —+22 S8 0= S+ 12445) = o = 64444,
58 (22)\% 38
D*(n) =E(n?) = [E(n)]* == — (== = 0.4691.
=50 - B = - (2) = 2

e Az cov(&,n) meghatdrozdsa

1 1 1 2 1 3
E(&-n) =) wypy=1-1-c+1:2-2+1-3-=+2.2--+42.3--+3-3- ==

~ 9 9 9 9 9 9
1 47
= §(1+2+3+8+6+27) =3 = 5.2222.
47 2 1
cov(&,n) =E(-n) —E(E(n) = o 25 =5 =03333

e Az r({,n) meghatdrozdsa
cov(f 3-/57

S

c. £:=min(&,&), n:=max(§,&). Konnyd ldatni, hogy & < n igy

r(&,n) = = 0.5960.

2

o hai < j, akkor py = 3,
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e hai=j, akkor p; = 3,

e hai < j, akkor p;; =

19y az eqylittes eloszlds:

(€ |1]2]3]
Sk
2 [0]5]3
1 [0]0]5

e A ¢ =min(&,&) €s n = max(&, &) margindlisok megdllapithatéak az egyiittes
eloszldasbol, de mivel ezeket az eloszldsokat mdr az a. és b. pontokban vizsgdltuk, igy
most nem részletezzik.

14 38
E(¢) = — D2(¢) = 22
€= ©=2
22 38
E(n) = == 2(p) = 22,
()= () =g
e Az cov(&,n) meghatdrozdsa
1
E(-n) = Z%‘yjpz‘j =(1+2+3)* 9 =4,
2%
14 22 16
cov(€,n) = E(€ -n) — E(©E(n) —4— = 2~ 10 _ 91975,
9 9 81
e Az r({,n) meghatdrozdsa
cov(§, 1) 51 8
— = = — = 0.4211.
A T T R Ry i T
81 \/ 81

3. Megoldas. e Eldszor meghatdrozzuk a margindlis eloszldsokat.

En y=1]wp=3]y=>5] |
=21 01 0.2 0.1 |04
=31 0.1 0] 01 |06

| 02 | 06 || 02 | 1]

A ¢ eloszldsa:

v (o1 =22, = 3]
pi|l 04 | 06 |
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n eloszldsa:

yi lyn=1]3p=3[ys=5]
p;ll 02 ] 06 [ 02 |
a.e A & ésn nem filiggetlenek, hiszen a margindlis eloszldsok szorzata nem eqyenld az egyiittes
eloszldassal. Ez konnyen ellendrizhetd, ha példaul az elsd sort és az elsd oszlopot nézzik: 0.2 -

0.4 #0.1.
b.e A margindlis eloszldsok tabldzatai konnyen megkaphatok az egyiittes eloszlds tabldzatdabol.
Igy kapjuk, hogy
A & vdrhato értéke és szordsnégyzete:
E()=2-04+3-0.6=2.6,
E(£?) =22-04+3%-0.6 =T,
D?(¢) = E(€2) — [E(€)]* =7 — 2.6% = 0.24.
Az n vdrhato értéke és szordsnégyzete:
E(n)=1-0243-06+5-0.2=3,
E(n®) =1%-0.2+3%-0.6 +5%- 0.2 = 10.6,
D*(n) = E(n?) — [E(n)]* = 10.6 — 3% = 1.6.
cov(§,m) meghatdrozdsdhoz szikségink van az E(En) értékére, ami az egyiittes eloszlastdbld-
zatbol szdmolhato az a transzformdcios formula felhaszndldsdval.

E(¢n)=2-1-01+2-3-02+2-5-01+3-1-01+3-3-04+3-5-0.1=
—7.8.

Igy kapjuk, hogy

cov(&,n) = E(¢n) — E()E(n) = 7.8 — 2.6 -3 = 0.
Mivel cov(&,m) =0, igy & és n korreldlatlanok, azonban - mint ahogyan azt lattuk - nem figget-
lenek.
A D*(&+n) értékét a kapott értékekbsl a legkénnyebb meghatdrozni, igy mincs szikség a €+
eloszlasdnak a meghatdrozasdra.

D?(¢€ 4+ 1) = D*(€) + 2cov(€,m) +D?*(n) =024 +2-0+ 1.6 = 1.84.

c.e A E(|&—n|) (A& ésn abszolit dtlagos eltérésének) a meghatdrozdsa kéonnyi a egyiittes
eloszldstabldzat és a transzformdcios formula alapjdn:

E(E—nl) =Y | — yjlpij =

i=1 j=1
—1-2/-044(3—-2[-02+1[5—2/-01+[1—3[-014|3—3]-04+]5—3|-01=
=13
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d. A &-nek az n-ra vonatkozo regresszios gorbéje eqy figguény, ami az n értékkészletén van
értelmezve €s egy y; értékhez az E(ln = y;) € R szamot rendeli.
Az E(&|n = y,) feltételes varhato érték az alabbi mddon szimolhato:

E(&ln = v,) Z”’ = ziln =) Z%p”.:fzwzj-
D.j 35

Igy kapjuk, hogy a £-nek az n-ra vonatkozd regresszids gorbéje:

1

L E(Eln=1) = 55(2-0.1+3-0.1) =25,
1

3 E(€ln=3) = 5£(2-02+3-04) =267,
1

5 B¢l =5)= 55(2-0.143-0.1) = 25.

modon definidlt fligguvény.
e. A n-nak az £-re vonatkozd regresszios gorbéje eqy fiigguény, ami az & értékkészletén van
értelmezve és eqy x; értékhez az E(n|é = ;) € R szdmot rendeli.

Az E(n|€ = x;) feltételes varhato érték az aldbbi modon szamolhato:

Pij 1
E(n|¢ = ix;) Zyg n=ylé=w) =Yyt = — > ypi-
7 Di. Di. ;
Igy kapjuk, hogy az n-nak a £-re vonatkozd regresszids gorbéje:

1
1-0.1 2 1
oﬁ 0.14+3-02+5-0.1) =3,

1
Gg(10143:04+5-0.1) =3,

4. Megoldas. o (£ € {1,B}, B#1,ne{1,A}, A#1...) A (&n) egyiittes eloszldsa, és a

margindlisok az alabbi tabldzatban lathatok.

E&m | 1 A
1 a I6] a+p
B y ) o)

[a+y][B+6] 1 |
A korreldlatlansagban az E(E - n) = E(§)E(n) egyenletnek kell teljesiilni. Mivel

2= E(¢ln=m1) =

3= E| =x2) =

E(§) = a+ B+ B(y +9);
E(n) =a+ 8+ A(B+0);
E(&-n)=a+ A+ By+ AB¢.
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Igy kapjuk, hogy
(a+B8+B(y+90)(a+v+AB+9) =a+ AB+ By+ AB¢
o Mivela+f=1—(y+90) ésa+y=1—(+9), igy az egyenlet bal oldala

(a+ B+ B(y+0)) (a+v+AB+0)) =
=((1=(y+0)+By+0)(1—(8+9)) +AB+0)) =

=1+ (B-1r+0))1+(A-1)(B+0)) =

=1+ A-1D@B+0)+(B-1H+0)+(A-1)(B-1)(y+0)(8+9).

Az egyenlet jobb oldala:

o+ AB+ By + ABS =
=a+(A-1D+)+(B-1)+)y+(A-1)+1)((B-1)+1)6=
a+ v+ (A-1D)+(B-1)y+(A-1)d+(B—-1)0+(A-1)(B—-1) =
=14+ (A-1DB+0)+(B-1)(+8)+(A—-1)(B-1)0,

azaz (v +6)(B+9) = 0.

o Mivelv+d=1—(a+08)ésfB+d=1—(a+7), igy a (y+)(B+ ) =3 azonossdg
alapjan konnyen kapjuk, hogy

b= +0)B+0)=0—(a+8)(1~(a+7)) =
=(a+B+7+0)—(a+v+a+p)+(a+p)(a+y) =
=0—a+ (a+F)(a+7),

amibdl kapjuk, hogy o = (a + B)(a + 7).

o A kapott a = (a4 B)(a + ) dsszefiiggésbdl az o+ 5 =1 — (7 + ) dsszefiiggés alapjin
kapjuk, hogy

a=(a+pf)a+7)=010-(+0)(a+7))=(a+7)—(v+)(a+7),
amibdl kapjuk, hogy (o + B)(B + §) = .

o Az a = (a+ f)(a+) dsszefiiggésbdl az o+~ =1— (B + ) dsszefiiggés alapjin kapjuk,
hogy
a=(a+p)at+)=(a+p)(1-(8+0)) =a+p—(a+p)(B+9)

amibdl kapjuk, hogy (a+B)(B+9) = B, azaz a & és azn valdszindségi vdltozok figgetlenek.
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5. Megoldas. e A (&£,1n) egyiittes eloszldsa és a margindlis eloszldsok az alabbi tdabldzatban

ldthatoak:

&m | 0 | 1 |2
0 0081012021 04
1 12 [ 0.18 | 3 || 0.6

y [ 020305 1

E()=0-04+1-0.6=0.6,

E(&*) =0?-0.4+1*-0.6 = 0.6,

D?(¢) = ]E( %) — [E(&))* = 0.6 — 0.6 = 0.24.

E(n) = 02+1 0.3+2-0.5=1.3,

E(n*) =0*-0.2+1%-0.3+2%-0.5 = 2.3,

D?(n) = M 2) — [E(n)]* = 2.3 — 1.3% = 0.61,
)

E€-n)=1-1-01841-2-0.3=0.78,
cov(€,n) = E(¢ - 1) — E(§)E(n) = 0.78 = 0.6 - 1.3 = 0

Igy korreldlatlanok, de nem fiiggetlenek.

6. Megoldas. e Legyen a (£,m) egyiittes eloszldsa és a margindlis eloszldsok az aldbbi tabldzat-
ban ldthatoak:

Em o[ 1 ] |
0 o 0 o
1 O|l-all—-«
| [afl-af 1 |
Konnyd latni, hogy
E()=E@mn) =1-«
EE) =E@n) =1-a,

mM=0-a)-(1-a)=a(l-a)

—E( )~ E(©E(®) = (1-a) - (1 - a) = a(l - a),
_ cov(&,n) _ a(l —a) _
D)D)  /a(l —a)y/a(l —a) ‘

Ez a példa azért tanulsdgos, mert —1 < r(&,n) < 1, dgy lattunk példdt arra az esetre, amikor

r(€,n) = 1.
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7. Megoldas. e Legyen a (§,n) egyiittes eloszldsa és a margindlis eloszldsok az aldbbi tdbldzat-
ban lathatoak:

NN -
0 0 « «
1 l—a| 01—«
| [1-afaf 1 |
E¢)=1-a,
EE) =1-a,
D*(§) =E(&*) — [E(©)f = (1 —a) = (1 —a)* = a(l — ),
E(n) = o,
E(n?) = a,
D*(n) = E(n°) — [E()]* = a — o® = a(1l — ),
E(£-n) =0,
cov(&n) =E(€-n) —EE(Mn) = —a(l —a),
w(Eun) = cov({,m) —a(l —a) _

- DED() Va(l —a)y/a(l —a)
Ez a példa azért tanulsigos, mert —1 < v(&,n) < 1, dgy konkrét példdt latunk arra, amikor

r(gvn) =—L

8. Megoldas. ¢ € {0,1}, n € {0,1,2}. Az egyszeriség kedvéért haszndljuk a p;; = P(§ =i,n =
) jelélést. Igy pij =0, ha i+ j # 2, és

piwzm (i =0,1).
(2
Lo )

Az egyiittes és a margindlis eloszldsok:

e jojij2] |
0 ojo]z]3
1 Jojz]o] %

| jofssl1]
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E(E) = -,
E(E) = 3,
D) @) - EoP -5 - (3) -52-2
E(n)=1~§+2'%=§7
E(n*) = 1° §+2Q'%:§:2’
D) = E(P) - EP =2 (3) =5
cov(e,n) = (€ -n) ~ EQE(m) =2 — 2 -2 = —2,
_cov€m) -3 -5 _ 2
r(£,n)—D(£)D< )—\/g.\/g— \/?5 7 0.8944.
B[ =]
n | 3
n | DX cov(ém) | [ E -2
W= e ) ] R [ -3 3 ] |

9. Megoldas. ¢ € {0,1,2}, n € {0,1,2}. Az egyszeriség kedvéért haszndljuk a p;; = P(§ =
i,m = j) jelolést. Igy p;; =0, hai # j, és

(R E oo
QO3 OO OO

Az eqyiittes és a margindlis eloszldsok:

(EmJo]if[2] |
0 [JoJolg]3
1 0]5]0]3
2 [[glo]o]g

L lslsls]1]
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1 6 2
E©=13+2 5=0=1,
E(§2)—12-g+22-é:§,
8 [2\* 4
p*(e) = Bl - B = 5 - (3) =3
4 4 12 4
B =1gt25=9=3
B(P) =17 5 +2 5=,
8 [2\* 4
D) ~E(P) - EwP =5 - (3) =5

cov(§,m) =E(¢ n)—E(g)E(n):g_§.§:_§
_cov(é,m) —g -
"6 = pigmey ~ T
" | 3
n_ [ DO coviem | _[§ -3
var ([5777] )_ i COV(f,?]) ]D)2(77) ] - [ _% % ] .

10. Megoldas. a. Az (X,Y, Z) valdsziniségi vektorvdltozd a (0,1,1), (1,0,1), (1,1,0), (2,0,0)
értékeket tudja felvenni az aldbbi valosziniségekkel:
1
0) 2

OI0I0 B v 6]

Poir = —F~ = = P110
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Az (X,Y) vektorvdltozo egyiittes eloszldsa:

(X,Y) 0 1 2
0 0 Pon1r = % 0 %
Pio1 = % P10 = % 0 %
2 P20 = & 0 0] %
3 3

o X hipergeometrikus eloszldsi N = 4, s =2, N —s = 2, n = 2 paraméterekkel, igy
kapjuk, hogy

S 2
E(X)=n—=2.2=1
(X)=nyg=2-3=1

N—ns S 4—22 2 1
2 _ - _ ) = _ _ —
D(X)_nN—1N<1 N) 24—14(1 4) 3

o AzY és Z hipergeometrikus eloszldsi valdsziniiségi valtozok N =4, s =1, N—s = 3,
N = 2 paraméterekkel, igy kapjuk, hogy

S 1 1
EY)=E(Z)=n— =2~ =~

N—ns s 4-21 1 1
2 = 2 = B —_ — = )—— — - = —
D(Y)_D(Z)_"N—Uv(l N) 24—14(1 4) 4

o Az (X,Y) és (X, Z) azonos eloszldsi valdszintségi valtozok (K, = 2, K1 = 1), igy
kapjuk hogy

cov(X,Y) =cov(X,Z) = NTINN 24_144_ 5
o Mivel Ky = K3 =1, igy kapjuk, hogy
N-nKyK3  _4-211 1

Y. Z) = — R -
cov(Y.Z) = ng TN N 1-144 12
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A kapott eredményeket 0sszegezve kapjuk, hogy

[ E(X) 1
E(X,Y,2)"'=| E(Y) | =] 3
B2 | |}
D*(X) cov(X,Y) cov(X,Z) et B
var(X,Y, Z) = | cov(X,Y) D*Y) cov(V, Z) | = —% 411 —%
| cov(Z,X) cov(Z,Y) D*Z) - -1 1

11. Megoldas. .
a. Az (X,Y,Z) valésziniségi vektorvdltozo’ a (0,0, 2) (0,1,1), (0,2,0), (1,0,1), (1,1,0),

(2,0,0) értékeket tudja felvenni, py = 2, Py = 71; 19y az aldbbi valosziniségeket kapjuk:

2l /1\? 1 2l /1 1
Poo2 = 2, Z :1_6; Po11 = ﬁ 4_1 ; p020—p002——

16’
2l 1\ /1\' 1 1 20 (1)\* _ 1
Ponr = 111\ 5 1) 1 P110 = P1o1 = 1 P200 = 21\ 3 1
Az (X,Y) vektorvdltozo egyiittes eloszldsa:
(X,Y) 0 1 2
0 p002=1—16 ponzé Po20 = 75 %1
P =1 | Prio = 3 0 3
2 P00 = § 0 :
9 6 T
16 16 16 1
b.
o X binomudlis eloszlasun =4, p = % paraméterekkel, igy kapjuk, hogy
1
E(X):np:2-§:1,
11 1
D*(X) =np(l —p) = 25> ==

o AzY és Z binomidlis eloszldsu valdsziniségi vdltozék n = 2, p = 411 paraméterekkel,
gy kapjuk, hogy
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o Az (X,Y) és (X, Z) azonos eloszldsi valdsziniségi valtozok polinomidlis eloszldsiak
n=2,p =3, p =y, igy kapjuk hogy

cov(X,Y) = cov(X, Z) = —npipy = =257 = —.

o Az (Y, Z) wvaldsziniiségi vdltozd polinomidlis eloszldsi n = 2, ps = }l, p3 = }l, 19y
kapjuk, hogy

cov(Y,Z) = —npyps = —2;“11 = —é.
A kapott eredményeket dsszegezve kapjuk, hogy

[ E(X) 1
EX,Y,2)"=| EY) | =] 3
Bz | |}

D*(X) cov(X,Y) cov(X,Z) i -1 -1

var(X,Y, Z) = | cov(X,Y) D*Y) cov(V,Z) |=| -7 3 —3%

| cov(Z,X) cov(Z)Y) D*Z) -1 -1 3

12. Megoldas.

Froin(2) = P(min(&, &2, &) <2) =1 -Pmin(§,6,86) 22) =1-PG 22,6 22,6 > 1) =
=1=P(& 2 2)P(& 2 2)P(§ > 2) =1 — (1 = F1(2))(1 = Fa(2))(1 — Fs(z)) (v € R)

Frax(z) = P(max (&1, &2,&3) <2) =P(& <x,& < 2,8 <) =P& < 2)P(& < 2)P(& < x) =
=Fy(2)Fy(z)F3(z) (z € R).

13. Megoldas. Legyen & eqy olyan diszkrét valosziniségi vdltozo, amely az xq,xo, ..., T, €rté-
keket veszi fel p; = P(§ = ;) (1 = 1,2,...,n) valdsziniségekkel. Ekkor az eloszlds és eloszlds-

fligguény kézdtt az alabbi kapcsolat dall fenn.

k-1
F(%‘)ZZZH (1=1,2,...,n);
i=1

F(x) =1, ha x> x,.

Mdsrészt

k k—1
Pr = sz‘ - Zpi =F(zp41) —F(zr) (k=1,2,...,n—1)
i=1 i=1

n n—1
Pa=> _pi— Y pi=1-F(z,)
i=1 i=1
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a. A min<517 527 63)

e ¢ = kockdval dobott szdm eloszldsa és eloszldsfiiggvénye:

T; 11213141516

} I 7TITI[I]TI]I

Di 616 |6|6|6]6
Flz) [0[5[3[8]5]¢

e A min(&y,&,&3) eloszldsa és vdrhato értéke:  Eldszor meghatdrozzuk az Fy,
eloszldsfiggvényt

Fum(z) =1— (1 =F(z))®  (z€{1,2,3,4,5,6})

dsszefiiggés felhaszndldsdval és abbol szdmoljuk vissza a min(&;, &, &3) eloszldst.

z; 12734576
: T [ 152 [ 189 | 208 | 215
me IZ) 0 216 216 216 216 216
. O[S [ 37 [ 19 | T | L
bi 216 216 216 216 216 216

Fuin(1)=1—(1-F(1))*=1-(1-0)>=0;
3
Fon(2) =1—(1-F(2)*=1- (1 — é) = %;
3
Fan(®) = 1= (1= F@)F =1~ (1-5) =57,
3
Fun®) = 1- (L= F@)* =1 (1-3) = 322
4 3
Foin(®) =1—(1-F((5))*=1- (1 — 6) = %;
3
Froin(6) =1— (1 =F(6))>*=1— (1 - g) = %
Igy kapjuk, hogy
E (min(&), &, &) = 2—16(1-91+2-61+3-37+4-19+5-7+6~1) _ % _ ;l—i — 2017,

b. max(&1,&2,&3)
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o A max(§1,62,&3) eloszldsa és vdrhato értéke: Eldszor meghatdrozzuk az Foax

eloszlasfiigguényt

Finax(7) = (F(2))’

(z €{1,2,3,4,5,6})

dsszefiiggés felhaszndldsdval és abbol szamoljuk vissza a max(&1,&a,&3) eloszldst.

z; 1234576
Finax(t:) | 0 | 555 | 216 | 316 | 216 | 216
. T [ 19 [ 37 [ BL [ I
pi 216 216 216 216 216 216
Fuax(1) = (F(1))* = (0)° =
n\° 1
Frax(2) = (F(2))3 = ( = —
@ =27 =(5) =55
2\° 8
IEilrnaux =(F =2 o
3=’ = (3) =55
3\* 27
IFmax 4 F(4 P= (= et
W= = (3) = a5
4\* 64
F = (F(5)? = (- —.
(3 = EO) = () = 31
5\° 125
IFmax = (F - A
© =6 = (5) =5
fgy kapjuk, hogy
1 1071 119
E (max(&1, &, &) = %(1-1+2-7+3-19+4-37+5-61+6-91) =5 = 55 = 49583
Erdemes észrevenni, hogy
1 , 1/49 119 7
3 (E (min(&1,&2,&3)) + E (max(&1, &, 83))) = 3 (ﬂ + g) =3 = E(§).

Elképzelhetd, hogy ez az dsszefiiggés dltaldnos érvényi.
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7.1. Feltételes varhato érték
14. Megoldas.

ZIP’ E(¢|A,) ZIP’ ZIP’ = x| Ay)x Zxkzp = 7| A4,)P(A,) =
n=1 n=1 n=1
B(¢=ay

15. Megoldas. A megolddst dltaldnos feltételek mellett adjuk meg. Legyen &,&, ... azonos
eloszldsi diszkrét valdszinidségi valtozok olyan sorozata, melyeknek létezik E(&;) kiozos vdrhato
értéke. Legyen tovdbbd v eqy olyan diszkrét valosziniségi viltozo, amely nemnegativ egész érté-
keket vehet fel és létezik varhato értéke. (Most az eqyszeriség kedvéért feltessziik, hogy v csak
pozitiv egész értékeket vesz fel.) Legyenek

Legyen tovabbd
§=&+&+ - +&.

Ekkor az eldzd tétel alapjan kapjuk, hogy

=Y E(¢|A)P(A,) = Z(& &t = )Py =n) =

=Y nE&)P(v =n) =E(&) ZIP = E(&)E(v).

Innen a feladat mdr kénnyedén megoldhato, hiszen & eqy Bernoulli eloszldasu valosziniségi
valtozo p = % paraméterrel, v diszkrét eqyenletes eloszldsi

]E(y):%(1+2+3):2,

igy kapjuk, hogy E(& + &+ -+ &) =E(&)E(v) = ¢ -2 =

16. Megoldas. Ennek a feladatnak most nem irjuk le a megolddsdt.

Wl
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8. Abszolut folytonos valoszintiségi vektorvaltozék

8.1. Fuggetlenség és korrelalatlansag

1. Megoldas. e

e Marginadlis eloszldsok:

+o0 1 1 5 5 1 3y2 y4 y=1 1
= dy = - 1 - dy = = = —z= ==
Jelr)= | fl@p)dy 4/_1( +aty — wy’)dy 4{y+x 5 x4L:1 5
ha x € [—1,1), igy kapjuk, hogy
1
3 ha z €] —1,1[;
felx) =
0, egyébként,
igy kapjuk, hogy § ~ U[—1,1], n ~ U[-1,1]
e A kowvariancia meghatdrozisa
+oo  ptoo +1 p+1
E(¢n) = / / zy f(x,y)dydx = - / / y(1 + 2%y — 2y®)dydr =
+1 41 1 2 y=1
/ / (zy + z*y* — 22y dyde = = / L +a:4y xzy de =
1), T2 T3 5],

9 17245 223710 2 2 2 2
4 2
= — — _ d = — —_——— = — :—-———-—IO,
4/_1 (3:'j 537) o 4[35 53L1 35 5 3

cov(&,n) =E(€n) —E()E(Mn) =0-0-0=0.

e Korreldlatlansdg és fiiggetlenség Ldathato, hogy & és n korrelalatlanok, de nem fiigget-
lenek.

Igy

2. Megoldas. e Legyen T = [0,1] x [0, 2].

a. (f(z,y) =Cuay, (z,y) €T).
Mivel az egyiittes eloszldsfiigguény szorzat alakiu, és a tartdja eqy tégla, igy a & és n fig-
getlenek.
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o A margindlisok eloszldsfiigguényei:

Ciz, ha x € [0,1];
filz) = .
0, egyébként .

Coy, ha0 <z <1,0<y<2;
foly) = .
0, egyébként .

+o00 1 xQ =1 1
1= fl(x)dx = Cl/ xdr = 01 |i—:| = —Cl,
- 0 2 =0 2
Igy Cy = 2.
+o0 2 yz =2
1= fo(y)dy = Cy / ydy = Cs {5} =20,
- 0 =0

gy Cy =5 ésC =C1Cy =24 =1.

e A margindlisok vdrhatoé értékei:

o0 =1
E(g):/j xfl(x)dx:2/01x~xdx:2 [%3} :g;
4
3

=0

+o0 2 37 =2
E(n) :/_ yfa(y)dy = %/0 y - ydy = % [%} =

=0
e A kovariancia: cov(&,n) =0, mivel  és n figgetlenek, tehat korreldlatlanok.

b. e (f(z,y) =Clzy +1),(z,y € T)).

e A C konstans értéke:

+oo  pHoo 1 2 1 ny y=2
1 :/ f(x,y)dyda::C/ (/ (a:y+1)dy> dx:C/ {Tij} dx =
—00 —o0 0 0 0

1
:C/(2x+2)d:1320[x2+2x}x:1 3C — C =
0

=0 -

e A margindlisok eloszldsfiiggvényei:

+o00

1 /2 1 [ay? =29
fi(x) = - [z, y)dy = 5/0 (zy +1)dy = 3 {% +yLO = §(x+ ) (zel0,1]),
+oo 2 2 =1
b = [ fade =5 [y =3 | Fea| =5 (Gee1) g2

(y €[0,2]),
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e A margindlisok vdrhato értékei:

y=0
1/8 11
6 (3 * ) 9

e A kovariancia értéke:

+0o0 +o00 1 1 2

B = [ [ eutteadste =5 [ ([ enter+ vy) o=
—00 —00 0 0

—1/1 /2(x22+:c)d dx—l/ ‘

=3/ ) @y reydy)de=3
1 (/8 1823 = 1/8 17
- S 42 )de =< |25 +a22| =-(2+1)==;
3/0 (3m+x>x 3{33—I—x} 3( +>

+o0 2 1 2 3 2 =1 2 1 1 5
O R e ] e I (R
e =0
+o0 2 1 2 1 3 y=2
E(n) /_ yfo(y)dy = é/o y(y + 2)dy 6/0 (v + 29)dy = ¢ {% n ?f}

Y 9 27’
17 5 10 1
cov(&,n) =E(&-n) —E(E(@n) = 7799 8l 0.0123.

c. o (fx,y)=ay+uw, (v,y)€T).

Mivel az f(z,y) = (Cix)(Ca(y + 1)) és az egyiittes eloszlasfiigguény tartdja (halmaz, ahol
nem tinnek el) egy tégla, igy a & és n figgetlenek.

o A margindlisok eloszldsfiigguényei:

fi(x)

Ciz, ha x € [0,1];
0, egyébként .

Co(y+ 1), hay € l0,2];
foly) = s
0, egyébként .

+00 1 $2 z=1 1
1= fl(.%’)d.%’ = Cl/ xdr = 01 |:—:| = —Cl,
- 0 2 =0 2
Igy C, = 2.
“+oo 2 yg =2
= fo(y)dy = 02/ (y +2)dy = Cy [5 + 2y] = 6C5,
o0 0 =0

gy Cy = %.



e A margindlisok vdrhato értékei:

E(¢)

E(n)

/.
[
L

6\ 3

yfo(y)dy =
1\ 5
5) %

xfl(x)dx:2/lx-xdx:2[
0

3

i

3

=1

=0
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e A kovariancia: cov(&,n) =0, mivel  és n figgetlenek, tehat korreldlatlanok.

d. (f(z,y) =Clz+y),(z,y) €T)

o A C konstans értéke:

| :/:O :Of(%y)dydfﬁZC/O1 (/02(‘”+y)dy) dw:c/ol {

! 22 =1
=C'/ (2x +2)dx =C [—+2x}
0 2 =0
o A margindlisok eloszldsfiigguényei:
+o00 1 2
fiw) = [ ey = [ (s dy=
—0o0 0
+oo 1 1
) = [ reis =3 [ @rgde -
—0o0 0
(y €10,2]).
e A margindlisok vdrhato értékei:
+o0 9 1
E() = / zfi(x)dr = §/ z(r+ 1)dr =
—0o0 0
C2/1 1\ 5
S 3\3 2) ¢
+oo 2
B = [ uhtidy =g [ sly+ 2y =
—0o0 0
12 1\ 7
S 6\3 2) 36

=3C

W= Wl

27y=2
asy—i—y] dp —
2 =0
1
— C=-.
3
vy +y? )"0 2
> =@+ (cel01),
x=0
2 r=1
1 1 1
— = — - ==(2 1
T =3 (rg) =g
1 9 43 72 z=1
:c2+:cdx——{—+—] =
/0< ) 313 2 20
2 1 y3 y2 z=1
2 dy = - | =— + = =
/O(y+y)y 6[3 QLO
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o A kovariancia értéke:

400 “+00 1 1 2
E(&-n)Z/ / xyf(w,y)dydaf=§/ (/ xy(w+y)dy) dr =
oo J—oo 0 0
1/t 2 , 1 [ T22? o
- - dy ) de = - | dre =
s ([ eat)ar=g [0 5]

1 /! 8 1223  422]° 1
3/0(:”3$)$ 3{3+3L_0 3

cov(§,n) =E(§-n) —E(E(n) = 379°36 321

3. Megoldas. A £ és n eloszldsok nem fiiggetlenek, mivel az egyiittes eloszldsfiigguény tartdja

nem tégla.
a. (f(z,y) =y, (2,y) € D)
o A C konstans értéke:

dr =

2:| y=—2x+2

+oo +oo 1 —2x+2 1 Ty
1= / f(x,y)dydr = C/ (/ (xy)dy) dr = C/ {—
—00 —00 0 0 0 2
1 1 1
= C’/ 5$(—2x +2)dzx = C’/ z(r —1)dr = C/ (2% — 22° + x)dx =
0 0 0

4 gp3 g2 1 2 1 1
Lo ] :C(———+—> — =12

y=0

1 3792) 12
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o A margindlisok eloszldsfiigguényei:

y=-2x+2

=—2z+2
+oo T 2:| Y

filz) = [, y)dy =12 /0 o (zy)dy = 12 [7

1
Mivel 5:13(—2:6 +2)? =2x(x — 1)* = 2® — 20 + 1, dgy kapjuk, hogy
fi(z) = 24(2* — 22 + 1) ha z € [0, 1].

1 1
Mivel y = 2242 <+— = —§(y —2) = —5Y + 1, dgy kapjuk, hogy

+oo —%y-‘rl 1723/ a=—3y+1 1 1 2
foly) = f(z,y)dr = 12/ rydz =12 {—} =12 <——y + 1) y=
1 3 2 2 3 2
=6{ 3y’ —v"+y =§(y — 4 +4y)  (y€[0,2]).

o Az E({n) értéke:

Ben = [ [ sty =12 1 (/ T )y ) ds =

1 2 3qy=—2x+2
— 12 / [ﬂ] dz =

1 8 8
Mivel gxz -z + 1) = g(—x?’ +32° =32+ 1) = 5(—955 + 3zt — 32° + 2?)

igy kapjuk, hogy
25 32° 3t 317

8 1
(€n) 3/0 ( x’ + 32" — 3z —i—x) =3 5 + : 1 + 7|

b. (f(z,y) =2 +y,(z,y) € D)



o A C konstans értéke:
+oo  pFo0 1 —2z+2
1:/ f(:c,y)dydx:C’/ </ (;E—l—y)dy) dr =
-0 J—o0 0 0

1 27 y=—2z+2
o [
0 2

y=0

9 +9)2
%:—21:2—1—21:—1—2:1:2—4:6—1—2:—2:6—1—2,

Mivel x(—2x + 2) +

igy kapjuk, hogy

1
1:0/ (2° — 22* + x)dx
0

2 28 2]
O - — —_— =
{ F 3 3 }
1 2 1 1
= —— 4= == =12.
¢ (4 37" 2) 2 - ¢
4. Megoldas. e A £ és n margindlis eloszldsok azonos eloszldsuak €és fliggetlenek, mivel

fy) = h@) ) = (2e77) (™) (@>0,y>0),

€s az eqyiittes eloszldsfligguény tartdja tégla.

=0

e a k konstans meghatdrozdsa:

+00 2 1 oo 2
= /_oo re * dr = 3%/, (—2kz)e ™™ dox =

|
|
| —
[ —|
m‘
ol
8
(V)
_
8
8
|
|
| —
—
|
N—
|
—
| —

1) =— — k=

e a margindlis eloszldsok:

fil) = :pe_T,/ha/:p > 0;
0, egyébként .

2

_yT, ha y > 0;
fla,y)=¥e " MY
0, egyébként .

5. Megoldas. e Az a. és b. feladat kozis egyiittes striségfiggvénye:

Y
Cglx+ =), hax€]0,1],y € [0, B];
fB(x7y): < B)
0, egyébként .
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e A (Cp konstans értékének a meghatdrozdsa

+oo oo 1 B y
1:/OO . f(x,y)dydx:CB/O (/0 (m—kg

1 Y2 y=B 1 B
= C’B/ [xy + —] dr = C’B/ (Bx + g)dx
0 0

2B
Bx?* B
:CB |:_ZL‘+_ZL‘:| :BCB — CB
2 2 =0

e A margindlisok vdrhato értékeinek meghatdrozdsa:

E(&a)=/_;m/_;mxf3(x,y)dydx:l/l (/B (42
-5/ ([ =+ e, [

_.I_
1 IBQ+ gy <2+x>d_$+
_B . X 2]} xXr = ; X 2 €Xr = 3
+00 “+o00 1 1 B y
E(HB):/ / ny(x,y)dydeE ; (/O y l’+§>
.

U

2 [ ([ (o))t [ [+ 2]
|

I

oy
O\H
VR
N R

+
W
N———

QL

8

I

Sy

(52

o A kovariancia értéke:

E(¢s - nB) /+Oo/+ooxyfxydydx——/ (/

1
5

S () ®
L (e B)enf (5o

_o(1e1) -1

cov(ép,ne) = E(§p - n5) — E(EB)E(ns) = %B R T L AT

)dy) dy —
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6. Megoldas. A margindlis siriségfiigguények integraldssal meghatdrozhatok az eqyiittes siri-
séqfiigguénybdl
o A ¢ striségfiiggvénye:

1 1

“+o00 —+00
— —y(e+1) g0 — De Vet gy — — — >0

ugyanis az integrdal eqy A = x + 1 paraméterd exponencidlis eloszldsi valosziniségi vdaltozo
varhato értéke.

+o0o +00
fo(x) = / ye V@t gy = ey/ ye ¥idr = eV (y > 0).
0 0

8.2. Tobbdimenziés egyenletes eloszlas

7. Megoldas.
1
—, ha (x,y) € D;
fla,y) =T .
0, egyébként .

o A T konstans értéke:

1 3 =1
1 1 4
T= [ (—2®+1)do = |-— —(—c41)—(--1)==2.

e A margindlisok striségfiiggvényei:

2

3 e 3

filz) = —/ ldy = —(—:C2 +1) (x € [-1,1])
1), 4

.\ y:—x2+1 <= zz=+1—-y

3 [viv 3

pw =2 [ r=2viTy wena,

! 3 —V1i-y
T8 10
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8. Megoldas. a. P(x +y > 0.5)

P(z +y > 0.5)
" Az y = —x + 0.5 egyenest kell dbrazolni.
N 1— 052 7
n [ ’I_)

b. P(y < 4(—2? + x))

El6szor dbrazoljuk az y = 4(—2* + z) (z € [0, 1]) fiigguényt. Az dbrdzoldsnak két mddja

van

2

o Teljes négyzet alakra hozunk, 4(—z* +x) = —4 (x - %) + 1, majd fiigguénytransz-
formdcioval dbrazoljuk a fiigguényt.

o Az dbrdzolds mdsik mddja, hogy 4(—2* + ) |,—0 = 4(—x9 + ) |,=1 = 0 és
4(—[62 + CL‘) 1= 1.

r=

P 4(—x? = _Z o4z —
(y < 4(—2"+x)) 1 3+2 .
1 1 2
= —— 4+ =] == =0.6667.
\ ( 3+2) 3

3

1.
: 12

= (.785.

|~
H|u>|
=1

\ (alkalmas a 7 értékének a kozelitéséhez)

b 4
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d. P(y <sin(mx)) Az y = sin(nz) figgvény konnyen dbrdzolhato figgvénytranszformdcioval.
A keresett valdsziniség integraldssal hatdrozhato meg (linedris helyettesités).

_

1

f01 sin(rz)dx 1

Py < sin(rr)) = 20T <~ feos(ra)]Z) =
e
2
= — = (0.6366.
T

.
N

9. Megoldas. Oldjuk meg a feladatot paraméteresen. Az A és B paraméterek értékei: A = 6.6,
B=1728.

A+B

A feladatra két megolddst is adunk. .

1. megoldas

e A ( konstans értéke: C = %, ahol T' a paralelogramma teriilete. Igy kapjuk, hogy

1 1

C=1B~66.78 548

= (0.0194.

e A margindlisok vdrhato értékei: az (E(€),E(n)) koordindtdji pont a paralelog-
ramma silypontja, igy kapjuk, hogy a (0, A+ B) és (A,0) végponti szakasz felezd-
pontjanak elsd koordindtdja %, a mdsodik koordindtdja A%B, 19y

0+A A A+B+0 A+B
E(f):%:az?).?), E(n) = +2 0 ; _ 72,

e A cov(&,n) értéke:

1 A —z+A+B 1 A 5 y:—x+A+B
E(¢n) = 1B i ) xydy | do = SAB i [a:y ]y:_HA dx.
_w_’_
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Ed YA (o + A+ B2 — (—x+ A)? =
=z(—x+A+B—-x+A)(—r+A+B+zx—-A) =
=x(—2x+2A+ B)B.

Igy kapjuk, hogy

1 A 1 [—22% (24 + B)a2]"™
E(&n) = A5 B/o (—22° + (2A+ B)x)dx = 51| 3 + 5 T
—-A? (2A+B)A 1 ) ) 1 )
=—+ ] = 5 (—44° + 64° + 3AB) = (247 + 3AB) =
=20.13,
1 1
cov(€,n) = B(§ - 1) —E(OE(n) = 15(24° +34B) — (A" + AB) =

1

1
2A%2 + 3AB — 3A? —3AB) = —— A% = —3.63.
12( +3 3 3AB) 5 3.63

2. megoldds Konnyen el tudjuk érni a célunkat integrdalds nélkil is. Ehhez eldszor elevenitsiik
fel eqy ¢ ~ N(0,1) valdsziniiségi vdltozora vonatkozd ismereteinket.

e Keresiink olyan A : R? — R? affin transzformdciot, amely a )0,1[x]0, 1] halmazt a
D :={(z,y) e R?0 <z < A —x+ A<y < —x+ A+ B} tartomdnyba viszi.
Konnytd latni, hogy ez a transzformdcio az

x
+
Yy

e Konnyt ldtni, hogy ekkor léteznek olyan p,v € N(0,1) figgetlen valdsziniségi vdl-
tozok, amelyekkel
2
+
(G

A 0
—-A B

0

A ([z,y]") = )

([z,y]" € R?).

A 0
-A B

0
A

Ap
—Ap+ By + A

(& n) =
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e A margindlisok vdarhato értékeinek és szordasnégyzetének a meghatdrozdsa:

A
E(§) = E(Ap) = 3
AQ
D’(§) = D*(Ayp) = A’D*(¢) = T3
E(n) ZE(—A¢+B¢+A)Z—AE(SO)+BE(¢)+A:_§+§+A= A;B;
’ ? 2?2 212 A?+ B?
D?(n) = D*(~Ap + BY + A) = A’D(p) + B'D(¢) = ——.

e A cov({,n) meghatdrozdsa

E(¢ - n) = E(Ap(—Ap + By + A)) = —A’E(p®) + ABE(9)E(¢) + A’E(p) =
A2 AB A2 1 ) N
—?—FT—F?—E(—ZIA +3AB +6A >_E(2A +3AB)

cov(§,m) = E(-n) —E(§E(n) = %(2142 +3A4B) — }L(A2 + AB) = _1_12142'

1"(5 77) _ COV(&U) _ _%A2 _ —A
U DED(y)  AVAEE /A2 B

10. Megoldas. FElevenitsiik fel a szikséges fogalmakat.

o Feltételes striiségfiiggvények:

f(z,y)
fi(z)

o Feltételes vdrhato értékek: Az E(&|n = yo) € D, és az E(n|€ = xy) € De feltételes
vdrhato értékek. Az yo € R és az x¢ € R.

+o0 +oo
w — E(El=y)= / wf(wlyo)dxzﬁyo) / £ f (2, yo)d,

f(zly) = flylz) ==

+o0 +o0
ro - E(l¢ =) = / yf(ylwo)dyZﬁ / uf (z0, y)dy.

A feladat megolddsdhoz az aldbbi fiigguényeket kell ismerniink.

o Az egyiittes eloszldsfiiggvény:

1
—, ha0<2x<1,0<y < —3x+3;

flz,y)=qT
0, egyébkent .
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e A margindlis eloszldsfliggvények:

+0o0

—3z+3
fa) = [ fay)dy = / 1y

—00

—3x +3, haz€l0,1]

-3
y=—-3r+3 <= x:—y ==

3
+oo

3(=y+3) 1
—00 0

o A keresett feltételes vdarhato értékek:

1 2
=)= ——-— de = =
E(&n=1) I 3)/0 xdx

Erdemes észrevenni, hogy azy = 1 egyenleti egyenes a D tartomdnyt az A(0,1) és B (%, 1)
végpontiu szakaszban metszi, €s a végpontok elsd koordindtdinak a szamtani kozepe

foly) =

wl
DO W
—
| 8,
| |
8
Il
wlo
I

3 () 32 1
2 2 29

0+2 1
= =E¢n=1).
5 5 =EEln=1)

3 1)?
E(€|n=2)=m/o :Bd:v:3-(3) !

2 6
Erdemes észrevenni, hogy azy = 2 egyenleti egyenes a D tartomdnyt az A(0,2) és B (:1,), 2)
végpontiu szakaszban metszi, €s a végpontok elsd koordindtdinak a szamtani kozepe
0+3 1
=—-=E =2).
5 =g~ EEn=2)

1 1 ; 2 (3)°
E = — = —_—— d — — . 2
(i\n 2) _3'1+3/0 ydy = 3

2

3

2 4
Erdemes észrevenni, hogy az y = % egyenletd egyenes a D tartomdnyt az A (%,0) €s
B (%, %) végpontiu szakaszban metszi, €s a végpontok elsd koordindtdinak a szamtani kozepe

0+3 3 1
5 1 (5!77 2)
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8.3. Tobbdimenziés normalis eloszlas

11. Megoldas.

Ha &n) egy kétdimenzios valoszintségi vektorvaltozo, akkor az egyiittes eloszlasfiiggvény:

1 1 [(m—g"q)Z +or (w—"l1)(x—m2)+(y—rgz)2}

z,y) = ———e 0L A 7102 3
f( 7y) 27'('0'10-2

ahol my = E(§), o = D*(§), me = E(n), 03 = D*(n), r = (&, ).

12. Megoldas. Ebben a feladatban kihaszndljuk, hogy a & és n valdsziniségi vdltozok fiiggetle-
nek. (my, mo, o1, 03, T).
L2242
o floy) = 5o H
A € ésn fiiggetlen, standard normdlis eloszldsu valoszinidségi valtozok, igy my = ms = 0,

2 _ 2 _ —
o =05=11=0.

1 _ z2+2y2

b. f(xz,y) = e~ 8
Hay) = Jon
Konnyi ldtni, hogy

-2

Fen) = e = (0 ) (),

azaz € ~ N(my = 0,07 = 22), n ~ N(my, 02 = (v/2)?) fiiggetlen valdsziniségi vdltozdk,

tovdabbd ) . )
CiCy = . = ,
T ar 2 Va2 aen
ésr=20
1 2241— 2
c. flz,y) = 56_4 B
Mivel

1 2241 2 22 12
f(x,y) _ 5674 +182y+y _ ((71677) <026(y 81) ),

igy E~N(my =0,0f =1), n ~ N(my = 1,02 = 4) fiiggetlen valdsziniiségi viltozck.

A konstans ellendrzése 1 1 1
0y = — - = —

ésr=0.
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13. Megoldas. Ebben a feladatban olyan (&,m) kétdimenzics, normdlis eloszldsi valdsziniségi
vdltozok szerepelnek, amelyeknek 0 a varhato értékik. A margindlis eloszldsok meghatdrozdsdihoz
az egyittes eloszlasban szerepld kitevdt teljes négyzet alakra kell hozna.

a. f(z,y) = L te —Tyty?)

o A& ésazn eloszlisa: a kitevd y szerinti teljes négyzetté alakitdsa:

2, ., 2_2( x)2 7 2_2( x)2 1,
3(:c xy+y°) = (y 5 —|—4+:1: =—3U—3 50 =

3
__(9_5)2 L,
2

2 u? 2
oo 7(%%)22
fe(z) = ! 65%2/ e (%) dr = ! e 2" . T,
V3r oo 3T

2
Az integrandus egy N | m = %, o? = (\/75) ) normalis eloszldasi valdsziniségi vdltozo

sturiségfigguényének a konstansszorosa. Tehdt
V3 1 12 ~—V3 1 2
I =V2r— — ) = e 2 \2mr— = ez
Tehdt & ~ N(0,1) és szimmetriai okokbol n ~ N(0,1). Ebbél kapjuk, hogy m; =
TTLQ:O, 0'120'221.
o A cov(&,n) kiszamitdsa: Mivel E(§) = E(n) =0, igy cov(§,n) = E(&n).
2

1 —+o00 “+o0 ——(acQ—my+y2)
cov(§,n) = E(n) = E/ / rye 3 dy | dz =

(9—5)2 1.2

1 —+o00 +o0 _2<\/§)2 2
= xye "\ 7 dy | de =
a L\ L

1 —+oc0 1 2 o0 _2(\/§>3
= — xe 27 ye \ZJ) dy | dx.
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2
A belsd integrdl eqy N <m =7, o= (\é) ) normdlis eloszldsu valdsziniségi valto-

20 vdarhato értékének a konstansszorosa, tehdt
3
-

amibdl kapjuk, hogy
2 1 1

\/_1/ 9 1 /+°° 1 1 1
cov(s, e 2V dy = - —— e dr=——0 .1 =
(&mn) = \/— —=V2 wrd W

coven) L1
F=160) = D) 11 2

o A konstans ellendrzése:
1 1 1 1

27T0102v1—1"2_2.7r.1.1. /1_411_27r-*/7§_\/§ﬂ.

o A kitevd ellendrzése:

1 (21 —my)? (x —my)(x —my) | (y—my)? 2
_ 2 _
2(1 —r?) [ o? e 0109 + o3 (x Tty )
1 77:2—295y+2y2
b. f(a:,y):%e 2 ;

o A £ eloszlisa: A kitevd teljes négyzetté alakitdsa az y vdltozo szerint.

__a?
e 20v2)?

12
= — 2(v2)2 —
2 Ve N

Ugyanis I, integrandusdnak konstansszorosa eqy N° (m = %x, o? = (\/5)2) eloszlasu
valdszindiségi vdltozd, amibdl kapjuk, hogy & ~ N(my = 0,02 = (/2)?) eloszldsii
valosziniségi vdltozo.
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o A n eloszlasa: A kitevd teljes négyzetté alakitdsa az x vdltozo szerint.

1 1 1
5@ =20y +2°) = 5 (@ —y) =" +2°) = —5(z —y)’ — 5" =
+o0 +o0
_ 1 R s T S S 7 —3(=2)? g, —
fn(y) e e 2¥dx e e dx
K 27 —c0 ™ —00
IQ:V\/E
= i(g*%.
2m

Ugyanis I, integrandusa egy N'(m = z,0% = 1) eloszldsi valdsziniségi vdltozd kons-
tansszorosa. Igy n ~ N(my = 0,02 = 1), azaz standard normdlis eloszldsi valdszi-
niséqi valtozo.

o A cov(é,n) kiszdmitdsa: Mivel E(&) = E(n) =0, igy cov(€,n) = E(£ - n).

] oo oo x? — 2zy + 2y2
cov(§,n) = E(§n) = %/ x / ye 2 dy | doe =
+00 +o0
= 2i x (/ ye_(y_%mf_zlllﬂdy) dr =
T J- —0o0
1 +0o0 +o0 9
=5 re~ 1% (/ ye*lﬁ%x) dy) dr =

TV
Io=v27\/22

2
Mivel I3 konstansszorosa eqy N (m = %x, o = (%) ) eloszldsu valdsziniségi vdl-

toz6 vdrhato értékét kifejezd képletnek, illetve I konstansszorosa eqy N'(m = 0, 0% =
V2) eloszlasi valdszintségi vdltozé mdsodik momentumdnak. Igy kapjuk, hogy

B ~cov(§,m) _1-0-0_ 1
r=rn) = gy T 1 Ve

o A konstans ellendrzése:

1 1 B

27?0102\/1—1"2_2_7T,\/§,1_ /1_%_27T'
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o A kitevd ellendrzése:

1 (21 —my)? (x —mi)(x —my) | (y—my)
C2(1—1r2) [ o? 2 0109 o3

2

1 _12—2zy+3y2
C. f(x7 y) = 2\/§7T6 4 J‘

o A £ eloszlisa: A kitevd teljes négyzetté alakitdsa az y vdltozo szerint.

2 —2xy+3y2 3 (., 2 1, 3 1\ 1, 1,
- 1 ——z(y—gw+§x)——z (y—?)—@“g“’ -

fgy kapjuk, hogy
~(r-42)° (v
—+o00 2 +oo T 2
_ V2 (Vi) e o dy = —\/ﬁe_éxg/ e *VE) gz =

fe(z) = . e

—0o0

—
L=Vir\/3

\/5 \/5 1.2 1 1,2
= —V2m/ e 6" = ——=e 6" € R).
p V2 36 27r\/§6 (x )
Ugyanis [y = /27 %, mivel az integrandus konstansszorosa eqy N <m = %x, 0% = <\/g

eloszldsi valoszindiségi vdltozo siriségfigguényének, amibdl kapjuk, hogy & ~ N (my

0,02 = (V3)?).
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o A n eloszlasa: A kitevd teljes négyzetté alakitdsa az x vdltozo szerint.

1 1
— (@ —y =y +3y°) = (e -y -5y’ =

e 2V2%7e T dy = ¢ e 222 =
7r

(e 9] —00

\/§/+°° _@ep? 2 V2 2 [T _e—w?,

J/

Lo—v/Er3=2\/7

Ugyanis Iy = 2y/7 azért teljesiil, mert az integrandus konstansszorosa eqy N'(m =
y, 0% = (v/2)?) valdsziniségi vdltozo siriségfigguénye. Igy kapjuk, hogy n ~ N (my =
0,03 = 1), (azaz standard normdlis) eloszldsi valdszindségi vdltozd.

o A cov(§,n) kiszamitdsa: Mivel E(§) = E(n) =0, igy cov(§,n) = E(&n).

2 [t 2 +oo  _(a—y)?
cov(é,n) = E(én) = ¥2 | et ( [ 2(ﬁ)2dx> dy =
m — 00

—00

(.

~—
I3=V27m\/2y=2/7y

2 T2 V2
_ Z_—zﬁ/ yle T = \/_2\/7?\/% =1
™ — 00

4m
——
Li=V2r
Az I3 = 2\/my értéket onnan kapjuk, hogy az integrandus (megfeleld konstansszorosa)
egy N(m = 0,02 = (v/2)?) eloszldsi valdszindségi vdltozé vdrhaté értékét adja, mig
az Iy = /27 onnan adddik, hogy az integrandus (megfelelé konstansszorosa) egy
standard normdlis eloszldsiu valdszintségi vdltozo mdsodik momentuma.

o Azr(&,n) értéke:
cov(§n) _ EE-n) —E@QE®n 1-0-0_ 1

PN S By T DO VBl VB
o A konstans ellendrzése:
1 1 1

5|5

2#0102\/1—r2_2,7_\/§,1_ /1_%_2\/57'(_
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o A kitevd ellendrzése:

(z —mi)(x —ma)  (y— ms)?
r + 3

- - =22y :—1(x2—2xy+3y2).

SN ERVENC A

14. Megoldas. Ebben a feladatban olyan (§,m) kétdimenzids normdlis eloszldsi valdsziniségi
valtozok szerepelnek, amelyek margindlis eloszlasaiban a varhato értékek nem nulldk.

o FEldszor meg kell hatdrozni a margindlisok vdrhato értékeit. FEz nem nehéz, ugyanis az

e

(mq,mg) koordintdtdju pontban az egyiittes siriségfiggvénynek lokdlis (és egyittal globd-
lis) mazimuma van, igy az my €s mo értéke parcidlis derivdldssal meghatdrozhatd.

o Eltoljuk az egyiittes striségfigguényt ugy, hogy a (0,0) pont legyen a lokdlis mazimumbhe-
lye. Ez az eltolds a szordsnégyzetet, a korreldcios eqyiitthato értékét fizen hagyja, ezek az

s

értékek az eldzd feladatban ldtottak alapjin szamolhatok ki.

1

e~ % (22 +y? —zy—dz—y+7) .
’
\/§7T

a. f(z,y) =

e A margindlis eloszldsok vdrhato értékeinek a meghatdrozdsa: A parcidlis
derivaltat egyenlévé tesszik 0-val, majd az igy kapott egyenletrendszert megoldjuk.

WD) jay)or—y—4) =0
LD jep)ey - -1 =0

igy kapjuk, hogy

2 —y =4 T =
— — my = 3, my = 2.
—r+2y=1

o Visszahiuzds az origoba: Az eqgyiittes striségfiigguényben a kitevd az aldbbi modon
valtozik:

(@A 2~ D) A B) — (4 2) +T) = (P,

Azaz a kapott striségfiigguény:
1 2

fl+3,y+2)= 3 6_3("32_%4‘1/2) (z € R,y €R),
T
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igy a 13. feladat a. pontja alapjdn kapjuk, hogy

N | —

o1 =1, o9 =1, r=

1
b. f(z,y) = %6_%(x2+2y2—2xy—6:c+8y+10),,

e A margindlis eloszldsok vdrhato értékeinek a meghatdrozdsa: A parcidlis
derivdltakat egyenlové tessziik 0-val, majd az igy kapott eqyenletrendszert megoldjuk.

) _ o yp(ae — 2y —6) =0

%)
D) _ o, yay — 2 4 8) =0
dy
igy kapjuk, hogy

rT—y=23 x =2
- — mp =2,my = —1.
r—2y=4 y=-—1

e Visszahizds az origoba: Mivel az eltolds a szordsnéqgyzetet és a korreldcios eqytitt-

hatdt fixen hagyja, ezért alkalmazhatunk olyan eltoldst, amelynek hatdsdra a margi-

ndlisok 0 varhato értékivé valnak.
Az egyiittes striségfiigguényben a kitevd az aldabbi mddon vdltozik:

_%((x+2)2+2(y—1)2—2(a:+2)(y—1)—6(1:+2)—|—8(y—1)+10):

1
= —5(;152 — zy + 2y%).

Azaz a kapott eqgyiittes siriségfigguény

2

1 e2-20y42?
flet2y-D=g ™ F @y eR?)

igy a 13. feladat b. pontja alapjin kapjuk, hogy

01:\/5, o9 =1, r=

9~

1 e*i(m2+3y272xy+8x716y+24)

c. flz,y)= 2o
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e A margindlis eloszldsok vdrhato értékeinek a meghatdrozdsa: A parcidlis
derwdltat eqyenlové tessziik 0-val, majd az igy kapott egyenletrendszert megoldjuk.

a—f(ai;, y) = f(x,y) (—i) (20 42y +8)=0

Q%%ﬁzszJD(—i)ﬁy—2w—ﬂﬂz

19y kapjuk, hogy

r—y=—4 T = —2
— — my = —2,my = 2.
r— 3y = —8 =
Visszahizds az origoba: Mivel az eltolds a szordsnégyzetet és a korreldcios eqytitt-
hatot fizen hagyja, ezért alkalmazhatunk olyan eltoldst, amelynek hatdsdra a margi-

ndlisok 0 varhato értékiekké vdlnak.
Az eqgyiittes striségfiigguényben a kitevd az aldbbi modon vdltozik:

i@—2f+3@+zf—2@—axy+m+8@—2y—m@+ay+ﬂ):

1
= _Z(xQ — 22y + 3y°).
Azaz a kapott egyiittes siriségfiigguény:

1 _ m2—2xy+3y2
4

flz—2,y+2) = 2\/§7Te

Y

igy a 13. feladat c. pontja alapjin kapjuk, hogy
01:\/5, o9 =1, r:%.
15. Megoldas. Jeldlje &,&,, ..., &, a ledobott pontokat. Egqy kordbbi feladat alapjin kapjuk,
hogy
e A minimum vdrhaté értéke:
Fun(z)=1—-(1—-F)"=1—(1—2)"

o) = - Fuin(0) = 01— 2"z € [0,1)),

1

E (min(&, &, ...,&)) =n [ =(1

0

(x € [0,1]),

— )" dz.
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Parcidlis integraldssal tudunk tovdbb haladns.

f(x) =2z g(x)=1—a)"
! ].
) = o) = — (1 —z)"
1 1 =1 1— n+172=1 1
B8 = [ (=Pt = [ex—)| —[CS2E] oo
-0
o A maximum vdrhaté értéke:
Frax(7) = (F(z))" =2"  (z €[0,1]),
d
fmaz () = %Fmax(x) = ng" ! (x €10,1]),
1 o 1 . L =1 n
E (max(&1,&s,...,&n)) :n/o T 1dx:n/0 x"dr =n L*’lL_o =

Erdemes észrevenni, hogy

(B (a6, &+ &0) + E (max(6n & ) = 5 (o + ) = 5 = BLE)

N | —

ahol £ ~ U(0,1).
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9. Egyenl6tlenségek, a nagy szamok torvényei, kozponti ha-
tareloszlas tétel

9.1. Csebisev egyenl6tlenség
1. Megoldas. e A Csebisev eqyenlitienséget alkalmazzuk.

PEE) —e<<E(E)+e)>1-— D*(£)

g2

Eldszor meghatdrozzuk a pontossdgot.

1.6 —e; = 1.220 = &7 =0.38,
1.6 + e = 1.980 = &9 =0.38,
Igy kapjuk, hogy € = min(e,, e5) = 0.38. A keresett also becslés:
D?(¢) 0.12

1 =1- = 0.9370.
g2 0.382

9.2. Bernoulli-féle nagy szamok torvénye

2. Megoldas. e A Bernoulli-féle nagy szdmok térvényét alkalmazzuk. Mivel az érme szabdlyos,
p=3
k

k
—n—p’<€ = p—e<-2L
n

_<p+€7
n

amibdl kapjuk, hogy

1
5—81 = 0.37 — g1 = 0.13,

1
5 + &9 =0.63 — €9 = 013,

gy kapjuk, hogy € = min(ey, e9) = 0.13. Az aldbbi egyenlitienséget kell megoldanunk.
1— 1
L _PA-p)

- > 0.77
ne? 4n - 0.132

1
P
"0 4013
3. Megoldas. e A Bernoulli-féle nagy szdmok torvényét alkalmazzuk. € = 0.11. A megbizha-
tosdg:

= 64.3, azaz n > 64.

1 1
— > 0.83 — n = = 121.5.
4ne?

(1-0.83)-4-0.112
Igy kapjuk, hogy n > 122.
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4. Megoldas. A Bernoulli-féle nagy szamok térvényét alkalmazzuk. A pontossdg: € = 0.04. A
megbizhatosdag:

1 1

1-— > 0.8 — >
Ane? "Z108) 4008

= 781.25.

Igy kapjuk, hogy n > 782.

9.3. Moivre-Laplace tétel

5. Megoldas. e Jeldlje & a kihizott piros golyok szamdt. Ekkor & ~ B (n =600,p = %) A
keresett valosziniség

526 /600 103\ * / 20 \ 000k
P(¢ € [478,526) = > ( A ) (@) <@)

k=478

maodon szamolhato. Ez a szumma azonban nem szamolhato konnyen, mivel tiul sok tagbol dll
€s a tagokban nagyon nagy szdmokat kell nagyon kicsi szdmokkal szorozni. Helyette a Moivre-
Laplace tételt alkalmazzuk.

526 — 600 - 103 4 L 478 — 600 - 19 _ 1
P(478 < € < 526) ~ ® 123 3 — P 123 2 | _
103 20 103 20
600 - 103 . 20 600 - 103 . 20

= $(2.6620) + $(2.7592) — 1 = 0.996 + 0.9971 — 1 = 0.9932.
6. Megoldas. e A feladatot kétféle modon oldjuk meg.

e A Bernoulli-féle nagy szamok torvénye alapjdn kapjuk, hogy

P(E_p‘<€)>1_u'
n en

Mivel p = 0.4, n = 200, igy az

0406
£2200

0.4-0.6
Y 0.0363.
\/(1 —0.9) - 200

= 0.09

egyenldtlenségbdl kapjuk, hogy
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kol

Igy k., o taldlatok szama —e < k2 —p < e, amibdl kapjuk hogy a taldlatok szdma

(—e+p)-n<k, <(e+p)-n
72 88

intervallumba fog esni.

o A feladat a A Moivre-Laplace tétel segitségével is megoldhato.

Tudjuk, hogy a kago ~ B(n = 200,p = 0.4) eloszldsi valdsziniségi vdltozo, gy E(kag) =
np = 200 - 0.4 = 80, D(k,) = /np(l —p) = v200-0.4-0.6 = V48. Szimmetrikus

intervallumot néziink. Legyen a =80 —r, b =80+ r.

Ekkor a Mowvre-Laplace tétel alapjain kapjuk, hogy
Pla < oo <)~ @ [ 2P| _g [ A=)
np(l —p) np(l —p)
r - r
= - =20 — | —1>0.0.
()2 ()~ (%)

) > 0.9, wvisszakeresve \/%8 > 1.28, igy r > 12. Tehdt a =

r

Igy kapjuk, hogy ®
gy rapj 9y (\/4_8
80 —r="71,b=80+r =289, azaz

71 < k,, < 89.

7. Megoldas. Jeldlje € a fejdobasok szamat. Ekkor & binomidlis eloszldsi & ~ B(n = 200,p =
3)
2

A Mowvre-Laplace tétel alapjin kapjuk, hogy

105 — 200 - 5 95 — 200 -

—= | - ?
/200.%.% %

= $(0.71) — &(—0.71) = 20(0.71) — 1 = 2- 0.7611 — 1 = 0.5222.

P(95 < £ < 105) ~ @

= ||[Nol=

DO

]

o
o

8. Megoldas. Legyen & ~ B(n = 500,p = %) eloszldsi valosziniiségr vdltozo. Legyen a = 220,
b = 260. Ekkor egyrészt

260 k 500—k 260
1 1 500 1 500
Plase<h) =2 <5> (5) < k ):_2500 ( k )
k=220
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Mdsrészt a Mowvre-Laplace tétel alapjan kapjuk, hogy

b— —
Pla<e<h)=0| -2 | o 2" |_
np(l —p) np(l —p)
260 — 500 - 5 220 — 500 - 3
=0 | ————2 | - | —F———=2 | = 9(0.8944) — &(—2.6833) =

500 - 5 - (/50021

= (0.89) + §(2.68) — 1 = 0.8133 + 0.9963 — 1 = 0.8096.

D=

A feladat mdsodik részére a vdlasz:

260 260
500 '\ _ o500 1 500 __ o500 _ 10le(2)-500+1g(0.8096) __
Z( . )_2 <ﬁz L = 2590 .0.8096 = 10'¢ 8 =

k=220 k=220
— 10150.4233 — 100.4233 . 10150 — 2.6503 - 10150.

9.4. Kozponti hatareloszlas tétel

9. Megoldas. e Legyenek &,&s, ..., E100 fliggetlen Poisson eloszldsi valdsziniiségi valtozok X =
30 wvdrhato értékkel. Legyen Siopo = &1+ &+ -+ - + 100 Ekkor a kézés vdrhato érték m = 30, a
kézis szordsnégyzet o = 30.

S —
A kozponti hatdreloszlds tétel alapjan kapjuk, hogy n = 2o N(0,1), amibdl kapjuk,

Vno
hogy 100
3000 — 100 - 30 3100 — 100 - 30
P {3000 < <3100 | = P <n< _
( ;&“ ) ( V100-v30 TS T /10030 )

— $(1.83) — (0) = 0.964 — 0.5 = 0.464.
10. Megoldas. Legyen & ~ Poiss(A = n), igy

n k n
Z %6_" = Zpk =P < n).
k=0 k=0

Mavel
P <n)=Plm+m+ - +& <n),

ahol ny,mo, ... figgetlen A = 1 paraméterd Poisson eloszldsu valdsziniségi valtozok. Legyen
Sp=m+n+-+mn, (n€Zy). Igy a Centrdlis hatdreloszlds tétel alapjin kapjuk, hogy

"k S, —n-1 1
lim Y2 ‘”:limP(n—q<0>=@(0)=§.

—€
n—o0 k! n—o0
k=0
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11. Megoldas. a. A fiiggetlenség felhaszndldsdval kapjuk, hogy

an($):P<vn 5152---§n<:1:>:]P’<Q/5%._, ”§n<x>:
:P<V£_1<x)19’<"£2<x>...]P><"§n<x>:
=P(&G <a2")P(&<a™).. P&, <z") =P (& <a2™)".

azaz
0, ha x < 0;

F,,(z) = q 2™, ha x € [0, 1];
1, ha x > 1.

b. Az a. pont eredménye alapjin konnyi ldtni, hogy

F(z) := lim [, (x) =

n—o0

0, ha —co<z <1,
1, hax > 1,

ami eqy olyan diszkrét valdsziniségi vdltozo eloszldsfiigguénye, amely az 1 értéket veszi fel
1 valdsziniséggel.

12. Megoldas.

p (m - x) _p (10g(§1) +log (&) + - - - +1og(&n) < log(x)) .

n

Igy az el626 feladat alapjdn kapjuk, hogy

0, ha z < 1;
Fe,(z) = [10g(m)]"2, ha log(z) € [0,1] & = € [1,€];
1, ha x > e.
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10. Statisztika I., Pontbecslések

10.1. Alapstatisztikak

1. Megoldas. e 10 elemi minta:
3.6, 1.3, 0.5, 6.2, 1.0, 9.8, 3.0, 3.1, 6.5, 7.6.
a. dtlag: € = 4.26,
b. tapasztalati mdsodik momentum: mo = 26.9,
c. tapasztalati szordsnégyzet: s? = 8.7524,
d. korrigdlt tapasztalati szordsnégyzet: s3> = 9.7249,
e. tapasztalati median: med = 3.35,

f. medidn abszolit eltérés: MAD = 2.6.

10.2. Maximum likelihood modszer

2. Megoldas. e

a. Bernoulli eloszlds.

A momentumok mddszerével kinnyid szamolni, ugyanis ha § Bernoulli eloszldsi p para-
méterrel, akkor B(§) = p, azonban E(§) ~ &, igy p = €.

A mazimum likelthood mddszer mdr tébb szdmoldst igényel.
e Eloszlds: P(¢ = k) = p*(1 — p)'=* (k € {0,1});
o L) =TI P (1 —p)' %
o Fn() =30, (&) - X, e o/ p(1—p)

0 =2 ((1=-p&-p1-&) = X (&G—p& —p+p&) = 205G —p) =
Yor & —np =0, amibdl kapjuk, hogy

tehdt ugyanazt kaptuk, mint a momentumok maodszerével.
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b. Poisson eloszlds.

A momentumok mddszerével konnyd szamolni, ugyanis ha & ~ Poiss(\), akkor E(§) = A,
de E(&) ~ &, amibdl kapjuk, hogy A = €.
A likelthood mddszer ugyanerre a megolddsra vezet.
o p(k,\) = k,e Mke0,1,2,...);
o« L) =TI g™
o [(A) =log(L(})) = 211 (&In(A) — In(&!) — A);
¢ 0=2IN =", (1) =228 _p—;
amzbol kapjuk, hogy
~ 1 _
A= — =&,
p2 b=t

c. Exponencidlis eloszlds.

A momentumok mddszerével konnyd szamolni, mivel ha & ~ Exp(X), akkor E(§) =

1
— 2’
azonban E(§) ~ &, amibdl kapjuk, hogy

~ 1
A==,
£
A likelthood mddszer ugyanehhez a megolddshoz vezet.
o f(z,\)=Xe ™ (z>0);
d L<)\) = H:’Lzl Ae_k& ;
o [(A) =In(L(A)) = >0, (In(A) = AG);
© 0=3xI0N) =30 (7 —&) = % — X & amibdl kapjuk, hogy

d. Normadlis eloszlds.
A momentumok mddszerével ha & ~ N(m o ), akkor E(é’) = m, D*(&) = o%. Mivel
E(€) ~ &, igy m = f, mivel D* ~ s2 | igy 0? ~ s2 —mg—f )
A mazimum likelthood mddszer alkalmazdsa sem nehéz, ugyanis

)2
1 (@=m)

o f(z,m,0° = e (x € R) itt most 0 = Vo2, a o?-et tekintjiik paraméternek.
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o U(m) = In(L(m) = X1, (m( L) - o),

o snllm) =31 55 - 2(& —m) = 5 3 (& —m) = 5 (7L, & — nm) = 0, amibdl
kapjuk, hogy

A 0% ismeretlen paraméter becslése maximum likelihood mddszerrel:

_(&-92
202

1(0%) =TI, ﬁﬁe

o [(0? =In(L(c?)) =>"1, (ln %ﬂ) — ln(e?) - %)7

* nllo )ZZL(—#Jr@(é)Q):o /- sh
igy kapjuk, hogy — > 1+ = Z" (&

3. Megoldas. e Legyen a fiiggetlen minta U(0,9) eloszldsbol &1, &, .. ., &n.
1. Becslés: 2¢
ugyanis € = 1370 &, akkor

gy a 2€ valdban torzitatlan becslés.
1
2) = d— ]])2 ] = = —?
D*(2¢) = (235) "y = 3

2. Becslés: "1 rnax(é’l, &y &n)
Az F oy €S Fmin—re vonatkozo eqy tétel.

1. lépés: Ha &1,&, ..., &, figgetlen valdsziniségi vdltozok, F,Fo, ... F, eloszldsfiigg-
vényekkel n = max(&y, &, . .., &), akkor az n eloszldsfigguénye



UgYanis

F(z) = P(max(£1,&,...,&) <z)=P(&L <zx)N(S<x)nN---N( <x)) =
=P((& < 2)P(& < 2)...P(& <)) =Fi(2)Fe(z)...F,(z).
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2. lépés: &1,&, ..., &, figgetlen minta U(0,9) eloszlasbdl, ekkor azn = max (&1, s, ..., &)
eloszlds €s sturiségfiigguénye:
0, ha x < 0;
F(z) = (g)n, ha 0 < x < U
1, ha x > 1.
n (“’)"1 ha z € (00)
— (= ax ;
flz)=¢ 9 \¥ ’ ’
0, egyébként.
varhato értéke és szordasnégyzete
9 _ 9 ntl 7] r=0 n+1
x fax\nl n n | x n v n
() /0% 9 Ty T T LHLZO n+l n+l
n—1 n 7 n [ a2 n Y2 n
E(n?) — 2@({) _n ntlg, — _ _ 92
tr) /0:”1919 T )yt T T nr2),, nt2 90 nt2
2
2n? —n
D2(n) = E(n?) — (E(n))2 = —* 92 _ " ) = 2
(n) = E(r) = (E)" = 75 n+1 (n+2)(n+ 1)

3. lépés: a & nem jo becslésnek, mivel nem torzitatlan. A torzitatlan becslés ”TH§

().

A becslés szordsa

e (n+1n> _(n+ 1?2 n@2n-1) , 2n-1 g2

n n? (n+2)(n+1)2 - n(n + 2)
Tehdt a 2€ a hatdsosabb becslés.

2n —1
n+ 2

1 2n —1

—_ << — <— 2<6n—3
3n  n(n+2) n "

ot W

5
< < 6n <— 6<n'

*
n-
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11. Statisztika II., Intervallumbecslések

11.1. 1 — o megbizhatosagi konfidencia intervallum

1. Megoldas. e
1 —a=0,95, akkor a = 0,05.
Tudjuk, hogy 5;—“\/5 ~ N(0,1). Ekkor

0

o

P(_Ug<5‘“\/ﬁ<u;) —®(ug) — (1-®(ug)) =20 (ug) —1=1-a

amibdl kapjuk, hogy
Q@
P (ug) =1- 5 = 0.975.

ug visszakereshetd a tablazatbol: ue = 1,960.

—u <€_'u\/ﬁ<ufx

vle

o 2
ekkor
E—ul <2
H <
9y
_ ou« _ oU«
_ 2 < < 2
§ N £+ NG
aeaz 0.3162 - 1.960 0.3162 - 1.960
112 — =222 P o o112y ot
J10 a V10
9y
0,92 < ju < 1.32.

2. Megoldas. 1 —a = 0,99, akkor a = 0,01.
Tudjuk, hogy gU_—O’*\/_ ~ N(0,1). Ekkor

J—l=1-a

v[R

P(_ugggg“ﬁguC;) = @ (us) — (1— @ (ug)) = 20 (u

R

amibdl kapjuk, hogy
@ (ug) =1 - 5 = 0.99%.
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us visszakereshetd a tdblazatbdl: us = 2.576.

—U a
O— 2
ekkor
_ O'U%
— <
& — NG
9y
_ ou« _ oU«
_ 2 < < 2
3 N £+ NG
aeaz 0.3162 - 2.576 0.3162 - 2.576
112 - 22722 2000 <112 4 22 20l
/10 a /10
9y

0,8624 < p < 1.3776.
3. Megoldas. e

5 _* Iu\/ﬁ ~tn—1
Sn
&y _ Ry — 1
Pl-z<>—Vn<z|=Fz)-F(-z)=1-a
Sn
19y N
Mivel F(z) + G(z) = 1, gy G(z) = 1 —F(z) = 1— (1 - %) = %, tehdt azt az x helyet kell

keresni, amelyre G(x) = 0.25.
n=10,gyn —1=29, azaz a 9. sort és a 0.25. oszlopot kell nézni.

r = 2.262, igy 3
£—p
—2.262 < ~—\/n < 2.262
STL
Tehdt
F < 22025
:u ~ \/ﬁ
9 2.262 - 0.3162 2.262 - 0.3162
112 - 22 0T <110 e e

V10 : V10

azaz

0.8938 < 11 < 1.3462
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4. Megoldas. e Tudjuk, hogy
ns?
2 Xn—1-
Kerestiink olyan x, €s x; szdmot amelyekre
2

S
P(magﬁgxf)zl—a,

azonban a x,—1 eloszlds siriségfiggvénye (jeldlje f) Ri-on van értelmezve és igy nem szim-
metrikus az y tengelyre, ezért az f(—x) = f(x) dsszefiiggést nem tudjuk alkalmazni.
Az eloszldsfiigguény legyen F, és annak kell teljesiilnie, hogy

F(xf) —F(z,) =1—«a,

de elég ha teljesiil az F(xy) = 1 — 5, F(z,) = §. Azonban nem az eloszldsfiigguény van a
tabldzatban, hanem

G(z) + F(z) =1, akkor G(z) =1—-F(z)

Glaf) =5, Gloa)=1-

v 2

£ =0.025.
2
Muwvel n = 10, igy a tdbldazat 9. sordt és 0.25, illetve 0.75 oszlopdt kell nézna.

G(z;) =0.025,  G(z,) = 0.975,

azaz
xy = 19.023, Tq = 2.7004.

fgy kapjuk, hogy

3N

2.7004 < o1 < 19.023,
o
ns? 9 ns?
<o < .
19.023 2.7004

azaz
0.228 < 0 < 0.7023.
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12. Statisztika III., Hipotézisvizsgalat

12.1. Egymintas u-préba

1. Megoldas. e Ha o =0.05. n =10, g =1, o = 0.001.
a = 0.05, akkor ®(u;) =1 — 22 = 0.975, igy u, = 1, 960.
Dontes:
|us.| < uy, akkor Ho-t elfogadom (ellenkezd esetben elutasitom).
Akkor j6, ha 0.9993 < € < 1.0006.

a. € =0.9992.

Ekkor u, = S4\/n = —2.5298,

Mivel |us,| < u; nem teljesil, igy elvetjiik.
b. € =0.9995.

Ekkor ug, = E—;’i n = —1.5811.

Mivel |us.| < uy teljesiil, igy elfogadjuk.
c. £€=1.0005.

Ekkor u,, = S£\/n = 1.5811.

Mivel |us,| < uy teljesiil, igy elfogadjuk.
d. € =1.0007.

Elkor u,, = 4 /n = 2.2136.

(e

Mivel |us,| < uy nem teljesil, igy elvetjiik.

12.2. Egymintas t-préba

2. Megoldas. e o = 0.05. n = 10, s; = V0.0012, py = 1. « tipikus értéke 0.05, igy
tn_1(t;) = 0.025, ebbdl kell visszakeresni c-t.

Donteés:

ts.| < t, akkor Hy-t elfogadom (ellenkezd esetben elvetem). o = 0.05, igy t,1(t;) = 0.025,
gy t; = 2.262, ami 9. sor, 0.025 oszlop.

Akkor j6, ha 0.9753 < € < 1.0247.

a. &€ =0.9645.
Ekkor ty, = SE\/n = —3.2445,

*
n

Mivel |ts,| < t; nem teljesiil, igy elvetjiik.
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b. € =0.9995.
Ekkor ty, = S\/n = —1.636.
Mivel |tg,| < t; teljesiil, igy elfogadjuk.

¢. €=1.0005.
Ekkor t,, = S£/n = 1.9467.

E)

Mivel |ts,| < t; teljesiil, igy elfogadjuk.
d. £ =1.0007.
Ekkor ty, = S£\/n = 2.3032,

Mivel |tg,| < t; nem teljesiil, igy elvetjiik.

12.3. Kétmintas u-proba

3. Megoldas. e n =5, m = 6.

Usz = £?Tﬁ\/ mm__ﬁn ~ N(07 1)7 feltéve, hOgy H1 = H2-

up: ®(uy) =1 5.

Dontés:

|us.| < uy, akkor Ho-t elfogadjuk, ellenkezd esetben elvetjiik.

a. £=0.98, 7=1.02, c =0.03.

Mivel |us.| < uy nem teljesil, igy elvetjiik.

b. £€=0.99, 7 =1.01, 0 =0.03.
Mivel |us,| < uy teljesiil, igy elfogadjuk.

13. Illeszkedésvizsgalat

1. Megoldas. ea = 0.05.

Osszesen n = 60.
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pi = %, akkor np; = %- =20
= (1 — npy)?
XSZZ; ra—
:% [(18 = 20)* + (26 — 20)* + (21 — 20)* + (17 — 20)* + (15 — 20)* + (23 — 20)°] =
e (PP F B ) = (4364149425 40) =
= > =42
Xt - X0.05;5

Xsz < Xt t@lj€$’lil, Z’gy elfogadjuk HO‘t-
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