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8. gyakorlat

Abszolat folytonos valésziniiségi
vektorvaltozok,
Tobbdimenzids valdsziniiségi vektorvaltozék



1. Abszolat folytonos valésziniiségi
vektorvaltozoék



Filiggetlenség és korrelalatlansag



1. Feladat

A &, n) valészinliségi vektorvaltozé egyiittes siirtiségfliggvénye:

1

S(14+x3y —xy®), ha —1<x<1,-1<y<1;
flx,y) = 4(+xy xy), a X , y

0, egyébként .

Vizsgaljuk meg a marginalisok eloszlasat fiiggetlenség és
korrelalatlansag szempontjabdl.



1. Feladat megoldasa

@ Marginalis eloszlasok:

+o00o 1 1
fe(x) = / f(x,y)dy = 4/ (14 X%y — xy®)dy =

—0o0 -1

-1
_ 1 sy Y'Y
—4{y+x - X -

ha x € [—1, 1], igy kapjuk, hogy

%, ha x €] — 1,1];
fe(x) =
0, egyébként,

igy kapjuk, hogy & ~ U[-1,1], n ~ U[-1,1]



1. Feladat megoldasa, folytatas

@ A kovariancia meghatarozasa

+o0 +oo 1
E(én) = / / xyf(x,y)dydx = Z/ / y(1+ X7y — xy®)dydx =
+1

1 + 4 2 2 4
=1/ (xy +x7y" = x"y")dydx =
-1 J-1

2 - _
_Lf2¢ 2217 22 22,
435 53] _, 35 53 7

cov(¢.n) = E(¢n) — E(€)E(n) =0—0-0 = 0.

o Korrelalatlansag és fiiggetlenség Lathato, hogy & és 7
korrelalatlanok, de nem fiiggetlenek.



2. Feladat

Hatarozza meg a (§,n) valdsziniiségi vektorvaltozé esetén az
integrald tényezét (azaz a C paraméter értékét), a marginalisok
eloszlasfiiggvényeit és varhato értékét, tovabba a cov(,n) értékét,
ha a (&,n) vektorvaltozo egyiittes siiriségfiiggvénye
b. e
Cxy+1), had<x<1,0<y<2;
f(x,y) = s
0, egyébként .
Cxy+x), had<x<1,0<y<2
f(x,y) = "y
0, egyébként .



2. b Feladat megoldasa

Legyen T =[0,1] x [0,2]. (f(x,y) = C(xy +1),(x,y € T)).
@ A C konstans értéke:

1:/j;:o/j;:of(x,y)dde:C/O1 </02(Xy+1)dy) dx =

1 2 y=2
o [F ] e
0 2 y=0
1 x=1
:C/(2x+2)dx:C[x2+2x]X:0:3C = C=:.
0

@ A marginalisok eloszlasfiiggvényei:
+oo 1 2 1 > =2
fl(X):/ f(X,y)dyzf/ (xy+1)dy: = i_’_y —
- 3 0 3 2 x=0

2
= §(X+1) (x €10,1]),

+o0o 1 /2 1 2 x=1
B = [ flena=3 [y o= Y x| =
oo 3 /o 3 2 Y—0

1/1

=§(?H4)=%U+ﬂ (v € 0,2)).



@ A marginalisok varhaté értékei:

w‘w

+oo 1 2x=1
E(f):/ xﬂ(x)dx:g/ x(x+1)dx:g{x +X—} =
- 3 /o 3 2]
_2(L 1)y _5.
“3\3"72) 9
+o0 1 2 1 2 5
E(U)Z/ yfz(y)dy=6/ y(y+2)dy=g/ (y" +2y)dy =
—o00 0 0
1y LT 11 13
*6[3“’]@*6 374 =18
@ A kovariancia értéke:
+o0  ptoo 2
s = [ [ ottonaon=3 [ ([ oty +va) o=
0
1 2 2 N P Gl R
/(/(xy—i—xy ) 3/{3 +2 X:def
1[8x 10 1/8
2 == |-=— —-(241) =
=3, Grvae=3 350 =3 (5+1)

17 5 19 37

cov(§,n) = E(§ - 1) — E(§E(n) = > "9 18~ 1 ~ 02284




2. c Feladat megoldasa
(f(x,y) =xy +x, (x,y) € T).
Mivel az f(x,y) = (Cix)(Ca(y + 1)) és az egyiittes
eloszlasfiiggvény tartéja (halmaz, ahol nem tiinnek el) egy tégla,
igy a £ és 1 fliggetlenek.
@ A marginalisok eloszlasfiiggvényei:

Cix, ha x € [0,1];
f(x) = L
0, egyébkent .

G(y+1), haye|0,2];
f(y) = ny
0, egyébként .

+00 1 %2 x=1 1
1 :/ fi(x)dx = Cl/ xdx = G {—} =-C,
—00 0 2 x=0 2

gy Gt =2.
x=2

+o00o
= / f(y)dy = Cz/ (y+2)dy =G [ + 2y:| =60,

x=0



2. c Feladat megoldasa, folytatas

@ A marginalisok varhaté értékei:

o0 1 3q9x=1
1= o[ snafS] 3

—00

[e%s) 2 2
E(n) = /+ yh(y)dy = é/o y(y +1)dy = 613/0 (y>+y)dy =

10y3 y21°°% 1/1 1 5
613 2|, 6\3 2) 36

@ A kovariancia: cov(£,n) = 0, mivel £ és 7 fiiggetlenek, tehat
korrelalatlanok.



3. Feladat

Hatarozza meg a k konstans értékét és a marginalisok eloszlasat, ha
az egylittes siirtiségfiiggvény

flx.y) = Cxye %) ha x>0,y > 0;
Y 0, egyébkeént .



3. Feladat megoldasa

A & és n marginalis eloszlasok azonos eloszlastak és fliggetlenek,
mivel

F(x,y) = fi(x)h(y) = (xe_kxz) (ye_ky2) (x> 0,y > 0),

és az egyiittes eloszlasfliggvény tartéja tégla.
@ a k konstans meghatarozasa:

oo 2 1 [t 2
1= / xe " dx = —/ (—2kx)e *dx =
2k J,

—o0
1 [ e1x=oo 1 1 1
2k [e ]X:o ok D=5 2

@ a marginalis eloszlasok:

x2

xe~ 2, ha x> 0;
0, egyébként .

fi(x) =

2
_YT, hay>0;

f(Xv.y) = {ye

0, egyébként .



4. Feladat

Hatarozza meg a C paraméter értékét a P({ < 1,7 > 1)
valészintiséget és a cov(§,n) értékét, ha a &, n) valdszinlségi
vektorvaltozé egyiittes siirliségfiiggvénye:

a. e

y
Clx+=Z),ha0<x<1l0<y<2;
f(x,y) = ( 2>

0, egyébként .



4. Feladat megoldasa

Az a. feladat egyiittes siiriiségfliggvénye:

y
Cg(x+ =), haxel0,1],y €0, B];
fB(X7y): < B>
0, egyébként .

@ A Cp konstans értékének a meghatarozasa

1—/+oo/+oo dydx—CB/Ol</OB(x+)B/>dy>dx:

yz y=B 1 B
—C/[Xy+] dx:CB/ Bx + —)dx =
5 Jo 2B 0( >)

Bx?  Bx 1
=C == = BC — Cg=—.
B|: 2 * 2 :|x—0 P g B



4. Feladat megoldasa, folytatas

@ A marginalisok varhaté értékeinek meghatarozasa:

E(fg):[;w[:cxfg(x,y)dydx:%/01(/OB (x+ 2 )dy>d
Ry
—/ <Bx +—x)dx_/ (X2+;)dx={§+x2];:=

4
= 4+1=-;
+ 3’

3

E("B):/;)m/ijyfs(xa)/)dydxz%/1 (/Osy(eré) dy) dx =
AL gy 5]
=* ; (B—+—x>dx_ /0@ 3)dx_

x=1
X X
3{4 +§Lzo 1zB



4. Feladat megoldasa, folytatas

@ A kovariancia értéke:

+oo +o0o
E(Es - 1s) = /_ /_ sy (x, y)dydx =

N =




2. Tobbdimenziés egyenletes eloszlas



5. Feladat

A &,n) valésziniiségi vektorvaltozé egyiittes siirliségfiiggvénye:

Flx.y) C,ha0<x<6.6,66—x<y<144—x;
X,y) =
Y 0, egyébkeént .

Hatarozza meg a C konstans értékét, a marginalisok eloszlasait és a
cov(&,n) értéket.



5. Feladat megoldasa

Oldjuk meg a feladatot paraméteresen. Az A és B paraméterek
értékei: A=6.6, B=17.8.

A+B

@ A C konstans értéke: C = % ahol T a paralelogramma
teriilete. Igy kapjuk, hogy

1 1 1
¢ = AB  6.6-7.8 5148 0.0194.




5. Feladat megoldasa, folytatas

e A marginalisok varhat6 értékei: az (E(¢),E(n))
koordinataju pont a paralelogramma sulypontja, igy kapjuk,
hogy a (0, A+ B) és (A,0) végpontu szakasz felez6pontjanak
elsé koordinataja é, a masodik koordinataja #, igy

_A+B+0 A+B

=33, E(n) > 5

7.2.

1 A —x+A+B 1 A — _X{ALB
sen =g [ ([ ) o= g [ bt 0
—Xx+

=x(~x+ A+ B)> — (—x + A =

=x(—x+A+B—x+A)(—x+A+B+x—A) =
=x(—2x+2A+ B)B.



5. Feladat megoldasa, folytatas

igy kapjuk, hogy

1 A 2
E(én) = 4B B/o (=2x"+ (2A + B)x)dx =

1 —2x3 A+ B)x2 x=A B _A?
2A | 3 2 o

1 2 2 1 2

= —=(— AB) = —(2A AB) =
5 (447 + 64 + 3AB) = —(2A” + 3AB)
—20.13,

@A+B)A
3+ 4 -

cov(§,n) = E(¢ - n) — E(§)E(n) = %(2A2 +3AB) - %(A2 +AB) =

= 5247 £ 3AB 342~ 3AB) = — L A* = 363



3. Tobbdimenzidés normalis eloszlas



6. Feladat

Hatéarozza meg a (&, 1) normalis eloszlast valésziniiségi
vektorvaltozé ismeretlen paramétereit (my, ma, o1, 02, r), ha az
egyiittes siirliségfliggvény.

1 74x2+1—2y+y2

f(Xay):Ee 8 ((X7y)€R2)'



6. Feladat megoldasa

Ebben a feladatban kihasznaljuk, hogy a £ és 7 valdszin(iségi
valtozok fliggetlenek. (my, mo, o1, 02, r).
Mivel

1 x241-2y+,2 <2 (y-12
f(x,y)= Ee_“ B R <C16_2> <C2€_ = ) )

igy £ ~ N(my =0,02 =1), n~N(mp =1,02 = 4) fiiggetlen
valosziniiségi valtozok.
A konstans ellen8rzése

GG =

ésr=0.



7. Feladat

Hatarozza meg a (£, n) normalis eloszlasa valdsziniiségi
vektorvaltozé ismeretlen paramétereit (my, my, o1, 02, r), ha az
egyiittes stirtiségfiiggvény tetszéleges (x,y) € R? esetén.

1 _ x2 72)<y+3y2
7

1 e
f(x,y) = 5-e2V2r




7. Feladat megoldasa

Ebben a feladatban olyan (&, 1) kétdimenziés, normalis eloszlasu
valésziniiségi valtozok szerepelnek, amelyeknek 0 a varhaté értékiik.
A marginalis eloszlasok meghatarozasahoz az egyiittes eloszlasban
szerepl§ kitevét teljes négyzet alakra kell hozni.

@ A £ eloszlasa: A kitevé teljes négyzetté alakitasa az y valtozé

szerint.
x% — 2xy + 3y? 3/, 2 1,
*f’ﬁ(y *EXY+§X>
3 1\° 1, 15,
‘4<<y‘3x> T T3 )T
__3 _EX 2_1X2__(y_%x)2_lxz
=73 y 3 = 2 6’



7. Feladat megoldasa, folytatas

Igy kapjuk, hogy

(-3 (-3

(=2 [TV vty et [

Wi

4

—o0

V2 \/7 1.2 1 12
= —2 e = e 68" x € R).
ar V3 NGV (xeR)

Ugyanis | = \/27r\/g, mivel az integrandus konstansszorosa egy

2
N <m =1x,0%= (\/g) ) eloszlasa valésziniségi valtozo

siirliségfliggvényének, amibsl kapjuk, hogy
£~ N(m =0,07 = (V3)?).



7. Feladat megoldasa, folytatas
@ A 7 eloszlasa: A kitevs teljes négyzetté alakitasa az x valtozé
szerint.

X2—2Xy+3y2 1 2 2 2 1 2 1 2
EBYEN L A (g3 = axy ay =
= y?
22 2

Igy kapjuk, hogy

too (x—y)? 2 _x=n?
f,(y) = V2 e 2V e~ T dx = £ -Z e 2vaE ™ —
4 4 oo

- | —
L=v2rV2=2\/7
1 2
_ e
V2
Ugyanis I, = 2,/m azért teljesiil, mert az integrandus
konstansszorosa egy NV (m = y, 02 = (v/2)?) valésziniiségi

valtozo siiriiségfiiggvénye. Igy kapjuk, hogy
n ~ N(ma = 0,03 = 1), (azaz standard normalis) eloszlasu

valésziniiségi valtozé.



7. Feladat megoldasa, folytatas

o A cov(¢,n) kiszamitasa: Mivel E(&) = E(n) =0, igy
cov(&,1) = E(&n).

2 +o0 7(X_7Y)22
cov(§,n) =E(n) = Z: ye z (/_ xe *(v?) dx) dy =

— 00

I3=v2m/2y=2/7y
400 2
\F/ - —2f\/ =1
la= \/ﬁ

Az I3 = 2./7y értéket onnan kapjuk, hogy az integrandus
(megfelels konstansszorosa) egy N (m = 0,02 = (v/2)?)
eloszlasi valésziniiségi valtozd varhato értékét adja, mig az

Iy = /27 onnan adédik, hogy az integrandus (megfelels
konstansszorosa) egy standard normalis eloszlast valésziniiségi
valtozé masodik momentuma.



7. Feladat megoldasa, folytatas

o Az r(&,m) értéke:

r=r(&n) = cov(&, n) _ E(£-n)—E(E(M®) 1-0-0 1
= Balgp() ~  BHODHm)

@ A konstans ellenérzése:

V31 VB

1 B 1 _ 1 V2
2mo102V 1 — 12 2.71-4/3-1- /1_% 22w 4 °

@ A kitevs ellenérzése:
1 [(Xl — m1)2

_ _ _ 2
! yo xmm)x—m) (v ;"2) _
0102

g3

X2 xy yz] 1, 2
— | L Y 2 (P 2y +3)F).
2(17%){3 V3va 1 7 (X243



8. Feladat

Hatarozza meg a (&, 1) normalis eloszlast valésziniiségi
vektorvaltozé ismeretlen paramétereit (my, ma, 02, 03, r), ha az
egylittes siirliségfiiggvény.

1
221

f(X,y) _ e—%(x2+3y2—2xy+8x—16y+24) ((va) e R2).



8. Feladat megoldasa

Ebben a feladatban olyan (&, 7) kétdimenziés normalis eloszlasu
valésziniiségi valtozok szerepelnek, amelyek marginalis eloszlasaiban
a varhaté értékek nem nullak.

@ A marginalis eloszlasok varhaté értékeinek a
meghatarozasa: A parcialis derivaltat egyenl6vé tessziik
0-val, majd az igy kapott egyenletrendszert megoldjuk.

W(axx’y) = f(x,y) <_411> (2x+2y+8)=0
W(axy»Y) — f(x,y) <_i> (6y — 2x — 16) = 0

igy kapjuk, hogy

x—y=—-4 X = -2
— — m1:—2,m2:2.
x—3y=-8 y=



8. Feladat megoldasa, folytatas

@ Visszahiizas az origdba: Mivel az eltolas a szérasnégyzetet
és a korrelaciés egyiitthatét fixen hagyja, ezért alkalmazhatunk
olyan eltolast, amelynek hatasara a marginalisok 0 varhaté

értékiiekké valnak.
Az egyiittes siiriiségfiiggvényben a kitevd az alabbi médon
valtozik:

—% (x =2)" +3(y +2)° = 2(x = 2)(y +2) +8(x = 2) — 16(y +2) +24) =
= —%(x2 —2xy + 3y2).

Azaz a kapott egyiittes siriségfiiggvény:

1 _ x2 72)<y+3y2

2ﬁ7re a4 ((x,y) € R?).

igy a 7. pontja alapjan kapjuk, hogy

f(x—2,y+2)=

01:\/§, oy =1, r=

e



Vége az |. gyakorlatnak



