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7. gyakorlat

Diszkrét valésziniiségi vektorvaltozék



1. Diszkrét valésziniiségi vektorvaltozék



1. Feladat

Két dobdkockaval dobunk egy pirossal és egy kékkel. Jellje &1, &
a két dobott szamot. Hatarozza meg

a. A £ =min(&, &) eloszlasat, varhaté értékét és
szérasnégyzetét;

b. Az n = max(&1,&2) eloszlasat, varhaté értékét és
szOrasnégyzetét;

c. A (&, n) egyiittes eloszlasat, a cov(€,n) és az r(€,n) értékeket.



1.a Feladat megoldasa
a. A min(&1,&2) eloszlasa:

P(min(é1,&2) =1) =P((1,1),(1,2),...,(1,6),(2,1),(3,1),...,(6,1)) =
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P(min(é1, &) = 2) = P((2,2),(2,3),...,(2,6),(3,2), (4,2),...,(6,2)) =
2.5-1 9
T 36 36
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ugyanigy kapjuk, hogy

P(min(ér, &) = k) = % (k=1,2,....6).

A min(&1, &) varhaté értéke és szérasnégyzete:
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1. a Feladat megoldasanak folytatasa
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D) = B(€%) ~ B = o - (%) — 1.0715.



1. b Feladat megoldasa
b. A max(&1,£&2) eloszlasa:

P(max(&1,&2) = 1) =P ((6,1),(6,2),...,(6,6),(1,6),(2,6),

P(max(£1,£2) = 2) = P((Sv 1)7 (57 2)» R (57 5)7 (17 5)’ (27 5)7
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ugyanigy kapjuk, hogy

P(min(&1,&2) = k) =
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A min(&1, &) varhato értéke és szérasnégyzete:
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1. b Feladat megoldasanak folytatasa
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D) = B(¢) - [ = £ - g) _ 1.0715.



1. c Feladat megoldasa

c. A (&,n) egyiittes eloszlasa, ahol £ = min(&1,&2), n = max(&1, &2).
Erdemes észrevenni, hogy

e ha i <, akkor p; =

e ha i =, akkor p; =

e ha i > j, akkor p; =

SEl=glv

Igy konnyii kitdlteni az egyiittes eloszlas tablazatot.
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1. c Feladat megoldasanak folytatasa
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cov(§,m) = E(¢ - n) — E(§E(n) =  — 2= = 0.9452.

4 36 36



2. Feladat

Két porgettyiivel porgetiink: egy pirossal és egy kékkel. Mindkét
porgettyiivel az 1, 2, 3, szamokat lehet kiporgetni. Jeldlje & a
piros, & a kék porgettyiivel kipdrgetett szamot. Hatarozza meg a
(&,m) valészintiségi vektorvaltozé eloszlasat, valamint a cov(€,n) és
az r(§,n) értékét, ha

a. ¢ £:=¢&, n:=min(&,&);
b. e & :=¢&, n:=max(&, &),
c. £:=min(£1,&2), = max(&1, &2).



2.a Feladat megoldasa

Jeldlje &1 a piros, & a kék porgettyiivel kiporgetett szamot.

a. e £:=¢&1, n:=min(&,&);
Mivel £ := &1, n:= min(&1,&2), igy
e ha i <, akkor p; =0,
e hai> j, akkor pj = 3.

Igy mar csak az i = j eseteket kell kiszamolni.

(6 = Lmin(e,&) = 1) = {(1.1). (1.2, (L3)}, gy pu = 5,
(6 =2.min(61.2) =2) = (2.2, 2.3)} . ey p2 = 5.

9
(6 =3, min(61,&) = 3) = {(3.3)}, i@y prs = 5.



2. a Feladat megoldasa, egyiittes, marginalis
eloszlasok

Ezek alapjan kdnnyen fel tudjuk irni a (§,n) egyiittes eloszlasat,
illetve a marginalis eloszlasokat.
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2. a Feladat megoldasa, ¢ eloszlasa

o A ¢ eloszlasa
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D*(¢) = E(¢*) — [E(Q))* = 5 -2 = 3.



2. a Feladat megoldasa, n eloszlasa

@ A n eloszlasa
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2. a Feladat megoldasa, cov(&,n) és (&, n)
meghatarozasa

e Az cov({,n) meghatarozasa

E(¢-n) = xiyjpij =
ij

:1.1.g+2.1.%+2.2.%4.3.1.%4.3.2.%4.3.3.%:
:%(3+2+8+3+6+27):%:5.4444.
cov(é,n) = E(€ - 1) — E(§)E(n) = %9 _2. %4 = =23
e Az r({,n) meghatarozasa
olen) __§ a1/

= 4.1722.
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2. b Feladat megoldasa

b. e £ :=¢&, n:=max(&,&);
Mivel ¢1 < max(&1,62), igy

e ha i <, akkor p; = %,
e ha i > j, akkor p; = 0.

Igy mar csak az i = j eseteket kell kiszamolni.

(6 = Lmax(@,€) = 1) = {1 D}, ey pua = g,

(51 =2, max(§1752) = 2) = {(27 1)7 (27 2)}7 igy p22 = -,

(6 =3, max(&1, &) = 3) = {(3,1),(3.2). (3.3)) , iey ps = .
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2. b Feladat megoldasa, egyiittes és marginalis
eloszlasok

Ezek alapjan kdnnyen fel tudjuk irni a (§,n) egyiittes eloszlasat,
illetve a marginalis eloszlasokat.
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@ { = ¢ eloszlasat a feladat a. részében mar kiszamoltuk.

lay E(¢) =2 s D3(€) =



2. b Feladat megoldasa, n = max(&;, &) eloszlasa

o Az n = max(&1, &) eloszlasa
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2. b Feladat megoldasa, cov(¢,n), (&, n)

e Az cov({,n) meghatarozasa

E($-n) =) xiypij =
isj

=1-1.-= 2. = .3.Z .2. - 2.3.2 2.2
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e Az r(§,n) meghatarozasa

COV(§ n 3- V57
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r(&,n) = = 0.5960.




3. Feladat

Definialjuk a (&, n) valdszinlségi vektorvaltozét az alabbi tablazat
segitségével:

Em || 1 ] 3]5

2 0.1]02|0.1

3 010401

a. e Mutassuk meg, hogy a &, n valdsziniiségi valtozék nem
figgetlenek, de korrelalatlanok;

b. e Hatarozzuk meg a D?(¢), D?(n), és D?(£ + n) értékét;
c. o Hatarozzuk meg az E(|{ — |) értékét;



El6szdr meghatarozzuk a marginalis eloszlasokat.

3. Feladat megoldasa

&n n=1[yr=3]yn=5] |

x=2] 01 0.2 01 |04
xx=3] 01 0.4 0.1 [ 0.6
| 02 [ 06 [ 02 [ 1]

A ¢ eloszlasa:

n eloszlasa:
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a.e A £ és 1 nem fliggetlenek, hiszen a marginalis eloszlasok
szorzata nem egyenlé az egyiittes eloszlassal. Ez kénnyen
ellendrizhetd, ha példaul az elsé sort és az elsé oszlopot nézziik:
0.2-0.4 #0.1.
b.e A marginalis eloszlasok tablazatai kdnnyen megkaphaték az
egyiittes eloszlas tablazatabdl. Igy kapjuk, hogy
A ¢ varhaté értéke és szérasnégyzete:
E()=2-04+3-0.6=2.6,
E(£?)=2%-04+32-06=7,
D?(¢) = E(&%) — [E(§)]? =7 —2.6° = 0.24.

Az 7 varhaté értéke és szérasnégyzete:

E(n)=1-02+3-06+5-0.2=3,
E(n?) =12-0.24+3%2-0.6 + 5%-0.2 = 10.6,
D?(n) = E(n?) — [E(n)]? = 10.6 — 3° = 1.6.



3. b Feladat megoldasa

cov(&,n) meghatarozasahoz sziikségiink van az E({n) értékeére,

ami az egyiittes eloszlastablazatbdl szamolhat6 az a

transzformaciés formula felhasznalasaval.

E(én)=2-1-01+42-3-02+2-5-01+3-1-01+4+3-3-04+3:-5-01=
=17.8.

Igy kapjuk, hogy
cov(¢,n) = E(¢n) — E()E(n) = 7.8— 26 -3 =0.

Mivel cov(§,n) =0, igy £ és n korrelalatlanok, azonban - mint
ahogyan azt lattuk - nem fiiggetlenek.

A D?(& +n) értékét a kapott értékekbdl a legkdnnyebb
meghatarozni, igy nincs sziikség a £ + 1 eloszlasanak a
meghatarozasara.

D?(€ +n) = D?(€) +2cov(é,n) +D?(n) = 0.24+2-0+1.6 = 1.84.



3. c Feladat megoldasa

c.e AE(]¢ —n|) (A& és n abszolut atlagos eltérésének) a
meghatarozasa konnyii a egyiittes eloszlastablazat és a
transzformaciés formula alapjan:

E(|€ —nl) ZZIXI yilpij =

i=1 j=1
=|1-2/-04+1[3-2[-024(5-2[-01+[1—3]-0.1+[3—3]-04+|5-3|-0.1
=13



4. Feladat

Legyenek £ € {U,V} (U# V) ésne{W,Z} (W # 2)
valésziniiségi valtozék. lgazolja, hogyha & és 7 korrelalatlanok,
akkor fiiggetlenek.



5. Feladat

A (&,n) egylittes eloszlasat az alabbi tablazat tartalmazza:

0 1 2
0.08 | 0.12 | 0.2
1] 12 }0.18| 3

Hatarozza meg az E(¢), D?(¢), E(n), D?(n), cov(£,n) értékét.



5. Feladat megoldasa

A (&, 7) egyiittes eloszlasa és a marginalis eloszlasok az alabbi tablazatban

lathatéak:
&n) || 0 1 2
0 0.08 | 0.12 | 0.2 0.4

1 12 [ 018 3 || 06
| [o2T 0305 1]
E(¢)=0-04+1-0.6=0.6,
E(£%) =0?-0.4+1%-0.6 = 0.6,
D*(¢) = JE(fz) — [E(€)]* = 0.6 — 0.6 = 0.24.
E(n) = 0.2+1-0.3+2.0.5: 1.3,
E(7°) = 0*-0.2+1%-0.3+2>.0.5 = 2.3,
D?(n) = E(nz) —[E(n)]* = 2.3 —1.3*> = 0.61,
E(¢-n)=1-1-0.18+1-2-0.3=0.78,

cov(&,m) =E(§-n) —E(§)E(n) =078—-0.6-1.3=0
Igy korrelalatlanok, de nem fiiggetlenek.



6. Feladat

Legyen a (&, n) valészintiségi vektorvaltozé az alabbi tablazattal

definialva:
Em) o] 1
0 « 0
1 0|1—-«

ahol « €]0, 1[. Hatarozza meg az r(§,n) értékét.



6. Feladat megoldasa

Legyen a (&,n) egyiittes eloszlasa és a marginalis eloszlasok az alabbi
tablazatban lathatéak:

[(En o] 1 ] |
0 « 0 «
1 O|l—al|l l-«
l [efl-af 1 ]
Koénnyii latni, hogy
E()=EMm)=1-«a
E(é—Z) = ]E(le) =1- «,
D*(€) =D*(n) = (1—a) - (1-a)* = a(l —a),
E(§-n)=1-aq,
cov(¢,n) =E(£-n) —E(E(m) = (1-a) - (1-a)’ =a(l - a),
r(g’n) _ COV(£77]) _ a(l_a)

~ DE)D(n) Vol —a)yao(l —a) =t

Ez a példa azért tanulsagos, mert —1 < r(&,7n) < 1, igy lattunk példat arra az
esetre, amikor r(&,n) = 1.



7. Feladat

Legyen a (&, n) valészintiségi vektorvaltozé az alabbi tablazattal

definialva:
&m | 0 |1
0 0 «
1 1—a| 0

Hatarozza meg az r(&, n) értékét.



7. Feladat megoldasa

Legyen a (§,n) egyiittes eloszlasa és a marginalis eloszlasok az
alabbi tablazatban lathatéak:

(&m0 [1] |
0 0 o «
1 l—-a|0||1—«
| [1-afa] 1 |




7. Feladat megoldasanak folytatasa

E(¢) =1-a,

E(¢?) =1-a,

D*(&) =E(&) — [E()P =(1—a) — (1 - a)’ = a(l - a),
E(n) = «,

E(n?) = a,

D?(n) = E(n?) - [EM) = a - o® = ol — a),

E(§-n) =0,
cov(§,n) = E(§ - n) — E(§E(n) = —a(1 — a),
'€, m) = cov(&,m) —a(l — a) B

D(&)D(n) N Va(l —a)y/a(l —a) B

Ez a példa azért tanulsagos, mert —1 < r(§,n) < 1, igy konkrét
példat latunk arra, amikor r(&,n) = —1.



Vége az 7. gyakorlatnak



