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9. elGadas

EgyenlGtlenségek, nagy szamok torvényei,
Kozponti hatareloszlas tétel, tovabbi
mérdszamok



1. Konvergencia fajtak



Konvergencia fajtak

Legyen (&,) valdsziniiségi valtozok egy sorozata, & egy valdszin(iségi
valtozo

Definicié
Azt mondjuk, hogy &, tart a £&-hez 1 valésziniiséggel, ha

P(Jim & =€) =P ({w €l jim &) =€) }) =1

és &n 23 € médon jeldljiik.



Definicié
Azt mondjuk, hogy &, tart a £&-hez sztochasztikusan, ha minden
€ > 0 esetén

P fim |&n— &> 0) = lim P({fw € Qll6n(w) ~ &) <) =1

és &, 2 € médon jelsljiik.



Gyenge konvergencia

Definicio

Jeldlje F,, a &, eloszlasfliggvényét minden n € Z, esetén, és F a &
eloszlasfliggvényét.

Azt mondjuk, hogy &, tart a &-hez gyengén, ha Fp(x) — F(x)
minden olyan pontban, amelyben [F folytonos. &, 2 £ médon
jeloljik.



Kapcsolat a konvergenciafajtak kozott

Megjegyzés
Az 1 valésziniiséggel valo konvergencia maga utan vonja a
sztochasztikus konvergenciat.



2. Egyenlétlenségek



Markov egyenlGtlenség

Tétel

Legyen n egy olyan nemnegativ valdsziniiségi valtozé, amelynek
létezik varhato értéke és ¢ > 0. Ekkor
E(n)



Markov egyenl6tlenség bizonyitasa
Bizonyitas.
Mivel P(n < c) =1 —P(§ > ¢), igy elegends bebizonyitani, hogy
P(n > c) < 22

C
a. Diszkrét esetben:

E(n) = ZX:'P(E =x)2 Y xP(n=2x)> ) cP(n=x)=

Xj=C Xj=C

= CZ]P’(T] = x;) = cP(n = ¢).

Xj=C

b. Abszolat folytonos esetben:
400 +o0 +oo
E(n) = / xfe(x)dx > / xfe(x)dx > / cfe(x)dx =
0 c c

+o0
= c/ fe(x)dx = cP(n > ¢).



Csebisev egyenlétlenség

Tétel

Legyen & egy olyan valésziniiségi valtozé, amelynek létezik
szérasnégyzete és € > 0. Ekkor

D?(e)

P —E()] <€) > 1- —;



Csebisev egyenlétlenség

Bizonyitas.

A Markov egyenl6tlenség kdvetkezménye. Legyen n = (& — E(£))?,

c = 2. Ekkor 7 egy olyan nemnegativ valésziniiségi valtozo,
amelynek létezik varhaté értéke. Mivel

(E-E(@) <c=¢ <« [-E)<s
igy a Markov egyenlétlenség alapjan kapjuk, hogy
_E(E-E©P _, DA

g2 g2

Pl — E(6) < &) > 1



Kovetkezmény

Legyen & egy olyan valdsziniiségi valtozo, amelynek létezik
szérasnégyzete, akkor annak a valésziniisége, hogy beleesik a sajat

varhat6 értékének kID(&) sugar kdrnyezetébe legalabb 1 — k—lz azaz

1

P(€~ E(E)| < kD) > 1 - 1.

Bizonyitas.
A Csebisev egyenlétlensegbdl jon ki e = kID(&) valasztassal.
Példaul: 30 szabaly. (o = D(¢)):

P(l¢-—E(¢)|<30)>1— ==



3. Nagy szamok torvényei



A nagy szamok gyenge torvényei

A nagy szamok gyenge torvényei sztochasztikus konvergenciat
mondanak ki.

Tétel (Csebisev-féle nagy szamok térvénye)

Ha &1, & ... teljesen fiiggetlen, azonos eloszlasi valészintiségi
valtozék, amelyeknek létezik szérasnégyzete, m a kbzds varhaté
érték, € > 0 akkor

lim IP’(
n—o0o

(azaz a varhaté érték kézelithets az atlaggal).

et ) )y
n



Bizonyitasa a nagy szamok gyenge torvényeinek

Bizonyitas.

E<ﬁ+m+&):m

n

2 (-t

Dz(ﬁl).

n

) = Z200%(6) -

Igy a Csebisev egyenl6tlenségbsl kapjuk, hogy

D(&1)
&++&_ﬂ<%>“m0_ Z)ZL
N—00 €

n

lim IP’(
n—oo



Bernoulli-féle nagy szamok torvényei

Tétel

Fiiggetlen kisérletek sorozatat vizsgaljuk és egy p valésziniiséggel
kévetkez6 eseményeinek a szamat figyeljiik.

Jelélje k—n" az esemény relativ gyakorisagat, azaz n kisérletbél az A
esemény kp-szer kbvetkezik be. Ekkor

p(1—p) 1

>1— —.
ne2 7 ne2

kn

(|

—p‘<6)>1—

Igy nyilvan limp_oo P(|%2 — p| < ) = 1. (Tehst az esemény relativ
gyakorisaga visszaadja hatarértékben az elméleti valésziniséget.) A
relativ gyakorisagok sztochasztikusan konvergalnak a
valésziniiséghez.



A Bernoulli-féle nagy szamok torvényeinek
bizonyitasa
Bizonyitas.

kn ~ B(n, p). lgy

kn 1 1
E <> = —E(k,) = —np = p,
n n n

k 1 1 p(l—p)
2 n = 2 = — =
D ( p ) n2D (kn) . np(1l — p) —

Igy a Csebisev egyenlétlenség alapjan kapjuk, hogy

o P—p)

ne2

k"—p‘<6>>1—
n




A Bernoulli-féle nagy szamok torvényeinek
bizonyitasa, folytatas

Bizonyitas.
Ha a p val6sziniiség nem ismert, akkor a

"

ugyanis teljes négyzetté alakitassal kapjuk, hogy

k

1
e B
n p‘ E> 4ne?’

—p(l—p)=p*—p= (p—;)z—



Pontossag, megbizhatésag

Definicio
Az e szamot pontossagnak, a jobb oldalt megbizhatésagnak
nevezziik.

Jacob Bernoulli (1654-1705) svajci matematikus.



A nagy szamok erGs torvényei

A nagy szamok er8s torvényei 1-valdsziniiségben vagy majdnem
biztos konvergenciat mondanak ki:

A tétel Nasrollah Etemadi ma is él6, a Chicagoi Egyetem professor
emeritusatol szarmazik.

Tétel

Ha &1,&, ... azonos eloszlasa, paronként fiiggetlen valésziniiségi
valtozok, ugy m = E(&;) < +oo, akkor a w 1-valésziniiséggel
tart m-hez, azaz

]P’(ILm M:m):?(wem lim M:m):l

n n—oo



4. A centralis hatareloszlas tétel



A centralis hatareloszlas tétel

A centralis hatareloszlas tétel gyenge konvergenciat fogalmaz
meg. Kodzponti szerepe van a valdszinliségszamitasban és a
matematikai statisztikaban.

Tétel

Ha &1,&, ... fiiggetlen, azonos eloszlasi valésziniiségi valtozok,
amelyeknek létezik véges szérasnégyzetiik (m = E(&;), o = D(&)),
ekkor S, = & + & + - - - + &, jelbléssel.

lim (5”0__ Z’" < x> = \/12?/_; e~Zdt (= p(x)) (x€R)



A tétel torténete

A tétel torténete:

@ Az els8 verzié Abraham de Moivre francia matematikus
nevéhez fiizédik (1733)

@ Pierre-Simon Laplace (1812) ujra felfedezi az elméletet

@ Alekszandr Mihajlovics Ljapunov (1901) elséként igazolja a
tételt.

Erdekesség, hogy a tétel bizonyitasa Alan Turing doktori

disszertaciéjaban is szerepel mar. Az elnevezés (centralis
hatareloszlas tétel) Polya Gyorgy egy 1920 dolgozatabdl szarmazik.



5. Moivre-Laplace tétel



Moivre-Laplace tétel

Mivel a binomialis eloszlas fiiggetlen Bernoulli-eloszlasok 6sszege,
igy alkalmazhaté a centralis hatareloszlas tétel.

Tétel (Moivre-Laplace tétel)
Ha & ~ B(n,p), 0 < a < b < n, akkor

) N b—np—i—% B a—np—%)
rleses? “’( np(l—m) q’(m |



Vége az 9. el6adasnak



