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8. el6adas

Valészinliségi valtozok Il.
Nevezetes valdsziniiségi vektorvaltozék



1. Matematikai alapok



Vektorok transzponaltja

Definicié
Ha x € R”, akkor

X1
X2
X = ,
Xn
ahol az x1, X0, . . ., X, -et az x vektor komponenseinek nevezziik.

A felirasbol lathaté, hogy egy R"™-beli vektor mindig oszlopvektor.
Ha sorvektorra van sziikségiink, akkor a vektor transzponalnunk
kell.

x| = [x1, %0, ..., xn].



Matrixok

Definicié
Azt mondjuk, hogy A € R"™*™ ha

all a2 coo dim

ani ano ce aom
A=

dnl an2 5oa anm

Az ajj elemeket az A matrix komponenseinek nevezziik. Az
A € R™"™ pn sora és m oszlopa van. Ha A € R"*™, akkor azt
mondjuk, hogy az A matrix egy n X m tipusi matrix.

Definicio
Az n X n tipusi méatrixot négyzetes, vagy kvadratikus matrixnak
nevezziik.



Matrix transzponaltja

Definicid

Hasonléképpen a vektorok transzponaltjahoz, matrixok kdrében is
értelmezhetjiik a transzponalast. Ha A € R"*™, akkor AT € R™*".
A transzponalas a sor és oszlopindexeket megcseréli.

Példa

2%x3 ————
€R €R3X2



Matrixok szorzata

Definicid

Ha Ae R™" B e R"™! akkor az A és B matrixok
dsszeszorozhatéak és C := AB € R™*/.

A C matrix c;; komponense

n
Cij ‘= E djk * bkj.
k=1



Példa

Megjegyzés

Erdemes észrevenni, hogyha x, y € R", akkor mast jelent az x "y és
mast az xy | . Legyenek mondjuk



Megjegyzés

o Az xTy, ha x,y € R3, akkor x™ € R1*3, yy € R3*1, igy
xTy e RIXI = R.

2
xTy=[132]| 0 |=1-2+4+3-0+2-(-3)=—4
-3
o Az xy", ha x,y € R3, akkor x € R3*1, yT € R3*1 igy
xyT € R3%3,
1 1.2 1.0 1-(=3) 1 0 -3
x'=13 |[20 -3]=| 3-2 3.0 3:.(-3) |=|6 0 -9
2 2.2 2.0 2-(=3) 4 0 —6




Négyzetes matrix determinansa
Definicié
@ Az j-edik sor szerinti kifejtés Legyen A € R"*". Ekkor

n

det(A) = Z(—l)i+ja,-J-A;j = Z a,-jD,-j,
i=1

Jj=1

ahol Aj; az A matrix (ij)-edik aldeterminansat jeldli, amit agy
kapunk az A matrixbél, hogy elhagyjuk az i-edik sorat és a
j-edik oszlopat.

A fenti képletben szerepl6 Dj; szamot az A matrix (i, j)-edik
adjungalt aldeterminansanak nevezziik.

o j-edik oszlop szerinti kifejtésrél.

n

det(A) = Z(—l)"“a,-jA,-j = Z a,-J-D,-J-.
i=1

i=1



Példa matrix determinansanak kiszamitasara

Szamoljuk ki a
1 0 2
A=12 2 1
1 3 0
matrix determinansat az elsd, illetve a masodik sor szerinti
kifejtéssel, illetve a maasodik oszlopa szerinti kifejtéssel. (A

rovidség kedvéért a det(A) helyett |Al-t irunk.)

@ elsé sor szerinti kifejtés

[ 8[3 82 3]

-3 0 4

=N =
w N o
o= N




Példa matrix determinansanak kiszamitasara

@ masodik sor szerinti kifejtés

1 0 2

0 2 1 2 1 0
22 1| ==2|3 ]2} D]
13 0 3 0 10 1 3

-6 -2 3

@ masodik oszlop szerinti kifejtés

1 0 2

2 1 1 2 1 2
2 21 :0[ }Jrz[ }3[ ]:
13 0 10 10 2 1




A determinans tulajdonsaga, Egységmatrix

Tétel
Szorzastétel
det(AB) = det(A)det(B),

ahol A, B € R"*" valamilyen n > 1 esetén.

Definicio
Egységmatrix egy | € R"*" matrixot (n X n tipust)
egységmatrixnak nevezziik, ha

10 ... 0
0 1
=1 .



Invertalhaté matrix

Tétel

Ha A € R™" | az n x n tipusi egységmatrix, akkor
A-l=1-A=A,

azaz | az n x n tipusd matrixok (multiplikativ) félcsoportjanak
egységeleme. (A félcsoportban az egységelem egyértelmiien létezik.)

Definicio

Ha A € R"*", akkor ha létezik olyan B € R™" matrix, amelyre
A- B =1, akkor az A matrix invertalhaté vagy nemszingularis
matrixnak nevezziik. A B matrixot (létezése esetén) az A matrix
inverzének nevezziik és A~! médon jelljiik.

Tétel
Egy A € R™" matrix pontosan akkor invertalhatd, ha det(A) # 0.



2. Valésziniiségi vektorvaltozék és egyiittes
eloszlasfiiggvényiik



Valészinliségi vektorvaltozék (n-dimenzids eset)

Definicié
A valésziniiségi vektorvaltozé fogalmat kétféle médon tudjuk
értelmezni:

o Legyenek &1, &, ..., &, valosziniiségi valtozok, ekkor a
(&1,&2, ..., &n) véletlen vektort valészintiségi vektorvaltozénak
nevezziik.

e Ha (&1,&,...,&) : 2 — R", Ggy hogy

(fl <X17£2 <X27-~-7€n <Xn) =
={w e Q| &(w) < x1,&(w) < x2,...,6n(w) < X} € F,

minden (x1,x2,...,%n) € R" esetén, akkor a (£1,&2,...,&n)
fliggvényt valésziniiségi vektorvaltozonak nevezziik.

Kénnyii latni, hogy a kétféle értelmezése egyenértéka.



Valésziniiségi vektorvaltozék egyiittes
eloszlasfiiggvénye

Definicié
Ha & = (&1,& ... ,&n) egy valbszintiségi vektorvaltozé, akkor az
F:R" =R

F(x1,x2, ..., %) =P (& < x1,6 < x2,...,&n < Xp)
((x1,x2,...,%n) € R") médon definialt fliggvényt a £

valdsziniiségi vektorvaltozd egyiittes eloszlasfiiggvényének
nevezziik.



Az egyiittes eloszlasfiiggvény tulajdonsagai

Tétel

Ha F a (&1, ...,&n) véletlen vektor eloszlasfiiggvénye, akkor
1. F minden valtozéjaban balrél folytonos;
2. Haay < by, ..., ap < by, akkor

> (—1)* Y F (e1a1 + (1 — €1)ba, .. ., €ndn + (1 — €4)by) > 0;

(2, en)€{0,1}"

3. Hatéarértékek:

o limy oo F(x1,%2...,%,) = 0, azaz valamelyik valtozoval
tartunk a 0-hoz, akkor az F fiiggvény hatarértéke O.
o limy 100 F(x1,Xx2...,%,) =1, azaz ha mindegyik véltozéval
X2 —>+00
Xp—s 00

tartunk a +oo-hez, akkor az F fiiggvény hatarértéke 1.



3. Valésziniiségi vektorvaltozék fajtai



Diszkrét valésziniiségi vektorvaltozék
Definicio
Egy £ = (&1,&2, .- ,&n) valdsziniiségi vektorvaltozét diszkrétnek

neveziink, ha értékkészlete megszamlalhaté. Egy
€= (&,&,. .., &) diszkrét valészintiségi vektorvaltozé

o értékkészletét
(i, X i)l =12, =1,2,.. . in=1,2,...}
agy, hogy
P(&1,82,---,&n) € {(Xips Xips - -+, X)) }) = 1.
o eloszlasa
0 ety = IS = 95,080 = 50 - oo o — 94,

minden 7 =1,2,...,b=1,2,...,ip=1,2,... esetén.



Diszkrét véletlen vektorvaltozék egyiittes
eloszlasanak tulajdonsagai

Tétel
Ha & = (&1,&2, .. .,&n) diszkrét véletlen vektorvaltozok

{Xips Xigy o Xi)li =1,2,. i =1,2,...;...;in=1,2,...,},
értékekkel, és

P8 i, — WU = 90,05 = Wy - - o o o — 5%, )

egyiittes eloszlassal, akkor
1. Pivis...in = 0,

2. Zil Eiz T Zin Piio...in = 1.



Abszolat folytonos valésziniiségi vektorvaltozék

Definicio
Egy £ = (&1,&, ... ,&n) valdsziniiségi vektorvaltozét abszolat
folytonosnak neveziink, ha létezik egy f : R” — R fliggvény agy,

hogy

X1 X2 Xn
IE‘(xl,XQ,...,x,,)—/ / / f(ui,up,...,up)durdus . .. dup
— 00 — 0 — 0o

minden (x1, X2, ..., Xxp) € R" esetén.
Az f fliggvényt az abszolit folytonos valésziniiségi vektorvaltozo

sy o

egyiittes siiriiségfiiggvényének nevezziik.



Az egyiittes siiriiségfiiggvény tulajdonsagai

Tétel

Ha & = (&1,&, .. .,&n) egy abszolit folytonos valésziniiségi
vektorvaltozo, akkor az f : R" — R egyiittes siiriiségfiiggvény
rendelkezik a kévetkezé tulajdonsiagokkal:

@ f(x1,x2,...,%,) = 0 minden (x1,x,...,xp) € R" esetén, (ami
inkdbb megallapodas, mint tulajdonsag);

° fj;o fj;o oc fj;o f(uy, up,...,up)durduy ... du, = 1.



4. Valésziniiségi vektorvaltozé varhaté érték
vektora és variancia matrixa



A varhatd érték vektor

Definicié

A= T valésziniiségi vek altozo6 varhaté
€ =[&,8&,...,&n]" valbsziniiségi vektorvaltoz6 varhaté

érték vektora az

E(¢) := [E(&), E(&), ..., E(&)]

vektor.



A varhaté érték vektor tulajdonsagai

Tétel

Legyenek & = [¢1,&2,...,&n]T valdsziniiségi vektorvaltozok,
Ac R™" bec R" A virhato érték

1. additiv, azaz E(¢ + n) = E(&) + E(n),
2. homogén, azaz E(A¢) = AE(¢),

3. eltolassal kapcsolatos tulajdonsag, ami azt jelenti, hogy
E(¢+b)=E(&)+ b



A variancia matrix

Definicio
A€ =[£,6,...,&]T valésziniiségi valtozé variancia
matrixanak a

]Dz(fl) COV(fl, 52) 500G COV(§1, fn)
cov(&2,&1) D2(&) .. cov(&,&n)
Var(g) = : : " .
cov(én, &) cov(én,&2) ...  DA(&)

matrixot nevezziik.
Tehat var(§) € R™", amelynek (ij)-edik komponense a cov(&;, §;).



A varianciamatrix tulajdonsagai

Tétel
Legyen & = [£1,62,...,&n]T egy valdsziniiségi vektorvaltozé. Ekkor
a var(§) € R"™" matrix
1. Pozitiv szemidefinit matrix, azaz minden x € R" esetén
xTvar(€)x > 0.
2. Négyzetesen homogén, azaz minden A € R"*" esetén
var(A¢) = Avar(§)AT.
3. Transzlacié invarians, azaz minden B € R" esetén
var(§ + B) = var(§).



5. Nevezetes diszkrét valdsziniiségi
vektorvaltozoék



A polinomialis eloszlas

Definicié
Legyen r > 2, By, B>, ..., B, egy teljes eseményrendszer p1, p2, ..., pr
valészintiségekkel. n fiiggetlen kisérletet végziink és azt szamoljuk, hogy a Bi,
B>, ..., B, események koziil melyik hanyszor kdvetkezik be.
Jele: € =[¢1,6,...,&]" ~ Polinom(n, p1, p2, . .., pr).
Eloszlasa:

_ _ _ _ _ n! k1 k2 kr
Piakaske = P(€1 = k1,2 = ko, ..., 6 = k) = AR AL L R

ahol 0< ki<n(i=1,2,...,n)és ks + ka+---+ k- = n.
A varhaté érték vektora és variancia-matrixa:

E(&) = npi, D?(&) = npi(1 — pi), cov(&i, &) = —npip; (i #J)-



Polihipergeometrikus eloszlas

Definicio
Visszatevés nélkiili golyohazas urnabdl tobb mint két szin esetén. Hasznaljuk a
kovetkezs jeldléseket
N: golyék szama,
r: a szinek szama,
51,52, ...,5 a kiilonb6z8 szini golyok szama (s1 + s> + -+ s, = N),
n: ennyi golyét hazunk.
Az egyiittes eloszlas:
() () - (&)
n
()

Py kayeky = P(&1 = k1,62 = ko, ... & = k;) =

ahol 0< ki<si (i=1,2,...,r)és ki + ko +--- + k. = n.
A varhaté érték vektora és variancia-matrixa:

S; > N —ns; S; N—ns;s;
E(&)=n—, D°(&) = —(1-— &) = — — =

(i #J)-



6. Nevezetes abszolat folytonos
valészinliségi vektorvaltozék



Tobbdimenziés egyenletes eloszlas

Most csak a kétdimenzids esetet targyaljuk, a tébbdimenziés
egyenletes eloszlas analég modon targyalhaté.

Definicio

Legyen D C R? egy sszefiiggs korlatos nyilt (vagy zart) halmaz.

Azt mondjuk, hogy a & = [¢1, &) vektorvaltozé egyenletes
eloszlast a D halmazon, ha a sirdségfiiggvénye:

{C, ha (x,y) € D

f(x,y) =
() 0 egyébként,

ahol C = ﬁ =, ahol m(D) a D halmaz teriiletét jeloli.



n-dimenzids standard normalis eloszlas

Definicié
Legyenek 1, ...,n, standard normalis eloszlasu teljesen fliggetlen
valésziniiségi valtozok. Ekkor az n = [n1,...,n,]" valészintiségi

valtozét n-dimenziés standard normalis eloszlasi valésziniiségi
vektorvaltozénak nevezziik. Jele: n ~ N(0, /).

sr o

Egyiittes siiriiségfiiggvénye:

F(x) = (271)2 — <—;XTX> (x €R").

A varhaté érték vektora és variancia-matrixa

1 0 --- 0
0 o1 --- 0

E(m) = | . var(n) = S



n-dimenziés nem elfajulé normalis eloszlas

Definicio

Legyen n egy n-dimenzi6s standard normalis valésziniiségi
vektorvaltozé, A € R"™*" gy, hogy det(A) # 0, és m € R". Ekkor
a £ ~ 1+ m valésziniiségi valtozét n-dimenziés normalis eloszlast
valésziniiségi valtozénak nevezziik. Jele £ ~ N(m, D), ahol

D= AAT.

Egyiittes eloszlasfiiggvénye:

X) = ! ex —}x—mT Hx—m
o (2m)% (det(D))? p< b mo )>

(x € R").
A varhaté érték vektora és variancia-matrixa

E(&)=m,  var(¢)=AAT.



2-dimenziés normalis eloszlasi valészinliségi
valtozdék

Tétel

Legyen (£1,&2) olyan normalis eloszlasa valészintiségi valtozo,
amelynek paraméterei: my = E(&1), 02 = D?(&1), my = E(&),
o3 =D?(&), v = 1(&1,&). Ekkor az egyiittes sirtiségfiiggvény:

) =g I
- exp (7 e i e {(X —a%m)2 porX= m;)((;);_ mz) (v _aénz)z])

minden x,y € R esetén.



Vége a 8. el6adasnak

«Or «Fr «

nae




