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7. eléadas

Valésziniiségi vektorvaltozék
(kétdimenzios eset)



1. Valésziniiségi vektorvaltozék



Valésziniiségi vektorvaltozék kétféle értelmezése

Legyen (2, F,P) egy Kolmogorov-féle valésziniiségi mezé.
1. Ha &1 : Q = R, & 0 Q — R valdsziniiségi valtozok, akkor a
(€1,&) : Q — R? fiiggvényt valésziniiségi vektorvaltozénak
nevezziik.

2. A (&,8) : Q — R? fiiggvényt valészintiségi vektorvaltozénak
nevezziik, ha minden x,y € R esetén

(&1 <x,a<y)={weR:{(w) <xésé&(w) <y eF.



A kétféle értelmezés egyenértékii
1. = 2.: Legyenek x,y € R tetszéleges val6s szamok. Ekkor
mivel &1 és & valbsziniiségi valtozok, igy (&1 < x) € F és
(&2 < y) € F. Ekkor azonban

(G <x&<y)=G<x)N(<y)eF.

2. = 1. Tegyiik fel, hogy a (&1,&2) egy valdsziniségi
vektorvaltozé. Megmutatjuk, hogy ekkor a &; (elsé komponens) egy
valészintiségi valtoz6. Mivel minden n € Z, esetén

(&1 <x,& < n)eF, igy Urly (& < x,& < n) € F. Azonban

UG<xa<n=@G<)nJE<n=
n=1 n=1

= <x)NQ= (& <x).

amibél kapjuk, hogy (1 < x) € F tetszéleges x € R estén.
Hasonl6 médon lathato, hogy a & (tehat a masodik komponens)
szintén valdsziniiségi valtozé.



Egyiittes eloszlas egy fontos tulajdonsaga

Tétel
Ha (&1,&2) egy valosziniiségi vektorvaltozs, (x,y) € R?, akkor a

(G=x,6=y)={we Q& (w) =x és &H(w) =y} € F.



2. Az egyiittes eloszlasfiiggvény és
tulajdonsagai



Egyiittes eloszlasfiiggvény

Definicié
Ha (£1,&) egy valésziniiségi vektorvaltozé, akkor az F : R? — R
F(x,y) =P(&1<x,&<y) ((x,y) €R)

médon definialt fliggvényt a (&1, &) valdsziniségi vektorvaltozo
egyiittes eloszlasfiiggvényének nevezziik.



Az egyiittes eloszlasfiiggvény tulajdonsagai

Tétel

Legyen (&1,&2) egy valdsziniiségi vektorvaltozé F : R? — R
egylittes eloszlasfiiggvénnyel. Ekkor F rendelkezik a kbvetkezd
tulajdonsagokkal:

1. Mindkét valtozéjaban névekvé és balrdl folytonos.

2. (a monoton névekvés helyett): Ha ay < by és ap < by, akkor
F(b1, b2) — F(a1, b2) — F(b1, a2) + F(a1, a2) > 0;
3. Hatarértékek:

XllnjooF(xl,xz) =0, xzim—ooF(XhXZ) =0, xiinlooF(Xl’Xz) =1.
X2 —>+00



1. El6szor megmutatjuk, hogy az egyiittes eloszlasfiiggvény
mindkét valtozéjaban monoton névekvS. Ez kdnnyen kijon
példaul a valésziniiség monotonitasa alapjan. Ehhez legyenek
x1 < xo és y € R tetsz6leges. Ekkor

(&1 < x1,& < y) C (&1 < x,& < y), amibdl kapjuk, hogy

F(xi,y) =P(& < x1,& < y) < P& < x2,& < y) = F(xa, y).

Most megmutatjuk, hogy az egyiittes eloszlasfiiggvény az elsé
valtozéjaban balrél folytonos, azaz F(xp — 0, yo) = F(x0, y0)

minden xp, yo valés szam esetén.

Mivel az egyiittes eloszlasfiiggvény az elsé valtozéjaban monoton
ndvekvd, ezért az els6 valtozéjaban léteznek mindkét oldali
hatarértékei. A valésziniiség folytonossaga alapjan kapjuk, hogy

F(xo — 0, yo) :nler;OF (Xo* %,yo) :nin;o]P’((& < Xo — %) N (& <y0)) =

=P (U (51 < Xo — %) N (& <y0)> =P(& < x0,&2 < yo) =

n=1

= F(xo, yo)-



2. Bizonyitasa
2. Legyenek a3 < by és ap < by. Ekkor

P((&1,€2) € a1, bi[x[a2, bo[) =
= F(bl, b2) — IF(aL b2) — F(bl, 32) + ]F(al, 32)

amibdl a valdsziniiség nemnegativitasa alapjan kapjuk az allitast.

ay




3. Bizonyitasa

3. A 2. pontbeli gondolatmenettel analég médon kapjuk, hogy

Jim B, %) = P00 (& < x)) =P(0) =0,

le_imoo F(x1,x) =P((& < x)N0) =P(0) =0,
P((& € R)N (& € R)) =P(Q) = 1.

lim F(xi, x)
X1——+00
X2 —r+00



3. Diszkrét és abszolut folytonos
valészinliségi vektorvaltozék



Diszkrét valésziniiségi vektorvaltozék

Definicié

Egy (&1,&2) valoészindiségi vektorvaltozot diszkrétnek neveziink,
ha letezik (x;,y;) €ER? (i=1,2,...,j=1,2,...)
megszamlalhatéan sok elem agy, hogy

P((£1752) = {(Xiayi)“ = 172""7.j = 1727}) = 15

(azaz a (&1,&2) értékkészlete megszamlalhato).
® Az ((xi,y;)) halmazt a (£1,£2) diszkrét valésziniiségi
vektorvaltozé értékkészletének,

@ a (pjj) pij :=P(&1 = x1,& = yj) sorozatot (&1,&2) diszkrét
valésziniiségi vektorvaltozé eloszlasanak neveziink.



Diszkrét valésziniiségi vektorvaltozé eloszlasanak
tulajdonsagai

Tétel

Ha (&1, &2) egy valdsziniiségi vektorvaltozo, akkor
0 p;>0(i=12...,j=12..)
° > pj=1



Bizonyitas

Bizonyitas.
@ A valésziniiség nemnegativitasa alapjan nyilvanvalé.
o A valésziniiség o-additivitasa (vagy véges additivitasa) alapjan
kapjuk, hogy

ZZPU:ZZP(&:%&:YJ):

i

=P UU(&:X,',&:YJ) =P(Q)=1.



Abszolat folytonos valésziniiségi vektorvaltozék

Definicié
Egy (&1, &) valdsziniségi vektorvaltozét abszolat folytonosnak
neveziink, ha létezik f : R? — R fiiggvény agy, hogy

F(X,y):/_; /_yoo Fluv)dudy  ((xy) e R2).

Az f fuggveényt a (&1,&2) valdsziniiségi vektorvaltozé egyiittes
stirtiségfiiggvényének nevezziik.



Valésziniiségi vektorvaltozé siiriiségfiiggvényének
tulajdonsagai

Tétel
Ha (&1,&2) egy abszolat folytonos valdsziniiségi vektorvaltozo f
stiriiségfiiggvénnyel, akkor
e f(x,y) = 0 minden (x,y) € R? esetén
(f negativ értéket az R? legfeljebb Lebesque 0-mértékii
halmazan vehet fel.);

° fj;o fj;o f(x,y)=1.



4. Valésziniiségi vektorvaltozé marginalis
eloszlasai



Marginalis eloszlasok

Definicio

Ha (&1,&2) egy valosziniiségi vektorvaltozd, akkor a &1 és &
valészintiségi valtozokat a (£1,&2) vektorvaltozék marginalis
eloszlasainak nevezziik.



Marginalisok eloszlasfiiggvényei

Tétel
Legyen (£1,&2) egy valdszindiségi vektorvaltozo.

1. Jeldlie F a (&1,&2) véletlen vektor egyiittes eloszlasfiiggvényét,
F1 a & és Ty a & marginalis eloszldsok eloszlasfiliggvényeit.
Ekkor

Fi(x) = lim F(x,x) Fa(y) = lim F(xy,y)

Xa—>+00 x1—+00



Bizonyitas.

1. Mivel F(+,-) mindkét valtozéjaban monoton ndvekvs, igy a

lim F(xi,y), lim F(x,x2)

X1 —+0o0o X2 —400

hatarértékek léteznek, és kdnnyen meghatarozhaték. Ekkor a
valésziniiség folytonossaga alapjan kapjuk, hogy

lim F(x,x)= lim F(x,n)= Iim P(& < x,62 < n) =

X2—++00 n——+00

:]P)<51<X ﬂ[j §2<n)>
n=1
:]P)((fl <X)ﬂQ):P(§1 <X): 1(X).

A &5-re vonatkozé Gsszefiiggés hasonlé médon lathaté be.



Marginalisok eloszlasai diszkrét esetben

Tétel
2. Ha (&1,&2) egy diszkrét valoszindségi vektorvaltozd, akkor
(xi,yi) értékekkel és pjj := P(& = x;, & = yj) egylittes
eloszlassal, akkor a &1 diszkrét valdsziniiségi valtozé x1, xo, ...
értékekkel és &, diszkrét valosziniségi valtozé yi, y», . . .
értékekkel. A & és & eloszlasa

pi. = fl—Xl Zp'f’ J_]P)£2 ZP’J’

minden (i =1,2,...) (j=1,2,...) esetén;



Bizonyitas

Bizonyitas.

2. A valésziniiség o-additivitasa alapjan kapjuk, hogy

pi. =P =x)=P((&1=x)NQ) =

=P ((51 =x)n|J& = yj)) =
J
=P (U (Gr=x)N(& = yj))) =

J

=Y P& =x&2=y)=)_pi.
J J

A &5-re vonatkozé allitas analég médon igazolhaté.

]



Marginalisok siiriiségfiiggvényei

Tétel
3. Ha (&1,&2) egy abszolat folytonos valosziniiségi vektorvaltozo
f : R? — R egyiittes siirtiségfiiggvénnyel, akkor & és &,
abszolat folytonos valésziniiségi valtozék fi,
striiségfiiggvényekkel és

+00 Fee
A(x) = / Aol ) = / Fx, ¥},

— 00 —00

minden x € R ésy € R esetén.



Bizonyitas

Bizonyitas.
3. Konnyen kijon abbél a korabbi tételiinkbsl, amikor a marginalis

egylittesfliggvényt hataroztuk meg az egyiittes
eloszlasfiiggvénybdl hataratmenet segitségével.

([ rtwvrav) do= fim ) = o)

amibél kapjuk, hogy

+o0
fi(x) =/ f(u,v)dv.

—0o0

Az f-re vonatkozé allitas hasonléan lathaté.



5. A kovariancia fogalma és tulajdonsagai



Kovariancia

Mar talalkoztunk a &1 és a & valdsziniiségi valtozok
kovarianciajanak a fogalmaval, amit

o cov(¢1,&2) == E((&1 — E(&)) (&2 — E(&2))) mddon

definialtunk, és
o cov(&1, &) = E(&1&2) — E(&1)E(&2) médon szamolunk.



Az E(&&,) varhatd értékének a kiszamitasa

A fenti Osszefiiggésben szerepls E(£1€2) varhaté érték kdnnyen
kiszamolhaté a val6sziniiségi vektorvaltozékra vonatkozé
transzforméaciés szabaly alapjan.

@ diszkrét esetben
E(&,&) = Z Z XiYjPijs

@ abszolit folytonos esetben

400 p+o0
E({1,62) = /_ /_ xyf(x, y)dydx.



Kovariancia kiszamolasa

A kovariancia kiszamolasara adott dsszefiiggés kijon a varhaté érték
additivitasa és homogenitasa (tehat linearitasa) alapjan:

cov(é1,&2) = E((& — E(&1)) (&2 — E(&2)) =
=E (&6 — GE(&) — E(&1)é + E(G)E(E2)) =
= E(&&2) — 2E(61)E(&2) + E(&)E(&2)
= E(&162) — E(&)E(&2).



A kovariancia tulajdonsagai

Tétel

A kovariancia egy szimmetrikus bilinearis forma, amelybdl szarmazé
kvadratikus forma pozitiv szemidefinit. Egy kicsit jobban
részletezve ez azt jelenti, hogy a kovariancia
1. Szimmetrikus,
2. Bilinearis,
e Homogenitas az elsé valtozéban:
o Additivitas az elsé valtozéban:
3. Pozitiv szemidefinit,
4. Eltolasinvarians,

5. Cauchy-Bunyakovszkij-Shwarz egyenlétlenség ha &1 és &

olyan valésziniiségi valtozok, amelynek létezik szorasnégyzetiik,
akkor

lcov(&1,62)| < D(§1)D(&2).



A kovariancia szimmetrikus

Tétel

1. Szimmetrikus, azaz cov({1,&2) = cov(&2,£1).

Bizonyitas.

1. A cov szimmetrikus volta definicié alapjan nyilvanval6, ugyanis

COV(£1,§2)—E(( E(¢ ))(52— E(&2))) =
((52— E(£2)) (61 — E(&1))) = cov(&2,&1)-



A kovariancia bilinearis

Tétel
2. Bilinearis, azaz mindkét valtozéjaban homogén és additiv,
amihez a szimmetria miatt elegendd az elsé valtozébeli
homogenitast és additivitast igazolni.
o Homogenitas az elsé valtozéban:

cov(A&1, 2) = Acov(é1,&2).
o Additivitas az elsé valtozéban:

cov(&r + &2,m) = cov(&r,m) + cov(z, )



A kovariancia bilinaritasanak bizonyitasa
Bizonyitas.

2. Megmutatjuk, hogy mindkét valtozéjaban additiv és homogén.

o Additiv az els6 valtozéjaban, ugyanis a varhaté érték
additivitasa alapjan kapjuk, hogy

cov (&1 +&2,n) = E((& + & — E(& + &) (n — E(n))) =
=E((& — E(&) (n — E(n)) + (&2 — E(&2) (n — E(n))) =
=E((§&1 — E(&)) (n — E(n))) + E((&1 — E(&1)) (n — E(n))) =
= COV(£17 77) + COV(€27 77)
o homogeén az els valtozéjaban, ugyanis a varhato érték
homogenitasa alapjan kapjuk, hogy
cov(Aéy, £2) = E(A& — E(A&)) (&2 — E(&2) =
=E(A(& — E(&)))(6 — E(&) =
= AE((&1 — E(&1))(&2 — E(&2))) = Acov(&r, &2)-
[]



A kovariancia pozitiv szemidefinit

Tétel

3. Pozitiv szemidefinit: a beléle szarmazé dgynevezett
kvadratikus forma pozitiv szemidefinit, azaz

cov(€, €) = D(¢) > 0.

Bizonyitas.
3. (Pozitiv szemidefinit) Mivel a kovarianciabdl szarmazé

kvadratikus forma éppen a szérasnégyzet, ami pozitiv
szemidefinit, igy ez az allitas nyilvanvalé.



A kovariancia eltolasinvarians

Tétel

4. Eltolasinvarians, azaz ha &1, & valdsziniiségi valtozék ci, ¢
valos szamok, akkor cov(&1 + c1, & + @) = cov(&1,&2).

Bizonyitas.
4. A bizonyitas konnyen megkaphaté a varhaté érték eltolassal
kapcsolatos tulajdonsagabdl:

cov(éy +c,&o+ @) =
=E((§&1+a) —E +a))((+ ) -E+)) =
=E((&1 — E(61))(&2 — E(&2))) = cov(é1,62)



Cauchy-Bunyakovszkij-Shwarz egyenl6tlenség

Tétel
5. Ha & és & olyan valésziniiségi valtozok, amelynek létezik
sz6rasnégyzetiik, akkor

lcov(&1,62)] < D(&1)D(&2);

Bizonyitas.

5. Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenlétlenség. Ha D?(&1) = 0
és & tetszlleges, akkor létezik ¢ € R Ggy, hogy
P(&1 = ¢) = 1. Igy a kovariancia eltolasinvarianciaja és elss
valtozébeli additivitasa alapjan kapjuk, hogy

cov(&1,&2) = cov(c, &) = cov(0,£2) =0,
D(£1)D(&2) = 0D(&2) = 0;

igy a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenlétlenség mindkét
oldala 0, azaz egyenl6séggel teljesiil.



Ha &1 tetszéleges, D?(&;) = 0, akkor az el6z6 lépéssel analog
médon kapjuk, hogy cov(&1,£2) = 0, D(&1)D(&2) = 0, tehat a
Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenl&tlenség megint csak
egyenléséggel teljesiil.

Most tegyiik fel, hogy D?(&1) # 0 és D?(&;) # 0. Definialjuk a

g () valés egyiitthatés masodfoki polinomot g(A) := D?(\&1 + &)
médon. Ekkor a szérasnégyzet megfelels tulajdonsagai alapjan
kapjuk, hogy

0 < g(\) = D?(&1) A2 + 2cov(ér, £2) A + D3(&),
a b Cc

ami mutatja, hogy a g(\) polinomnak egy darab kétszeres valés
gyoke van, vagy nincs valés gyoke. Igy a g()\) polinom D
diszkriminansa kisebb vagy egyenlé nullanal, azaz

D = b* — 2ac = (2cov(£1,£))* — 4D*(&)D*(&) <0,

amibél rendezéssel kapjuk a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz
egyenlStlenséget.



6. A korrelalatlansag és a fiiggetlenség
kapcsolata



Filiggetlen valésziniiségi valtozoék

Definicio
A & és & val6sziniiségi valtozokat fiiggetleneknek nevezziik, ha
minden x,y € R esetén

P(61 < x,& <y) =P(&1 < x)P(&2 < y).



Valésziniiségi valtozék fiiggetlenségének
karakterizacidja

Tétel
A & és & valdsziniiségi valtozok pontosan akkor fiiggetlenek, ha

1. Eloszlasfiiggvény segitségével F(x, y) = F1(x)Fa(y) minden
x,y € R esetén, azaz az egyiittes eloszlasfiiggvényiik egyenlé a
marginalis eloszlasfiiggvények szorzataval,

2. Diszkrét esetben p;j = p;.p.j minden i =1,2,...,
j=1,2,... esetén, azaz az egyiittes eloszlasuk egyenlé a
marginalisok szorzataval,

3. Abszolat folytonos esetben f(x,y) = fi(x)f2(y) minden
x,y € R esetén, azaz az egyiittes eloszlasfiiggvény egyenld a
marginalis eloszlasfliggvények szorzataval.



Bizonyitas
1. Legyenek x,y € R tetszélegesek. Ekkor
F(x,y) =P(& < x,& <y) =P(& < x)P(&2 < y) = Fi(x)Fa2(y).
2. Megmutatjuk, hogyha &; és & fliggetlen diszkrét valésziniiségi

valtozok, akkor pjj = pi. - pj..

:JL@)]P’(& G}x;—%,x;]>njl>mooﬂ’(§2 E:|yj—%7yj}) =
=P(& =x)P(&2=y) =pip;

Megmutatjuk, hogyha pj; = p;. - p.j, akkor &; és &> fiiggetlenek.
Fl,y) =Pa <x,&<y)= >, pi=Y_p-> pj=

X <x, yj<y Xj<Xx i<y

=P(& < x)P(&2 < yj) = Fa(x)F2(y).

pi =Pl =x,L=y) = lim lim P(ﬁle]xi—%7xi]7526])’1_%750}) =



3. Megmutatjuk, hogyha &1, & fliggetlen abszolat folytonos
valésziniiségi valtozok, akkor f(x,y) = fi(x)f(y).
Legyenek xp, yo € R. Ekkor

F(x0, y0) = F1.(x0)F(y0) = / () dx / fy)dy =

/ / fi(x)f2(y)dydy,
Xo7yo)—/ / X, y)dxdy,

ami (mértékelméleti meggondolasok alapjan) csak agy lehet, ha
f(x,y) = A(x)H(y).
Megmutatjuk, hogyha &1, & olyan abszolat folytonos valésziniiségi

valtozok, hogy f(x,y) = fi(x)fa(y), akkor &; és & fiiggetlenek.
Legyenek xp, yo € R. Ekkor

F(x0, o) = / / f(Xydydy—/ / f(x)fa(y)dydx =

:/j:o ﬂ(x)dxlwf( )dy = F1(x0)F2(yo).

masrészt



Tétel

Ha & és & olyan fiiggetlen valésziniiségi valtozok, hogy léteznek az
E(&1), E(&) és az E(&1&2) varhato értékek, akkor

E(162) = E(&1)E(&2)

A megforditas sajnos nem igaz.



Bizonyitas
A bizonyitas a valészintségi valtozékra vonatkozé transzformacios
szabalyan alapul. Az E(&1&,) kiszamitasahoz a g : R? — R,
g(x,y) := xy fiiggvényt hasznaljuk.
@ Diszkrét esetben kapjuk, hogy

E(&16) = Y xiyipij = 3 Xiyipipj = > _XiPi. > YjPj =
ij ij i Jj

ij
= E(&)E(S2)-
@ Abszolat folytonos esetben kapjuk, hogy

+oo
E(£182) = /_ xyf(x, y)dxdy =
+oo +oo
= [ [ ot edy -
—iooo - +00

:1 mmw[ yh(y)dy = E(6)E(&).



A figgetlenség és a korrelalatlansag kapcsolata

A fentiek alapjan a fliggetlenség és a korrelalatlansag kapcsolata
nyilvanvalé. Valészintségi valtozok fliggetlensége maga utan vonja
a korrelalatlansagukat. Ez kdnnyen kijon a kovariancia kiszamitasi
szabalyabél és abbél, hogy fiiggetlen valészintiségi valtozok
szorzatanak a varhaté értéke egyenl6 a varhaté értékeik szorzataval,
azaz ha & és & fiiggetlenek, akkor

cov(&1,§2) = E(§1&1) —E(6)E(S2) = E(6)E(S) —E(§1)E(S2) = 0.

A megforditas azonban nem igaz, két valdsziniiségi valtozé tud gy
korrelalatlan lenni, hogy nem fliggetlenek, mint ahogy ezt a
kovetkezé példa is mutatja.



Korrelalatlan, de nem fiiggetlen

Példa

Megadunk két valésziniiségi valtozot, amelyek korrelalatlanok, de

nem fliggetlenek.

o Diszkrét eset: Legyen (&1,&2) egy diszkrét valésziniiségi
vektorvaltozé melyek egyiittes eloszlasat az alabbi tablazat

tartalmazza:

G\& [[nn=1]y,=3]ys=5]
x1 =4 0.1 0.2 0.1
xo =6 0.1 0.4 0.1

Ekkor egyszer(i szamolassal kapjuk, hogy

E(fl) = E(fz) = E(§1§2) = 0, amibél kapjuk, hOgy 51 és 52
korrelalatlanok, azonban nem fiiggetlenek, mivel a marginalis
eloszlasok szorzata nem adja vissza az egyiittes eloszlast.



Korrelalatlan, de nem fiiggetlen

Példa

@ Abszolit folytonos eset: Legyen (£1,&2) valészindiségi
vektorvaltozé egyiittes siirliségfiiggvénye

1

Z(1+X3y—xy3), ha —1<x<1,-1<y<1,
f(x,y) =

0 egyébként.

Ekkor megint csak egyszerii szamolas mutatja, hogy

E(&1) = E(&2) = E(&1&2) = 0, amibdl egybdl kapjuk, &1 és &
korrelalatlanok. Azonban & ~ U(—1,1), & ~ U(—1,1), tehat
nem fliggetlenek, ugyanis a marginalis siirliségfliggvények
szorzata nem adja vissza az egyiittes eloszlasfiiggvényt.

Ez a példa Denkinger Géza példataraban talalhaté.



2. Példa

Példa

Két porgettyiivel porgetiink, egy pirossal és egy kékkel. Mindkét
porgetty(in az 1, 2, 3 szamokat lehet kiporgetni azonos
valésziniiséggel. Jeldlje £ a kiporgetett két szam Osszegét, n a kék
porgettylivel kiporgetett szamot. Hatarozzuk meg a cov(&,n) érték.

Megoldas: Felhasznaljuk a kovariancia els6 valtozobeli
additivitasat, valamint azt a tényt, hogy a &; és a & fliggetlenek,
igy korrelalatlanok.

cov(&,m) = cov(&r + &2,£) = cov(ér, &) + cov(&2, &) =
= 0+ cov(&a, &) = D?(&).



Megoldas

Igy elegends kiszamolnunk a & valészintiségi valtozé
szérasnégyzetét, ami egyszerii feladat:
A & val6sziniiségi valtozé eloszlasa:

xi|[1]2]3
Pilslsls
Amibél kapjuk, hogy
1 1 1 14243
1 1 1 14449 14
E(3) =122 +22. 2 432. 2 = =_
2 14 2
D*(&) = B(&) - (B(¢7)" = 5 —4=3,

) 2
lgy cov(&,m) = 3.



7. A korrelaciés egyiitthaté



Korrelaciés egyiitthaté

Definicié
Ha &1, & olyan valésziniiségi valtozok, amelyeknek pozitiv a
szérasuk, akkor az

cov(£1,62)
D(&1)D(€2)

valds szamot a &; és & valdsziniiségi valtozok korrelacids
egyiitthatéjanak nevezziik.

1(&1,&2) =



A korrelaciés egyiitthaté tulajdonsaga

Tétel
1. ‘r(€17£2’ < 1!

2. Ha A1, A\ zérustdl kiilénb6z6 valds szamok, ci, ¢, tetszbleges
valés szamok, akkor

r(A1é1 + c1, Moo + @) = sgn(A1A2)r(1, &2),

ahol sgn a szignumfiiggvény, amit

—1,hax<0
sign(x) = 0, hax=0
1, hax>0

médon definidlunk tetszéleges x € R esetén.



Bizonyitas

1. A Cauchy-Bunyakovszkij-Schvarcz egyenlétlenség kozvetlen
kovetkezménye.

2. Koénnyen kijon a kovariancia és a széras megfelels
tulajdonsagai alapjan:

_ COV()\lfl +c1, b + C2) _
r(>\1§1 o, )\252 + C2) N D()\lfl + Cl)]])()\2§2 + C2) B
_ Atho cov(ér, &)
= Pudel DE)D(E) e &)




Vége az 7. el6adasnak
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