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5. el6adas

Nevezetes diszkrét valésziniiségi valtozok



1. Matematikai eszkozok



A valésziniiségi valtozé generatorfiiggvénye

Definicio
Legyen £ egy olyan diszkrét val6sziniiségi amely csak nemnegativ
egész értékeket vesz fel. Definialjuk a G¢ : D C C — C fiiggvényt

Ge(z)= Y mz = Y PE=KZ*  (zeD)

kER¢ kER

mdédon.



A generatorfiiggvény tulajdonsagai

Tétel
A generéatorfiiggvény legfontosabb tulajdonsigai:
Mo
Pk = fk!( minden k = 0,1,2,... esetén.

@ Amennyiben a £ valésziniiségi valtozénak létezik varhato
értéke, az a generatorfiiggvény segitségével

E(€) = G¢(1)

médon szamolhaté.

@ Amennyiben a £ valésziniiségi valtozé olyan, hogy létezik a
&-nek szérasnégyzete, akkor

D(¢€) = Ge(1) + G¢ (1) — [Ge(L)]*-
e Ha & és & fliggetlenek, akkor

. (2 — . (N ()



Eloszlasok konvolicidja

Definicio
Legyenek & és & olyan fliggetlen valésziniiségi valtozék, amelyek
csak pozitiv egész értékeket vesznek fel. Legyenek

pi=P1=x), q=P&=y) (i,j=012...)

Ekkor
k
Pl +&=k=> pia-i (k=0,1,2,...),
i=0

amit a (p;) és (qj) eloszlasok konvoliciéjanak neveziink.



A geometriai sor Osszegképlete

Ha a e R, g € R,

q| < 1, akkor az

[ee]
Zaqk:a+aq+aq2—|—...
k=0

numerikus sort geometriai sornak nevezziilk. A geometriai sor
Gsszegképlete konnyen megkaphaté

1

0 n—1 1— g 3

Zaqk: lim Zaqk: lim a 9 = .
n—o0 n—o00 1— q 1— q

k=0 k=0




2. Nevezetes diszkrét eloszlasok



Bernoulli eloszlas

Definicié

A Bernoulli eloszlas p paraméterrel pénzfeldobas egy olyan
érmével, ahol a fejdobas valészintisége p €]0, 1[. Az érmét egyszer
dobjuk fel és a & valdsziniiségi valtozo 1 értéket vesz fel, ha a fejet
dobunk, és 0-t, ha irast dobunk. Jele: & ~ B(p).



Bernoulli eloszlas eloszlasa, varhaté értéke és

szorasnégyzete
o A ¢ eloszlasa:
Xj 0 1
pi|l—p|p

Tétel

Ha & egy p paraméterii Bernoulli eloszlasi valésziniiségi valtozo,
akkor a &

@ varhato értéke és szorasnégyzete:

E(€)=p, D) =p(l-p).



A geometriai eloszlas

Definicié

A geometriai eloszlasnak két valtozata van. Mindkét esetben

flggetlen kisérletek sorozatat végezziik és egy p valdszinitiségii A

esemény bekovetkezését figyeljiik. A & valdsziniiségi valtozét p

paraméterii geometriai eloszlasnak nevezziik, ha

A. valtozat: £, jeldli az els6 sikeres bekdvetkezéshez sziikséges
kisérletek szamat.

B. valtozat: £p jeldli az els6 sikeres bekdvetkezés el6tti kisérletek
szamat.



A geometriai eloszlas eloszlasa, varhaté értéke és
szorasnégyzete

Tétel

Megérizve a fenti jelbléseket a 4 geometriai eloszlasi valésziniiségi
valtozo tekintettel az A valtozatra.

o A &y eloszlasa:

P(éa=k):=pe=p(l—p)  (k=1,23,...);

@ A &4 varhato értéke és szorasnégyzete:

1 200y _ 1 =P
E(¢) = o D*(£) 2



A geometriai eloszlas eloszlasa, varhaté értéke és
szorasnégyzete

Tétel

Megérizve a fenti jelbléseket a g geometriai eloszlasi valésziniiségi
valtozo tekintettel a B valtozatra.

o A &g eloszlasa:

P(g=k):=pe=p(1-p)* (k=01,2,...);
o A {p varhato értéke és szorasnégyzete:

1

E(¢g) = ri L D*(¢g) = Lo

p2




Negativ binomialis eloszlas

Definicié

Fiiggetlen kisérletek sorozatat végezziik, melyben egy p
val6szinliségli A esemény bekovetkezéseinek a szamat figyeljiik.
Jeldlje &€ azoknak a kisérleteknek a szamat, amely ahhoz sziikséges,
hogy a megfigyelt A esemény r-edszer bekdvetkezzen (ahol r € Z
rogzitett szam). Ekkor azt mondjuk, hogy £ egy negativ
binomialis eloszlasi valésziniiségi valtozoé r és p
paraméterekkel. Masik neve a negativ binomialis eloszlasnak:
Pascal eloszlas.

Jele: £ ~ NB(r,p).



Megjegyzés a negativ binomialis eloszlashoz

Megjegyzés
1. Amikor egy p valésziniiséggel bekdvetkez6 A eseményrél
beszéliink, mindig gondoljunk arra, hogy feldobunk egy érmét,

amelyre
P(fej) = p, P(iras) = 1 — p.

Tehat az altalunk vizsgalt diszkrét valészintiségi valtozok nagy
része Bernoulli eloszlasra vezethet§ vissza.

2. Egy & ~ NB(r, p) valésziniiségi valtozé r db fliggetlen p
paraméterii geometriai eloszlasi valésziniiségi valtozé
flggetlen osszege, azaz, ha & ~ NB(r, p), akkor léteznek
&1,&2,...& ~ Geom(p) (A valtozat) geometriai eloszlasu
valésziniiségi valtozok agy, hogy

E=b+b+ +én



A negativ binomialis eloszlas eloszlasa, varhaté
értéke és szérasnégyzete

Tétel
Legyen & ~ N'B(r, p), ekkor
o a ¢ eloszlasa:

r+k—1

pe—r+k= (5]

>pr(1—p)k (k=0,1,2,...)

(amibdl latszik, hogy Re = {r,r +1,r+2,...}).
@ A & varhato értéke és szorasnégyzete:

BQ=1 D= f“p; )




A binomialis eloszlas

Definicié

Jeldlje & egy p valészintiségli A esemény bekovetkezéseinek a
szamat n fiiggetlen kisérlet esetén. Ekkor azt mondjuk, hogy &
binomialis eloszlasi n és p paraméterekkel, amit £ ~ B(n, p)
maodon jeldliink.



Megjegyzés a binomialis eloszlashoz

Megjegyzés

Egy & ~ B(n, p) valészintiségi valtozé n db fiiggetlen p paraméterd
Bernoulli eloszlast valészintiségi valtozé dsszege, azaz, léteznek
£1,&, ... & p paraméterii Bernoulli eloszlasi fliggetlen
valésziniiségi valtozok agy, hogy

=G +&+ - +&n



A binomialis eloszlas eloszlasa, varhatd értéke és
szorasnégyzete

Tétel
Ha & ~ B(n, p), akkor & valdsziniiségi valtozo

o eloszlasa:
n e
Pk:<k>Pk(1_P) o (k=0,1,...,n);

@ varhato értéke és szorasnégyzete:

E(¢) = np, D?(¢) = np(1 — p).



A hipergeometrikus eloszlas

Definicié
Golyoét hiazunk urnabdl visszatevés nélkiil. Alkalmazzuk a szokasos
jeloléseinket, azaz

o N jeldli a golydk szamat,

@ s a piros golyék szamat,

@ N — s a fehér golyék szamat,

@ n golyét hazunk, amelyek kdzott k piros.

Jeldlje & a kihazott piros golydk szamat.

Ekkor azt mondjuk, hogy a & valészintiségi valtozé
hipergeometrikus eloszlasi.



A hipergeometrikus eloszlas eloszlasa, varhaté
értéke és szérasnégyzete

Tétel

Megérizve a fenti jelléseket a & hipergeometrikus eloszlasa
valésziniiségi valtozo

@ eloszlasa:

s\ (N—s
Pk = <k><<,\';>k> (max{0, n—(N—=s)} < k < min{s, n});

@ varhaté értéke és szorasnégyzete:

S N—ns S
E(©) =y D) =y (- %)



A Poisson eloszlas

Definicié

Legyen \ > 0 egy rogzitett valés szam. Azt mondjuk, hogy a &
valésziniiségi valtozé Poisson eloszlasi \ paraméterrel, ha
eloszlasa:

A

= e (k=0,1,2,...).

Jele & ~ Poiss(A).



A Poisson eloszlas varhatd értéke és
szorasnégyzete

Tétel

Ha & ~ Poiss(\), akkor a & valészintiségi valtozé varhaté értéke
és szorasnégyzete:

E(€) = X D2(£) = A



Hatarérték tételek

1. Hipergeometrikus eloszlas nagy N esetén binomialissal
kozelithetd, azaz ha &, hipergeometrikus eloszlasi N és s
paraméterekkel gy, hogy Ny — oo és ,f,—kk — p €]0, 1], tovabba
ng = n egy rogzitett szam, akkor &, ~ B(n, p).

2. A Poisson eloszlas nagy n esetén Binomialis eloszlassal
kozelithets, azaz ha & ~ B(nk, px) tgy, hogy nx — oo és
ngpx — A > 0, akkor &, ~ Poiss(\).



Vége az 5. el6adasnak



