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4. el6adas

Valésziniiségi valtozok,



1. Valésziniiségi valtozdék



A valésziniségi valtozék

Definicio

Legyen (Q, F,P) egy val6sziniiségi mezs. Egy € : Q — R fliggvényt

valésziniiségi valtozénak neveziink, ha
E<x)={weQ|éw)<x}=¢1(-oox)eF

minden x € R esetén, azaz a £ nivéhalmazai események.

Tétel

Ha & egy valdszindiségi valtozé, akkor

(E=x)={weQléw) =x}=€¢"(x)eF

minden x € R esetén.



Valésziniiségi valtozé eloszlasfiiggvénye

Definicio
Egy £ valésziniiségi valtozé eloszlasfiiggvényének az Fe : R — R

Fe(x) :=P(¢ < x) (x €R)
maédon definialt fliggvényt nevezziik.

Megjegyzés

Minden valésziniiségi valtozénak van eloszlasfliiggvénye.



Példa valésziniiségi valtozo eloszlasfiiggvényére

Dobdokockaval dobunk, akkor ezt a kisérletet egy (2, F,P)
klasszikus valdsziniiségi mezé irja le, ahol Q = {1,2,3,4,5,6}.
Jeldlje € a dobott szamot. Ekkor a £ val6sziniiségi valtozé
eloszlasfliggvénye

0, ha x €] — o0, 1]

F(x) = g, ha x €]k — 1,k] (k=2,3,4,5,6)

1, ha x > 6.
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Amelyik egy monoton ndvekvé lépcsés fiiggvény, ahol
limy—s—0o F(x) =0, és limy_, 100 F(x) = 1.



Az eloszlasfiiggvény tulajdonsagai

Tétel

Legyen & egy valdsziniiségi valtozé F eloszlasfiiggvénnyel. Ekkor F
rendelkezik a kbvetkez6 tulajdonsagokkal.

1. Monoton novekvad;

2. Balrél folytonos;

3. lim F(x)=0, lim F(x)=1.
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2. Diszkrét valésziniiségi valtozék



Diszkrét valésziniiségi valtozok eloszlasa

Egy (xn) sorozatot injektiv sorozatnak neveziink, ha x; # x;
valahanyszor i # j.
Definicié
A £ valésziniiségi valtozét diszkrét valosziniiségi valtozénak
nevezziik, ha létezik xq, xo, ... véges, vagy megszamlalhatéan
végtelen injektiv sorozat, amelyre

o P(¢ =x;) >0 minden i =1,2,... esetén;

] ]P’(g S {Xl,XQ,. : }) = 1,

Tovabbi jel6lések:
@ A x1, xo, ... sorozatot a & diszkrét valdsziniiségi valtozé
értékeinek nevezziik és R¢ médon jeldljiik.
o Apr =P =x1) p2:=P(=x) ..., sorozatot a { diszkrét
valésziniiségi valtozé eloszlasanak, vagy csak egyszeriien
diszkrét eloszlasnak nevezziik.



Diszkrét valésziniiségi valtozék eloszlasanak a
tulajdonsagai

Tétel
Egy diszkrét eloszlas pozitiv, 1 bsszegii szamok sorozata, azaz
1

Bizonyitas. A valésziniiség o-additivitasa alapjan nyilvanvalg,
ugyanis

pr = Z]P’(EZXI') =P (U(g:x,-)> =P e{x,x,...})=1

i

X



Diszkrét valésziniiségi valtozé varhaté értéke

Definicié

Egy ¢ diszkrét valésziniiségi valtozé varhaté értékét
E(¢) =Y xip;
i

médon definialjuk, amennyiben a ). [x;|p; sor konvergens (azaz a
> xipi sor abszolut konvergens).



3. Abszolat folytonos valésziniiségi valtozok



Abszolat folytonos valésziniiségi valtozék

Definicio
Egy ¢ valosziniiségi valtozét abszolat folytonosnak neveziink, ha
letezik egy f : R — R fiiggvény, amelyre

X

F(x) = / f(t)dt (x € R).
—0oQ

Egy ilyen f fliggvényt a & val6sziniiségi valtozo

siirliségfliggvényének nevezziik.

Megjegyzés

Ha & egy abszolat folytonos valésziniiségi valtozé F eloszlasfiiggvénnyel és f
stirtiségfiiggvénnyel, akkor
f(x) =F'(x)

minden olyan x pontban, amelyben az eloszlasfiiggvény differencialhaté.



A siiriiségfiiggvény tulajdonsagai

Tétel

A siiriiségfiiggvény tulajdonsagai. Legyen & egy abszolit folytonos
valészindiségi valtozo f siiriiségfiiggvénnyel. Ekkor
1. f nemnegativ, azaz f(x) > 0 minden x € R esetén. (Ez igy
nem teljesen pontos, legfeljebb egy Lebesgue-nullmértékii
halmazon lehet negativ, de elirhatjuk, hogy legyen
nemnegativ, ugyanis egy Lebesgue-nullmértékii halmazon
szabad megvaltoztatni egy siiriségfiiggvény értékét.)

2. [T f(x)dx = 1.



Abszolat folytonos valdésziniiségi valtozé varhaté
értéke

Definicio
Egy £ abszoliat folytonos valésziniiségi valtozé varhaté értékét

E(¢) := /+OO xf(x)dx

—0o0

médon definialjuk, amennyiben az fjoooo |x|f(x)dx integral létezik
és véges.



Intervallumba esés valdsziniisége

Tétel

Legyen & egy valdsziniiségi valtozé és —oo < a < b < +o0.

1. Intervallumba esés valésziniisége eloszlasfiiggvénnyel kifejezve:

P(¢ € [a,b) = F(b) —F(a) & P(€ = x) = F(x0 + 0) — F(o).

2. Intervallumba esés valésziniisége diszkrét esetben:

PEeH) =) p

x;€H

3. Intervallumba esés valdsziniisége abszolit folytonos esetben:
b
P(¢ € H) :/ f(x)dx

A H halmaz jeloli az [a, b], |a, b], [a, b, ]a, b] intervallumok kériil barmelyiket.



A varhaté érték tulajdonsagai

Tétel
A varhatd érték tulajdonsagai
1. Transzformaciés formula valGsziniiségi valtozékra Ha &
egy olyan valdsziniiségi valtozé, amelynek létezik varhato
értéke, g : R — R egy mérheté (gondolhatjuk, hogy folytonos)
fiiggvény és létezik az E(g(&)) varhato érték, akkor
o diszkrét esetben E(g(&)) = >, g(xi)pi;
o abszolit folytonos esetben E(g(&)) = f+°° g(x)f(x)dx.

— 00



Tétel
A vérhaté érték tulajdonsigai
2. Transzformacié formula valésziniiségi vektorvaltozékra
(n =2 eset). Ha &1, & olyan valésziniiségi valtozok,
amelyeknek létezik varhaté értékiik, g : R> — R egy mérheté
(vagy mondjuk folytonos) fliggvény dgy, hogy a g(&1,&2)
valésziniiségi valtozonak is létezik varhato értéke, akkor
o diszkrét esetben E(g(&1,82)) = >_; &(xi, x;)py, ahol
pi =Pl =x,6=x)(=1,2..j=1,2..)
o abszoliat folytonos esetben
E(g(£17£2)) = j:oo joooo g(Xay)f(Xa}/)dder ahol
f : R2 — R? egy olyan fiiggvény, amelyre
P& <x,&<y)=["_ J'. f(u,v)dvdu hasonls formulsk
kénnyen megfogalmazhatéak n € Z,, n > 2 esetén.



Tétel
A véarhato érték tulajdonsagai

3. A varhato érték additivitasa Ha &1,&,...,&, olyan
valésziniiségi valtozok, amelyeknek létezik varhato értéke,
akkor

o n=2eset: E(& + &) = E(&) + E(&);
o n>2eset: BE(& + & +...6,) =E(&) +E(&) + - - + E(&)-

4. A varhato érték homogenitasa Ha & olyan valészindiségi
valtzé, amelynek van varhaté értéke és A\ € R, akkor

E(AE) = AE(€).



A varhaté érték tulajdonsagai

Tétel

5. Eltolassal kapcsolatos tulajdonsag Ha & olyan valésziniiségi
valtozé, amelynek van varhaté értéke, ¢ € R, akkor
E(¢ + ¢) = E(£) + c.

6. A varhato érték becslése Ha & egy olyan valésziniiségi

valtozé, amelyre —oo < m < M < +oo valés szamok olyanok,
hogy P(—m < £ < M) =1, akkor m < E(§) < M.



4. Momentumok és centralt momentumok



Szérasnégyzet és szoéras

Definicié
Ha ¢ egy valésziniiségi valtozé, amelyre létezik az E(£K) varhaté
érték, akkor az
o [E(£K) értéket a & valdsziniiségi valtozé k-adik
momentumanak,
o E ((€ —E(£))X) erteket a & valészintiségi valtozs centralt
momentumanak nevezziik.
@ A masodik centralt momentumot szérasnégyzetnek nevezziik
és D?(&) modon jeldljiik.
@ Ha egy & valésziniiségi valtozonak létezik szérasnégyzete,

akkor a D(&) = /D?(&) szamot a ¢ valészindségi valtozé
szérasanak nevezziik.



A szérasnégyzet kiszamitasa

Tétel

A szérasnégyzet kiszamitasa Ha a £ valésziniiségi valtozénak
létezik szorasnégyzete, akkor a

médon szamolhaté.



A szérasnégyzet tulajdonsagai

Tétel
Legyenek &, &1, & olyan valdszindiségi valtozok, amelyeknek létezik
sz6rasnégyzetiik és ¢ € R.
1. Négyzetesen homogén, azaz D?(c€) = c®D?(€). Ennek
megtelel6en a széras abszolit homogén, azaz D(c€) = |c|D(&).
2. Transzlacié invarians D?(¢ 4 ¢) = D?(¢).
3. Pozitiv szemidefinit, azaz D?(¢) > 0 és D?(€¢) = 0 akkor és
csak akkor, ha létezik c € R dgy, hogy P(§ = c) = 1.

4. Osszeg szorasnégyzete:

D?(&1 + &) = D?(&1) + D?(&2) + 2cov(éy, &). (Tehat az
additivitas csak korrelalatlan esetben teljesiil.)



1. Példa

Példa
(Szabalyos) dobékockaval dobunk. Jeldlje ¢ a dobott szamot.
Hatarozza meg a £ varhato értékét és szérasnégyzetét.

Megoldas:
A ¢ eloszlasa:

Xi |
Pi‘

ol =
o] o
ol W
ol
ol O1
o o

A £ varhato értéke:

1 1 1 1 1 1
F(§)=1-242.-243.24+4.245.-4+6.-2 =
(©) 6 6 6 66 "6
1 21
= (1 4243+445+6) =" =35



1. Példa folytatasa

A ¢ masodik momentuma:

1 1 1 1 1 1
—12.24922.2432. 2 442. 2 152.2462.2 =

E($) 6 + 6 + 6 + 6 + 6 + 6

1 91

= 6(12+22+32+42+52+62) ==

A £ szérasnégyzete:
91 35
D?(§) = E(¢?) — (B())* = — —3.5° =

6 12



2. Példa

Példa

Ledobunk két pontot véletlenszeriien, egymastdl fiiggetleniil a [0, 1]
intervallumra. Jeldlje £ a két pont tavolsagat. Hatarozza meg a &
valésziniiségi valtozé eloszlas- és siirliségfiiggvényét, varhaté értékét
és szérasnégyzetét.

Megoldas: Ez a feladat hasonlé a valésziniiség geometriai
kiszamitasi médja részben leirt feladathoz, amikor két ember egy
adott idGintervallumban véletlenszeriien és egymastdl fliggetleniil
megjelenik egy adott helyen... Most is hasonl6 abrara kell gondolni.

1




Legyen x € [0, 1]. Ekkor

1—oU=x?

P& < x) = 1 2 —1-(1-x)?=—x>+2x,

igy a £ eloszlasfiiggvénye:

0, ha x <0,
F(x)=<{ —x?>+2x, haxe[0,1]
1, ha x > 1.

A ¢ siiriségfiiggvénye:

F(x) 0, ha x ¢ [0, 1]
X) =
—2x+2,  egyébként .



A ¢ varhato értéke:

E(E) :/0 x(—2x + 2)dx =

1 3
—2
:/ (—2x2+2x)dx:[ il
0

A £ masodik momentuma:

E(£2) = /01 x?(—2x 4 2)dx =

= /01(—2x3 +2x%)dx = [

A £ szérasnégyzete:

D(¢) = E(¢%) — [E())?

3
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Vége az 4. el6adasnak



