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3. el6adas

Feltételes valésziniiség, Bayes tétel,
Események fiiggetlensége



1. Feltételes valésziniiség



A feltételes valésziniiség fogalma

Definition
Ha A, B € F események gy, hogy P(B) # 0, akkor

P(AN B)

P(AIB) = —5rgr

valésziniiséget az A esemény B eseményre vonatkozé feltételes
valésziniiségének nevezziik.



A feltételes valésziniiség tulajdonsagai

Theorem

Legyen B € F dgy, hogy P(B) > 0, tovabba A;, Ay pozitiv
valésziniiségii események.
1. 1-re normaltsag:, azaz P(Q2|B) = 1, (illetve P(B|B) = 1);
2. Véges additivitas: Ha Ay N Ay = (), akkor
P(Ay U Ay|B) = P(Ay|B) + P(A2| B);
3. Komplementer esemény feltételes valésziniisége:
Tetszéleges A esemény esetén P (A|B) = 1 — P(A|B).



2. Bayes tétel



Bayes-formula

Theorem
A Bayes-formula Ha A, B pozitiv valésziniiségii események, akkor

P(A[B) - P(B)

P(BIA) = ——p



Teljes eseményrendszer

Definition

A By, By, ..., B, eseményeket teljes eseményrendszernek
neveziink, ha paronként diszjunktak és lefedik az Q-t, azaz
BjﬂBk:@, haj#£AkésBiUBU---UB,=qQ.

Hasonléan értelmezhets egy megszamlalhatéan végtelen sok taghél
all6 teljes eseményrendszer is.



A teljes valészinliség tétele

Theorem

A teljes valosziniiség tétele Ha By, B,, ..., B, egy olyan teljes
eseményrendszer, amely pozitiv valésziniiségii eseményekbdl all, A
egy tetszbleges esemény, akkor

P(A) = ) P(A|B)P(B)).
=1

Hasonlé médon fogalmazhaté meg a megszamlalhatéan végtelen
valtozat is.



Bayes tétel

Theorem

A Bayes Tétel Ha By, By, ..., B, pozitiv valésziniiségi
eseményekbdl 41l teljes eseményrendszer, A egy tetszéleges pozitiv
valésziniiségi esemény, akkor

P(A|B;)P(B))

P(B;|A) = S P(AIB)P(B)




Példa

Example

Egy urnaban van 5 goly6, melyek koziil 3 piros és 2 fehér golyé.
Kihazunk egy golyét, majd visszarakjuk. Ha a kihazott golyé piros,
volt, betesziink az urndba még 2 piros golyét, ha fehér volt, akkor
még 5 fehér golyét. Ezt kovet6en megint hizunk. Mennyi a
valésziniisége, hogy masodszorra piros goly6t hazunk.



Megoldas

Jeldlje
@ Bj azt az eseményt, hogy el8szér piros golyot hazunk,

@ B, azt az eseményt, hogy el6szor fehér golyét hazunk,
@ A azt az eseményt, hogy masodszorra piros golyét hazunk.
Ekkor

P(By) = £ P(By) = = P(A|B;) = &3 P(A[B,) = =

A teljes val6sziniiség tétele alapjan kapjuk, hogy

P(A) = P(A|B1)P(B1) + P(A|B2)P(B;) =
53 3 2 96

=224 > .2 7 _0.5486.

75710 5 175 02480



A lancszabaly

Theorem

Lancszabaly Legyenek By, By, ..., B, olyan események, melyekre
P(Bl NBN---N Bn—l) #0. Ekkor

P(BlﬂBgﬂ- . ‘ﬂBn) = P(Bl)P(BQ|Bl) .- -]P’(Bn|BlﬂBzﬁ- . -ﬂBn_l).



Motivacié két esemény fiiggetlenségének
fogalmahoz

Ugy érezziik, hogy akkor fiiggetlen A, és B, ha
P(A|B) = P(A).

Problémak:
o A fenti kifejezéshez sziikséges, hogy P(B) # 0;
@ és nem szimmetrikus a kifejezés.

Ebbél egy kis szamolassal kapjuk, hogy
P(AnB) =P(A) - P(B),

és a kapott kifejezés nem igényli, hogy P(B) # 0, tovabba
szimmetrikus



3. Események fiiggetlensége



Két esemény fiiggetlensége

Definition
Legyenek A és B események. Azt mondjuk, hogy az A és a B
események fiiggetlenek, ha

P(AN B) = P(A) - P(A).



Véges sok esemény paronkénti és teljes
fliggetlensége

Definition
Azt mondjuk, hogy A1, Ay, ..., A, események

@ paronkeént fiiggetlenek, ha koziilik barmely két kiilonb6zs
flggetlen, azaz 1 < i < j < n, akkor

P(A,‘ N Aj) = P(A,‘)P(Aj).

o teljesen fuggetlenek ha2< k< nés
1<ii<hih<--<ig<n, akkor

P(A;, N A, NN A,) =P(A,)P(AL) ... P(A).



Eseménysorozat paronkénti és teljes fiiggetlensége

Definition
Azt mondjuk, hogy az A1, Ay, ... eseménysorozat tagjai

o paronként fiiggetlenek ha koziilik barmely ketté fiiggetlen,
azaz ha i < J, akkor

P(A; M Aj) = [P(A,-)P(Aj),

o teljesen fiiggetlenek, ha2 < késl1<ih < b < - <,
akkor

IP’(A,'1 NA,N---N Aik) = P(Ai1)P(Af2) T P(Aik)'



Tétel

Theorem

Ha az A1, Ay, ... egy olyan eseménysorozat, amely tagjai teljesen
fiiggetlenek és tagja koziil akdarmennyit, (esetleg az dsszeset) a
komplementerére cseréliink, akkor az igy kapott eseménysorozat
tagjai teljesen fliggetlenek maradnak.



Vége az 3. el6adasnak



