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2. el6adas
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A valészinliség geometriai kiszamitasi
madja,
Kolmogorov féle valésziniiségi mez6



1. Golyéhizas urnabdl



Jelolések

A golyokat egyesével hiizzuk ki az urnabdl, de a visszatevés
nélkiili esetben a a kihazott golyét a hazast kdveten nem rakjuk
vissza az urnaba, a visszatevéses esetben visszarakjuk.

Mindkét esetben az alabbi jeldléseket alkalmazzuk:

@ N szamu golyé van az urnaban;
s a piros golydk szama;
N — s a fehér golydk szama;

°
°

@ n golyét hazunk ki;

@ k jeldli a kihazott piros golyok szamat;
°

px jeldli azt a valdsziniiséget, hogy a kihazott piros golyok
szama k.

Az urnaban lévé golydk halmazat mindkét esetben jeldlje

G = {Pl, P2, ey PS, Fl, F2, ey FN—s}-



Visszatevés nélkiili golyéhazas

El6szor konstrualjuk meg az Q halmazt. Mivel ebben az esetben a
kihazott golyok nem keriilnek vissza az urnaba, ezért

Q:= {(g17g2>"'7gn) € Gn| 8j #g/ﬂ ha./# k}

Erdemes észrevenni, hogy a k értéke nem lehet tetszéleges,
teljesitenie kell az alabbi egyenlétlenséget

max(0,n — (N —s)) < k < min(s, n).
Szintén érdemes megjegyezni, hogy

Q] = Vy = (N)n.



A kedvezé esetek szama Képzeljiik el, hogy kihaztuk az n db
golyét és az 1, 2, ..., n pozicio kozil k helyen van piros golyé. Az
n hely koziil a piros helyeket

i~ (1)

féeleképpen lehet kivalasztani.
Ha mar a piros és a fehér helyek régzitve vannak, akkor ezeket a
helyeket a megfelel6 szinii golydkkal

Vi Vs = (S)k(N = $)n-

féleképpen lehet feltdlteni megfelels szini golyokkal.



A kedvezd és az osszes esetek szama

A kedvezé esetek szama:

(7) O = 51

Az Osszes esetek szdma:



A visszatevés nélkiili golyéhlzas valésziniisége

A keresett valdsziniiség:

n

)N =s)o
(O

(S = 5)o (Z)f(lzn__si")?k <k><N—_k>

pr = P(Ax) = <

n! n

(N)n B (V)n a <N>



Visszatevéses golydhiizas
El6szor konstrualjuk meg az Q halmazt. Mivel a golyokat a
kihtizast kovet8en visszarakjuk az urnaba, igy
Q=GxGx---xG=G"

A visszatevés nélkiili esettel analég médon kapjuk, hogy
A kedvezé esetek szama:

Cr/: ) Vsk(i) . V/Z:’;(I) _ (Z) Sk(N _ s)n—k'

Az Osszes esetek szdma:

val) — e,



Visszatevéses golyohiizas valésziniisége

A keresett valdsziniiség: A kedvez&/dsszes képlet alapjan kapjuk,
hogy

<k>5k(N I <> (Vg
()@ -



2. A valésziniiség geometriai kiszamitasi
maddja



Geometriai valdészinliség

Legyen K egy kisérlet. A kisérlet minden lehetséges kimeneteléhez
rendeljiilk hozza az R" egy pontjat. A kapott ponthalmazt jeldljiik
Q-val.

A valésziniiség geometriai kiszamitasa egy A C Q esemény
kiszamitasara akkor alkalmazhatd, ha létezik olyan m mértek
(4ltalaban ivhossz, felszin, vagy térfogat), amelyre

0<m(Q) <400

és az A € R” ponthalmaz szintén az m mérték szerint mérheté.
Ekkor az A esemény val6szintiségét

médon szamoljuk.



Példa geometriai valésziniiségre

Példa

Két ember déli 12 és délutan 2 6ra kozott véletlenszeriien
megjelennek egy adott helyen, ahol 20 percet tartézkodnak. mennyi
a valészintisége, hogy talalkoznak?

Mo.:

Q :=[1,120] x [0, 120], A={(x,y) € Q| |x—y| <20}
Kénnyii latni, hogy

x —y| <20 <= y>x-20ésy<x+20.



folytatas

Példa

A kapott egyenl6tlenségek egy-egy félsikot hataroznak meg,
amelyet egymassal, illetve az Q pontjaival ésszemetszve kapjuk a
kovetkez6 abran lathaté bevonalkazott savot.

120

A keresett valdsziniiség

m(A) 1202-2.29% /100> 1o
m(Q) 1202 B 120 R

P(A) = ~ 36



3. Kolmogorov-féle valésziniiségi mez6

2.3.1.A o-algebra fogalma és tulajdonsagai



Valészinliségszamitas rovid torténete

A klasszikus valdsziniiségi mezékkel el6szor Pascal és Fermat
foglalkoztak.

Blase Pascal (1623 — 1662) francia matematikus, fizikus, filozéfus
és katolikus iro.

Pierre de Fermat (1601 — 1665) francia biré, polihisztor, de
mindenekel6tt matematikus volt.

Andrej Nyikolajevics Kolmogorov (1903 - 1987) szovjet
matematikus volt, aki a val6szintiségszamitast mérékelméleti
alapokra helyezte. Erdemes megemliteni Kolmogorov 1988-as
cikkét.



o-algebra

Definicié
Legyen X egy nemiires halmaz, A C P(X) egy halmazcsalad. Azt
mondjuk, hogy A egy o-algebra X-en, ha

1. X e A;

2. Ha A€ A, akkor A:= X\ A€ A;

3. Ha A1, Ay, ... egy A-beli halmazokbdl allé sorozat, akkor

o
U A; € A,
=l



A o-algebra tulajdonsagai

Tétel
Ha A egy o-algebra az X halmazon, akkor
1. 0e A
2. Ha (Ap) egy A-beli halmazokbdl &llé sorozat, akkor akkor
ﬂ(,-)il A,‘ € ./4,'
3. Ha A, Be A, akkor AUB, ANB, A\ Be A;

4. Ha Ay, Ay, ..., A, halmazok egy A-beli véges sorozata, akkor
AlUAU---UA, €A ésA NAN---NA, €A

(Tehat egy o-algebra tartalmazza az () halmazt és zart a
megszamlalhaté halmazmiiveletekre nézve.)



3. Kolmogorov-féle valésziniiségi mez6

2.3.2. A Kolmogorov-féle valésziniiségi mezé



A Kolmogorov-féle valésziniiségi mezd
Definicio
Az (2, F,P) harmast Kolmogorov-féle valésziniiségi mez6nek
nevezziik, ha

1. Q egy nemiires halmaz, neve eseménytér, elemei az elemi
események. Az elemi események nem események.

2. F C P(Q) egy o-algebra Q-n. Az F az események halmaza.
3. P: F — R egy fiiggvény, amelyre

I. Nemnegativ, azaz P(A) > 0 minden A € F esetén;
Il. 1-re normalt, azaz P(Q) = 1,

Ill. o-additiv, azaz ha A;, Ay, ... események paronként diszjunkt
sorozata, azaz (A; € F i =1,2,... és AiNAc =0 ha j # k),

akkor
P (U A,-) =Y P(A,).
n=1

n=1



A valésziniség tulajdonsagai 1-3

Tétel

Ha (Q, F,P) egy Kolmogorov-féle valésziniiségi mez8, akkor
1. P(0) =0.
2. A valésziniiség véges additivitasa, azaz

P(AiUAU---UA,) =P(A1) + P(A2) + - - - + P(Ap)

minden A1, Ao, ..., A, paronként diszjunkt esemény esetén.

3. A komplementer esemény valésziniisége
P(A) =1-P(A)

minden A € F esetén.



A valésziniség tulajdonsagai 4-6

Tétel
Ha (Q, F,P) egy Kolmogorov-féle valésziniiségi mezd, akkor
4. Ha A, B € F dgy, hogy A C B, akkor

P(B\ A) = P(B) — P(A).

5. A valosziniiség monotonitasa Ha A, B € F olyanok, hogy
A C B, akkor
P(A) < P(B).

6. 0 < P(A) < 1 tetszéleges A € F eseményre;



A valésziniség tulajdonsagai 7-9
7. Szita-formula két eseményre
P(AUB)=P(A)+P(B) —P(ANB)

minden A, B € F esetén.
8. Szita-formula harom eseményre

P(AUBUC) =
=P(A)+P(B)+P(C) —P(ANB)—P(ANC)-P(BNC)+P(ANBNC).

minden A, B, C € F esetén.

9. Poincare formula

P(ALU---UA,) = (—1D)P(A, N---NA).

minden A1, Ao, ..., A, esemény esetén.



A valésziniiség folytonossaga

Tétel
A valésziniiség folytonossaga

1. Ha (B,) események csékkend sorozata, azaz
Bi>BD...

és (oo Bn =0, akkor lim,_,oc P(B,) = 0.
2. Ha (B,) események cs6kkend sorozata, azaz By D B, D ... és
N2, By = B, akkor limy_,s0 P(B,) = P(B).

3. Ha (B,) események névekvd sorozata, azaz
BiCcBC...,

és U, By = B, akkor limy_oc P(B,) = P(B).



Vége az 2. el6adasnak
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