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1. Matematikai alapok



Szamhalmazok

Az alabbi jeloléseket hasznaljuk:

e Pozitiv egész szamok halmaza: Z, := {1,2,3,...}.

o Egész szamok halmaza:
Z:=4...,-3,-2,-1,0,1,2,3,... }.

e Racionalis szamok halmaza: Q := {g |peZ,qe Z+}.

@ Valés szamok halmaza: R (Gondoljunk arra, hogy a
szamegyenes pontjai.)

e Komplex szamok halmaza: C := {a + bi|a, b € R}, ahol i
egy olyan szam, amelyre i = —1.



Halmazokkal kapcsolatos ismeretek

Definicié
Ha a egy elem, A egy halmaz, akkor a € A jeldli azt a tényt, hogy
az a elem hozzatartozik a A halmazhoz, illetve a ¢ A azt, hogy nem
tartozik hozza.
@ Tartalmazas: Azt mondjuk, hogy az A halmaz részhalmaza
a B halmaznak, ha az A minden eleme egyattal a B
halmaznak is eleme. Jele: A C B.

o Alaphalmaz: Altalaban rogzitiink egy X alaphalmazt és az
altalunk vizsgalt halmazok ennek az alaphalmaznak a
részhalmazai.



Hatvanyhalmaz

Definicié

Az X halmaz Gsszes részhalmazanak a halmazat P(X) médon
jeloljiik.

Példa Legyen példiul X :={1,2,3}. Ekkor

P(X) =1{0,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}.
A fenti példa sugallja az alabbi tételt:

Tétel

n elemi halmaznak 2" részhalmaza van.



Halmazmiiveletek

Definicié

A legfontosabb halmazmiiveletek a metszet, az unié, a kiilonbség és
a komplementer. Legyenek A, B halmazok, az X az alaphalmaz.

Az A és B halmazok metszete:
ANB:={xe X|xe€ Aés x € B}.

Az A és B halmazok uniéja:
AUB :={x € X|x € Avagy x € B}.

Az A és B halmazok kiilonbsége:
A\ B:={xe X|xe€ Aés x ¢ B}.
Az A halmaz komplementere: A := X \ A.

Az A és B halmazok Descartes-szorzata:
Ax B:={(a,b)lac Aés be B}.



Halmazmiiveletek halmazsorozatokra

Definicié

Legyen A1, Ay, ... az X univerzalis halmaz részhalmazaibdl allé
sorozat. Ekkor tudjuk definialni az A; halmazsorozat tagjainak
metszetét és uniéjat az alabbi médon

ﬂA,- ={xe X|Vie Z; : x € Aj};
i=1

o

JAi={xeX[Fiez, :xecA};

i=1
ahol a V jelenti, hogy "minden elem...", és a 3 jelenti, hogy "létezik
elem...".



De Morgan azonossagok

Tétel

Legyenek A, B halmazok az X univerzilis halmaz részhalmazai.
Ekkor
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Véges és végtelen halmazok

Definicio

Egy X halmazt végesnek neveziink, ha
@ 0 eleme van, azaz (X = 0);
@ 1 eleme van, azaz (X egy szingleton);
@ 2 eleme van;

Egy X halmazt végtelennek neveziink, ha X nem véges.

Definicié
Egy X véges halmaz elemeinek a szamat az X halmaz
szamossaganak nevezziik. Jele: |X|.

Definicié
Egy X végtelen halmazt megszamlalhatéan végtelennek
neveziink, ha az elemei injektiv sorozatba rendezhetGek.



Véges halmazok szamossagairol

Tétel
Ha A és B véges halmazok, akkor
e |[Ax B|=|A|-|B];
@ tovdbba, ha A, és B diszjunkt halmazok, (azaz AN B =10),
akkor

|AUB| = |A| + |B|.



2. Kombinatorika



Matematikai eszkozok

1, ha n=0;
nl =
1-2---n , hancZ;.

Binomialis egyiitthato:

n! nn—=1)---(n—k+1 n

Faktorialis fiiggvény:

k
0 , egyébként.

Polinomialis egyiitthaté:

7 <ki<né r=0;
n _ el kD ha 0 < k n, és ky + + k n
kika ... ks

0 , egyébként.



Permutacidk

Definicié
1. Ismétlés nélkiili permutacio n kiilonb6zé elem dsszes
lehetséges sorrendjét keressiik. Ezek szamat P, médon jeldljiik.

2. Ismétléses permutacio esetén az n elem koziil ki, ko, ..., k,
azonos tulajdonsag szerepel, amelyek egymas kozotti
sorrendje nem szamit k; + ko + - - - + k, = n. Ezek szamat
plask() 6don jeloljiik.

Tétel
Ismétlés nélkiili és ismétléses permutaciok szama

P,,:n! (nEZ+),

phtkakli) _ n _: n!
" kiko ... k) = kilko!--- k!



Példa permutaciéra

Hanyféle sorrendben irhaté le az A, B, C betii?



Példa permutaciéra

Hanyféle sorrendben irhaté le az A, B, C betii?

A sorrendek:
ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA.
6 kiilonbozé sorrend létezik.



Példa permutaciéra

Hanyféle sorrendben irhaté le az A, B, C betii?
A sorrendek:

ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA.

6 kiilonbozé sorrend létezik.

Képlettel:
P3=31=3.2-1=6.



Példa ismétléses permutaciodra

Hany kiilonb6z6 sorrendben irhaté fel az A, A, B, B betii?



Példa ismétléses permutaciodra

Hany kiilonb6z6 sorrendben irhaté fel az A, A, B, B betii?

A sorrendek:
AABB, ABAB, ABBA, BAAB, BABA, BBAA.

6 killonbozé sorrend létezik.



Példa ismétléses permutaciodra

Hany kiilonb6z6 sorrendben irhaté fel az A, A, B, B betii?

A sorrendek:
AABB, ABAB, ABBA, BAAB, BABA, BBAA.

6 killonbozé sorrend létezik.

Képlettel:
4! 24
P2’2(r) = — = — = 6

4 2021 4



Variaciok
Definicié
Az n elem k tag variaciéi azt jelentik, hogy az n elembdl
kivalasztunk k darabot Ggy hogy szamit a kivalasztott elemek
sorrendje.

1. Ismétlés nélkiili variaciok Egy elem legfeljebb egyszer
valaszthaté. Az n elem k-tagi ismétlés nélkiili variacidinak
szamat VX médon jeldljiik.

2. Ismétléses variacidk Egy elem tobbszor is valaszthats. n elem
k-tag( ismétléses variaciéinak szamat VA modon jeloljik.

Tétel
Az n elem k tagi ismétlés nélkiili és ismétléses variaciéinak a
szama

V,i(:n(n*].)"'(n*kle) ::(n)k’ V,f((i):nk.



Példa ismétlés nélkuli variaciéora

Hany 3-taga sorozat képezheté az A, B, C, D, E, F
betiikbdl, ha minden betii csak egyszer szerepelhet?



Példa ismétlés nélkuli variaciéora

Hany 3-taga sorozat képezheté az A, B, C, D, E, F
betiikbdl, ha minden betii csak egyszer szerepelhet?

A sorrendek:
ABC, ABD, ABE, ABF, ACB, ACD, ACE, ACF, ADB, ADC,

ADE, ADF, ...
120 kulonbozs sorrend létezik.



Példa ismétlés nélkuli variaciéora

Hany 3-taga sorozat képezheté az A, B, C, D, E, F
betiikbdl, ha minden betii csak egyszer szerepelhet?
A sorrendek:
ABC, ABD, ABE, ABF, ACB, ACD, ACE, ACF, ADB, ADC,
ADE, ADF, ...
120 kiilonb6z6 sorrend létezik.
Képlettel:
Vg =6-5-4=120.



Példa ismétléses variacidéra

Hany 3-tagi sorozat képezheté az A, B, C, D, E, F
betiikbdl, ha minden betii t6bbszor is szerepelhet?



Példa ismétléses variacidéra

Hany 3-tagi sorozat képezheté az A, B, C, D, E, F
betiikbdl, ha minden betii t6bbszor is szerepelhet?
A sorrendek:

AAA, AAB, AAC, AAD, AAE, AAF, ABA, ACA, ...
216 kiilonb6zs sorrend létezik.



Példa ismétléses variacidéra

Hany 3-tagi sorozat képezheté az A, B, C, D, E, F
betiikbdl, ha minden betii t6bbszor is szerepelhet?
A sorrendek:
AAA, AAB, AAC, AAD, AAE, AAF, ABA, ACA, ...
216 kiilonb6zs sorrend létezik.
Képlettel:

V) =6.6-6=216.



Kombinacidk

Definicio
Az n elem koziil agy valasztunk ki k darabot, hogy nem szamit a
kivalasztott elemek sorrendje.

1. Ismétlés nélkiili kombinaciok Egy elem legfeljebb egyszer
valaszthaté. Az n elem k-tagi ismétlés nélkiili kombinacidinak

szamat CX moédon jeldljiik.

2. Ismétléses kombinacidk Egy elem tébbszor is valaszthaté.
Az n elem k-tagl ismétléses kombinaciéinak szamat C,If(')
modon jeldljiik.



Kombinacidk

Tétel

Az n elem k tagi ismétlés nélkiili és ismétléses
kombinacidinak a szama

ch_ <n> _n(n=1)-(n—k+1) _ (n)

1-2---k k!’

ckli) _ ntk—1\ _ (n+k—1)
k k! i



Példa ismétlés nélkuli kombinacidra

Hany részhalmaza van az A = {1,2,3,4,5} halmaznak?



Példa ismétlés nélkiili kombinacidra
Hany részhalmaza van az A = {1,2,3,4,5} halmaznak?
A részhalmazok:

O-elem(i részhalmaz: ()

1-elemi részhalmaz: {1}, {2}, {3}, {4}, {5},

2-elemii részhalmaz: {1,2}, {1,3}, {1,4}, {1,5}, {2,3}, {2,4},
{2,5}, {3,4}, {3,5}, {4,5},

3-elemii részhalmaz: {1,2,3}, {1,2,4} ...,

4-elemii részhalmaz: {1,2,3,4}, {1,2,3,5}, {1,2,4,5},
{1,3,4,5}, {2,3,4,5},

elemi részhalmaz: {1,2,3,4,5}.

32 kiilonbozé részhalmaza van.



Példa ismétlés nélkiili kombinacidra
Hany részhalmaza van az A = {1,2,3,4,5} halmaznak?
A részhalmazok:

O-elem(i részhalmaz: ()

1-elemi részhalmaz: {1}, {2}, {3}, {4}, {5},

2-elemii részhalmaz: {1,2}, {1,3}, {1,4}, {1,5}, {2,3}, {2,4},
{2,5}, {3,4}, {3,5}, {4,5},

3-elemii részhalmaz: {1,2,3}, {1,2,4} ...,

4-elemii részhalmaz: {1,2,3,4}, {1,2,3,5}, {1,2,4,5},
{1,3,4,5}, {2,3,4,5},

elemi részhalmaz: {1,2,3,4,5}.

32 kiilonbozé részhalmaza van.

Képlettel:

0 1 2 3 4 5_ (5 5 5 5 5 5)
c5+c5+c5+c5+c5+c5<0>+<1>+<2>+<3)+<4)+<5)

=14+54+104+104+5+1=32



Példa ismétléses kombinacidéra

Van 5 kiilonb6z6 izii fagylalt. Hanyféleképpen vehetiink ki
3-gombécos fagylaltot, ha nem szamit a fagylaltgombdok
sorrendje?



Példa ismétléses kombinacidéra

Van 5 kiilonb6z6 izii fagylalt. Hanyféleképpen vehetiink ki
3-gombécos fagylaltot, ha nem szamit a fagylaltgombdok

sorrendje?
Képlettel:
54+3-1 7
=70



A binomialis egyiitthaték tulajdonsagai



5
0

(o)

(o)

()

@

()

)

)

Pascal haromszog

2 6 1
@ @ i

@ @ @ 1 5



A binomialis és polinomialis tétel

Tétel
1. A binomialis tétel:

(a+b)" = kzi; <Z> an—kpk

minden n € Z4 U {0}, a b € R esetén;

2. A polinomialis tétel:

n
@ratray= ¥ (" ek

kq+ko-+-+-+kr=n
ki>0

minden n € Z4 U{0};, r € Z4; a1, az, ... a, € R esetén.



3. A klasszikus valésziniiségi mez6



Klasszikus valésziniiségi mezd

Definicié
Egy (22, F,P) harmast klasszikus valdsziniiségi mezGnek
nevezziik, ha

@ Q egy nemiires véges halmaz. Neve eseménytér, elemei az
elemi események. (Az elemi események nem események.)

o F =P(RQ) az események halmaza, azaz a klasszikus
valésziniiségi mezében az eseménytér minden részhalmaza
esemény.

o P: F — R a valésziniiség fiiggvény, amely

P(A) .= ‘|é|| (AeP(2)

médon van definialva, ahol |A], illetve |Q| jeldli az A, illetve az
Q halmazok elemeinek a szamat.



1. Példa klasszikus valésziniiségi mezére

Szabalyos dobokockaval dobunk. Mennyi a valdsziniisége, hogy
pératlan szamot dobunk?



Megoldas

Ezt a kisérletet egy (2, F,P) klasszikus val6szintiségi mezé irja le,
ahol Q ={1,2,3,4,5,6}.
Ekkor A= {1,3,5} az az esemény, amelynek a valésziniiségét
keressiik.
A keresett valészintiség

A 3 1

FA=q =62



2. Példa klasszikus valésziniiségi mezére

Szabalyos dobokockaval 3-szor dobunk. Mennyi a valésziniisége,
hogy a dobott szamok kézétt legalabb 2 hatos szerepel?



Megoldas

Ezt a kisérletet egy (2, F,P) klasszikus val6szintiségi mezé irja le,
ahol

Q=1{1,2,3,4,56} x {1,2,3,4,5,6} x {1,2,3,4,5,6},

igy az Osszes esetek szama 6°.
Ezek koziil a kedvezs esetek a

P(A) := {(6,6,1),...,(6,6,5), (6,1,6), ...
...,(6,1,5),(1,6,6),...,(5,6,6), (6,6,6)}

halmaz elemei. Igy a kedvez6 esetek szama:
|P(A)| :=3-5+ 1= 16, amibdl kapjuk, hogy a keresett
valészin(iség:

2
= —~ = = —0.0740.
&5 = 57 = 0.0740

=

=
|
|



Klasszikus valésziniliségi mez6 tulajdonsagai

Tétel

Ha (2, F,P) egy klasszikus valészintiségi mezd, akkor aP : F — R
e Nemnegativ, azaz P(A) > 0 minden A C Q esetén;
@ 1-re normalt, azaz P(Q) = 1;
o Végesen additiv, azaz ha Ay, Ay, ..., A paronként diszjunkt

események, akkor
]P(Al UAU---U Ak) = P(Al) P P(Az) SF oo P P(Ak))



Vége az 1. el6adasnak

«Or «Fr «
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