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11. el6adas

Statisztika Il.
Intervallumbecslések



1. Sziikséges matematikai elGismeretek



1.1 AT fiiggvény



A T fuggvény

Definicié
AT :D={zeC|Re(z) >0} - C

[ee)
M(z) ::/ t? le tdt
0

médon definialt fliggvényt I fliggvénynek nevezziik.
AT fiiggvény Daniel Bernoulli svajci matematikus (1700-1782) nevéhez fiiz&dik.

Tétel (Tulajdonsagai)

1. T(n)=(n—1)!, hane€Z,, azaz a T fiiggvény a faktorialis
fiiggvény folytonos kiterjesztésének tekinthetd.

2. T (3)=r.



1.2 A B fiiggvény



A B fiuggvény

Definicié
A Béta fiiggvényt B: R2 — R

1
Bag)i= [ xH1-x"1dx (a8 € R)
0
maédon definialjuk.

Tétel (Tulajdonsagai)

_ Ha)r(p)
AP = raT sy



2. A normalis eloszlasbdl szarmaztatott
eloszlasok



2.1 Khi-négyzet eloszlas



Khi-négyzet eloszlas

Definicié
Ha &1, &, ..., &, fliggetlen, standard normalis eloszlasi
valésziniiségi valtozok, akkor a

Xo~E+EG+ 6
eloszlast n szabadsagfoki khi-négyzet eloszlasnak neveziink.

Tétel (Tulajdonsagai)

Az n szabadsagfoki khi-négyzet eloszlas siiriiségfiiggvénye:

1 n x
x2 te72, ha x > 0;

otherwise.



2.2 Student eloszlas



Student eloszlas

Definicio
Ha &, &1, ..., &, fliggetlen standard normalis eloszlasa valésziniiségi
valtozok, akkor a

€o

Xa
n

valésziniiségi valtozét student eloszlasi valésziniiségi
- < . 2 _ g2 g2 2
valtozénak nevezziik (ahol x5 = &5 + &5 + -+ &5).

th ~

A Student eloszlas William Seally Gosset (1876-1782) angol statisztikus,
vegyész és sorf6z8 nevéhez fiizédik. A Guinness sorgyarnak dolgozott,
eredményeit Student alnéven publikalta.



A Student eloszlas tulajdonsagai

Tétel (Tulajdonsagai)
A t, eloszlas siiriiségfiiggvénye:

n+1

r (n+1) 2\ 2
f(x) = ——2- [1+=— € R),
(0= r=Ep (145) T em
@ n =1 esetben Cauchy eloszlast kapunk
1 1
) =115 (ER)
stiriiségfiiggvénnyel.

@ llletve ha n — oco-ben, akkor a t, kozelit a standard normalis
eloszlashoz.



2.3 Fisher-Snedcecor eloszlas



Definicio
X2 és x2, fiiggetlen, kszi-négyzet eloszlast valésziniiségi valtozok,
akkor az

Fn7m’\‘

3 ‘_gﬁo‘:" ‘ffm

eloszlast n, m szabadsagfokia Fisher-Snedecor eloszlasi
valésziniiségi valtozénak nevezziik.

Sir Ronald Aylmer Fisher (1890-1962) brit polihisztor. George Waddel Snedecor
(1881-1974) amerikai matematikus és statisztikus.

Tétel (Tulajdonsagai)

A Fisher-Snedecor eloszlas siiriiségfiiggvénye

pr(msm)  (2)E
fo.m(x) = — x>0
" @@ oy g 70



2.4 T, eloszlas



[, eloszlas

Definicié
Ha &,6&, ..., &, fliggetlen \ paraméter(i exponencialis eloszlasi
valésziniiségi valtozok, akkor a

Fax~&+&+-+&n

eloszlast n szabadsagfokii \ paraméterii I eloszlasnak nevezziik.



A T, eloszlas siriiségfiiggvénye

Tétel
Siiriiségfliggvénye:
1 n_—Ax
—N'e ™™ hax>0;
far(x) = ¢ T(n)
0, egyébként.
Megjegyzés

A fent latott eloszlasok siirtiségfliggvényeiben az n szabadsagfok (a
definici6juk miatt) pozitiv egész volt. Azonban a kapott
siirtiségfliggvények lehetévé teszik a szamunkra, hogy a
szabadsagfokok tetszéleges pozitiv valés szamok legyenek.



3. 1 — a megbizhatésagi konfidencia
intervallum



1 — o megbizhatdésagi konfidencia intervallum

Definicié
Legyen &1,&, ..., &, egy fiiggetlen minta 1) ismeretlen
paraméterrel. Keressiik azokat a g, g statisztikakat, amelyre

P(§(§17§27"‘7§n) <19<§(§17€2,”-7€n)) z1l-oa.

Ekkor a (g(&1,&2,---,&n),8(&1, &2, - - -, &n)) intervallumot a ¥
ismeretlen paraméter 1 — « konfidencia szintii

intervallumbecslésének nevezziik.



4. Fontosabb intervallumbecslések



Fontosabb intervallumbecslések

A tovabbiakban a &1,&, ..., &, minden esetben N(u, 02) eloszlast
fliggetlen minta lesz. Az alabbi esetekkel fogunk foglalkozni:
@ u-t becsiiljiik

‘m\

1. o2 ismeretlen: az alkalmazott statisztika:

;#ﬁ ~ N(Oa 1);
;#\/ﬁ ~ lp—1-

[y

2. o2 ismeretlen: az alkalmazott statisztika:
o o2-et becsiiljiik
2

az alkalmazott statisztika: § ~ x2_;




u-t becsiiljitk, o2 ismert

Tétel
Megtartva az el6z6 jelbléseket

Z?T“\/FNN(O, 1).



u-t becsiiljiik, 0 ismert eset bizonyitasa

Bizonyitas.

Rendkiviil egyszer(, mivel

. 1 n n
E() =E (,,fo = =n> E(&) =,
i=1 i=1
D@ =0% (136 | = Lmp2(e) = 102
n ' n? ’
igy D?(€) = % = % amibdl egy ismert tétel alapjan kapjuk,
hogy & ~ N(u, Y ) amibél standardizalassal kapjuk az

allitast.



A konfidencia szerkesztésének a menete

. A mintabdl kiszamoljuk a € értékét, n és o2 adott.

§= 1 Ja~ N(0,1), igy

g

. Kiszamoljuk az us értéket. Mivel

g

=0 (ug) — (1-0(ug)) =20 (ug) -1

. Mivel az « értéke is adott, igy konnyen visszakereshetd a
tablazat alapjan az us = @ (1 — §) értéke.

N|R

. A 2. pont alapjan kapjuk, hogy a konfidencia intervallum

<

— ouu

5(517£2)"')€n):§_ 27 g(fl7€27"'7€n):€+

(%

B

u

Nls

B



Lukacs Jend tétele

Tétel

Ha &1,6a, ..., &0 N (i, 02) eloszlasi fiiggetlen valészindiségi
valtozék, akkor
1. £~ N (b, %02);

(n—1)s3? 2 .
2. Tn ~ Xn—1+

3. € és s fiiggetlenek.

Bizonyitas.
1. A korabbi tételeink alapjan nyilvanvalé.

2., 3. Nem egyszerdi, linearis algebrai elGismeretek kellenek hozza,
példaul ortogonalis matrixot hasznal.

Ol



u-t becsiiljitk, 02 ismeretlen

Tétel
Ha &, &1, &, ..., &, fliggetlen normélis eloszlasa valésziniiségi
véltozék, akkor B
g _* = \/E ~ th_1.
Sn

Bizonyitas.

Ezt mondja ki a Lukacs Tétel.

Lukacs Jend (Lukacs, Eugene (1906-1987) magyar sziiletésii
amerikai matematikus).



Megjegyzés

A moédszer kénnyen megjegyezhetd, ugyanis a

E—Mﬁ
g

*

statisztikaban az ismeretlen o paramétert ki kell cserélni annak s;,
torzitatlan becslésére. Igy mi kapjuk, hogy

57#\/5'\‘ th—1.

Sn
Mivel egy t,_1 eloszlast valésziniiségi valtozé f siirliségfiiggvénye
egy y tengelyre szimmetrikus fiiggvény. Tehat tudjuk alkalmazni az
F(—x) =1—F(x) (x € R osszefiiggést, igy a konfidencia
intervallum szerkesztése analég a -t keressiik, o2 ismert esettel.



A konfidencia intervallum meghatarozasanak
lépései

1. A ta meghatarozasa

P(-mgg_“¢n<m>:2FQa—Q—1:1—w
2 sk 2 2

A megfelel tablazatbdl a ta visszakereshet§ az
a
F(%)zl—i

2. Igy kapjuk, hogy a konfidencia intervallum

Osszefliggés alapjan.

tas, tas

3 %
N|R
3 %

-2l cp<E-

=
B



Az ismeretlen 0> paraméterre vonatkozé
konfidencia intervallum szerkesztése.

Tétel

Megérizve korabbi jeldléseinket

nsp

_— N X 71‘
02 "

Bizonyitas.

Lukacs Jens Tétele alapjan nyilvanvalé.



A konfidencia intervallum szerkesztésének a
lépései

1. Mivel a x2_; eloszlas siirtiségfiiggvénye nem szimmetrikus az
y tengelyre, igy nem tudunk olyan konfidencia intervallumot
szerkeszteni, amely az origéra szimmetrikus, (és igy) a
legrovidebb konfidencia intervallumot sem tudjuk el&allitani.

2. Tudjuk, hogy ':5 ~X2_, gy az

2
ns
]P)<X3<2H<Xf>:1—0(
o

Osszefliggés alapjan vissza kell keresniink a megfelel6
tablazatboél egy megfelel6 x; = Xa1s6 €5 X = Xpelss €rtékpar.



A konfidencia intervallum szerkesztésének a
Iépései, folytatas

3. Mivel
ns>
P (Xa < — < Xf> =F(xr) —F(xs) =1— q,
o

igy elegend6 azt az x,, x¢ part megtalalni, amelyre

a

F(xs)=1— % F(x) = 5

Ezekkel az x, és x¢f szamokkal a konfidencia intervallum:




Vége az 11. el6adasnak



