Valdsziniiségszamitas és
Matematikai Statisztika

Miskolc, 2025.

Dr. Glavosits Tamas



10. elBadas

Statisztika |I.,
Pontbecslések



1. Sziikséges matematikai elGismeretek



A logaritmus azonossagai

Legyenek x,y >0, c € R.
1. In(xy) = In(x) + In(y);
2. In <X> — In(x) — In(y);
y

3. In(x¢) = cIn(x);
4. In(e¥) = x.

Az 1. azonossag véges sok tényezére is igaz, azaz ha xi, xo, . ..

pozitiv valés szamok, akkor

In (H = X,') = Zln(x,-).
i=1

i=1



A szummazas azonossagai

Legyenek x1,x2,...,Xn €S y1,¥2, ..., ¥n tetszéleges valds
szamsorozatok, A € R. Ekkor

LY (xi+yi) =i X+ 2 v
2. 3 G = A0 i
3.3 ,1=n



A derivalas azonossagai

Legyenek fi, o, ..., f, derivalthaté fiiggvények, A € R. Ekkor
L gy S filv) = S 3 6(v)
2. %)\f(v) = )\%f(v).
Az 1. azonossag a derivalas additiv, a 2. azonossag a homogén
tulajdonsagat fejezi ki.



2. A statisztika részteriiletei



A statisztika résztertletei

@ Mintavételezés
@ Becsléselmélet

e pontbecslés
o intervallumbecslés

@ Hipotéziselmélet



Minta és mintarealizacidé

e Minta: &1,&,...,&, azonos eloszlast valdsziniiségi valtozok.
Ha ezek fiiggetlenek, akkor fliggetlen mintarél beszéliink.
@ Mintarealizacio: £1,&, ..., &, valés szamok vagy vektorok.
@ Mintaelemszam: n.
n < 50 kis minta
50 < n < 500 kdézepes minta
n = 500 nagy minta.



Mintavételezés

@ Reprezentativ minta: a populacié minden tagjanak egyforma
esélye van a mintaba keriilésre.

o Rétegzett mintavétel: rétegképzs ismérveket hasznalunk.
Ezek az ismérvek kapcsolatban vannak azzal a paraméterrel,
amit vizsgalunk. Ezek az ismérvek segitenek abban, hogy a
minta emlékeztessen a sokasag Gsszetételére.



Becslések

A statisztika célja (tobbek kdzott) az eloszlas ismeretlen
paraméterének (vagy paramétereinek) a meghatarozasa.
@ Pontbecslés: megmondjuk, hogy mi az ismeretlen paraméter.
@ Intervallumbecslés: megadjuk azt az intervallumot, amelybe

az ismeretlen paraméter (elére adott) nagy valdsziniiséggel
beletartozik.



Statisztika, torzitatlan becslés

Definicio
Egy g, : R” — R vagy (R” — RX) fiiggvénysorozatot
statisztikanak neveziink.

Definicié
Egy (gn) becsléssorozatot a 9 € © ismeretlen paraméter
@ Torzitatlan becslésnek nevezziik, ha
E(gn(&1,&2,---,6n)) = 9.
o Asszimptotikusan torzitatlan becslésnek nevezziik, ha
limp—00 E(gn (&1, &2, - - -, &n)) = V.



Konzisztens becslés, hatasosabb statisztika
Definicié
A (gn) becsléssorozatot az ismeretlen ¢} paraméter konzisztens
becslésnek nevezziik, ha

nli[r;op(‘gn(é.bééa 0o 7§n) - 19‘ < 2’5) =0

tetsz6leges € > 0 esetén, (mas szavakkal a g,(&1,&2,...,&n)
valésziniiségi valtozé sztochasztikusan konvergal a ¥-hoz).

Definicio
Legyen a g, és a g,’, két torzitatlan becslése a ¢} paraméternek (azaz

E(gn(§17 §27 SO 75") =1 és E(g;({L €27 000 75”/) = 19) Azt
mondjuk, hogy a g, becslés hatasosabb a g, becslésnél, ha
kisebb a szérasa, azaz

D?(gn(é1, €2, - - -, &n) < D*(gn(61,&2, .. ., En)-



3. Alapstatisztikak



Alapstatisztikak

A kovetkezé alapstatisztikakkal fogunk megismerkedni

atlag ();

empirikus szérasnégyzet (s2);

korrigalt empirikus szérasnégyzet (s*?);
empirikus median (med);

median abszolat eltérés (MAD);
tapasztalati eloszlasfiiggvény (F});

hisztogramok.



Atlag

Definicio
A &1,6,...,&, minta X médon jeldlt atlaga:

n

= 1
&= > &
i=1
Tétel (Atlag tulajdonsaga)

Az atlag az elméleti varhato érték (m) torzitatlan becslése.

Proof.

A bizonyitas a varhaté érték additivitasa és homogenitasa alapjan
nyilvanvalé.



Tapasztalati szérasnégyzet

Definicié
Tapasztalati (vagy empirikus) szérasnégyzet:



Az s? tulajdonsagai:

1. Kiszamitasa:
1 n
2
= g 5’. —
n <
i=1

Az itt szerepls 1 57 | (¢;)? := mo mennyiséget tapasztalati
masodik momentumnak nevezziik.

gy s2 = my — (£)2.
2. Steiner formula: tetszéleges a € R esetén:

Z(x, —a)? - (x—a)

3. Ha &1,&, ..., &, paronként korrelalatlanok, akkor

n—1
_ o2.



A Steiner formula bizonyitasa

Legyen a € R tetsz6leges. Ekkor a teve szabalyt kell alkalmazni.

i=1 i=1

= ,]:’Z((Xi_3)2+2(Xi—a)(a—x)+(a_x)2) _

772 +2a—x)I172(x,-—a)+I172(a—y)2:
i=1 i=1
_2(%—a)? (R—a)2
fz 2 o(x — a)? +(Y—a)2:%Z(x,-—a)z—(?—a)z.

i=1

Megjegyzés: A Steiner-formulabdl a = 0 valasztassal kijon az 1.
allitas



Az E(s?) = 152 azonossag bizonyitasa.
Legyen &1,&5,...,&n paronkent korrelalatlan minta, m az elméleti

varhato értékkel és o2 elméleti szérasnégyzettel.

A bizonyitashoz a Steiner formulat kell alkalmazni a = m esetben.
A 2. allitas és a varhaté érték additivitasa és homogenitasa alapjan
kapjuk, hogy

_ %ZE(@- — m)? —E@E - m).

Nyilvanvalé, hogy
fZIE £E—m) = fna =0

Megmutatjuk, hogy E(£ — m)? = 152, ami egy kicsit

szamolasigényesebb. A bizonyitas soran felhasznaljuk az n-tago
Osszeg négyzetére vonatkoz6 azonossagot, azaz

(éa) Za +2) a3

i<j



A paronkénti korrelalatlansagot is felhasznalva kapjuk, hogy

se-m=5(250-150m) (256 m) -

i=1 i=1

1E<Z = m)’+2) (& - m)(g ))

i=1 i<j
(ZE(& —m)> +2> E(& — m)(g _m)>
'<J\_\o/_/
= —no" = ~-o".
n

n2

Az el6z6ek alapjan kapjuk, hogy

= %ZE(gl—m)Z _E(g_ m)2 :0_2 _ Eo_z _ ”;102.



Tétel

A tapasztalati szérasnégyzet az elméleti szérasnégyzet
asszimptétikusan torzitatlan becslése.

Definicié
Korrigalt tapasztalati szérasnégyzet:

azonban

maédon is szamolhaté.



Tétel

Az s*2 az elméleti szérasnégyzet torzitatlan becslése.

Proof.

Evidens a E(s}) = =102 miatt.



Definicié
Ha £ egy abszolat folytonos valésziniiségi valtozé, akkor a &

medianjanak azt a v € R szamot nevezziik, amelyre F(v) = 3.

Definicid
*

Legyen a rendezett minta: & < &5 < --- <&
Tapasztalati median:

&k + &k
== ha n = 2k
med(§;) == 2 7 an ’
&k han=2k—1.
Definicié
Jeldlje med a &1, &, ..., &, minta tapasztalati medianjat. Ekkor a

MAD(&1,-..,&n) = med(|& — med|, ..., |¢, — med])

mdédon definialjuk.



Definicié
Tapasztalati eloszlasfiiggvény Legyen &5 < &5 < --- < &, egy
rendezett minta. Ekkor az F} : R — R

0, ha x < &,

* k * *
Fr(x) = - ha & < x < &ipq,

1, ha x > ¢&;.

médon definialt fliggvényt tapasztalati eloszlasfiiggvénynek
nevezziik.



Tehat I}, egy olyan monoton ndvekvé balrél folytonos 1épcsés
fliggvény, amely a rendezett minta minden elemén %—et ugrik.
A tapasztalati eloszlasfiiggvény mas médon is bevezethets:

n

N 1
IFn(x) = N Z I]Ei,-i-oo[(x)y
i=1

ahol az Iy : R — R fiiggvény

(%) 1, hax € H;
x) =
A 0, egyébként.

médon van definialva tetszéleges H C R esetén. Az Iy fliggvényt a
H halmaz indikatorfiiggvényének nevezziik.

Ez utébbi definicié jobb, mint az el6z8, mivel nem igényli a
mintaelemek paronkénti kiilonbdzéségét.



Glivenko-Cantelli tétel

Tétel
Glivenko-Cantelli tétel vagy a matematikai statisztika alaptétele:

P ( lim sup |F%(x) — Fa(x)| = 0) =1

n—o0 x€R

ahol F az elméleti eloszlasfiiggvény, ami azt jelenti, hogy a
tapasztalati eloszlasfiiggvény visszaadja annak az eloszlasnak az
eloszlasfiiggvényét, amelybdl a minta szarmazik.



4. Becslési médszerek



Maximum likelihood becslés

Tegyiik fel, hogy &1,...,&, egy fiiggetlen minta ¢ ismeretlen
paraméterrel.

n

Hp(g;,ﬁ) diszkrét minta esetén,

L(gla”'vfnvﬁ) = i:nl

H f(&,0) abszolut folytonos minta esetén
i=1

ahol p(+,9) jeldli azt az eloszlast, amelybdl a diszkrét minta
szarmazik, illetve abszolut folytonos esetben f(-, ) jeldli azt az
ismeretlen eloszlas siirliségfiiggvényét az L fliggvényt likelihood
fliggvénynek nevezziik.

Jelélje 9 az ismeretlen ¥ € © paraméter maximum likelihood
becslését.



~

A Y meghatarozasa:

A9 az a hely, ahol az L(-) fiiggvény a maximumat felveszi, azaz

-~

L(9) = max L(¥).
A technikai kivitelezéshez felhasznaljuk azt az analizisbél ismert
tételt, hogyha egy derivalhaté fliggvénynek egy pontban lokalis
maximuma, vagy minimuma van, ott az elsé derivalt eltinik.
Azokat a pontokat, ahol egy derivalhaté fiiggvény elsé derivaltja
eltiinik a fliggvény stacionarius pontjainak nevezziik. Tehat meg
kell keresniink az ¥ — L(¥) fliggvény stacionarius pontjait.



Mivel a 9 — L(¥) fliggvény szorzat alaka, és a szorzat alaka
fliggvényt nem kdnnyii derivalni, igy vessziik a ¥ — L(1) fiiggvény
logaritmusat, a

¥ — 1(9) = In(L(9))

fliggvényt, amelyet log-likelihood fiiggvénynek neveziink és /(9)
modon jeldliink.
A log-likelihood fliggvénynek tébb j6 tulajdonsaga is van:

e mivel az In fiiggvény szigoraan novekvé, igy a ¥ — I(9)
fliggvénynek ugyanazok a maximumhelyei, mint a ¢ — L(})
fliggvénynek;

@ a logaritmus szorzatot Osszegbe visz, igy a derivalas
konnyebben kivitelezhets.

Osszegezve: Meg kell oldanunk a ;9/(19) = 0 egyenletet, majd

meg kell vizsgalnunk, hogy a kapott ¥ valéban maximum helye
¥ — 1(9) fiiggvénynek. Ez utdbbi vizsgalattdl rendszerint
eltekintiink.



A maximum Likelihood médszer tulajdonsagai:

@ Nem mindig ad torzitatlan becslést;
@ Mindig konzistens becslést ad,;

@ A leghatasosabb becslést adja (amennyiben van ilyen).



k-adik elméleti momentum, k-adik empirikus
momentum

Ha egy & egy val6sziniiségi valtozo, akkor a & k-adik elméleti
momentumat

Vi = E(gk)
médon definialjuk (amennyiben létezik).
Ha &1,&, ..., &, egy fiiggetlen minta Ggy, hogy az eloszlasnak,
amelybdl szarmazik létezik a k-adik momentuma, akkor ezt a
k-adik empirikus momentummal kozelitjiik, ami

1 n

. E k

my ‘= ; - 15,'
=

médon van definialva.



A momentumok maddszere

Adott egy &1,&2,...,&, fuggetlen minta ismeretlen paraméterekkel,
a célunk az ismeretlen paraméterek meghatarozasa.

Az ismeretlen paraméterek kifejezhet6k elméleti momentumokkal,
bar ehhez gyakran nemlineéaris egyenletrendszert kell megoldanunk.
Ekkor az ismeretlen paraméterek becslésekor az elméleti
momentumok helyett a tapasztalati momentumokat hasznaljuk.



Példaul:

o A fiiggetlen minta a Poiss(\) eloszlasbél szarmazik, és az
ismeretlen \ paraméter becslése a cél. Mivel ekkor E(£) =
igy a A ismeretlen paraméter becslése = &. Ebben az
esetben, mivel D?(€) = ), igy az ismeretlen paraméter akar
X=rmp— (€)?> médon is becsiilhets lenne, de ebben az esetben
a \ = ¢ becslést kell valasztani, mivel alacsonyabb foka.

@ Haa ﬂjggetlen minta Exp(\) eloszlasbdl szarmaZ|k akkor
E(&) = /\, igy az ismeretlen A paraméter A= 2 maodon
becsiilhetd.

@ Ha az ismeretlen minta N'(m, 02) eloszlasbél szarmazik, akkor
az m ismeretlen paraméter m = &, a o2 ismeretlen paraméter

o2 = my — (€)? médon becsiilhets.



Vége a 10. eléadasnak



