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1. FEJEZET

1. BEVEZETES

A mindennapi nyelvben a ”véletlen” altalaban elérelathatatlant vagy ismeretlent
jelent. fgy, ha valaki az autobuszok beérkezését figyeli anélkiil, hogy a menetrendet
ismerné, azt mondhatja, hogy a buszok véletlenszertien érkeznek. Miutan attekinti
az egynapi tapasztalatait, mindossze annyit mondhat, hogy a menetredhez képest
bizonyos varatlan eltérések mutatkoznak. A véletlenszertiség ezen vonasara, az elore-
lathatatlansdgra, altalaban nem szokés hivatkozni a ”véletlen” pontos matematikai
definicigjaban. Ha a sziikséges szigorral akarjuk a véletlent definidlni, meg kell mon-
danunk, hogy kinek, milyen koriilmények kozott és milyen eszkozok felhasznélasa
mellett volt az esemény elérelathatatlan. Egy ilyen definiciét miindannyiszor feliil
kellene vizsgdalni, valahanyszor a tudomany elérehaladasa lehtévé teszi egy kordbban

elorelathatatlan esemény jéslasat.

Tekintsiik a legegyszeriibbnek gondolt, véletlen kisérletet, azaz egy szabdlyos
pénzdarab feldobasat (zarjuk ki a zavard eseteket: megéll az élén, nem esik le, elgurul).
Ez azt jelenti, hogy kétféle eredmény lehet: fej (jelolje 0) és iras (jelolje 1). Dobjuk
fel a pénzdarab 200-szor és jegyezziik fel a sorozatot. Az ilyen lehetséges sorozatok
szama

2200 —1606938044258990275541962092341162602522202993782792835301376 L)
1.1
~1.6- 1099,

Ha latunk egy ilyen sorozatot, akkor ez alapjan tudunk-e valamit mondani a pénzda-
rabrél. Mikor mondhatjuk, hogy véletlen kisérleteket végeztiink? Egy véletlennek
tekintett kisérlet esetén hogyan készithetiink mérdszamokat, torvényszertiségeket és

hogyan ellendrizziik ezeket?

Léteznek-e ”tokéletes” végtelen véletlen sorozatok? A vélasz igenl6, s6t némely

nagyon szabdlyosnak latszé sorozat is kielégitheti a feltételeket.
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BEVEZETES

Az egymas utani természetes szamok kettes szamrendszerbeli alakjat irjuk egy-

mas mellé nagysag szerint:

1,10,11,100,101,110,111, 1000, .. .. (1.2)
Megmutathato, hogy k minden értékére és minden k hosszusidgu By = by, bs, ..., by
blokkra: ( (

. N n,Bk . N n, Bk 1

1 = lim ——% = —. 1.3

Alapfeladatunk a véletlen kisérletek leirasa, azaz kovetkeztetés tapasztalati ada-

tokDbdl az ismeretlenre. Tekintsiik a kovetkezo szamhalmazokat:

1.1. tablazat: Véletlen értékek I.

3.88, 7.70, 1.65, 6.42, 4.29, 3.01, 1.41, 6.54, 3.58, 9.05, 1.12,
1.74, 6.17, 3.38, 2.50, 4.01, 2.96, 8.48, 3.76, 5.75, 6.45, 7.89,
1.77, 2.32, 8.83, 4.10, 9.18, 4.99, 1.30, 7.17, 2.00, 9.24, 2.25,
7.80, 8.60, 5.84, 5.05, 8.56, 8.49, 6.95.

1.2. tablazat: Véletlen értékek II.

-0.340, 28.53, -12.38, -24.89, -6.636, -19.16, -4.626, 1.275,
837.7, -11.83, 21.33, -54.07, 33.24, 1.238, -123.4, 13.61, -65.22,
16.04, 129.9, 54.14, -16.92, -3.643, 88.06, -5.665, -89.20, 8.75,
-5.429, -6.107, 411.4, 8.04, -5.791, 18.23, 1.357, -21.18, 51.81,
105.8, -14.51, 10.78, 7.38, -21.65, -12.96, -3.379, 17.48, 4.310,
15.23, -7.661, 1.853, -16.84, -19.26, -16.47.

1.3. tablazat: Véletlen értékek III.
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0.082, 0.668, 1.872, -1.494, 1.336, -2.547, -0.575, -3.587,
-2.121, -0.030, -1.927, 2.916, 4.542, -2.921, 2.640, -1.718,
2.772, 1.398, -2.021, 2.310, 0.373, 0.163, 0.118, -2.551, 1.691,
2.121, 0.499, 0.711, -2.982, 2.799, -0.569, -3.025, 1.649, -4.036,
0.314, 3.044, 3.482, 0.732, -2.225, -0.469, -1.882, -0.481,
-2.581, 0.747, -2.886, -3.271, 1.317, 0.780, 1.803, -2.012,
-4.149, -3.657, -0.214, -2.372, 0.997, -1.300, -2.129, -2.567,
-0.223, 1.452.

Mar ezeket a nem tul nagy szamhalmazokat is nehezen tudjuk attekinteni. A
koriilmények ismerete nélkiil arrél sem tudunk nyilatkozni, hogy véletlennek tekinthe-

toek-e. Véletlen értékek I-III. bemutatasa a tananyag legvégén.

A tananyag keretében megprobalunk felépiteni olyan matematikai modelleket,
amelyek segitik a véletlen megértését, a torvényszeriiségeinek megismerését és a kovet-
keztetést tapasztalati adatokbdl. Olyan moédszerek kidolgozasa, amelyek lehetové
teszik tapasztalati adatok informéciéinak feldolgozasat, kisérletek tervezését, szamuk
optimalizalasat és szimulacidjat.

A tananyag feldolgozasa soran fontos a tapasztalatszerzés, a valdsziniiség szemlé-
letes és absztrakt fogalmanak helyes kialakitasa. Valtozatos kombinatorikai feladatok
megoldasa, a kezdeti tapasztalatszerzések soran a megszamolhatdsag, felsorolhatésag;
kés6bb a jol leirhat6 alapelvek(6sszegzés, szorzas), képletek adhatjak a kezdeti hét-
teret. A sejtések megfogalmazasa a valdszinliségekre végtelen halmazok esetén. A
véletlen, a valdsziniiség nehéz, absztrakt fogalom, ezért fontos a tapasztalatok és
a tényleges érték Osszevetése. A matematikai modellek segitségével, a valdsig sz-
imulalasaval meg kell ismerni a médszereket, alkalmazhatosdgukat és korlataikat. Mit
szabad és mit nem? Tekintsiik a kévetkezd problémat: a tablazat alapjan jol lathato,
hogy Anglia egy bizonyos térségében, a felsorolt hivatasok mindegyikében, a ndék si-

keresebbek. Osszességében mégis a férfiak tiinnek a sikeresebbnek. Lehetséges ez?
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BEVEZETES

1.4. tablazat: Simpson-féle paradoxon.

N6k Férfiak

Alkalmazott | Sikeres | % | Alkalmazott | Sikeres | %
Gazddsz 240 63 | 26 512 112122
Informatikus 26 727 228 58|25
Mérnok 164 52|32 972 | 25226
Orvos 416 99|24 578 140 | 24
Allatorvos 338 53 (16 180 2212
Osszesen 1184 274 | 23 2470 584 | 24

Roviden a tananyag felépitésérdl: A 2. fejezetben elkészitjiikk a valdszintiségi
mezét, azt a matematikai(absztrakt) modellt, amely alkalmas a véletlen kisérlet leira-
sara, mérésére. Definidljuk a klasszikus és a geometriai modellt és ezek néhany
specialis esetét. A 3. fejezetben valds szamot rendeliink a véletlen kisérlet lehetséges
eredményeihez, majd ehhez a fliggvényeket jellemezziik valdszintiségi torvényszeri-
ségekkel illetve numerikus jellemzokkel. A 4. fejezetben tovabb vissziik arra, amikor
a lehetséges eredményeket tobb szam egyiittes megaddsaval (vektor) irhatjuk le. Az
5. fejezetben megadjuk a mintavételezés alapelveit, és a mintabdl szamitott néhany
alapstatisztikat. A 6. és a 7. fejezet a minta feldolgozasdnak két nagy teriiletérol
sz6l. Eloszor a minta alapjan valészintiségeket, illetve valdszintiségi torvényszeriiségek
ismeretlen paraméterei készitiink becsléseket. Ezutan a 7. fejezetben a feltevéseink
(hipotéziseink) vizsgalatat végezziik el. A 8. fejezet tartalmazza a szimuldcids tech-
nikdk elsajatitasahoz sziikséges minimalis alapokat. A 9. fejezet a Fiiggelék, amely-
ben szerepelnek a tananyag elsajatitasdhoz a jelolések, néhany kozvetleniil kapc-
solodé matematikai teriilet alapfogalmai, allitasai. Tovabba néhany tablazat, hogy

szamitogépes hattér nélkiil is oktathatdak legyenek a modszerek.
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2. A VALOSZINUSEG FOGALMA

2.1. Eseménytér, miiveletek eseményekkel.

Definicié: Egy véletlen kisérlet lehetséges eredményeinek Osszeségét eseménytér-

nek (mintatér) nevezziik. Jele: Q. Az Q elemeit elemi eseményeknek nevezziik.
Definicié: Az () részhalmazainak egy F rendszerét o-algebrdnak nevezziik, ha
(1) Qe F,

(2) A e F, akkor A € F,

(3) A,B € F, akkor AUB € F,

(4) Ay, Ay,... € F, akkor Ay UAsU... € F.

Az F elemeit pedig eseményeknek nevezziik.

Megjegyzés: 1. Ha csak (1), (2), (3) teljesiil, akkor az F halmazrendszert

algebranak nevezziik.
2. Ha A, B € F, akkor AN B € F.
2.1. Példa: (a) F = {Q,0} mindig o-algebra.
(b) Legyen = {1,2,3,4,5,6, }, ekkor F = {Q,0,{5},{1,2,3,4,6}} o-algebra.
(c) Ha Q ={1,2,3,4,5,6,} és {i} € F, (i € Q) azaz minden egy elemii halmaz
esemény, akkor a o-algebra tulajdonsagai szerint minden részhalmaz esemény. Tehat

F=P(Q) =2% (2.1)

Ez véges esetben altalaban igy van. O
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Definicié: Az Q halmazt szokds biztos eseménynek, az () halmazt pedig lehetetlen
eseménynek nevezni. Tovabbd, az A esemény bekovetkezik, ha a kisérlet eredménye

eleme az A halmaznak.

Megjegyzés: Az AU B esemény bekovetkezik, ha legaldabb az egyik koziiliik
bekovetkezik, mig az A N B esemény akkor kovetkezik be, ha mind a ketté bekovet-
kezik.

Definicié: A P : F — R nemnegativ leképezést valdsziniiségnek nevezziik, ha
(1) P(Q2) =1,
(2) AN B =0, akkor P(AU B) = P(A) + P(B),

(3) A1, A, ... egymast kdlesonosen kizard események

(azaz A,NA;=0,hai<jési,j=1,2,...), akkor
P (U Ai> =Y P(4). (2.2)
i=1 i=1

Megjegyzés: 1. Az (1)-(3) tulajdonsdgokat szokds a valdsziniliség axiéméinak

nevezni.
2. Véges Q) esetén a (3), az tn. o-additivitds, nem sziikséges.
Kovetkezmény: (1) P(A)=1— P(A).
(2) P(0) =0.

(3) P(B\A) = P(B) — P(AN B).

(4) P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B).

(

5) Ha A C B, akkor P(A) < P(B).

(6) Ha B,,+1 C B, és ﬂ B,, =0, akkor lim P(B,)=0.

n— 00
=1

Bizonyitas: (1) 1= P(Q) = P(AU A) = P(A)+ P(A), hiszen AN A =0, és

igy alkalmazhaté a 2. axiéoma.
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(2) Alkalmazzuk (1)-et. Q = (.

(3) Mivel B\A=BnN A,é B=(Bn A)U (BN A), ezért
P(B)=P((BNn A)U(BNA))=PBn A)+ P(BnA). (2.3)

(4) Mivel AUB = AU (B\A), ezért a 2. axiéma és a 3. kovetkezmény alapjin
adédik az §llitas.
(5) Ha A C B, akkor AN B = A, igy a 3. kdvetkezmény alapjan
0 < P(B\A) = P(B) — P(A). (2.4)
Itt kihasznaltuk, hogy a valésziniiség nemnegativ.

(6) Legyen A,, = B,\Bp+1 (n € N), ekkor Ay, Ag, ... egymast kolcséndsen kizard

események. Tehat alkalmazhaté a 3. axiéma.

P(B) = P ([] Ai) =3 P(A)
= z_: P(A;) + Z P(4;) (2.5)

=3 P(A) + P(B)

A sor konvergencidjanak definiciéjabol

lim » P(4;) =0, azaz lim P(B,)=0. (2.6)

n—oo

Q.E.D.

Megjegyzés: 1. Az 5. kovetkezményt szokas a valdszintiség monotonitasanak

is nevezni. Ennek fontos kovetkezménye, hogy ha A € F, akkor
0<PA) <L, (2.7)

7



A VALOSZINUSEG FOGALMA

mert ) C A C Q.
2. Hasonldan a 6. kovetkezmény a valdszintiiség folytonossaga.
Definicié: Az (2, F, P) harmast valdsziniségi mezdnek nevezziik.

2.1. TETEL: Adott az alaphalmaz, és az F o-algebra. Tovabba, teljesiil, hogy
P:F —10,1], P(Q) =1, ésha AN B =), akkor P(AU B) = P(A) + P(B), ekkor a

kovetkezo allitasok ekvivalensek:
(1) P o-additiv, azaz teljesiil a 3. axiéma.

(2) P felilrdl folytonos, azaz ha A, C A,41, akkor
lim P(A,) =P (U AZ-) ; (2.8)
i=1
(3) P alulrdl folytonos, azaz ha A, 1 C A,, akkor
lim P(A,) =P (ﬂ Ai) ; (2.9)
i=1

(4) P folytonos a 0-ban, azaz teljesiil a 6. kovetkezmény.

Bizonyitas: (vdzlat) (1) = (2):

A =40J4in\4). (2.10)

(2)=0)
P <ﬁ Al) —1-P (D E) =1 nlgr;OP(A_n) = lim P(A,) (2.11)
(3) = (4)

[ Ai=0. (2.12)
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(4) (1) : Legyenek Ap, As,.. egymast kolesonosen kizdrd események és

U A;, ekkor B,,+1 C B, és ﬂ B, =0, azaz lim P(B,) = 0. Viszont

imnt1 i1 n— 00
P ([j AZ> =P (CJ Al) —l—P( [j Al> =P (O AZ> —f—P(Bn). (2.13)
i=1 =1 i=n+1 i=1

2.2. TETEL: (Poincaré) Az Ay, As,..., A, eseményekre
k
(U A; ) Z N A NP (2.14)
k=1 i1 <ig < <ig j=1

ahol az Osszegzést az Osszes lehetséges {i1,i2,...,ix} C{1,2,...,n}

esetre tekintjiik.

Megjegyzés: A formula a 4. kovetkezmény &ltalanositasa. Teljes indukcidval

konnyen bizonyithato.

2.2. Klasszikus valdésziniiségi mezo.

Definicié: Ha az elemi események szama véges és valdsziniiségiik megegyezik,

akkor a valdszinliségi mezot klasszikusnak nevezziik.

Megjegyzés: 1. A definicié6 nagyon rovidnek tiinik, ha arra gondolunk, hogy
egy specialis helyzetben megadja a teljes matematikai modellt (a val6szintiségi mez6t).
Felmeriil a kérdés, hogy a modell minden része szerepel-e benne. A vélasz igen. Ha
az elemi eseményeknek van valészinlisége azt gy kell értelmezni, hogy az alaphalmaz

minden egy elemi részhalmaza esemény. Ekkor viszont
F =29 (2.15)

azaz J a hatvanyhalmaz.



A VALOSZINUSEG FOGALMA

2. Legyen |Q| = n és jeldlje az elemi eseményeket w; (i =1,2,...,n). Ekkor

1=Hm:P<U@m>=z}wwwzmwwn (2.16)

Tehat P({wi}) = ~ (i = 1,2,... 7).

3

3. Legyen A C () tetszéleges, ekkor felirhaté

A:{wil,wiw...,wik} (217)
alakban. Ekkor
k k 4]
P =P Ut} | = Y PUw)) = kP(wh) = g (218)

Ezzel minden részhalmaznak meghataroztuk a valdszintiségét. Tehat az in. klasszikus

képlet:
kedvez6 esetek szama

valoszinliség = (2.19)

Osszes esetek szama

2.2. Példa: Dobjunk fel egy dobokockat kétszer. Mennyi a valdszintisége, hogy
legaldbb egy hatost dobunk!

Megoldas: A két dobéas eredménye egy szampar, azaz
Q={(,5)]1 <i,7 <6}, |9 =36. (2.20)
Jelolje A a legalabb egy hatost, ekkor
A={(,06)]1 <i<6;U{(6,j)]1 <j<6}, [A=1L (2.21)
Tehat a keresett valdszintiiség

peay= A1 g (2.22)
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VISSZATEVESES MINTAVETEL: Adott N darab kiilsnb6z8 objektum, ame-
lyek koziil s darab rendelkezik egy bizonyos tulajdonsaggal, példaul selejt. Vissza-

tevéssel kivesziink n darabot. Legyen a kivett selejtek szama &. Mennyi a valdszintisé-

ge, hogy ¢ =k, ahol 0 < k < n.
(Z) sE(N — s)nk

Nn

pr =P =k)= (2.23)

Legyen p = %, akkor
n .
Pie=1 = () )rta-p. (2.24)
Tehat csak a selejtaranytdl fiigg a valdszintiség. O

2.3. Példa: Legyen egy dobozban 3 piros és 7 kék golyd. Visszatevéssel hiizunk
100-szor. Mennyi a valésziniisége, hogy a piros hizéasok szama(§) (a) 28 < £ < 33,
(b) 20 < £ < 40.

Megoldas: (a)

P(28<£<33)=P(E=28)+ P(6=29) +...+ P(¢ = 33). (2.25)

P(28<¢(<33)=>Y PlE=k) =) <1ZO) 0.3%(1 — 0.3)100-k, (2.26)

k=28 k=28
27100
> < . )0.3’“(1 —0.3)'00* ~ 0.4828916007. (2.27)
k=28
(b)
2 /100
P20 <£<40)= ) ( L )0.3’%1 —0.3)1997% ~ 0.9786143845. (2.28)

k=20

Megjegyzés: Legyen a hizasok szama 10000.

200 710000
P(2850 < £ < 3200) = ) ( L >0-3k(1 —0.3)10000-F ~ 0.9995078261. O

k=2850
(2.29)

11
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VISSZATEVES NELKULI MINTAVETEL: Adott N darab kiilonb6zé objek-
tum, amelyek koziil s darab rendelkezik egy bizonyos tulajdonsaggal, példaul selejt.
Visszatevés nélkiil kivesziink n darabot. Legyen a kivett selejtek szama £. Mennyi a

valésziniisége, hogy £ = k, ahol 0 < k < min{n, s}.

R ] o) o

(%)

Megjegyzés: 1. Az n elemii sokasagbol
n” (2.31)

szadmu visszatevéses és

n(n—l)...(n—k+1):(n_k>! (2.32)
visszatevés nélkiili k£ elem{ minta veheto.
2. A pg valészintiségek definiciéjabol kévetkezik, hogy
po+pr+...+pp=1, (2.33)
amelybol
(Z) sE(N — 5"~k = N, (2.34)
k=1
illetve

OO QCD - O0)-C) e

Legyen a selejtek, a nem selejtek és a kivalasztottak szama is n, ekkor az el6z6

(0 () () - () o

12
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2. FEJEZET

2.1. FELADAT: n elemili sokasaghdl visszatevéssel k elemli mintdt vesziink.
Keressiik meg annak az eseménynek a valdszin{iségét, hogy a mintaban egyetlen elem

sem fordul el8 kétszer!
Megoldas:

Kedvezo esetek: visszatevés nélkiili mintavétellel is megkaphatnank. A keresett
valészintiség:
nn—1)...(n—k+1)
nk

.0 (2.37)

p:

A kovetkezé két példa és a kozelitések azt mutatjiak, hogy a valdszintiségekre
vonatkozo érzéseink nagyon megbizhatatlanok. S6t nagy szdmok esetében az érzéseink

gyakorlatilag hasznalhatatlanok.

2.4. Példa: (sziiletésnap) Egy teremben k személy tartézkodik. Mennyi a

valoszintlisége, hogy koziiliik legalabb ketto sziiletésnapja megegyezik?
B 365-364-...-(365 —k+1)

S5 . (2.38)

p=1

2.1. tablazat: Sziiletésnap.

k 1—p
) 0.97286
10 0.88305
15 0.74710
20 0.58856
23 0.49270
30 0.29368
40 0.10877
88 0.00001

2.5. Példa: (Lotté 90-bdl 5) A lottén k alkalommal hiztak ki szamotost.

Mennyi a valészinlisége, hogy koziiliik legalabb kettd szamotos megegyezik?

13
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Megoldas:
, (2.39)

ahol
n = (950) = 43949268.

2.2. tablazat: Lotto 90-bdl 5.

k 1—p

500 0.99717
1000 0.98870
2000 0.95553
3000 0.90271
4000 0.83361
5000 0.75249
7806 0.49998
10000 0.32057
20000 0.01055
31800 0.00001

Megjegyzés: J6l lathatd, hogy £ << n. 1957-t6l kb. 3000 hizéas tortént

szamunkra mégis furcsa, hogy eddig nem fordultak el ugyanazok a szamok. O

2.3. Geometriai valosziniiségi mezo.

A geometriai valészinliségi mezo bevezetése, a valdszintiség definicidja a klasszikus
valésziniiségi mez6 analdgiajara torténik. Bevezetése, alkalmazasa soran kideriil, hogy
a sziikséges elméleti alapokat majd csak a valészinliségi valtozdkndl illetve a véletlen

vektoroknal definidljuk.

14
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A kovetkez6 definiciot fogadjuk el a szemlélet alapjan a klasszikus valdszintiségi
mez6 mintajara.

Definicié: Legyen Q2 C R", amelynek 1étezik és véges a nagysiga(jeldlje m(€2)).
Tovabba legyen 2 minden eleme(pontja) azonos "esélyi” és A C 2, amelynek szintén

létezik az m(A) nagysdga. A

m(A)
= 2.40
()= (2.40)
mennyiséget az A valdsziniiségének nevezziik.
Megjegyzés: 1.
P(4) = m(kedvezé esetek) (2.41)

m(6sszes eset)
2. Egy halmaz nagysigan a hosszat, teriiletét, térfogatat(mértékét) értjiik.

3. Legyen Q = [0,1] és m pedig a hosszisag, ekkor minden @ € [0,1] pontra
csak az m({Q}) = 0 lehetséges. Ebbél rogton kovetkezik, hogy minden legfeljebb

megszamldlhatéan végtelen halmaz nagysaga(hossza) 0.
4. Létezik halmaz, amelynek nincs Lebesgue-mértéke.

Nem mérhetd halmaz konstrukcidja: Legyen Q = [0,1] és m pedig a hosszisag.
Az a,b € Q) relaciéban van, ha a — b € Q, azaz racionalis. Ez a relacio reflexiv, szim-
metrikus, tranzitiv. Tehat ekvivalenciarelacio, amely osztalyozast hoz 1étre. Defini-
aljuk az E halmazt oly médon, hogy minden osztalybdl kivesziink egy elemet. Ez

lehetséges a halmazelmélet kivalasztasi axidémaja szerint. Legyen
QQQZ{Tl,’I‘Q,...}, (242)
B = {a 410 — [0+ 1]z € B}, (2.43)

ekkor az E,, halmazok paronént diszjunktak és U FE, = Q. Ha E mérheto, akkor E,
n=1
is és nagysaguk megegyezik. Tovabba

3 m(E,) = 1, (2.44)

n=1
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ami lehetetlen, mert a sor tagjai mind egyenloek. Ez azt jelenti, hogy E nem mérheto.
5. Létezik kontinuum szamossagu halmaz, amelynek 0 a Lebesgue-mértéke.

A Cantor-féle triadikus halmaz: Legyen E; a kozépso része a [0, 1] interval-

1 2
lumnak, azaz E; = ) . Tehat = € [0,1]\Ey akkor és csak akkor, ha hirmas

33
szamrendszerben az els6 jegy (a 0 utdn) a 0 vagy a 2. Legyen Fy a kozépsé részek

1 2 78
uniéja a [0, 1]\ £1 halmazbdl, azaz E; = <§, 5) U <§, 5) . Tehét x € [0, 1]\(E1 U E>)
akkor és csak akkor, ha hdrmas szdmrendszerben az els6 két jegy (a 0 utédn) a 0 vagy
a 2. Folytassuk a konstrukciét: legyen F,, a k6zépso részek unidja a [0, 1]\ (Ey U Eq U

...UE,_1) halmazbdl. Cantor-féle triadikus halmaznak nevezziik a

C:mﬂ\GEn (2.45)

halmazt. Tehat x € C' akkor és csak akkor, ha harmas szamrendszerben a szamjegyei

csupan a 0 vagy a 2.

A C halmaz nemmegszamldlhato. A konstrukcié alapjan

nuﬁh)=:<§) (g)nl, 7n«j):1._;§;(§) (g)nlz(yu (2.46)

2.6. Példa: Vilasszunk két szamot ”véletleniil” a [0, 5] intervallumbdl. Legye-

nek ezek b és c. Mennyi a valdszintisége, hogy az
224+ br+c=0 (2.47)

masodfoki egyenletnek nincs valés gyoke?

Megoldas: Az egyenletnek nincs valds gyoke, ha a diszkriminansa negativ, azaz

b? — 4c < 0. Az alaphalmazunk

Q = {(b,c)|0 < b,c < 5}, (2.48)

16
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amely egy 5 egységnyi oldali négyzet a (b,c) koordinatarendszerben. A kedvezd

eseteket a négyzet azon része adja, amikor

b2
0<e< R (2.49)
azaz a parabola alatti rész. Jeldlje ezt A.
(@) = 25 (A)—/5b2db— 017 _ 1% (2.50)
ey E e A= YT 2], T 12 '
Tehat
125
A ke
P(A):mzﬁziﬂ (2.51)

2.2. FELADAT: (Bertrand paradoxon) Hatarozzuk meg annak a valdszintisé-
gét, hogy a kor egy tetszolegesen vett hurja nagyobb legyen, mint a korbe irt egyenld

oldali haromszog oldala (C' esemény)!

1. megoldéas: A hur helyzete meghatarozott, ha megadjuk a kozepét. Tudjuk,

hogy az R sugarud korbe irt egyenl6 oldali haromszog oldaldnak kozepe ) tavolsagra

R
van a kor kozéppontjatél. Tehat ha a hur kozepe az adott korrel koncentrikus )
sugaru kor belsejében van, akkor a korbe irt egyenlé oldalid haromszog oldalanal

nagyobb hurt kapunk és igy

P(C) = @ _1 (2.52)

TR2 4
2. megoldas: Ha A és B a hur végpontjai, akkor ahhoz, hogy az AB szakasz
nagyobb legyen, mint a korbe irt egyenl6 oldalt hdromszog oldala, az sziikséges, hogy
ha felvesziink még két mas A;, As pontot, melyek az A ponttal egyiitt a kor kertiletét
hiarom egyenld részre osztjik, a B pont az A; A, iven helyezkedjék el. A keresett
valoszintliség tehat

P(C) = (2.53)

1
=
17



A VALOSZINUSEG FOGALMA

3. megoldas: Rogzitjik a hur irdnyat, és merdlegesen ra egy atmérét huzunk,
melyet négy egyenld részre osztunk (a negyedel6 pontok legyenek E, F'). A hur na-
gyobb, mint a korbe irt egyenlé oldalii haromszog oldala, ha a kozepe az E és F

pontok kozott helyezkedik el. Tehat

O (2.54)

Megjegyzés: Harom kiilonb6z6 eredményt kaptunk, mert mindegyik esetben
mas mértéket hasznaltunk. Az utolsé esetben invaridns a mérték az ortogonalis transz-

forméaciécsoportra.

2.4. Feltételes valoszintiség.

2.7. Példa: Dobjunk fel egy dobdkockat kétszer. Jelolje A, B azt az eseményt,
hogy a dobésok Osszpontszama 6 illetve 7. Legyen C' az az esemény, hogy az els6

dobas paros szam. Ekkor

Q={(,7)|1<i,j <6}, [Q=36. (2.55)
P(A):%, mert A = {(1,5),(2,4), (3,3), (4,2), (5, 1)}.
P(B):%, mert B = {(1,6),(2,5),(3,4), (4,3), (5,2), (6,1)}.
P(C)z%, mert € = {(i, j)]i = 2,4,6,1 < j < 6}. 256
P(ANB)=0, mert ANB=04.
P(AmC):%, mert ANC = {(2,4), (4,2))}.
P(BmC):%, mert BNC = {(2,5),(4,3),(6,1)}.

A tovabbiaknal tételezziik fel, hogy C' bekovetkezett, azaz az els6 dobds paros szam.

Ekkor az Osszes eset csak a C' halmazra korlatozodik. C' az alaphalmaz. Ekkor

2
P(A, ha C bekovetkezett) =15’ mert ANC ={(2,4),(4,2)}.
(2.57)
P(B, ha C bekovetkezett) :%, mert BNC ={(2,5),(4,3),(6,1)}.0

18
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Definicié: Az A esemény B feltétel melletti feltételes valosziniségének nevezziik

a
P(ANB)
P(AB) = ————= 2.
(AIB) =~ (258)
mennyiséget, ha P(B) > 0.
Megjegyzés: A P(:|B) : F — R leképezés tényleg valoszintiség.
2.3. TETEL: (szorzasi szabaly) Ha P(A) > 0, P(B) > 0, akkor
P(ANB)= P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B). (2.59)
n—1
2.4. TETEL: Ha az Ay, As, ..., A, eseményrendszerre P( ﬂ A;) > 0, akkor
i=1
P(()Ai) = P(A1)P(As|Ay) -+ P(An|A; N Ay .. 0 Apy). (2.60)
i=1
Definicié: Az Ay, Ao, ... eseményrendszert teljes eseményrendszernek nevezziik,

(e @]
ha A;NA;=0,hai<jésij=12,..¢é |JA =
=1

2.5. TETEL: (teljes valésziniiség) Ha A;, As, ... teljes eseményrendszer és
P(A;) >0,hai=1,2,..., akkor tetszéleges B esemény esetén

P(B) = i P(B|A;)P(A;). (2.61)
Bizonyitas:
P(B)=P(BNQ)=P(BN [j A;) = P(G(B NA4;)) =
=t =t . (2.62)

S PBAA) =3 PUA)P(BIA)

Felhaszndlva a teljes eseményrendszer tulajdonsagait, a valdsziniiség 3. axiomajat és

a szorzasi szabalyt. Q.E.D.
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Megjegyzés: 1. A és A teljes eseményrendszert alkot.

2. ANB, AN E, AN B és ANB teljes eseményrendszert alkot.

2.3. FELADAT: Bizonyitsuk be, hogy

" In+k 1 _1
Z k 2n+k:_

k=0

I. megoldas (kombinatorikus):

Pascal-haromszog tulajdonsag:

") =0+ ()

Legyen

azaz az allitas, hogy

Sp =2".

Teljes indukcié szerint bizonyitunk.

N1 /21

Tegyiik fel, hogy n-re teljesiil, hogy

S, =2"
n+1 n+1
n+k+1\ 1 n+k n+k 1
s =3 (" ) G ()]
k=0 k=1

(2.63)

(2.64)

(2.65)

(2.66)

(2.67)

(2.68)
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n . n—+1
B n+j+1\ 1 n+k\1
Sn+1—2( i >—2j+1+2( P b
k=0

Il

N =

(]

VRS
3
+
<
+
—_

7=0 k=0
1 gt 1+”§ n+k\ 1
2« J 27 ko )2k
J=0 =
—15 +S
—2 n+1 n
Hiszen
2n+1\ 1 1/2n+2\ 1
n+1/)2rtt 2\ p41 )ont+l”
Tehat

Sn_|_1 - QSn

I1. megoldas (valdsziniiséges):

; L (24 1) 1 +’”§ n+k\ 1
] % n+1 )ontt ko) ok

(2.69)

(2.70)

(2.71)

Fogalmazzuk 4t a feladatot! Egy érmével fej-irast jatszunk. Addig dobaljuk, amig

a fejek vagy az frasok szama eléri az (n+1)-et. Ehhez nyilvan legaldbb (n+1) dobésra

van sziikségiink és (2n + 1) biztosan elég. Hatdrozzuk meg annak a valdsziniiségét,

hogy a sziikséges dobasok szama (n+ 1+ k), ahol k=0, 1,..., n!

Jeloljiik ezt az eseményt Ag-val. Az Ajp eseményt két részre bontjuk aszerint,

hogy az utolsé dobés fej, illetve frds. Jelolje ezeket AL illetve AL.

AF akkor kovetkezik be, ha az (n + k + 1)-edik dobds fej, elétte pedig n fej és k

iras.
A sorrendek szama:
n+k
P
Egy sorrend valdszintisége:

2n+k—|—1 ?
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igy
n+k 1
Tehat "
n + 1

Mivel az Ay események teljes eseményrendszert alkotnak, valészintiségeik Gsszege 1.0

2.6. TETEL: (Bayes) Ha Aj, As,. .. teljes eseményrendszer és P(A;) > 0, ha

1=1,2,..., akkor tetszbleges pozitiv valdszinliségii B esemény esetén
P(B|A)P(A
P(Ax|B) = — (BIA)P(A) (2.76)
> P(BJA)P(A)
i=1
Bizonyitas:

PO S pBiag ey
=1

Felhaszndlva a teljes valdszintiiség tételét és a szorzasi szabalyt. Q.E.D.

Megjegyzés: A Bayes-tételhez kapcsolédéan bevezethetjiik a kovetkezo elne-
vezéseket: P(A;) az un. a-priori valésziniiség és P(A;|A) az un. a-posteriori valészi-

niiség.

2.8. Példa: Adott két doboz. Az els6ben 7 piros és 5 kék golyé van, mig a
masodikban 4 piros és 6 kék. Valaki atrak, véletlenszeriien kivalasztott, két golydt
az els6 dobozbdl a masodikba. Az eddigi informéacidék birtokaban véletlenszeriien
kivesziink egy goly6t a masodik dobozbdl. Megallapitjuk, hogy ez piros. Mennyi a

valészintiisége, hogy az els6bdl két kéket raktak at?

Megoldas: A piros golyonkat egy két 1épcsos kisérlet soran kaptuk, amelynél
az els6 1épésben nem tudjuk, hogy pontosan mi tortént. Tovabba az eredmény bir-
tokdban ennek egy részére kell visszakovetkeztetni. Ha megvan a teljes eseményrend-

szer, akkor ez egy a Bayes-tétel segitségével konnyen megoldhaté feladat.
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Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket: A; (i = 0, 1, 2) jelentse azt, hogy az
els6 lépésben i darab kék keriilt 4t a masodik dobozba. Ekkor Ay, A;, Ao teljes
eseményrendszert alkot. B pedig jelolje azt, hogy a masodik dobozbdl pirosat htizunk.

Tehét a keresett valdszintiség P(Az|B). Viszont

P(A@G()m()g), P(B|Ag) = =
2

P(A,) = m P(B|A;) = - (2.78)

31

P(B) = P(40)P(B|Ao) + P(A1) P(BIAy) + P(A)P(BlAs) = . (2.79)

P(A3)P(B|A;) _ 40
P(B) Co341

P(A2|B) = O (2.80)

Megjegyzés: Természetesen P(Ag|B), P(A1|B) hasonléan hatarozhaté meg.
A feltételes valészinliség definicidja elotti példaban lattuk, hogy

P(B) = é — P(B|0), (2.81)

azaz a valészinliség nem filigg a feltételtol. Ekkor

P(B) = P(BNCQO)

B (2.82)

vagyis
P(B)P(C)=P(BNO). (2.83)
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Definicié: Az A és B eseményt sztochasztikusan fiiggetlennek nevezzik, ha

P(AN B) = P(A)P(B). (2.84)

Megjegyzés: 1. Ha az A és B események fliggetlenek, akkor A ésB,Aés B

és A és B is fiiggetlenek.

2. Ha 0 < P(A) < 1, akkor A és A nem fiiggetlenck.

2.7. TETEL: Ha ANB = (), és P(A)P(B) > 0, akkor az A és a B esemény nem
lehetnek fliggetlenek.

Bizonyitas:
P(ANB) =0, P(A)P(B) > 0. (2.85)

Tehat nem lehetnek egyenléek. Q.E.D.

Definicié: Az Ay, Ao, ..., A, eseményeket pdronként sztochasztikusan fiiggetlen-

nek nevezziik, ha

P(A; N A;) = P(A)P(4;)  (1<i<j<n). (2.86)

Definicié: Az Ay, Ao, ..., A, eseményeket teljesen sztochasztikusan fliggetlennek
nevezzik, ha

P(A;,;Nn...NA;,)=P(A4;) - P(A;,), (2.87)

ahol 1 <1 << <n, 2<k<n.

Megjegyzés: Ha megvizsgaljuk a feltételrendszert, akkor lathato, hogy a teljes

fliggetlenség feltételeinek a szama

e (e ()-()en o

amely nagyon gyorsan n6. Mar n = 3 esetén megadhaté példa, amely azt mutatja,

hog egyik feltétel sem elhagyhatd.
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2.9. Példa:

Legyen Q = {1,2,3,4} és minden elemi esemény valdszintisége

megegyezik. Legyen A = {1,2}, B = {2,3}, C' = {1, 3}, ekkor

P(ANB) =
P(ANC) =
P(BNC) =

P(AnBNC(C) =

P(B)=P(C) =

1

L _ payp(s).

1= PP(C),

h (2.89)
1= PB)PC),

0, mmmmmmzé

Tehat paronként fiiggetlenek, de teljesen nem. O

2.10. Példa:

sége megegyezik. Legyen A = {1,2,3,

P(ANB) =
P(ANC) =
P(BNC) =

P(ANnBNC) =

Legyen Q = {1,2,3,4,5,6} és minden elemi esemény valészinii-

4}, B ={1,2,5}, C = {1, 3,6}, ekkor

2 1
3 PB)=PC) =3,
L = PLA)P(B),
3 = PL)P(C), (2.90)
1 1
L PBPO) =1,
é:mmmmm@

Tehat sem paronként sem teljesen nem fiiggetlenek. O

Definicié: Az {A;, A, ..

,An} és {Bl,Bz,...

, B, } eseményrendszereket

sztochasztikusan fiiggetlennek nevezziik, ha Vi, j esetén

(2.91)

2.11. Példa: Ha az A és B események fliggetlenek, akkor A és B, Aés B és

A és B is fiiggetlenek, azaz az {A, A} és {B, B} eseményrendszerek is fiiggetlenek.
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2.8. TETEL: Ha A1, A4, ..., A, fliggetlen események és

PA) <1, (i=1,2,...,n), (2.92)

akkor .
Pl JA) <1 (2.93)

=1

Bizonyitas:
P(UAZ-):P 4 | =1-P| J4 | =
=1 =t = (2.94)
:1—P< E) =1-[[PC4)
=1 =1
Q.E.D.

Definicié: Bernoulli kisérletsorozatnak nevezziik azt, ha adott A € F és egymas-
tol fiiggetleniil, azonos koriilmények kozott elvégezziik ugyanazt a kisérletet, s 7 csak”

azt figyeljik, hogy az A esemény bekovetkezett-e vagy sem.
Megjegyzés: A visszatevéses mintavétel egy ilyen kisérletsorozatot valdsit meg.

92.4. FELADAT: Szinb4dnak jogdban 4ll N haremholgy kozl kivélasztani egyet
oly modon, hogy az el6tte egyenként elvonuld holgyek valamelyikére ramutat. Tegyiik
fel, hogy egyértelmii (szigorian monoton) szépségi sorrendet tud megéllapitani az
elotte elvonulé haremholgyek kozott, és hogy a haremholgyek barmely elvonulasi sor-
rendje egyenlden valészinti. Szinbad k szamu holgyet elenged, majd a tovabbiak koziil
kivalasztja az elsot, aki szebb az Gsszes elvonultaknél (nevezziik ezt k-stratégidanak).
Mennyi a valésziniisége, hogy a legszebb holgyet valasztja ki? Milyen k esetén lesz
a legnagyobb a valdszintisége annak, hogy a legszebb holgyet vélasztja ki, ha N elég
nagy?

Megoldas: 1. Szamozzuk meg a holgyeket 1-t6l N-ig szépségi sorrendben (a
legszebb az egyes). Jelolje Ar™) azt az eseményt, hogy a k-stratégia mellett a legszeb-
bet vélasztja Szinbad. Jeldlje B, )(z) azt az eseményt, hogy az elengedett k holgy
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kozotti legszebb éppen az i-edik a szépségi sorrendben (i = 1,2, ..., N—k+1). Nyilvdn
P(AMN B, M) (1)) = 0. (2.95)

A teljes valésziniiség tétele alapjan

N—k+1
PN = Y PAMNB (1) P(B. Y (0)). (2.96)
i=2
Az 1,2,..., N szamoknak tekintsiik egy véletlen permutaciéjat. Mennyi a valdszini-

sége, hogy az elsé k szam kozotti legkisebb szam éppen i-vel egyenl6?

P(B,M(i)) = (];j__f) o = (];j__f) (2.97)

-

N—k—it2 (N Z,__k; j) (i — 2N —k —i+1)!
P(AM|B () = (N — k) T (2.9)

és

Tehat

N—k+1 (]]j_f) 1
PAN) = > —— . (2.99)

2. Jelolje C’j(N ) azt az eseményt, hogy a legszebb holgy a j-ediknek érekezik.
Ezen feltevés mellett nyilvan akkor és csak akkor kovetkezik be az AN esemény, ha a
legszebb elétt érkezék legszebbike az elsé k elvonuld kozott van. P(A, N |0;M)) =0,
ha 7 < k. Azon sorrendek koziil, amelyben a legszebb holgy a j-ediknek érkezik,
nevezziik j6 sorrendnek azokat, amelyeknél a legszebb el6tt érkezok legszebbike az

els6 k kozott van. Vegytlik észre, hogy annak a valdsziniisége, hogy egy sorrend
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jé legyen (azon feltevés mellett, hogy alegszebb j-ediknek érkezik) nem fiigg attdl,
hogy a tobbieket hogyan osztjuk szét — elotte és utana érkezé — csoportra. A teljes

valoszinliség tétele alapjan

N N
1
P(AMN) = Y Pa™|c;M) P, M) = 3 —N (2.100)

j=k—+1 j=k+
Megjegyzés: A két megoldas egyezdsége abbdl adddik, hogy a

1
In
_l-x _ d 1
gy(x) = Aoy~ dy (—(1 — x)y) (2.101)

N—k

mindkét oldalat sorbafejtjiik, majd vessziik gi(x) esetén az z egyutthatojat.

2.3. tablazat: Szinbad (N = 100).

k P(AM))

34 0.3701169592
35 0.3707086345
36 0.3710145955
37 0.3710427787
38 0.3708006916
39 0.3702954467

Fogalmazzuk dat a feladatot: Valaki kivéalaszt egy N hosszisagu, tetszoleges termé-
szetes szamokbdl 4ll6 sorozatot. Ezeket véletlenszeriien megmutatja (egyenként) egy
jatékosnak. A jatékos feladata a legnagyobb szam eltaldlasa. A stratégia: p-ed részét
elengedi, majd ezutan kivalasztja a legnagyobbat. Milyen p esetén a legnagyobb az

esélye?

A szamok sorszamai 1 és N kozott van. A véges sok egész szamra vonatkozd

problémat alakitsuk at egy kontinuum szamossagu valdés szamokra vonatkozo fela-

28



2. FEJEZET

dattd. Az [1, N] intervallumot képezziik le a [0, 1] intervallumra. A jatékos stratégia-
janak sikeréhez a sorozatnak a kovetkezd tulajdonsagokkal kell rendelkeznie: Min-
denekel6tt a legnagyobb szdmnak a (p, 1) intervallumban kell lennie. Ha a maximum
helyét x-szel jeloljik, akkor az alabbi esetek valamelyikének be kell kovetkeznie: A
masodik, a harmadik, ..., az i-edik legnagyobb szdm a (x, 1) intervallumba esik az
(¢ + 1)-edik legnagyobb szdm a (0,p) intervallumba esik (i = 0,1,2,...). Ennek a
valoszinlisége

p(1 —x)" (2.102)

Tehat, ha a maximum x-nél van, akkor a siker valdszintisége
Oo .
S p(l -2y =2 (2.103)
x
i=0

Ez minden (p, 1) intervallumbeli z-re fennall, igy a siker valdsziniisége
d 1
p/ & pln-. (2.104)
x p

~ 0.3678794412 esetén van. O

1
Ennek a maximuma pedig p = —
e

2.5. Relativ gyakorisag.

Definicié: Adott egy valészintiségi mez6. Vizsgéljuk az A esemény bekovetkezé-
sét. Végezziink el egy Bernoulli-kisérletsorozatot, amelynek a hossza n. Jelolje az A
esemény bekovetkezéseinek a szamat k4. Ezt az A esemény gyakorisdganak nevezziik.

Mig az
T on

rA (2.105)
mennyiséget pedig relativ gyakorisagnak nevezzik.
Mivel 0 < kg <n,ezért 0 <ry <1.

]{?Q =n, tehat rqo = 1.
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Ha AN B =, akkor kaup = ka + kg, ezért raugp =74 +7B.

Megjegyzés: Jol lathatd, hogy a relativ gyakorisag tulajdonsagai megegyeznek

a valészintiségével és mégsem jo igazi mérészamnak.
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3. A VALOSZINUSEGI VALTOZO

3.1. Valészintiségi valtozo.

Definicié: A € : Q — R leképezést valosziniségi viltozonak nevezziik, ha

{{<zt={wwe, ¢(w)<z}eF VrxeR. (3.1)

Definicié: Az F(z) = P(§ < x) formuldval meghatdarozott valds fiiggvényt a &

valészintiségi valtozo eloszldsfiigguényének nevezziik.

3.1. TETEL: Az F valés fiiggvény akkor és csak akkor lehet eloszlasfiiggvény,
ha

1. lim F(z)=0,

r——00

2. lim F(z) =1,

xr— 00

3. F(a) < F(b), ha (a < b), azaz monoton névekvo,

4. lim F(z)= F(xz9), Vz¢ € R, azaz balrdl folytonos.

rz—xo—0

Bizonyitas: Legyen A = {£ < a} és B = {{ < b}, ekkor A C B. Tehét a
valészintliség definicidjanak 5. kévetkezménye szerint F'(a) = P(A) < P(B) = F(b).

Legyen az x1,xo,... sorozat monoton csokkené és lim x, = —o00, azaz nem

n—oo

korldtos. Tovabba A,, = {£ < x,,}, ekkor F(z,,) = P(Ay), Ant1 C Ap, és (oo An =
(). Tehat

lim P(A,)=0. (3.2)
n—oo
Hasonléan legyen az x1, o, ... sorozat monoton névekvo és lim z,, = oo, A, =

n—oo
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{¢ < z,}, ekkor F(z,,) = P(A,), Ay C Apy, és U~ Ap = Q. Tehét

lim P(A,) = 1. (3.3)

n—oo
A balrdl folytonossag hasonléan addédik. Tehat egy eloszlasfiiggvény mindig tel-
jesiti a négy tulajdonsagot.

A megforditas: Ha teljestil az 1-4. tulajdonsag, akor 1étezik valdszinliségi mezd,

és azon olyan valdszintiségi valtozo, hogy ennek eloszlasfiiggvénye F.
Erre csak részleges bizonyitdst adunk, amikor F' szigorian né és folytonos (IF~1).

Legyen 2 = [0, 1], F = a nyilt intervallumok &ltal generdlt o —algebra és P pedig

egy halmaz hossza. Legyen minden w € €2 esetén
£(w) = F Hw), (3.4)
ami folytonos és szigorian monoton névekvo.

P <z)=m{wF ' w) <z}) =m{ww < F(z)}) = F(z). Q.E.D. (3.5)

3.2. TETEL: Legyen F' a & valdszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye és a,b € R,
ekkor

1. Pla<{<b)=F(b)— Fla),
2. P€=a)=F(a+0)— F(a).
Bizonyitas: Legyen A = {{ < a} és B = {¢ < b}, ekkor A C B. Ekkor

{a < &< b} =B\A, P(B\A) = P(B) — P(A) = F(b) — F(a).

P¢=a)= bEngerP(a <E<b) = bgﬂoF(b) —F(a)=F(a+0)— F(a). Q.E.D.
(3.6)

Definicié: A £ valdszintiségi valtozot diszkrétnek nevezziik, ha a lehetséges

értékek £(€2) halmazdnak szdmossdga legfeljebb megszamlalhatéan végtelen.
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Megjegyzés: Diszkrét valdsziniiségi valtozo esetén a lehetséges értékek felirha-

tok egy sorozatként.

Definicié: Legyen a & valészintiségi valtozo lehetséges értékeinek sorozata
1,%2,.... A p; = P& = x;) (i = 1,2,...) valdszintliségek sorozatdt eloszldsnak

nevezzik.

3.3. TETEL: Ha p1, P2, ... eloszlas, akkor

pi=0 (i=12,...) é > pi=1 (3.7)
i=1
Definicié: Ha létezik f nemnegativ valds fliggvény, melyre
F@:/}@@ vz € R, (3.8)

akkor f az F eloszlasfiiggvényhez tartozéd siriségfiggvény.
Megjegyzés: 1. A surtségfiiggvény nem egyértelmii.

2. A striségfiiggvény létezése azt jelenti, hogy az F' eloszlasfiiggvény abszolit

folytonos.

3.4. TETEL: Az f valos fiiggvény akkor és csak akkor lehet siirtiségfiiggvény, ha

nemnegativ és

+oo
/f@ﬁ:L (3.9)

Definicié: A valdszintiségi valtozét folytonosnak nevezziik, ha létezik a striiség-

fiiggvénye.

3.5. TETEL: Legyen a £ folytonos valdszintiségi valtozé f stirtiségfiiggvénnyel és
b

a,be R, ekkor P(§ =a)=0,és Pla<&<b) = [ f(x)da.
Megjegyzés: Tetszoleges eloszlasfiiggvény eloallithatd
p1E1 + paFo + ps ks (3.10)
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alakban, ahol p;1 +ps +p3 = 1, p1 > 0, po > 0, p3 > 0, Fy diszkrét, Fs abszolut

folytonos és F3 folytonos és szingularis eloszlasfiiggvény a Lebesgue-mértékre nézve.

A P és a P* val6szintliségek szingularisak egymasra, ha 3A € F ugy, hogy P(A) =
0és P*( A) = 0. Altaldban egy diszkrét és egy abszolut folytonos szinguldris egymasra

nézve.

3.1. Példa: Folytonos és szinguldris eloszlasfiiggvény a Lebesgue-mértékre
nézve az un. Cantor-fiiggvény: A Cantor-féle triadikus halmaz elkészitésekor az n-
edik 1épésben éppen 2™ — 1 intervallumot vettiink ki a [0, 1] intervallumbdél. Jeldlje

ezeket sorban Aq, As, ..., Aon_1. Ekkor legyen

0, ha z =0,
Fo(z) = 2% hax €Ay, k=1,2,...,2" 1, (3.11)
1, ha z =
Az
F(x)= lim F,(x), z€R (3.12)

fiiggvényt Cantor-fiiggvénynek nevezziik. F monoton noévekvd, F' = 0 majdnem

mindentitt és nem abszolut folytonos. O

3.2. Varhato érték, transzformacio.

Definicié: 1. Ha a £ diszkrét valdszintiségi valtozoé lehetséges értékeinek a szama

véges, azaz a lehetséges értékek
xT1,T2,..., Ty 68 pi=PE=x;) (i=1,2,...,n), (3.13)

akkor a

n
i=1
mennyiséget varhato értéknek nevezziik.
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2. Ha a & diszkrét valdszintiségi valtozéd lehetséges értékeinek szamossaga meg-

szamlalhatéan végtelen, azaz a lehetséges értékek
T1,%9,..., és p,=P=x;) (i=1,2,...), (3.15)
akkor a

S e (3.16)
1=1

(e @]
mennyiséget vdrhatoé értéknek nevezziik, ha Z |z;| pi < 400.

i=1
+oo
3. Ha ¢ folytonos valdszintiségi valtozé f stirliségfiiggvénnyel, akkora [ zf(x)dx
— o0
mennyiséget vdrhato értéknek nevezzik, ha
+oo
/ 2| f(2)dz < +o0. (3.17)
— 0o

A ¢ valdszintiségi valtozd varhaté értékének a jelolése: E(€).0

Megjegyzés: A definiciéban az abszolut konvergenciat, azért koveteljiik meg,

hogy a varhaté érték egyértelmii legyen. A varhaté érték réviden fQ &dP.

3.2. Példa: Legyen a £ valdoszinliségi valtozo egy dobokockaval dobott pont-

szam. Hatarozzuk meg a varhaté értékét!

Megoldas: P((=1)=...=P({=6) = é, tehat
B(e) = ikP(g — k) = ikl 2 350 (3.18)
k=1 - 00

3.3. Példa: Legyenek a £ valdszintiségi valtozo lehetséges értékei z,, = ——,

1
(ne€N), és P(§ =zp) = TE Hatarozzuk meg a varhaté értékét!
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Megoldas:
oo oo 1
WPl =1z,)= —1)"—. 1
Z? (€ = zn) Z} )"~ (3.19)

Ez viszont nem abszolut konvergens, igy nem létezik a varhaté érték. O

3.4. Példa: Legyen a & valészintliségi valtozé eloszlasfiiggvénye

0, ha x <0,
2
F(x) = ;_5 ha 0 <z < 5, (3.20)
1, ha x > 5,

Hatéarozzuk meg a varhaté értékét!

Megoldas: Létezik a stirtiségfiiggvénye:

2x
— <
ﬂmz{Qy bal<z <5, (3.21)
0, egyébként.
Ji i [ o r 10 10
E(§) = /xf(x)dx: /a:-Od:L’-l—/asQ—gd:U—l-/x-de:O-i-?-l—O: -0 (3.22)
—0o0 —00 0 5

3.6. TETEL: 1. E(af +b) = aE(§) + b, Ya,b € R.
2. Ham < < M, akkor m < E(§) < M.

Definicié: Legyen & valdsziniiségi valtozé és g valds fiiggvény. Ha az n = g(§)

fliggvény valdszintiségi valtozo, akkor a & transzformdltjanak nevezziik.

Megjegyzés: A transzformdlt eloszlasfiiggvénye
Fy(y) = P({wlg(€(w)) <y}). (3.23)

3.7. TETEL: Ha g differencidlhaté és ¢/(x) # 0, akkor ¢ folytonos valszintiségi

véaltozo esetén n = g(&) folytonos valdsziniiségi valtozo, melynek siiriiségfiiggvénye

d
-1 —qg! h b
foly) = { Fela™ @) i’ (y)‘ , haa<y<b, (3.24)
0, egyébként,
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ahol

a=min( lim g¢g(z), lim g¢(z)), b=max( lim g(z), lim g(x)). (3.25)

r— —00 T — 400 Tr——00 T — 400

3.8. TETEL: Ha n = g(£) a & valdszintiségi véltozé transzforméltja, akkor

3 g(wi)P(€ = 2;), ha ¢ diszkrét,
E(m) =4 =L (3.26)
[ 9(z) fe(x)da, ha ¢ és n folytonos.

Definicié: Az E((¢ — E(£))?) mennyiséget a & valdszintiségi valtozé szérdsnégy-
zetének nevezziik. Jele: D?(€).

Definicié: A \/E((¢€ — E(€))?) mennyiséget a & valsziniiségi valtozd szdrdsinak
nevezziik. Jele: D(€).

Definicié: Az E(¢%) mennyiséget a ¢ valdszintiségi valtozé k-adik momen-
tumanak nevezziik.

Definicié: Az E((¢ — E(€))¥) mennyiséget a & valdszinfiségi valtozé k-adik

centrdlis momentuménak nevezziik.
3.9. TETEL: 1. D(a 4 b) = |a| D(£), Va,b € R.
2. D*(§) = B(€%) — E*(§).
3. D*(€) = E((§ — a)®) + (a — E(§))*.

4. HéiﬁE((f —a)?) = D*(¢), és ekkor a = F(¢).

Megjegyzés: Az utébbi két allitas hasonld (s6t formailag azonos) a tehetetlensé-
gi nyomatékra vonatkozo kozismert Steiner-tétellel, amely azt mondja ki, hogy egy
egyenesen 1évé tomegeloszlas tehetetlenségi nyomatéka valamely az egyenesre mero-
leges forgastengelyre vonatkozolag egyenld a silyponton athaladé tengelyre vonatkozé

tehetetlenségi nyomatéknak és a tengely stulyponttél mért tavolsaga négyzetosszegével,
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ha az 6ssztomeg egységnyi; kovetkezésképpen a tehetetlenségi nyomaték akkor mini-

malis, ha a forgastengely a stulyponton megy &t.

3.3. Néhany diszkrét eloszlas és jellemzoi.

1. BINOMIALIS ELOSZLAS

Legyen n € N, A € F, és végezziink el egy n hossztisagi Bernoulli-kisérletsoroza-

tot. Tovabbd, legyen £ az A esemény bekovetkezéseinek a szama. Ekkor & eloszldsa

P(E=k) = (Z)ﬁw—k, (k=0,1,...,n), (3.27)

ahol P(A) = p és ¢ = 1 — p, és a £ valdsziniiségi véltozot binomidlis eloszlasinak

nevezzik. Jelolés: & ~ B(n,p).
8.10. TETEL: E(£) = np, D2(£) = npq.

Bizonyitas: A vérhaté érték definicidja szerint (diszkrét véges eset)

E() =) kP(¢=Fk) = Zk(’;)pkq”—k =
k=0 k=1

_ & (n—1)! k—1 n—1—(k—1)

_”p; G—Dln—1-—1)" ¢ (3.28)
" /n—1 1o (k—

:an(k:_1>pk lq 1= (k=1) = np,
k=1

a binomidlis tétel szerint.

A szérasnégyzet meghatarozésa hasonlé felhasznélva, hogy D?(¢) = E(£2) —
E%(€). Q.E.D.

Megjegyzés: A visszatevéses mintavétel binomialis eloszlashoz vezet.

2. POISSON-ELOSZLAS
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Legyen A > 0 rogzitett konstans és A = np,,, ekkor

n \F
lim (k)pi;u — )" = e_)‘ﬁ, ahol k=0,1,.... (3.29)

n—00,A=Npn

A ¢ valészintiségi valtozét Poisson-eloszlasinak nevezziik A > 0 paraméterrel, ha

eloszlasa
2 AP
PE=k=e"7p

ahol k=0,1,.... (3.30)
Jelolés: € ~ Poisson(\).
3.11. TETEL: E(€) = A, D*(¢) = \.

Bizonyitas: A varhaté érték definicidja szerint (diszkrét végtelen eset)

B(€) =) kP(E=k) =) ke 5=
= = k=0 (3.31)

— \p— A _

= A Z(k;—l)! =X
k=1

mert az exponencidlis fiiggvény sorfejtése szerint
et = i A (3.32)
B k! '
k=0

A szérésnégyzet meghatdrozésa hasonlé felhasznélva, hogy D?(¢) = E(£2) —
E2(¢). Q.E.D.

3. GEOMETRIAI ELOSZLAS

A binomidlis eloszlas bevezetésekor hasznalt jelolések mellett a & valdszintiségi
valtozo jelentse az A esemény elsé bekovetkezéséhez sziikséges kisérletek szamat. A
¢ eloszlasa

P& =k)=pg" 1, ahol k=1,2,.... (3.33)
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Megjegyzés: A n = £—1 valdszintliségi valtozét is szokas geometriai eloszlasunak

nevezni. Az n eloszlasa

P(n=k) = pq", ahol k=0,1,2,.... (3.34)
5 ) _ 9 oy 4
3.13. TETEL: E(n) = o D2(n) = o

Megjegyzés:
P({n=k+m}n{n=mj)

Pn=k+mln>m)= . (3.35)

P(n >m)

Viszont

{n=k+m}tn{n=>m}={n="~k+m} (3.36)
és

_ m 2 _ pqm _m

Tehat N

_ _pqm+ ok _

P(n=k+mln=m)= el P(n=k). (3.38)

Ezzel belattuk a geometriai eloszlas emlékezet nélkiili tulajdonsagat. O

3.4. Néhany folytonos eloszlas és jellemzoi.

1. EGYENLETES ELOSZLAS

Legyen a,b € R és a < b. A £ egyenletes eloszldsu az (a,b) intervallumon, ha a

striségfiiggvénye
! haa <z <b
f@) =4 b_q HETSTSY (3.39)
0, egyébként.
Jelolés: & ~ U(a,b). Az eloszlasfiiggvény
0, ha x < a,
F(x) = gbc:z, haa <z <b,
1, ha x > b.
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3.14. TETEL: E(¢) = a;b, pre) = I;)Q.
Bizonyitas:
; 1 1 [227° 1 v®—a® a+b
E(g):/xb—adx:b—a[?}a:b—a 2 2 - (340)

b
370 3 3 2 2
1 —
E(§2):/x2 Ly = [_x} - LYo aHOVY (5

b—a b—a b—a 3 3

a

Tehat a szorasnégyzet

D2(¢) = B(€?) - B*(g) = 90 H? —(

) = . Q.E.D. (3.42)

12

: a+b)2_(b—a)2

Megjegyzés: Az egyenletes eloszlas adja a geometriai valésziniiségi mez6 elmé-

leti alapjat.

3.15. TETEL: Ha F szigoruan monoton nové eloszlasfiiggvény és £ F' eloszlasn,
akkor n = F(§) egyenletes eloszldsu a [0, 1] intervallumon. Forditva, ha £ ~ U(0,1),
akkor n = F~1(£) éppen F eloszlasti.

Bizonyitéas: Legyen x € [0, 1].

F)(x)=Pn<z)=PF¢) <z)=PE<F Y2)=FF *z))=z.0 (3.43)

2. EXPONENCIALIS ELOSZLAS

A ¢ exponencialis eloszlasi A > 0 paraméterrel, ha a stirtiségfiiggvénye

Xe ™ haz >0,
fla) = {Oa egyébként. (3.44)

Jelolés: & ~ Exp(N). Az eloszlasfiiggvény

0 ha z <0
=9 . 4
Flw) { 1—e ™, hax>0. (3:45)
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; . _ 1 2 _ 1
3.16. TETEL: E(§) = 3, D*(&) = 35-
Orckifju tulajdonsig: P(€ > a +b|¢ > a) = P(€ > b), ahol a > 0, b > 0.
3. NORMALIS ELOSZLAS

Legyen m € R, o > 0. Az n normalis eloszlast, ha a stirtiségfiiggvénye

F@) = —— exp (_M> rER. (3.46)

oV 2T 202

Jelolés: n ~ N(m,0?). Ham = 0 és 0 = 1, akkor a valészinfiségi valtozét standard
normalis eloszlastinak nevezziik. Jeldlje a stirtiségfliggvényét ¢ és az eloszlasfiiggvé-
nyét ®. Ha £ standard normaélis eloszlasu, akkor az n = o€ + m valdszintiségi valtozo

F eloszlasfiiggvényére jellemzo, hogy

Flz)=® (w - m) . (3.47)

3.17. TETEL: E(§) = m, D*(¢) = o2.
Megjegyzés: 1. A ¢ fiiggvény irja le a Gauss-gorbét(harang goérbét).
2. (0) =0.5és O(—x) =1 — D(x).

3.18. TETEL: (Moivre-Laplace) Legyen a & valészinfiségi valtozé binomidlis

eloszlasu n és p paraméterrel és 0 < a < b < n egész, akkor

1 1 (3.48)

Bizonyitas: Legyen pp, = P({ =k) (k=0,1,2,...n), és

(3.49)
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A py és pry1 valésziniiségeket atalakitjuk o(z) és p(x 4 dx) értékévé, azaz

1

) = \/npgpr és Odxr = 3.50
p(x + 0x) = \/npqpr+1.- (3.51)
op =p(x + 6z) — ()
(3.52)
~\/Mpq(Pr+1 — Pr)
J _
0P o Phtl TPk _ Phtl g (3.53)
¥ Pr Pk
Azonban
pe= ()P b pra=(, )P (3.54)
k T \k+1 ' '
Tehat
n k+1 n—k—1
5o (k: n 1)p a .
n _
¥ (k>pk:qn k
3.55
_(n—kp _ (359
(k+1)q
_np—kp—kq—q np—Fk—gq
(k+1)q (k+1)q
Azonban
1
k=np+ /npgx és dx = . 3.56
npa (3.56)
fgy
1dp _[—vmpaz — ql\/npq
¢ ¢  [np+/mpgr+1]q
__—npz — \/npq
1
np + /npqr + (3.57)
e |4
np

q 1
I+/—z+—
np np
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Ha n — oo (ekkor dz — 0), akkor

1 dy
—_——=—2
o dx ’
1
Inp(z) =— §$2 +1Ine, (3.58)
1
p(z) =ce 2
Mivel ¢ stirtiségfiiggvény, ezért
1 1
0o 0o 7_332 0o 7_33.2
1= / o(x)dx = / ce 2 dx= c/ e 2 dr=cV2rm. (3.59)
Tehat
L o
R
o) = e 2 . Q.E.D. (3.60)

4. CAUCHY ELOSZLAS

Legyen ¢ € R, s > 0. Az n Cauchy eloszlast, ha a stirtiségfiiggvénye

1

f(z) = 5T z €R. (3.61)
r—c
ms|1l+ ( > ]
s
Nem létezik a varhato érték. Az eloszlasfiiggvény
1 1 —
F(z) = 3t - arctan (x . C) : (3.62)

Megjegyzés: Szokds csak a ¢ = 0, s = 1 esetet (standard) Cauchy-eloszldsnak

nevezni.
5. WEIBULL ELOSZLAS

A Weibull-eloszlas paramétereire tobbféle elterjedt jelolésrendszer van. Az eltérd

jelolések hasznalatat egyértelmiien magyarazza, hogy a Weibull-eloszlas igen széles
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korben, a legkiilonfélébb tudomanyteriileteken alkalmaztak, valamint a paraméterek-
nek sokféle meghatarozasi modja is ismeretes és az egyes megoldasokndl a valtozok
atirasa jelentos egyszertsitéseket eredményez. Mi a kovetkezdkben az

Fe(z) =

{ 1 —exp(—z°), haz>0 (3.63)

0, ha x <0

jelolést alkalmazzuk a standard Weibull-eloszlés jelolésére. Ebbdl a linearis transz-

formaltak eloszlasa

(3.64)

Tehat ez az eloszlascsalad haromparaméteres, amelybdl a ¢ az in. alakparaméter

(tipusparaméter). Viszont lényeges, hogy aszimmetrikus eloszlas.

Megjegyzés: Az eloszlds ¢ = 1 esetén az exponencialis eloszlast, ¢ = 2 a
Rayleigh eloszlas adja, mig ¢ = 3.57 kozelében az eloszlas kozel szimmetrikussa valik
és jol kozeliti a normélis eloszlast. Megfelel6 paraméter vélasztassal az is elérheto,

hogy a Weibull- eloszlas jél kozelitse a lognormalis és Gamma-eloszlasokat.

3.5. A Poisson-eloszlas szarmaztatasa.

Tekintsiik a kovetkezo tulajdonsagokkal rendelkezé idében lejatszodé folyama-
tot: legyenek a bekovetkezések egymastdl fliggetlenek, hosszu intervalumon az inten-
zitds egyenletes (a bekdvetkezések varhaté szama Ah, h az intervallum hossza), mig
egységnyi intervallumon a varhato szamuk A > 0. Tovabba, nagyon kicsi §t interval-

lumon legfeljebb majdnem csak egyszer kovetkezik be.

Az o(g(z)) (kis ordd) jelolést alkalmazva folyamatunk matematikai modellje a

kovetkezo:

Megjegyzés: o(g(z)) = h(x), ha = — a, azt jelenti, hogy

lim —— = 0. (3.65)
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Legyen pi(t) = P( pontosan k darab bekovetkezés t hosszisigi intervallumon).

Ekkor
Pk (t + (5t) =Pk (t)po((st) —|—pk_1(t)p1 ((5t) + O(6t), ha k > 1,

(3.66)
po(t + 6t) =po(t)po(0t) + o(d1).
A kezdeti feltételek pedig
po(0) =1, pe(0) =0, hak>1. (3.67)

Tovabba, felirva nagyon kicsi intervallumra a folyamat tulajdonsagait, a bekovetkezé-

sek varhaté szama alapjan, a kovetkezo Osszefiiggéseket kapjuk

p1(5t) =St + o(6t),

(3.68)
po(dt) =1 — Aot + o(dt).
Ezeket behelyettesitve
pk(t + 5t) :pk(t)(l — )\(%) +pk;_1(t))\(5t + O((St), ha k> 1, ( )
3.69
po(t + 6t) =po(t)(1 — A\dt) + o(dt).
Rendezziik at az egyenleteket:
t+0t) — t
Pt 51 pe(t) + Api(t) =Apg—1(t) +o(1), hak>1,
(4 68) — po(t) (8.70)
PO P 4 Ao (1) =o(1).
Ha 6t — 0, akkor
P(t) + Api(t) =Apr—1(t), hak>1, (3.71)
Ph(t) + Apo(t) =0. |
A maésodik sorbdl rogton adodik, hogy
d rx
il 1] =
g L& Po(t)] =0, (3.72)

eMpo (t) =po(0).
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A po(0) = 1 kezdeti feltétel szerint pedig e Mpy(t) = 1.

Hasonldéan a k > 1 esetekre

d
dt

[eMpi(t)] =xeMpr_1

T

(1),

[e’\tpk(t)]g :/)\e’\tpk_l(t)dt.

0

A pr(0) =0 (k > 1) kezdeti feltétel alapjan

xT

M pp(z) = /)\e’\tpk_l(t)dt.

0

Vezessiik be a Qp,(z) = e*pp(x) jeldlést, ekkor

Ebbdl rogton adodik,

x) =)\/Qk_1(t)dt, ha k> 1,
0

Qo(z

hogy

xT

) =L1.

Q1(z) :)\/dt = Az, azaz pi(x) = Ize 7,

Altaldban pedig

, ~azaz pQ( ) - €
2
)\3 3 )\3133
, azaz p3(x)
6
bk Neghk
0 azaz pr(x) = € AT
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Végiil egy rogzitett ¢ hosszisagu intervallumon, mivel a bekovetkezések varhato

szama i = At, megkapjuk a Poisson-eloszlast.

Ak ,uk:
P& =k)=pp(t) = Te**t =7¢ " QED. (3.78)

3.6. Eloszlastipusok.

Mint latni fogjuk nagyon sok becslés a hely- (lokacids, centrum) és a skalaparamé-
terre vonatkozik vagy arra vezeti vissza a problémdkat. Mit is jelentenek ezek a
paraméterek? Tudjuk, hogy a normalis eloszlasok esetén van az in. standard normalis
eloszlas, amelynél az egyik paraméter az origoba esik, a masik pedig az egységgel
egyezik meg. Ha egy ilyen eloszlasu & valdszintiiségi valtozéhoz tekintjiik azokat az n

valoszintliségi valtozdkat, amelyek vele linedrisan fiiggenek Gssze:
n=al+b (a>0,beR), (3.79)

akkor ismeretes, hogy ez a transzformacié geometriailag a mértékegység és a kezdo-
pont megvaltoztatasat jelenti, amelyek meghatarozasa a gyakorlati problémakban
nagyon fontos. Mint konnyen lathato a £ és az 1 valészintliségi valtozok eloszlasfiiggvé-
nyei kozott az

Fe(x) = F,(az + b) (3.80)

Osszefliggés all fenn.

Definicié: Az F(x) és G(x) eloszlasfiiggvények tipusa megegyezik, ha valamely

a > 0 és b konstansok mellett érvényes a
G(z) = F(ax +b) (3.81)
aZoONoSsag.

Megjegyzés: 1. A tipushoz val6 tartozas relaciéja reflexiv, szimmetrikus és
tranzitiv, igy ekvivalenciarelacid, amelyik osztalyozast hataroz meg az eloszlasfiiggvé-

nyek halmazan.
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2. Azokat az eloszldsokat, amelyeknél a kezdépont (a helyparaméter) az origéba
esik, a mértékegység (a skdlaparaméter) pedig a valés egység standard eloszldsoknak
nevezziik, amelyek természetesen reprezentaljak osztalyukat. Ezek persze fiiggenek a

méréseknél hasznalt "fizikai” mértékegységektol.
3. Valddinak neveziink egy eloszlast, ha nem egy pontra koncentralt.

3.19. TETEL: Ha az eloszlasfiiggvények valamely {F,(x)} sorozata gyengén
konvergdl az F'(x) valédi eloszlasfiiggvényhez, akkor az {a,, > 0}, {b, } szdmsorozatok
tetszoleges valasztésa esetén az {F,(a,z + b,} sorozat csupan egy az F'(zx) tipushoz

tartozo valddi eloszlashoz konvergalhat.

3.20. TETEL: Az {F,(z)} eloszlasfiiggvények valamely sorozatéra az
F,(apz +b,) — F(x), (3.82)

ooz + Bn) — F(x) (3.83)
relaciok akkor és csak akkor érvényesek egyidejiileg, ha
7%

__)17 bn_ﬁn_)

an, by,

0, (3.84)

ahol {a, > 0}, {a,}, {bn}, {On} valds szamsorozatok, F(z) pedig egy valddi eloszlas-
fliggvény.

3.7. Generator-, karakterisztikus fiiggvény.

Definicié: Legyen £ egy nemnegativ egész értékili valdszintiségi valtozo és legyen
pj=PE=3),(=012..). A

Ge(z) =) pi7’ = B(z°) (3.85)
j=0

fliggvényt a & generdtorfiigguényének nevezziik.
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3.21. TETEL: Legyen & és n nemnegativ egész értékli valdszinliségi valtozo,
ekkor

(a) G¢(z) konvergens, ha |z| < 1.
(b) & és n eloszlasa akkor és csak akkor egyezik meg, ha G¢(2) = G, ().
n=0,1,2....

(C)Pn: lw )

n!  dzn
(d) E(§) = G(1) és D*(§) = G{(1) + GL(1) — (GE(1))>.

Definicié: Legyen £ valdszintiségi valtozé a
ve(t) = B(e™), teR (3.86)

fliggvényt a & karakterisztikus fiiggvényének nevezziik.
3.22. TETEL: Legyen £ és n valészintiségi valtozo, ekkor
(a) F¢ = F;, akkor és csak akkor, ha ¢ = ¢y,.
(b) lee(t)] < pe(0) = 1, vt € R.
(c) o) = i*E(¢*), ha E(€) létezik.

3.23. TETEL: Ha a ¢ karakterisztikus fiiggvény abszolut integralhaté, akkor a

¢ valészintiségi valtozonak 1étezik a stirtiségfiiggvénye, és

fe(z) = — / e_iumwg(u)du. (3.87)
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4. VELETLEN VEKTOROK

4.1. A kétdimenzios véletlen vektor.

Definicié: A (£,n) : © — R? leképezést (kétdimenzids) véletlen vektornak

nevezzik, ha

{<z,n<y}={wlwe, ¢(w) <z,nw)<yleF  Vr,yecR. (4.1)

Definicié: Az F(z,y) = P(§ < z,n < y) formuldval meghatarozott valds értéki

fiiggvényt a (&,n) véletlen vektor egyiittes eloszldsfiiggvényének nevezziik. Az

Fe(z) = lim F(z,y), F,(y)= lim F(z,y) (4.2)

Yy——+00 T——+00

fliggvényeket peremeloszlasfiiggvénynek nevezzitk

4.1. TETEL: Az F fliggvény akkor és csak akkor lehet egylittes eloszlasfiiggvény,
ha

1. lim F(z,y)=0, lim F(z,y)=0,
y——00

r——00

2. lim F(x,y) =1,

Yy— 00

3. F mindkét valtozdjaban balrdl folytonos,

4. F(b,d) — F(b,c) — F(a,d) + F(a,c) > 0, Va < b, ¢ < d esetén, azaz

teljestil az in. "téglalap” tulajdonsag.

Megjegyzés: A téglalap tulajdonsagbol kovetkezik, hogy mindkét valtozdjaban

monoton novekvd.

Definicié: A (&,n) véletlen vektort diszkrétnek nevezziik, ha a lehetséges értékek

szamossaga legfeljebb megszamlalhatoan végtelen.
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Definicié: Legyen a &, illetve n valdszintiségi valtozd lehetséges értekeinek
sorozata 1,%2,..., illetve y1,y2,.... A P({ = x;,n = y;) = pi; (4,5 = 1,2,...)

valésziniiségek sorozatat egyiittes eloszldsnak nevezzik. A

=> piyj, (=12, (4.3)
j=1

ri=> pi (1=12...) (4.4)
=1

valoszinliség sorozatokat peremeloszldsnak nevezzik. Minden r; > 0 esetén a §

feltételes eloszldsa adott 7 = y; mellett

pi
P& = xiln =y;) = r?- (4.5)
J

Az
Dij
E(&ln = v;) Zx 7 (4.6)

mennyiséget feltételes varhato értéknek nevezzik. Az
E(¢ln = y;) = ma(y;) (4.7)

fliggvényt a &-nek az n-ra vonatkozo regresszios fuggvényének nevezzik.

4.2. TETEL: Ha pij (.7 =1,2,...) egylittes eloszlds, akkor

pii 20 (1Lj=12..) & Y > pi=1 (4.8)

i=1 j=1

Definicié: Ha létezik f nemnegativ valds értéki fliggvény, melyre

z oy
F(m,y)://f(u,v)dvdu, Vz,y € R, (4.9)

—0o0 —O0
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akkor f az I eloszlasfiiggvényhez tartozé egyiittes striiségfiggvény. Az

+00 +oo
mwz/mwm,nwz/ﬂme (4.10)

fliggvényeket peremsiiriségfigguénynek nevezzik.

4.3. TETEL: Az f figgvény akkor és csak akkor lehet egytittes stirtiségfiiggvény,

ha nemnegativ és
“+o00 +o00

| [ fapdyis =1, (4.11)

— 00 —&0

Definicié: A (§,n) véletlen vektort folytonosnak nevezziik, ha létezik az egyiittes

striségfiiggvénye.
Definicié: A & és n) valdszintiségi valtozdt fiiggetlennek nevezziik, ha

F(z,y) = Fe(x)Fy(y),  Vo,y € R. (4.12)

Megjegyzés: A fliggetlenség megfelel6i diszkrét illetve folytonos esetben:

f(z,y) = fe(x) fy(y) Yo,y € R, (4.14)

Definicié: Legyen (£,7n) véletlen vektor. Az F(x|y) az feltételes eloszldsfiigg-

vénye a £-nek 1 = y esetén, ha

Flaly) =P <zlp=y)= lim P <azly<n<y+h) (4.15)

Megjegyzés: Ha léteznek a feltételes valoszintiségek.

Definicié: Ha létezik f¢),, nemnegativ valos értéki fiiggvény, melyre
Faly) = [ fogluly)du, Yoy € R (4.16)
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akkor fe), a {-nek az n-ra vonatkozo feltételes siriségfiggvénye.

Megjegyzés:

_ f(z,y)
fem(zly) = T (4.17)

Definicié: A feltételes strliségfiiggvény segitségével meghatarozott feltételes
varhaté értéket regresszios fligguénynek nevezziik, azaz az

“+oo

/ T fep(zly)dr = ma(y) (4.18)

—00
fliggvényt a £-nek az n-ra vonatkozo regresszios fiiggvényének nevezziik, illetve az

“+oo

/ yFoje(ylz)dy = ma (2) (4.19)

— 00
fliggvényt a n-nak az &-re vonatkozo regresszios fiiggvényének nevezziik.

Megjegyzés: A min, E((£ — g(n))?) értékét, akkor kapjuk, ha g megegyezik a

regressziés fiiggvénnyel.

4.4. TETEL: Ha (€,m) véletlen vektor és g : R? — R olyan fiiggvény, hogy

g(&,m) valdsziniiségi valtozo, akkor

Zg(xi,yj)pij, ha (&, n) diszkrét,
E(g(&n)) = fo oo (4.20)
/ / g(z,y) f(x,y)dydx, ha (£, n) folytonos.
Definicié: A
cov(€,n) = (€~ B©)(n— E(m))) (4.21)

mennyiséget kovariancidnak nevezzilk. Az

D(€)D(n)
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mennyiséget pedig korreldcios egyttthatonak nevezzik.

Megjegyzés: A korrelacios egyiitthatd az Osszefiiggést préobalja meg mérni. Ha
¢ és n fiiggetlen, akkor (&, 1) = 0, forditva nem igaz. Pl. ha & ~ N(0,1), n = &2,
akkor r(&,n) = 0.

Definicié: Legyen g valds fiiggvény. Az

I(&mn) = \/1 - Dz(gz;(ng)@ (4.23)

mennyiséget korreldcids indemek nevezziik.
4.5. TETEL:
1. E(§+n)) = E) + E(n).
2. D*(€+n)) = D*(€) + D*(n) + 2cov(&,n).
3. E(E(&In=1y)) = E(&).
4. |cov(§,m)| < D(§)D(n), azaz [r(§,n)| < 1.

5.0<1I(&m) <1

4.2. Néhany folytonos eloszlas és jellemzoi.

1. EGYENLETES ELOSZLAS

A (&,n) véletlen vektor egyenletes eloszldsi az A C R? tartomdnyon, ha

1
fla,y) = { ap ha@yed (4.24)

0, egyébként.

4.1. Példa: Legyen a (§,n) véletlen vektor egyenletes eloszlasi a (0,0),
(1,0), (0,2) pontok altal meghatarozott haromszogén. Hatdrozzuk meg az egyiittes
striségfiiggvényt, az egylittes eloszlasfiiggvényt, a peremeloszlasfiiggvényeket, a var-

haté értékeket, és a P(& < 0.5|n = 0.5) valdsziniiséget!
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Megoldas: A haromszog teriilete 1. Tehat

Flz,y) = 1, ha0<x<1,0<y <2 — 2z,
Y= 0, egyébként.
(0, ha z <0, vagy y <0,
xy, ha0<z<1,0<y <2— 2z,
2 —2)?
xy—%, ha0<z<1,2 -2z <y <2,
F =
(z,y) 2r — 2, haO0<xz<1,ésy>2,
2
y—yz, haO0<y<2ésx>1,
(1, haz >1,éy > 2.
0, ha x <0,
Fg(:v):{Q:L’—:EQ, ha 0 <z <1,
1, ha z > 1,

0, ha y <0,
2
Fy)=4y—2Y hao<y<a2,

4 b
1, ha y > 2,
1 2 2
E©€) =~ E(m) == PE<05n=05==.0
3 3 3
2. NORMALIS ELOSZLAS
A (&, n) véletlen vektor normaélis eloszlast, ha
fla.y) 1 Q)
T,Y)= exXpl— 3
2ro1o94/1 — p?
1 T — My r—mi,, Yy — Mo Y — M2, o
- —2
Q= g | (T = 2 T (),
ahol 01 > 0,00 >0,—-1 < p < 1.
Q 1 Ul( )2+(y_m2)2
=———|z—-—m; —p—(y—m =
2012(1 — p?) ! pag 4 2 2092
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Faly) = +/Oof<m,y>dx - e |-

—+ o0
/ ! exp - (m—m —pﬂ(y—m ))2 dxr = (4.33)
2wo1y/1 — p? 2012(1 - p?) ! 02 ?

_ 1 [ (y— m2)2}
- XP\——5 "5 |
\V2mog 209

mert az integral értéke 1, hiszen egy olyan valdszintiségi valtozd striiségfiiggvénye,

amely eloszldsa

N <m1 +pz—;(y—m2),012(1—,02)) .0 (4.34)

Megjegyzés: 1. Rogton ldthaté, hogy a két perem N(my,012) és N(ma, 02?)
eloszlasu, valamint

g
mi(x) =mg + pa—j(x —my),
(4.35)
o1
ma(y) =m1 + Pg—z(y — ma).

Tehat a regresszios fiiggvények egyenesek.

2. Hasonlo integrélassal adodik, hogy p a korreldcios egyiitthaté.

4.3. Az n-dimenzids véletlen vektor.

A véletlen vektor és a hozzdkapcsolédo fogalmak definiciojat csak kétdimenzids
esetben adtuk meg, de nagyon egyszertien kiterjeszthetoek véges sok valdszintliségi
valtozo esetére. Példaul, a &1, &o, ..., &, valdszinliségi valtozokat fliggetlennek nevez-

ziik, ha

F(x1,22,...,2y) = Fe, (x1)Fe,(x2) - - - Fe, (xy) V21,22,...,2, € R. (4.36)
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4.6. TETEL: Az F(xy,z9,...,z,) figgvény akkor és csak akkor egytittes

eloszlasfiiggvény, ha minden valtozdjaban balrdl folytonos, és

lim F(xy,z9,...,2,) =0, (i=1,2,...,n), (4.37)

T;——00

lim F(xy,29,...,2,) =1, (4.38)

z;,—+oo(i=1,2,...,n)
> (—1)5F(erar + (1 —e1)by, ..., enan + (1 —e,)by) >0 (4.39)
K=e1+eo+...+epn
Va; < b; (i=1,2,...,n) és az Osszegzést VK esetében vessziik, ahol az ey, eq, ..., e,
értéke 0 és 1 lehet.

4.7. TETEL: Legyenek &1, &s, ..., &, fliggetlen valdszinliségi valtozdk,
melyeknek rendre Fy , Fg,,..., Fe, az eloszlasfiiggvénye. Ekkor

(a) az n(w) = max{& (w), ..., & (w)} (Yw € Q) valdszinliségi valtozo eloszldsfiige-
vénye

Fo(y) = Fe, (Y) Fe, () - Fe,, (y)- (4.40)

(b) az n(w) = min{&; (w), ..., & (w)} (Vw € Q) valdsziniiségi véaltozd eloszldstige-
vénye

Fy(2) =1 = (1= Fg, (2))(1 = Fey (2)) -+ (1 = Fe, (2)) (4.41)
4.4. Valoszintiségi valtozok oOsszege.

4.8. TETEL: (konvolicid) Legyen (§,n) véletlen vektor és Z = £ + n, ekkor

teljestilnek a kovetkez6 allitasok:

(a) Ha & és n fliggetlen diszkrét valésziniiségi valtozdk, amelyek mindegyikének
lehetséges értékei 0,1,2,. .., akkor Z értékei k =i+ j (i,7 =0,1,2,3,...) és

k

P(Z=k= ) P(Szi)P(nzj)ZZP(SZi)P(nzk‘—i)- (4.42)
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(b) Ha £ és n fiiggetlen valdszintiségi valtozdk, akkor

+oo z
P(Z <z)= / fe(z)Fy (2 — x)dx = / fz(x)dz, (4.43)

ahol Z stirtiségfiiggvénye

+oo +oo
fa(z) = / fe(@) oz — x)dax = / felz — 1) fa (). (4.44)

4.9. TETEL: Ha ¢ és n fliggetlen nemnegativ egész értékil valoszintliségi véaltozo,
akkor
Geyn(z) = Ge(2)Gp(2). (4.45)

4.10. T ETEL: Ha ¢ és n fiiggetlen valdszintiiségi valtozo, ekkor

Pern(t) = @e(t)pn(t),  VteR. (4.46)

1. x2-ELOSZLAS

Definicié: Legyen &1,&,...,&, ~ N(0, 1), amelyek teljesen fiiggetlenek, akkor
E=8+&+. +&, (4.47)

valészintiségi valtozét n szabadsdgfoki y2-eloszldsinak nevezziik. Jelolés: & ~ x2.
4.11. TETEL: E(§) =n, D?*(&) = 2n.
Megjegyzés: Ha n = 2, akkor £ exponencidlis eloszlast, azaz £ ~ Exp(0.5).
2. GAMMA-ELOSZLAS

Legyen a > 0, A > 0. Az £ Gamma-eloszlasi, ha a strliségfiiggvénye

1
b a—1_-—Xzx h
flz) = { Ty & ¢ haw>0, (4.48)
0, ha z < 0.
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Jelolés: € ~ Gamma(a, ).

4.12. TETEL: E(§) = % D2(¢) = %

Megjegyzés: 1. Ha a = 1, akkor éppen az exponencidlis eloszlast kapjuk.

2. Filggetlen exponencidlis eloszlasi valdszinliségi valtozdk Osszege Gamma-

eloszlés.

1
3. x2-eloszlds: a = g, A= 37 azaz

n 1
£~ Gamma(g, 5)

4.5. Egyenlotlenségek.

4.13. TETEL: (Markov-egyenlétlenség)  Legyen a n nemnegativ val6szintiségi

valtozd, melynek létezik a varhato értéke, ekkor Ve > 0 esetén

)
Py =)< 20, (1.49)
c
Bizonyitas: Folytonos eset:
E(n) = /:z:f(a:)dac > /acf(a:)da: > /cf(a:)d:v =cP(n>c). (4.50)
0 c c
Diszkrét eset:
E(n) =Y xzPn=m;)> Y xP(n=ux;)>
=1 zize (4.51)
> Z cP(n=ux;)>c Z P(n=m;) =cP(n>c). Q.E.D.
x;>cC T;>cC
Megjegyzés:
E
Pin<c)>1- i") (4.52)
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4.14. TETEL: (Csebisev-egyenldtlenség) Ha a & valdszintiségi valtozénak léte-
zik a szorasnégyzete, akkor Ve > 0 esetén

D¢

P(E - Bl 2 2) < =

(4.53)

Bizonyitas: Legyen n = (¢ — E(£))?, ekkor n > 0, E(n) = D?(¢). Alkalmazzuk
n-ra a Markov-egyenlStlenséget, ha ¢ = ¢2.  Q.E.D.
Megjegyzés:
D*(¢)

P(E-E@©l<e) 2 1- 2

(4.54)

4.15. TETEL: (Jensen) Ha f konvex fiiggvény és £ olyan valdszintiségi valtozo,
amelyre 1étezik E(f(€)) és f(E(£)), akkor

E(f(§)) = f(E(E))- (4.55)

Bizonyitas: Legyen L a tamasztéegyenes az f fiiggvényhez az (E(E), f(E(£)))
pontban, akkor

E(f(§) =z E(L(E)) = L(E(E)) = f(E(S)). Q.E.D. (4.56)

Megjegyzés: 1. E(£2) > E?(€).

2. Ha k > 1, akkor
E(l¢[*) > E*(l€)). (4.57)

4.16. TETEL: (Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz) Ha létezik F(£2) és E(n?),
és E(§) = E(n) =0, akkor

[E(En)| < VE(E)E0?). (4.58)
Bizonyitas: Legyen t € R tetszoleges, ekkor

0 < BE((t€ +n)%) = t*E(&%) + 2E(&n) + E(n?). (4.59)
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Ez utobbi a t valtozénak egy masodfoku kifejezése, amely sohasem negativ. Tehat,
mint masodfoku egyenletnek nincs két kiillonb6z6 valds gyoke. Tehét a diszkriminans
nem pozitiv, azaz

D = 4E*(&n) —4E(E*)E(n?) <0. (4.60)
Atrendezve kapjuk az allitést. Q.E.D.

Megjegyzés: 1. A bizonyitasbdl rogton adodik, hogy egyenloség akkor és csak
akkor, ha t£ +n = 0 1-valdsziniséggel.

2. Ha létezik E(€), E(n), E(¢2) és E(n?), akkor
E(E - E(€) =0, D*¢) =E((&-E(©))),
E(n—E(n) =0, D)= E((n—-E(@))?), (4.61)
cov(§,n) = E((§ — E(§))(n— E(n)))
Tehat
lcov(§,m)| < D(€)D(n), (4.62)
r(§,m| < 1. (4.63)

Egyenl6ség akkor és csak akkor, ha n = a& + b (a,b € R) 1-valdsziniséggel.

4.6. Nagy szamok gyenge torvényei.

4.17. TETEL: (nagy szdmok gyenge torvénye) Legyen &1, &s, ... fliggetlen,
azonos eloszlasu valdszintiségi valtozék sorozata. Létezik a szorasnégyzet. Ekkor

tetszoleges € > 0 esetén

lim P (|u _E(&)] > 5) 0. (4.64)

n——4oo n

Bizonyitas:

E <w> = E(&), (4.65)
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T D?
n n
Ekkor alkalmazzuk a Csebisev-egyenlGtlenséget
R D?
P (!M ~E(&)| > e) S (4.67)
n ne

han — oc0. Q.E.D.

Megjegyzés: Legyen A esemény, P(A) = p, és S, az A esemény gyakorisiga az

elsé n kisérletbdl egy Bernoulli kisérletsorozatndl. Ekkor tetszoleges € > 0 esetén

Sn
i — —p| > = 0. .
nllg-loo P <| - p| > E) 0 (4.68)
Sn ~ B(n7p)7 igy
S, p(1 —p) 1
= > < < . .
P <| - P(A)’ > 8) S T3 S I O (4 69)

4.7. Polinomialis eloszlas.

Egy urnaban n kiilénbo6z6 fajtdju golyé van. Legyenek ezek a tipusok
a1,a2,...,0n. (4.70)
Az a; tipus kihuzasa jelentse az A; eseményt és tudjuk, hogy
P(A;) = ps, (1 <i<n). (4.71)
Huzzunk az urnabdl visszatevéssel K-szor. Ekkor
Q={ww=(ai,...,a;,.}, azaz |Q =n". (4.72)
Legyen k; az A; esemény bekovetkezéseinek a szama egy adott w € € elemi

esemény (mintarealizacid) esetén. Mig ¢; jelentse az A; esemény bekdvetkezéseinek a

szamat.

63



VELETLEN VEKTOROK

Ekkor
P(w) =pliphz ... phn.
K! (4.73)
P(é-l = kl,...,gn = kn) = ]{d'—kjn'plflplzw LN p,,k;n
Ez utébbi a (& ...,&,) egyiittes eloszldsa és polinomidlis (multinomidlis) elosz-

lasnak nevezzik.

Megjegyzés: 1. A polinomidlis eloszlas egydimenziés peremeloszldsai binomidlis

eloszlasok.
2.
K\ /(K —Kk K — ki — ko ky,
P& =k, ... &n=k,) =priphz. . pkn e :
(51 1 76 ) P1 Py by, (kl) ( k2 ) ( k3 ) (kn)
(4.74)
4.8. Transzformacié n-dimenzidban.
Definicié: Az egyiittes eloszlasfiiggvénye az (n1,...,7n,) véletlen vektornak,
amely a (&1,...,&,) véletlen vektorbdl all el gy, hogy
nk:gk(fla"wfn) k:1727"'7n (475)

a kovetkezo

F7717~~~a77n (yla oo 7yn) = Pfly’gn({w|gk(§1(w)a <o 75?1(("))) < Yk, k= ]-7 27 s 7n})

(4.76)
Most tekintsiik azt az esetet, amikor g (k = 1,2,...,n) fiiggvényeknek folytonos
az els6 parcidlis derivaltjuk minden (z1,...,x,) pontban gy, hogy
991 991 991
Ory, Oxo Oz,
992 992 092
J(x1,. o )= | 0x1 Oxp 7 Oz, | #£0. (4.77)
99n  Ogn g
Or, Oxa Oz,
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Haa (&1, ..., &,) véletlen vektornak létezik az fe, ¢, egyiittes siirliségfliggvénye

és a

Y = gk(T1, T2, ..., Ty), k=1,2,...,n, (4.78)
egyenletrendszernek minden (z1, ..., x,) pontban pontosan egy megoldésa van, akkor
a (n1,...,m,) véletlen vektornak az egyiittes siiriiségfiiggvénye

fnla"wnn(yl?yQ? cee ayn) = f§1,-~~,§n (131,5(32, s 7$n>‘J(I17m27 s 7'Tn)|_1‘

4.2. Példa: Legyen a (&1,&2) véletlen vektor siiriiségfliggvénye

B 1 (x1 —m)? = 2p(x1 — m)(x2 — m) + (w3 — m)?
flan,@2) = 2mo24/1 — p? exp{ 202(1 — p?) '
(4.79)
Tehét a (&1, &) véletlen vektor normalis eloszldst, ahol
E(&) = E(&) = m, D2(51) = D2(£2) — o2 és r(é1, &) = p. (4.80)

Készitsiik el a &, & mintaelemekbdl (nem fliggetlenek) az atlagot (jelolje n;) és a

tapasztalati szérasnégyzet kétszeresét (jelolje 12), azaz

- &1 -;52, - (&1 —252)2_ (4.81)
Az (n1,m2) véletlen vektor stirtiségfiiggvényének meghatarozasihoz a megfeleld transz-
formaciok: )

p="t o) (4.82)

Ez a transzformdcié leképezi az A = R? halmazt a B = {(y1,v2)|y1 € R,y2 > 0}
halmazra. De ez a transzforméacié nem egyértelmii és a B halmaz minden elemének
(kivéve, amikor yo = 0) két elem felel meg az A halmazban. fgy az inverzfiiggvények

két csoportja tartozik a transzformaciéhoz:

x1:y1—\/%, x1=y1+\/%,
$2=y1+\/%, T2 = Y1 — %)
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Tovabba az A halmaz nem irhaté fel két olyan diszjunkt halmaz unidjaként, amelyek
mindegyike esetén a transzformaciénk a B halmazra képez. A problémat az A hal-
maznak azok a pontjai okozzdk, amelyek az x1 = x5 egyenletii egyenesen fekszenek.
Ekkor ugyanis yo = 0. Azonban mondhatjuk azt, hogy f(x1,22) = 0 minden olyan
pontban, ahol x1 = 5. Ezt megtehetjiik anélkiil, hogy az eloszlds megvaltozna, hiszen

ezen pontok valészintisége 0.

Legyen tehat A = R2\{(z1,22)|r1 = 22}. Ez a mintatér az Ay = {(z1,22)|72 <
x1} és Ay = {(z1,22)|x2 > 21} diszjunkt halmazok uniéja. Ekkor a transzforméciénk

kolcsonosen egyértelmi az A; (i = 1,2) halmazok mindegyikérdl az 1j

B ={(y1,92)[y1 € R,y2 > 0} (4.84)

halmazra. Az (n1,72) véletlen vektor slirtiségfiiggvénye most mar meghatdrozhaté. A

transzformaciok Jacobi-determinansaira teljesiil, hogy

1
|| = |J2| = N (4.85)

Tehat az (n1,m2) véletlen vektor stirtiségfliggvénye

B 1 2 o) 2=20) —m)*+ (A +pyp| 1 _
9(Y1,y2) _27r02ﬂ V202 P { 202(1 — p?) } V2y2
V2 (yr —m)?

Ebbél jél 1lathato, hogy m1 és my sztochasztikusan fliggetlenek (ez ismert fiiggetlen

valésziniiségi valtozok esetére). Tovabba, n; eloszldsa normalis, amelyre

B =m ¢ D) = Z0EE (4.87)

Mig

ﬁ (4.88)

eloszlasa 1-szabadsagfoki 2.
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Legyen n = a (a > 0), ekkor az eloszlasfiiggvényekre illetve a siirtiségfiiggvények-

re teljesiil, hogy
x 1 T
Fy@) =Fe (2), f@ = s (%), (4.89)
azaz ha

few) = ———c2 (4.90)

eV

1
ahol F(§) =/, és ha a = 0%(1 — p), akkor

1 T
T) = eXpi———"—1/ 4.91
fa(@) 2ro2(1 — p)x ot 202(1_/))} (490
Tovabba ez azt jelenti, hogy
2 (& — &)
Je _ L 52/ 4.92
5 1 (4.92)
striségfiiggvénye
! exp{——2 1y (4.93)
o?(1—p)

P(3)ov/T— Ve

A szakasz eredményeit a kovetkezéképpen Osszegezhetjiik: Ha adott két korrelalt,
normalis eloszlasu valdszintiségi valtozo, akkor a beldliik képzett szamtani atlag és
tapasztalati szérasnégyzet fiiggetlen. Tovabba, a tapasztalati szorasnégyzet eloszlasa
egy olyan 1-szabadsagfoki x? eloszlas, melynek a varhaté értéke

a*(1 = p)

.o (4.94)

1. STUDENT ELOSZLAS

Definicié: Legyen &,&1,&2,...,&, ~ N(0,1), amelyek teljesen fiiggetlenek,
akkor

(4.95)

‘e &
\/§%+g§+...+§g
n
6
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valészintiségi valtozot n szabadsagfokid Student-eloszldsinak nevezziik.

Jelolés: & ~ t,.

4.18. TETEL: E (%) csak akkor létezik, ha a < n. A siriségfiiggvénye

n+1 n+1
d 2 22\~ 2
fo(r) = ———2% (1 + —) . (4.96)
NZZO N <§> n
Megjegyzés: Szokas t-eloszlasnak is nevezni.
2. Ha n = 1, akkor éppen a Cauchy-eloszlast kapjuk.
2. Ha n — oo, akkor a standard normélis eloszlast kapjuk.
2. FnmELOSZLAS
Definicié: Legyen & ~ x2, n ~ X2, és teljesen fiiggetlenek, ekkor

mg
nmn

¢ = (4.97)

valoszinliségi valtozdt n, m szabadsdgfoku F), ,,-eloszlasunak nevezziik.

Jelolés: ¢ ~ F}, p,.

4.9. Centralis hatareloszlas-tétel.

4.19. TETEL: (centrdlis hatdreloszlds-tétel) Legyen &7, &, . . . fliggetlen, azonos

eloszlast valészintiségi valtozdk sorozata és létezik az E(&;) = u és D?(&;) = 02 > 0.

Ha S, =) &, akkor
k=1

Sn —nu
li Pl ——— =0 R 4.
Jim ( i < x) (), r € R, (4.98)

ahol ® a standard normélis eloszlasfiiggvény.

Megjegyzés: Specialis esete a Moivre-Laplace tétel.
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5. MINTAVETEL, ALAPSTATISZTIKAK

A matematikai statisztika alapfeladatat nagy altalanossagban a kévetkezoképpen
fogalmazhatjuk meg: ”Kovetkeztetés tapasztalati adatokbol események ismeretlen va-
loszintiségeire vagy valosziniségi valtozok ismeretlen eloszldsfiigguényeire és ezek para-
métereire.” (Vincze, 1975). Tovabbd a matematikai statisztika feladata olyan médsze-
rek kidolgozasa, amelyek segitségével tapasztalati adatokbdl a keresett elméleti érté-
kekre a lehet6 legtobb informaciot nyerhetjiik. De feladata maguknak a kisérleteknek

a tervezése és szamuk optimalizdldsa is.

A statisztikai kovetkeztetés: a bekovetkezés esetlegessége. Csak a valdszintiség
ismert (atlagossag, az esetek 100p szdzaléka, relativ gyakorisdg). Nem tudjuk meg-

mondani, hogy bekovetkezik vagy nem.

A matematikai statisztika f6bb fejezetei: becsléselmélet (pont, intervallum), hipo-

tézisvizsgalat, a mintavétel elmélete.

5.1. Minta, mintavétel.

Minthogy mind a hipotézisvizsgdlat mind a becsléselmélet kovetkeztetései tapasz-
talati megfigyelések alapjan torténik, eért a mintavétel elmélete a matematikai statisz-
tika alapveto és egyben bevezeto fejezetének tekinthetd, amelynek egyes részei csak az
elmélet kiillonboz6 részei soran targyalhatok. Pl. egy kisérlet tervezése mar attol fiigg,
hogy a kisérlet kimenetele alapjan milyen becslési vagy hipotézisvizsgalati modszert

alkalmazunk.

Definicié: Az (2, F,P) harmast statisztikai mezének nevezziik, ahol

P ={Py|v € © Cc RF}. (5.1)
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Megjegyzés: Feladat az igazi v paraméterre valé kovetkeztetés. Egy & valdszi-
niiségi valtozo keriil megfigyelésre, amelynek lehetséges értékei az X mintateret alkot-
jak és ennek bizonyos részhalmazai a B o-algebrat. A statisztikai mezo generélja hozza

a valoszintiségeket. Legyenek ezek P*, ahol ha B € B, akkor

{wlg(w) e B} € F,  Py(B) = Py({w|¢(w) € B}). (5.2)
Tekinthetjik ezt is statisztikai mezonek. Valdjdban a kovetkeztetés £-r6l torténik
J-ra.

Definicié: A
517527"'7571 (53)

valoszinliségi valtozok Osszeséget mintanak nevezziik, ha azonos eloszlasuak.

Megjegyzés: 1. Ha a valészintliségi valtozok fiiggetlenek, azonos eloszlasuak,

akkor fiiggetlen mintdnak nevezziik (a legfontosabb esetekben a minta ilyen lesz).

2. Gyakorlati kovetelmény: jellemezze az Osszeséget, ahonnan szarmazik, tovab-
b4 minnél tébb informacié az ismeretlen eloszlasra. Hogyan biztosithaté, hogy tel-

jesiljon az azonos eloszlas, fliggetlenség, véletlenszeriiség.

3. Megkdvetelt nagysdgrendek: (a) "nagy” minta (szézas nagysagrend): elméleti
érték becslése, (b) "kis” minta (4-30): statisztikai hipotézis ellenérzése (a kisérlet

koltséges, sokszor kell elvégezni).

4. A mintavétel mddszerei: (a) egyszerii véletlen; (b) kétfokozati, tobbfokozatu,
szekvencidlis (részsokasidgok monotonitdsa, csomagolas, koltség); (c) rétegezett, cso-

portos (egylépéses, kétlépéses).

Definicié: Az

L1,L2y...,Tp (54)

tényleges mérési adatok Osszeséget mintarealizaciénak nevezziik.

5.2. A statisztikai minta jellemzoi.
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Definicié: Legyen £ = (£1,&2,...,&,) € X, ekkor (&) statisztika, ha ¢t mérhetd
fliggvény.

Megjegyzés: Statisztika a mintaelemek mérheto fiiggvénye.
A kovetkezokben megadunk néhany hasznalatos statisztikat:

Atlag (mintakozép):

g_£1+€2+---+€n
B n

(5.5)
A minta elemeit sorba rendezziik. £ jelolje a legkisebbet. A rendezett minta:

<& <6 (5.6)

n

Megjegyzés: Ne felejtsiik el, hogy fiiggvények esetében pontonként kell alkal-

maznunk a rendezést.

Definici6: Adott az F' eloszlasfiiggvény és a p valészintiség. Az x,, p-kvantilis, ha

p = F(zp). Hap = 0.5 medidnnak, mig 0.25 és 0.75 esetén alsé illetve fels6 kvartilisnek

nevezziik.
Megjegyzés: Jelolje &, a p-kvantilis tapasztalati megfelel6jét, azaz &, = f[*np] 1
ekkor aszimptotikusan
1 p(l—p)
&~ N (IL‘ , , 5.7
AN 2w oD
ahol f az F-hez tartozo strtiségfiiggvény.
A median tapasztalati megfeleloje &1, &o, .. ., &, esetén.
1 han =2m+1,
a{&} = ; . :
me {5 } { gm + ém—i—l , ha n— 2m (5 8)
2
Median abszoluit eltérés:
MAD{&;} = med{|&; — med{&;}|}. (5.9)
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MINTAVETEL, ALAPSTATISZTIKAK

Mintaterjedelem: £ — &

n 1

> &
i=1
—
Tapasztalati szordsnégyzet és korrigaltja:

Tapasztalati momentumok:

== = 5.10
n Y Sn ( )

f 4 .. ; Sn
Szorasi egytlitthato: —

§

(szérés nagysiga az értékekhez képest, £ > 0).
Tapasztalati eloszlasfiiggvény:
0 L haz<g
« k
Fi(z)=¢ = ,ha¢<a<&,, (k=1,2...,n-1), (5.11)
n
1

,ha & < .

5.1. TETEL: (Glivenko — a matematikai statisztika alaptétele) Ha a

&1,&9, ..., &, fiiggetlen minta, akkor

P ( lim  sup |F'(z) - F(z)| = 0) -1

N—X0 _co<r<+00

Megjegyzés: Még sokféle statisztika haszndalatos. Ezek koziil ki kell emelni a

hisztogrammokat, amelyekkel majd a hipotézisvizsgalatoknél foglalkozunk.
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6. BECSLESELMELET

A becsléselméletben gyakran feltessziik, hogy a megfigyelt mennyiségek fiiggetlen
valésziniiségi véltozdk, kozos Fy, eloszldssal, amely egy meghatarozott {Fy|d € O}
eloszlashalmazba tartozik. A paramétertér © altaldban az R* egy részhalmaza.
Megprébaljuk g értékét a megfigyelések alapjan megbecsiilni, azaz keressiik azt a
leképezést, amely az Osszes megfigyelések halmazat ©-ba képezi le és 1¥g-hoz kozeli

értéket vesz fel nagy valészintiséggel, ha Fy, a valodi eloszlas.

6.1. FELADAT: Hany kockaval dobhatunk a legnagyobb valdszintiséggel egy
hatost?

Megoldas: n kocka esetén a valdszintiség

n5n—1
. = . 6.1
p o (6.1)
n—1 1)5" _ n—1
n5 (n+1)5"  (n—5)5 (6.2)

Pn = Pn+1 = 6" B 6n+1 o gn+1

n < 5, akkor p,41 > pn;

n > 6, akkor p,41 < pn;
55
n = 5, akkor ps = pg = @'D

6.2. FELADAT: Allatok szdménak becslése az ujra elfogott allatok szamabol.

Egy t6bdl kifognak 1000 halat, mindegyiket megjelolik piros ponttal, majd vissza-
dobjék a toba. Bizonyos id6 elteltével ismét kifognak 1000 halat, és koziiliik szézon
piros pontot taldlnak. Milyen kovetkeztetés vonhaté le ennek alapjan a toban 1évo

halak szaméardél?

Megoldas: A halak szaméanak meghatarozasa a statisztikai becslések egy tipikus
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példaja. A lehetséges modszerek koziil a visszatevés nélkiili mintavétel esetére vissza-

vezethetd moddszert mutatjuk meg.

Természetesen feltessziik, hogy a két halaszat eredménye egy-egy véletlen minta,
melyet a t6 Osszes halaibdl all6 sokasdgbdl vettiink. Feltessziik tovabbé, hogy a té

halainak szdma a két haldszat kozott nem valtozott.
Altaldnos eset:

Legyen n a t6 halainak szama; m az els6, mig r a mésodik alkalommal kifogott
halak szdma; k a mésodik fogds megjelolt halainak a szama. Jeldlje px(n) annak a

valoszinliségét, hogy a masodik fogasban pontosan k& megjelolt hal lesz. Ekkor

)
)

A gyakorlatban m, r és k megfigyelhetd, de az n ismeretlen rogzitett szam.

pr(n) =

Biztosan tudjuk, hogy n > m + r — k. Példankban n > 1900.

Ha feltessziik, hogy n = 1900, akkor

P100(1900) ~ 10~ 4%, (6.4)

Hasonléan, ha n nagy, pl. n = 100000, akkor

P100(100000) = 107, (6.5)

Keressiikk meg azt az n értéket, amelyre pi(n) a legnagyobb értéket veszi fel,
hiszen erre az n-re lesz kapott megfigyelésiink a legvaldszintibb. Jelolje ezt a szamot

n. Az ilyen becslést szokas maximum likelihood becslésnek nevezni.
Tekintsiik a kovetkez6 hanyadost:

pe(n)  _ (n—m)(n—r)
=1 (i—m-r+kn (6.6)
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Egyszeri szamolassal adédik, hogy

pk—(n) <1, ha nk>mr, (6.7)
pr(n—1)
_pe(n) >1, ha nk<mr (6.8)
pr(n—1)

Tehat ha n novekszik, akkor kezdetben pg(n) nd, majd csékkenni kezd. Maximumat

arra a legnagyobb n egész szamra éri el, mely még kisebb, mint

i = % = 10000. 0 (6.9)

Megjegyzés: A valésagban n értéke esetleg ennél nagyobb vagy kisebb, igy

felvetodik az a kérdés, hogy az n nagy valdsziniiséggel milyen hatarok kozé esik.

n Ploo(n)
7920 0.00101
9000 0.02153
(6.10)
10000 0.04429
11000 0.02590
13000 0.00102.

J6 lenne tudni, hogy melyek azok az n értékek, amelyek nagy eséllyel szamitasba

jonnek, azaz mely tartomanyba esik az n nagy valészintiséggel (intervallumbecslés).

Definicié: Legyen adott a

§1,82,---,&n (6.11)

minta, melynek stirtiségfiiggvénye f (vagy diszkrét eloszlasa p), és ez a ¢ paramétertol
fligg. Tehat adott a

{f(59)[9 € © C R}, (6.12)
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Pontbecslésnek nevezziik a mintaelemek mérhetd fiiggvényét (statisztika), ahol a becs-

lés és a paraméter koordinatainak a szdma megegyezik, azaz

19n(€17€25"'7€n) € 0. (613)

Intervallumbecslésnek nevezziik a I' tartomanyt 1 — o megbizhatdsagi szinttel, ha

rcoésPWel)=1-a. (6.14)

Megjegyzés: 1. Az absztraktabb elmélet szerint legyen adott az (X, F, Py),
Y € © C RF statisztikai tér, a Py eloszlassereg domindlt a p mértékkel, azaz 1éteznek
a strtiségfliggvények, s ekkor nem kell megkiilonboztetni a diszkrét és folytonos esetek
jeloléseit.

2. Probléma: Hogyan készitsiink becsléseket? Hogyan vélasszunk a becslések

koziil? Mikor elfogadhaté a kivalasztott becslés?

3. Sok esetben nem a paramétert becsiiljiik, hanem valamilyen fiiggvényét.

6.1. Pontbecslés.

Definicié: Legyen adott a &1,&a,...,&, minta f(x1,xs,...,z,; 1) striiségfiigg-

vénnyel. A 0,,(€1,&a,...,&,) (roviden ¥, a 0 paraméter torzitatlan becslése, ha
E(¥,) = 9. (6.15)
O, a paraméter aszimptotikusan torzitatlan becslése, ha

lim E(d,) = 9. (6.16)

n—oo

Megjegyzés: 1. Az atlag a varhato érték torzitatlan becslése.

2. A tapasztalati szorasnégyzet nem torzitatlan becslése a szérasnégyzetnek,
viszont aszimptotikusan torzitatlan. A korrigalt tapasztalati szérasnégyzet torzitatlan

becslése a szorasnégyzetnek.
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3. Ha 9, és U, torzitatlan, akkor i, + (1 — a)U,, szintén torzitatlan.

Definicié: Adott a 1§n és a ﬁn torzitatlan becslés. A @n hatdsosabb, ha

D?(d,) < D?(0,). (6.17)

Definicié: Az
a1&1 + a2 + ... + an&n, (6.18)
statisztikat, ahol (a; € R, i =1,2,...,n),ésa1+...+a, = 1, a varhaté érték linedris

becslésének nevezzik.
Megjegyzés: Az atlag a leghatasosabb linearis becslés.

Definicié: Legyen adott a &1,&a,...,&, minta f(x1,x2,...,z,; 1) striiségfiigg-

vénnyel. A minta likelthood fliggvénye:

L(ﬂ;ﬁh&,---,ﬁn) = f<£17€27~--7§n;19)' (6-19)

A minta loglikelihood fligguénye:
l(ﬁ;fl,gg, e ,fn) = — ln(L(ﬂ, 51,52, N ,fn)) (620)

Definicié: A 1§n(§1, €a,..., &) elégséges statisztika, ha

L(ﬁ;flaéé? s 7£n> = g(ﬁn(é‘lvf% s 7£n;ﬁ)h(£17€2; s 7§’n)7 (621)

ahol g és h megfelel fiiggvény.

Megjegyzés: A szokdsos definicié a ﬁn(gl,@, ..., &n) elégséges statisztika, ha
a VA € B esetén a Py(A|J, = x) feltételes valészinfiségek megadhatSk gy, hogy ne
fliggjenek ¥-t6l. Jelentése lényegében az, hogy U, a paraméterosszességre vonatkozd
minden informéciét tartalmaz. Az altalunk megadott definiciét a Neyman faktorizéci-

0s tétel alapjan kapjuk.

6.1. Példa: Legyen p(z;9) = 95(1 — )%, 2 = 0,165 0 < 9 < 1. Adott a
&1,&9, ..., &, fliggetlen minta ezzel az eloszlassal. Legyen Oy = L+&+...+ &
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Megoldas:
Y\ .9 e 1
L0616 ens ) = p(6050) 0l ) = ()00 s 022
(5)
Tehét U, elégséges becslés v-ra. O
Definicié: A 9, (&1,&2, ..., &) sorozat konzisztens becsléssorozat a ¥ paraméter-
re, ha
lim P(|9, — 9| >¢) =0, (6.23)
minden € > 0 esetén. A 1§n (&1,&2,...,&,) sorozat erdsen konzisztens becsléssorozat a
¥ paraméterre, ha Vn esetén
E@,) =19, é lim D*@,)=0. (6.24)

n—oo

Megjegyzés: 1. Az erdsen konzisztens becsléssorozat konzisztens.

2. Az atlagok sorozata erdsen konzisztens becsléssorozat a varhato értékre.

6.2. Pontbecslési mddszerek.

Szamos tulajdonsag, tavolsag, eltérés alapjan készithetiink becsléseket. Pl. mi-

nimum y? médszer, maximum entrépia médszer.

A

Definicié: Legyen adott a &1,&s,...,&, minta f striségfiiggvénnyel. A o,

maximum likelihood becslés a ¥} paraméterre, ha

mg’XL(ﬂ;517€27 o 7511) = L<Q§n;£l7£27 s agn) (625)

Megjegyzés: 1. Ezzel ekvivalens, hogy

minl(d;&1, &, €n) = UDni €1, 62 n)- (6.26)
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2. Ha a minta fiiggetlen, akkor

L(ﬁ;glag% s 7571) = f(§17§27 s 7571;79) = f(fl,ﬁ) U f(gn”?)? (627)
max | [ f(&:9) = [ ] £(&:0n), (6.28)
i=1 i=1
mﬁin— Zln(f(fi; Zln f(&: 0, (6.29)
i=1

3. Altaldban maximum likelihood becslés nem egyezik meg a legvaldsziniibb

esettel.

6.2. Példa: p(z;9) =91 -9)17%, 2=0,1és0 <9 < 1.

L(0;&1,6,...,&,) = 98 Fetatln (] _ gy (Gitéat480) (6.30)
—(&+ &t )t —(n— (G + &%+ ...+ &) In(1 =), (6.31)
dl &G4+t 4+ n—(G+&t. . +E)
== 5 + T , (6.32)
zén:’51+§2:“'+’5".m (6.33)

6.3. Példa: Adotta &1, &s,. .., &, fiiggetlen minta és & ~ N (u, 0?). Hatdrozzuk

meg a ¥ = (u, 02) maximum likelihood becslését!

Megoldas: Tudjuk, hogy

fei(z;9) = U\}% exp (—%) : (6.34)
. 17t sy [ (& — p)?
L(9:61,&, ... . &) ];[1 — = p( S ) (6.35)
& —m*\\ _
z;ln(g\/_exp( 52 ))_
' . (6.36)
=5 + G + g5 36 -’
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o 1 =l (6.37)
2
d(0?) T 20 Z@l =0,
i=1
amely egyenletrendszerbdl a megoldas
(& — €)?
A 9 o= St St t "y 2 ;
Un = (f1,02), ahol 1 = £ = ,02 = 8,° = O (6.38)

Definicié: Jelolje

1(9) = Ey ((W) > . (6.39)

a Fisher-féle informaciomennyiséget.

6.1. TETEL: (Cramer-Rao) A U, torzitatlan becslés d-ra a &1,&,...,&,

fiiggetlen minta alapjan, akkor

D?(¥,) >

TG (6.40)

Megjegyzés: 1. Ha van elégséges statisztika, akkor a maximum likelihood

modszer ennek valamely fliggvényéhez vezet.

2. Ha van minimalis szorasu becslés (Cramer-Rao egyenlétlenségben egyenliség

van), akkor a maximum likelihood becslés ilyen.

3. Szamos esetben megoldési és torzitasi problémak vannak. Kis mintés esetben

sziikséges a becslések korrigdlasa.

4. Elofordul, hogy a maximum likelihood becslés nem egyértelmii, de kivalasztha-
t6 konzisztens becsléssorozat, amely aszimptotikusan minimdélis szorasa és normalis,

azaz

lim D?(0,)nI(9) = 1, (6.41)

n—oo
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lim P(\/nI(9)V, <z)=>®), VYreR.O (6.42)

n—oo

6.3. A momentumok maodszere.

Ha egy valdszintiségi valtozénak létezik a varhaté értéke, akkor a nagy szdmok
torvénye alapjan ha &, &, ... fliggetlen, vele azonos eloszlasi valdszintiiségi valtozok
sorozata, akkor a részletosszegek atlaga tart a varhato értékhez. Tovabba tudjuk,
hogy ha altalaban nem is, de elég gyenge feltételek mellett a momentumok meghata-
rozzak az eloszlast. Ez adta az otletet, hogy becsiiljuk meg az elméleti momentumokat

a tapasztalati momentumokkal, azaz legyen

o= BE¥) b my— SEET & (6.43)

n

L1 A T (6.44)

Megjegyzés: 1. Nyilvan a megoldashoz sziikséges, hogy az egyenletek szama
megegyezzen a paraméterek szamaval. A felhasznalt momentumok £ rendje legyen
kicsi, mert ha k > 1, akkor

E(l¢F) = B (¢)), (6.45)

és a kozelités hibaja szintén a momentumokkal mérheto.
2. Egyszerlien és gyorsan felirhatéak az egyenletek, teljesiil a torzitatlansag.

Viszont mar egyszerii esetekben is gond van a momentumok létezésével. Pl. Cauchy

-eloszlas, & ~ x? reciproka. Tovabbi gondot okozhat az egyenletrendszer megoldésa.

Pl. Weibull-eloszlés. O

6.4. A minimum y? mddszere.

Ez a moédszer, akkor alkalmazhatd, ha a megfigyeléseink csoportosithatéak (n
megfigyelés k csoportba). Jeldlje a csoportonkénti gyakorisdgokat nq,ns, ..., nk, mi-

alatt az elméleti valészintiségek értéke p;(¥) (i = 1,2,...,k). A gyakorlatban a ¢ €
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R™ értéke ismeretlen, igy becsiilniink kell a mintabdl. Ez gy torténik, hogy mini-
malizalunk — egy megfelel eltérés, tavolsag segitségével — a gyakorisdgok és az np; (1)

(1 =1,2,...,k) varhat6 értékek kozott. Most csak a kdvetkez6 kettét adjuk (Pearson

szerint)
k
200y _ N\~ (i — npi(9))?
n; — np;(19))?
Gty =y e (6.47

[y

1=

A becsléseket megkaphatjuk a

L1030 _ [ni—nmm (ni —npi(9))] Ipa(9)

20U, pi(9) 2np2 (V) v =0 (6.48)

egyenletrendszerbdl (7 = 1,2....,m). Nagy n esetén az egyenlet megolddsa konnyebbé

teheto a szogletes zardjelben a mésodik tag elhagyéasaval.

Mig a médositott esetben a becsléseket megkaphatjuk a

lm _ Z n; — npz(ﬁ)napl(ﬁ) -0 (649)

egyenletrendszerbél (j = 1,2....,m).0

6.5. Intervallumbecslések.

Az eddigiek soran arra térekedtiink, hogy megfigyeléseink alapjan egyetlen érték-
kel becsiiljiik az ismeretlen paramétert. Ebben a szakaszban a feladat megadni egy

I’ C © tartoméanyt, amelyre P(¢ € ') =1 — a.

Definicié: Legyen a ¥ € R, a &1,&s,...,&, minta. A

7§n(£17§27~"7§n) Sﬁgén(ghg%‘”agn) (650)
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1 — a megbizhatosagu konfidenciaintervallum 9 paraméterre, ha

Py(¥, <9 <9,)=1— o (6.51)

Megjegyzés: 1. Véletlen egy intervallum, ha legalabb az egyik végpontja valo-

szintiségi valtozo.

2. A konfidenciaintervallum anndl jobb minnél révidebb. Ennek mérése példaul

varhato értékkel.

3. Alkalmazdsok: kontrollkartydk (&tlag-szérds, medidn-MAD, medidn-minta-

terjedelem).

6.4. Példa: 1<¢(<2 <= 2<26ésé<2,sigy

P(l<&<2)=P(¢<2<2). (6.52)

6.5. Példa: ¢ ~ x3;. Mennyi a valészintisége, hogy 26.3 € [€, 3.3¢]?

Megoldas:
P(€ <26.3<3.3¢) =P(7.97 < £ <26.3) =~ 0.90. (6.53)

Az intervallum hossza: 2.3¢. Varhato értéke: E(2.3¢) =2.3-16 = 36.8. O

6.6. Példa: Konfidenciaintervallum készitése a Csebisev-egyenlotlenség alap-
jan. Fontos, mert ha viszonylag keveset tudunk az eloszlasrél, azaz nem ismerjik

"csak” azt, hogy létezik a E(§) = pu és a D() = o, ekkor
1

P — | < ko) >1— 5. (6.54)
Tovabbé
= — o
E)=p, D)= N (6.55)
Tehat
P(E~kovii < p< E+hoi) 21— 5. (6.56)
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Megjegyzés: 1. A Csebisev-egyenl6tlenség alapjan nem tudjuk biztositani az
egyenloséget, de ha « kicsi, azaz kisebb, mint 0.05, akkor mar megfelel6 lehet az

informaécio tartalom.
2. A k=3, k=4 adja a mindségellenérzésben szokasos 60, 80 szabalyt.

6.3. FELADAT: Legyen

1,62, n ~ N(p, 07), (6.57)
fiiggetlen minta. Készitsiink P(z, < p < xp) = 1 — a konfidenciaintervallumot a

varhaté értékre, ha a o( széras ismert!

Megoldas: Tudjuk, hogy

SZE Jn~ N(0,1). (6.58)
o0
Legyen 0 < a < b, ekkor
Sa+z)—P(a) > P(b+2z)—D(b), x>0, (6.59)
O(b) — P(a) > P(b+z) — P(a+ x). (6.60)

Ez alapjan (standard esetben) a legrovidebb intervallum, akkor adédik, ha a 0O-ra

szimmetrikus.

P(é—u%ﬁgugé+u%‘7°):1—a, (6.61)

Megjegyzés: A centralis hatareloszlas-tétel szerint fiiggetlen mintara

lim P(E_M\/ﬁ<a:> =®(z), VreR. (6.62)
00

n—oo

Tehat ha a mintaelemszam elég nagy, akkor altalaban alkalmazhato a normalis elosz-

las.
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6.4. FELADAT: Legyen

£17£27---7£n NN(lu’ao-Z)v (663)

fiiggetlen minta. Készitsiink P(z, < p < zp) = 1 — a konfidenciaintervallumot a

varhaté értékre, ha a o szords nem ismert!

Megoldas: Tudjuk, hogy

§—p
- Vo~ t, 1. (6.64)
Hasondlan az el6z6hoz
P f—t%\/ﬁﬁugé’—l—t%\/ﬁ =1-aq, (6.65)

ahol az Fj,_1(ta)=1— %. 0

N}

6.5. FELADAT: Legyen

£17€27-~-7£n NN(:“70-2)7 (666)

fiiggetlen minta. Készitsiink P(z, < 0 < x,) = 1 — a konfidenciaintervallumot a
szorasnégyzetre!

Megoldas: Tudjuk, hogy
_2n ~ Xifr (6.67)

Ez alapjan meghatarozunk egy intervallumot, de ez altaldban nem a legrovidebb,

hiszen a y2-eloszlasok nem szimmetrikusak (a legrévidebb nehéz feladat).
2 2
p(%§g2§%> 1-a
b a

ahol a x2_,(a) = % és x2_,(b)=1- %.IZI

6.6. FELADAT: Legyen

517527"'7571 NE.Tp()\), (668)
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fliggetlen minta. Készitsiink P(z, < A < z3) = 1 — o konfidenciaintervallumot a

paraméterére!

Megoldas: Fiiggetlen exponencidlis eloszlasu valdszintiségi valtozok osszege

Gamma-eloszlasu, azaz

néX ~ Gamma(n,1), P L << i =1-q, (6.69)
né né
o' a
ahol a Gamma(n,1)(a) = 5 és  Gamma(n,1)(b) =1— 5 O

Megjegyzés: Az exponencialis eloszlasi valészintiségi valtozo esetén elkészitett
konfidenciaintervallum alapjan adhato egy altalanos moédszer intervallumbecslés meg-

hatarozéasara. Legyen
1,60, & ~ Fy, (6.70)

fiiggetlen minta (Fy abszolit folytonos), ekkor

F0(§1)7F9(§2)77F9(£n) NU(071)7 (671)

fiiggetlen minta. Tovabba

—In(Fy(&1)), —In(Fy(&2)), .- ., — In(Fp(&,)) ~ Exp(l). (6.72)
Tehat .
- Zln Fyp(&) ~ Gamman, 1, (6.73)
Pz, < — Zlan(fi) <zp)=1-—aq. (6.74)
i=1

A megfelel6 egyenletek megoldasa altalaban nem koénnyt. O
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7. HIPOTEZISVIZSGALAT

7.1. A hipotézisvizsgalat alapfogalmai.

Tekintsiink egy véletlen jelenséget, amelyet jellemez az F'(.;¥) eloszlésfiiggvény,
ahol ¥ (skaldr vagy vektor) a paramétertérhez tartozik. A hipotézis egy egyszerii
alllitas, hogy F'(.,17) jellemzi-e a véletlen jelenséget. Az allitasnak a kdvetkezd kétféle

tipusa van:
1. Ismert az F'(.,9) alakja a ¢ kivételével.
2. Az F alakja ismeretlen.
Mielott definidlnank az alapfogalmakat vizsgdljuk meg a kovetkezo példat.

7.1. Példa: Legyen £ egy véletlen kisérlet eredménye. Ismert, hogy & ~
N(¥,100). Az eddigi tapasztalat ¥ = 75.

SEJTES: ¥ > 75, de lehetséges ¥ < 75.

Hy: 9<75 alaphipotézis,
(7.1)
Hy: 9>75 ellenhipotézis (alternativ).

Ez a két feltevés felosztotta a paraméterteret. Melyiket fogadjuk el, ha adott a

517527"'7571 ~ N(197 100) (72)

fiiggetlen minta.

Dontés: megadunk egy szabalyt, amely minden

T1,T9,..., Ty (7.3)
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mintarealizacié esetén eldonti melyiket valasszuk.

Az X mintatér felosztéasa:
X=CucC (7.4)

Ha (z1,z2,...,z,) € C, akkor elutasitjuk a Hy hipotézist (elfogadjuk a H; hipotézist).
Ha (x1,29,...,2,) € C , akkor elfogadjuk a Ho hipotézist (elutasitjuk a H; hipoté-

zist).
1. Teszt:
n=2510= {(.7171,1132, e ,$25)|1‘i ceR,i=1,2,.. ,25} (75)

C:{(.131,.%’2,...,[13’25)‘%1+...+.CE25 >2575} (76)

Az elutasitas valdszintisége:

P((&1,&2,...,E05) € C) = P(€ > 75) = K1 (0), (7.7)

azaz fligg a paramétertél (eréfiiggvény).

Ki(W)=1- (752_"‘9) . &~ N(0,4).

K1(73) = 0.159, K1 (75) = 0.5, (7.8)
K1 (77) = 0.841, K (79) = 0.977.

2. Teszt:
C:{($1,$2,...,£L‘25)‘£I$1—i—...—|—$25 >2578} (79)

Az elutasitas valdszintisége:

P((&1,&2, .-, &25) € C) = P(€ > 18) = Ky(0).

78 — 9 _
K2(0)21—<1>( ; ) £ ~ N9, 4). (710)
K5(73) = 0.006, K5(75) = 0.067,

K5(77) = 0.309, K5(79) = 0.691.
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3. Teszt: K3(¥) legyen olyan, hogy

K5(75) = 0.159, K3(77) = 0.841. (7.11)

Adjunk meg ilyen tesztet!

C={(z1,22,...,2p)|z1 + ... + 25 > nc}. (7.12)

K3(9) = P(¢ >c):1—®(01_019\/ﬁ), EwN(ﬁ,T). (7.13)

1- (C 1075 \/ﬁ> =0.159, 1-@ (C 1077\/5) = 0.841. (7.14)

c— 175 c— 77
=1
10 v ’ 10

n =100, c¢=176, K3(73)=0.001, K5(79)= 0.999. (7.16)

Vn=-1. (7.15)

A megadott helyeken tortént vizsgalatok alapjan a 3. teszt, K3 tulajdonsagai

(eréfiiggvénye) szerint, "kivanatosabb.” O

Definicié: Az F(.,7) egy eloszlasOsszesség a mintatéren, ahol a ¥ € © paramé-

ter. A
Hy: 9 €0y, alaphipotézis,
(7.17)
Hy: ¥e€0y, ellenhipotézis (alternativ).
ahol ®o U B, = 6.
Megjegyzés: A hipotézis aszerint egyszerii vagy Osszetett, hogy ©; (i = 1,2)
egy vagy tobb elemii.

Definicié: Legyen £ € X, ahol X a mintatér és C C X. A C halmazt kritikus

tartomanynak nevezzik, ha teljesiil ra, hogy
1. Ha ¢ € C, akkor elvetjiik a Hj alaphipotézist és elfogadjuk a H; ellenhipotézis.

2. Ha & ¢ O, akkor elfogadjuk a Hy alaphipotézist.
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Definicié: Ha adott C kritikus tartoméany esetén elfogadjuk vagy elvetjiik a

hipotézist a paramterre vagy az F alakjdra azt statisztikai prébdnak nevezziik.

Definicié: Egy probéat a-szintlinek (szignifikancia szint) neveziink, ha
P(¢ € C|Hy) < a. (7.18)

A P(§ € C|Hy) valészintiséget elsdfaji hibdnak nevezzik, a P(§ ¢ C|H) valészini-
séget pedig madsodfaju hibdnak.

Paraméteres esetben

sup P({ € C9) = (7.19)
YEBg
a proba szintje.
Definicié: A
W) =P € C|Y) (7.20)

fligvényt a C kritikus tartoméanyhoz tartozé erdfiggvéninek nevezziik.

Megjegyzés: 1 — W () = P(§ € C|v), ahol ¥ € O, és

a = sup W(9). (7.21)
YEBOg

Definicié: A proba konzisztens, ha az eréfiiggvény egyhez tart (ha a mintaelem-
szam tart a végtelenhez) minden ¥ € ©; esetén (az ellenhipotézis esetén).
Definicié: Egy probat torzitatlannak neveziink a-szinten, ha

P(eeCl¥) <a, hadec Oy,

(7.22)
PeClY)>a, hade0;.

Definicié: Az a-szintii Cp és Cy kritikus tartomannyal definiadlt probak koziil

Ci-et jobbnak (erdsebbnek) nevezziik a Ca-nél, ha

P(f € Cl|19) > P(£ € CQ|19), ha ¥ € ©5. (723)
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A C kritikus tartomédnnyal definidlt a-szintii préba egyenletesen legjobb (legerdsebd),

ha jobb minden a-szinti prébanal.

7.2. A likelihood hanyados préba.

Definicié: A
|1, haze(C,
bo(z) = { 0, haadC (7:24)

fliggvényt determinisztikus prébafiiggvénynek nevezziik.

Definicié: Legyen 0 < ¢ < 1 mérhet6 fiiggvény. Ha adott x € X esetén ¢(z)
valésziniiséggel utasitjuk el a Hy alaphipotézist és 1 — ¢(x) valdszintiséggel fogad-
juk el, akkor véletlenitett probafiiggvénynek nevezziik. A vele végzett probat pedig

véletlenitett probanak.

Megjegyzés: 1. A T statisztika segitségével hozunk létre prébat, ha pl.

0@ =10, e 20 (125

2. Ha T nem folytonos, akkor a-terjedelmii préba konstrualasanal el6fordulhat,

hogy
(1) P(T(x) > a|lHp) < «

2) P(T(x) > alHy) > .

Ekkor pontosan a-szinti prébat nem tudunk determinisztikusan meghatarozni. Ha

(7.26)

azonban a probafiiggvényt a kovetkezo alakban definidljuk:

1, haT(z)> a,
¢(x) =< p, haT(x)=a, (7.27)
0, haT(z)<a,

akkor p és a egyértelmiilen megvalaszthaté gy, hogy a préba terjedelme « legyen. (1)
és (2) alapjan megvalasztjuk a értékét. Ha valamelyikben egyenléség &ll fenn, akkor

p = 0. Ellenkezd esetben 3 0 < p < 1, hogy
P(T(x) > alHy) + pP(T(z) = a|Hp) = a. (7.28)
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Ekkor a péba terjedelme E(p(€)|Hy).

7.1. TETEL: (Neyman-Pearson) Legyen adott egy ¢ (X = R) megfigyelés,

amely fo vagy fi striségfiiggvényt eloszlasbol szarmazhat.
Hy:f=fo alaphipotézis,
(7.29)
Hy:f=F ellenhipotézis.

Ekkor létezik egy pontosan a-szintii legerésebb préba, amelynek prébafiiggvénye

1, ha =— > a,
fo
_ ho_
¢(z) =4 p, ha - =a, (7.30)
}Co
0, ha 1 a,
\ fo

ahol p és a ugy valaszthatdk, hogy a préba terjedelme « legyen.

Megjegyzés: Tegylik fel, hogy a struségfiiggvények folytonosak és ugyanazon

a tartomanyon pozitivak. Ekkor a bizonyitas sokkal egyszertibb. Legyen

C= {x|f;(f”) > a}, (7.31)

fo(x)

ahol @ értékét az hatarozza meg, hogy
o = P(¢ € C|Hy) = /C folx)dz. (7.32)

Legyen D tetsz8leges kritikus tartomény, amelyre
P(¢ € D|Hp) < . (7.33)

Megjegyezziik, hogy
0 < (@) — 6p(@) (1(x) — afolw), Vo€ X. (7.34)
0< /X (bo(@) — dp(@) (fi(2) — afol(w)) do =

—P(¢ € C|H,) — P(¢ € D|Hy) — a(P(§ € C|Hy) — P(€ € D|Ho)) =

:P(f € C|H1) —P(f c D’Hl) — a(a— P(f € D‘Ho)) S
<P({ € C[Hy) — P(§ € D|Hy).

(7.35)
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Tehdt P( ¢ C|Hy) < P({ ¢ D|Hy).0O

Definicié: Legyen
Lé(H) :SupL(,ﬁ?flagZ?agn) (736)
YeO

A Hy, Hy hipotézisek alapjan definidljuk a likelihood hanyadost

L¢(Hy)

L¢(Ho, Hy) = Le(Hy)

(7.37)

Megjegyzés: Ha T elégséges statisztika a ¥ paraméterre, akkor a faktorizéacié

szerint L¢(Ho, Hq) egyszertien a T' fiiggvénye.

Definicié: Egy probat, amelynek a kritikus tartoméanya
C = {z|L¢(Ho, H1) > a} (7.38)
alakt, valamely a konstansra, likelihood hanyados probanak nevezziik.
Megjegyzés: 1. Az a értékét ugy hatarozzuk meg, hogy rogzitjik a proba
a-szintjét és o = P(§ € C|Hy).
2. A likelihood hanyados proba optimalis egyszerii hipotézisek esetén. A legtobb

szokasos préba likelihood héanyados préba, habar mas statisztikdabdl is felépitheto.

3. Az altalanositott likelihood héanyados préba. Eddig diszjunkt hipotézis para-

métertartomanyokat tekintettiink. Most legyen

Hy: 9 €0y, alaphipotézis,
(7.39)
H,: 9e€06, ellenhipotézis.

Tegyiik fel, hogy ©; alapjan k darab szabad paraméter van, mig Og alapjan £k — m

darab szabad paraméter van, Jelolés: |01| =k, |Og| =k —m.

7.2. TETEL: Tegyiik fel, hogy ©¢ C 0 és |01| — |0g| = m. Ekkor megfelels
feltételek esetén, a & = (&1,&o, ..., &,) fliggetlen mintara

lim 21n L¢(Hoy, Hy) ~ X2, (7.40)

n—oo
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ha H, igaz. Ha Hy nem igaz, akkor 2In L¢ egyre nagyobb. Elutasitjuk Hy-t, ha
2In L¢ > a, ahol a = P(x2, > a) egy kozel a-szint{i prébat ad.

Megjegyzés: Azt mondjuk, hogy 21n L, aszimptotikusan x2,-eloszldsu.

7.3. Néhany altalanositott likelihood hanyados proéba.

7.3. TETEL: Ha a

517&27-”’&71’ 51 NN(M70-2)7 (741)

fliggetlen minta, akkor

n n _
mﬁxXL(,u,UQ;ﬁl,&g, &) = (27702) 2 exp (_ 21:1(51‘ - 5)2) ’

202
n
" )2\ o
max (1, 0% €1, €2, &n) = <2wz’i=1(§: #) ) 2 exp (‘%) (7.42)
n
rﬁgg(L(M,UQ;fhfz,...,ﬁn) = (27_(_22‘:1(7% &) ) 2 exp <—g> O

1. Egymintas u-prdéba.

Adott a &1,&,...,&,, (& ~ N(u,0?)), fiiggetlen minta és o2 ismert.

Ho: p= po,

(7.43)
Hy o p# po.

Lz 2
Le¢(Ho, Hy) = exp F”(f HONE (7.44)
azaz elutasitjuk Ho-t, ha (£ — po)? nagy. Ez nem meglepetés, hiszen
w=ETH e N(0,1), (7.45)

g
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A kritikus tartomany ugyanugy készithetd, mint a konfidenciaintervallum.
Megjegyzés: 2In L¢(Ho, H1) = u? ~ x3.

2. Kétmintas u-préba.

Adott a 51752,' . ~;€m7 (f’b ~ N(“lao-Q))ﬂ és N,1M25 - -5 Tny (77’6 ~ N(ILL27O-2))7 fug_

2

getlen minta és o ismert.
Ho: pa = po,
Hy o pa # po.
1 mn -
Le(Hy, Hy) = — —7)?
f( 0, 1) exp<202m+n<§ T’) )7

azaz elutasitjuk Ho-t, ha (¢ —7)? nagy. Ezt felhaszndlva kapjuk, hogy

w= "1 [ N0, 1),
o m+n

A kritikus tartomany ugyantigy készithetd, mint az egymintas esetben.
Megjegyzés: 21n L¢(Ho, H1) = u® ~ x3.

3. Egymintas t-préba.

Adott a &1, &, ...,&,, (& ~ N(u,0?)), fiiggetlen minta és o2 ismeretlen.
HO M= Mo,
Hy @ p# po.

t2
L¢(Ho, Hy) = (1—{— ) )

ahol

azaz elutasitjuk Hy-t, ha % nagy. Ekkor

t = 5_*“0\/ﬁ~tn_1.

S

n
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A kritikus tartomany ugyanugy készithetd, mint a konfidenciaintervallum.

4. Kétmintas t-prdéba.

Adott a 517527' . '7€m7 (SZ ~ N(M17U2))’ és M, n2,---5Mn, (nl ~ N(N2’02))7 fU_g-

getlen minta és o2 ismeretlen.
Ho: pa = po,
Hy:o o # po.
t = 5 1 o ~ tm—i—n—Q-
(m—1)s*%+(n—1)s2 V™ tn
m4+n—2

A kritikus tartoméany ugyantigy készitheto, mint az egymintas esetben.

(7.53)

(7.54)

Megjegyzés: 1. Ha o1 # 09, de m = n, akkor alkalmazhaté az egyesitett

t-proba, hiszen

& —mi ~ N1 — pa, 012 + 02?).

2. (Scheffé) Ha o1 # 02, de m # n. Tegyiik fel, hogy m < n, és

m 1 7
Zi =& — ]/ —mni + an—ﬁ7
V' n vmn

ekkor
m o
E(Z) = w —p2, D*(Z;) =01+ E@Q’ cov(Z;, Zj) = 0(i # j),

fgy
Ho: p1—p2=0,
Hy: pp—p2#0

esetre készithetiink egymintas t-prébat.
5. x2-préba.
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Adott a &1,&a,..., &, (& ~ N(p,0?)), fiiggetlen minta és o ismeretlen.

Hy: o=o0y,

H,: o # oyp.
n
Le(Ho, Hy) = (%) 2 exp (Y;") ,
ahol 2
Y = J—gn ~ X%—l

A kritikus tartomany ugyanugy készithetd, mint a konfidenciaintervallum.

6. F-préba.

(7.59)

(7.60)

(7.61)

Adott a 517527' . -7€m7 (51 ~ N(thz))’ és My n2,-- -5 Mn, (nl ~ N(/J“270-2))7 fU_g-

getlen minték (egyastdl is).
Hy: o1 =09,

H1 : 0'1%0'2.

m—1

m™m/2pn/2 (1+n—1F

) (m+n)/2

Lﬁ(Hﬂle) - (m+n>(m+n)/2 m—1 m/2 )
n—1
ahol ,
S*
F= "5~ m—1,n—1,
s;‘;Q 1,n—1

(7.62)

(7.63)

(7.64)

azaz elutasitjuk Hy-t, ha F' nagyon kicsi vagy nagyon nagy. Ekkor a kritikus tar-

tomény készitése

O/fp(x)da: —i—J[fF(ac)dx:a.

Megjegyzés: Ha
1
s akkor — ,
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7.4. A Pearson-féle \? statisztika és alkalmazasai.

Legyen az Aj, As,..., Ax teljes eseményrendszer. Végezziink el n Bernoulli-
kisérletet a megfigyelésiikre és jelolje &; az A; gyakorisdgat, ekkor (&1, &a, ..., &) poli-

nomialis eloszlast. Irjuk fel a kovetkezd hipotéziseket.

H() ) :pi(ﬁ), ha o€ @0,

(7.67)
Hy : p; tetszOleges.
Ekkor
k k R k N
2In L(Ho, Hy) =2) nilnp; —2) nilnpi(d) =2 n;In ( Pi > . (7.68)
i=1 i=1 i=1 pi(9)
ahol p; = i 45§ a 9 maximum likelihood becslése a Hj teljesiilése esetén.
n
Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:
0; = 1i, €; = Np; (19), 51 = 0; — €;. (769)
Ekkor i
P
QIHL(H(),Hl) =2 771111 ( < >
ZZ:; pi(9)
b o
=9 . -
S oiln ()
=1
k 5
=2) (6;+e)n(1+— 7.70
>+eoin (1+7) (7.10)
k 0o S
=2) (6 +e; —1)mHt
T
- 7 B ; €i
=1 1=1

Ez utébbit szokas Pearson-féle x? statisztikdnak nevezni, mert ha Hy esetén 9 € R™
és becstiljiik, akkor
2In L(Ho, Hy) ~ X3_ 1 (7.71)
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aszimptotikusan.

7.2. Példa: Egy dobdkocka dobaldsa soran a kovetkezd gyakorisagokat kaptuk:

1 - 7db 2 — 6db 3 — 10db
4 — 6db 5 — 8db 6 —3db
Ekkor

X =3275,  Xx*=41<11.071~ X3 g05-0

Megjegyzés: 1. A Pearson-féle y2-préba alkalmazhaté tetszéleges eloszlas
vizsgalatara, azaz illeszkedésvizsgdlatra. Adott az F' eloszlasfiiggvény. Osszuk fel

a (—00,+00) intervallumot. Legyen
—0 =29 <21 < ...< xR = +00, (7.72)
pi = F(xi1) — Flz;), (=1,2,...,k). (7.73)
A felosztas modjara nincs altalanos szabdly.

3. A szokasos alkalmazasok: illeszkedésvizsgélat, fliggetlenség- és homogenitas-

vizsgalat.
2. A hisztogram az alapstatisztikak kozé tartozik, de csak most jutottunk el

odaig, hogy a Pearson-féle y2-préba kivdnalmai szerint készitsiik el.

Az [a, b] intervallum tartalmazza az adatokat.
a=dy<d <...<dp=b. (7.74)

A felosztaskor figyeljik a darabszamot, kiugré értékeket és dltalaban legyenek egyenld
hossziak az intervallumok (kivéve a széleken). Adjuk meg a [d;_1,d;) intervallumba
es6 adatok szamét (o;) minden i-re. Az o; gyakorisidggal ardnyos oszlopot rajzolunk

a [d;—1,d;) intervallumra.

Gyakorisdghisztogram:

0;
—(d; — d;—1) = n. 7.75
> g e = (7.75)
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Stirtiséghisztogram:

=1
7.5. Az w?-prdéba.

Legyen &, n két fiiggetlen valészintiségi valtozo, amelyek eloszlasfliiggvénye F' és
G. Ekkor

Ple <) = / FdG. (7.77)

Ha mind a £ mind a n valészinliségi valtozo vizsgalatara adott lenne egy minta, akkor
a
01 = ‘/FdG—O.S’ =|P(E<n) —05/=0 (7.78)

feltevés nem mas, mint a Wilcoxon-préba nullhipotézise. Tehat a 6; = 0 teljesiilése azt
fejezi ki, hogy a G eloszlasfiiggvényt mintaelemekhez meghatarozunk az F' eloszléasti-
pusbdl egy olyan hely- és skalaparaméterrel rendelkez6t, hogy a Wilcoxon-préba null-

hipotézise teljesiiljon.

Sajnos a 41, nem viselkedik tavolsagként, hiszen a
|IP(€ <n)—05=0 (7.79)

nem csak akkor teljesiil, ha F' = G. Viszont észrevehetjiik, hogy a d; kapcsolédik az
un. Cramer-Mises

+oo
d(F,G) = / (F(z) — G(z))%dG(z) (7.80)

—00
eltéréshez. Ehhez az eltéréshez kapcsolddik az w?-illeszkedésvizsgalat, amelynek a
x2-prébaval szemben 6ridsi elénye, hogy nincs sziikség az értékek csoportositdsira,

viszont a mintat novekvd sorrendbe kell rendezni.

Annak ellen6rzésére, hogy az eloszlastipust jol valasztottuk-e meg a Cramer-

Mises eltérésen alapulé w?-prébat is szokds hasznalni.
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Az F,*(x)-nek a feltételezett F'(x)-t6l vett eltérése mértékéiil az

+oo
w2 =n /_ (F(z) — F,*(2))2dF (x) (7.81)

mennyiséget hasznaljak a kovetkez6 Mises-Szmirnov tétel alapjan.

7.4. TETEL: Tetszéleges F(x) folytonos eloszlasfiiggvényti £ valészintiségi valto-

zoéra, minden x > 0 esetén igaz, hogy

lim P(w,? < 2) = a1 (x), (7.82)

n—oo
ahol az aq(x) fiiggvény nem fiigg £-t6l.

Megjegyzés: 1. Az w,? statisztikat a kovetkez6képpen lehet meghatarozni az

F' eloszlasfiiggvény és a minta segitségével:

" k—05)"
w2 = ﬁ +3 (F(gk*) _ no 5) . (7.83)
k=1

2. Az ai(z) eloszlésfliggvénynek csak a karakterisztikus fliggvénye adhaté meg
kozvetleniil hasznalhato forméban, ezért a proba alkalmazasdhoz sziikséges a kovetke-

76 tablazat:

x 0 012 015 0.18 024 035 046 074 087 1.17 1.49
ai(x) 0 050 0.60 0.70 080 090 095 0.99 0.995 0.999 0.9998

3. Az w?-préba végrahajtdsa: Rogzitiink egy p megbizhatdésigi szintet és az

a1(zp) =p

egyenletbdl kiszamitjuk a megfeleld z, kvantilis értékét illetve a tdbldzat segitségé-
vel ellendrizziik, hogy a feltételezett F' eloszlasfiiggvény és az F) empirikus eloszlas-
fliggvénybél kiszdmitott w2 milyen z,-hez viszonyitva. Ha w? > z,, akkor a fel-

tevésiink nem fogadhato el. Természetesen feltessziik, hogy az n érték elég nagy, ami

a szakirodalom szerint azt jelenti, hogy n > 50.
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7.6. Regresszios egyenesek osszehasonlitasa.

Adott két mérési adatsor, amelyek alapjan elkészitheto két regresszids egyenes.

Feladatunk annak vizsgalata mikor egyezik meg a két egyenes statisztikailag.

A regresszids egyenes meghatarozasa: Adott (z1,y1), (x2,y2),- .., (Tn,Yn). Ke-

ressiik azt az egyenest,

y =bx + a, (7.84)
amelyre
Qa,b) = (yi — bz — a)® (7.85)
i=1
minimalis.

Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:

Z Z; Z Yi

Qu = Zx? o nj?’ Qy = Zyg - ngQ’ Qacy = szyz — nry. (787)
i=1 i=1 i=1
Ekkor a regresszids egyenes egytitthatoi

byz = %, Ayz = Y — bys . (7.88)

A hibak, a konfidencia-intervallumok és a hipotézisvizsgalatok leirasahoz bevezetett

jelolésekben az s a korrigdlt tapasztalati szérasra utal.

n

Qy.x = Qy - bmexy = Z(yz - gz)Z = Q(ayx7 byw)a (789)

=1

r= —Qxy s2 = Qa s2 = @y s2 = Quy (7.90)

J@.Q, T a—r T TwT v
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2 ~2
2 _ Qyw 2 o Sy.m 2 2 1 X
Syae = o Sbya T @, Saye = Sy (5 + @) . (7.91)

Két egyenes Osszehasonlitasa: Adott két minta. A mintaelemszamok n és m. A

formuldkban az 1 illetve 2 indexek az aktualis mintara utalnak. A by és by regresszids

egylitthatok osszehasonlitasahoz el6szor végezziik el a kovetkezé F-probat:

2
% > Fln—2,m—2,0.05)- (7.92)
8y2~$2

A tovabbi 1épéseinket az F-préba alapjan két iranyba folytathatjuk:

1. Ha az F-préba elfogad, azaz feltehetjiik, hogy a szérasnégyzetek megegyeznek,

akkor a , ;
= L2 (7.93)

Qy1~$1 + Q112~1‘2 1 + 1
n—+m— 4 Qa:l sz

statisztika kozelitéleg Student-eloszlasu n + m — 4 szabadsagfokkal.

2. Ha az F-proba elutasit, azaz feltehetjiik, hogy a szérasnégyzetek kiilonboznek,

akkor elég nagy mintak esetén (n > 20,m > 20) a

. by — b
i= L (7.94)

2 2
syl.ml + Syg..’EQ
le Q.Z‘z

statisztika kozelitéleg Student-eloszlasu v szabadsagfokkal, ahol

2
81’41-%1
1 Qz,
v= és c= , n<m. (7.95)
c? + (1—=0)? 812/1.301 i 812/2.962
n—2 m— 2 Qz, Q,

Megjegyzés: Regresszids egyenesekre vonatkozdan sokszor csupan ezt a par-
huzamossagi kérdést vizsgaljak. Ha elfogadtuk a parhuzamossagi hipotézist, akkor a

regressziés egyiitthaté most mar a két minta adataibdl a kovetkezéképpen becsiilheto:
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Hatra van még az egyenesek azonossagara vonatkozd dontés kérdése. Ezt tovabbi két

részre kell bontanunk.

1. Ha &y # To, akkor a kozos regresszios egytitthaté megadhatd

Yo — 1
To — X1

(7.96)

forméaban is.

2. Ha 1 = Z9, akkor az y; = ¥ biztositja a regresszids egyenesek azonossagat,

igy azt kell megvizsgalnunk. A szokdsos kétmintas t-préba alkalmas ennek eldontésére.

Ha nem sziikséges a parhuzamossag, akkor kozvetleniil alkalmazhaté a kovetkezd

F-préba:

n+m— 4 Qy.x;T - Qy1~$1 - Qy2~5€2

=
2 Qy1~$1 + Qy2~$2

> F(2,n4m—4;0.05) (7.97)

ahol Q) ..7 az egyesitett mintara vonatkozé érték.

7.3. Példa: Szdmitasok: n = 270, m = 111, Qy o7 = 12.9031, Qy, 5, = 7.7952,
Qy, .z, = 2.7720,

A

F = 41.6683 > 3.0197 = F2.377.0.05)- (7.98)

7.7. Robusztus statisztika.

Az eddig kidolgozott mddszerek féleg olyanok voltak, amelyek valamilyen érte-
lemben optimalisak, ha a feltételezett paraméteres modell pontosan leirja a megfi-
gyelések eloszlasat. Természetes kérdésként meriil fel azonban az alkalmazhatdsag,
hiszen ezek a modellek pontosan szinte sohasem igazak. Ennek okait négy csoportba
foglalték Ossze: (1) a nagy hibak el6forduldsa, (2) a kerekités és osztalyozas, (3) a

modell csak kozelitéleg érvényes, (4) eltekintve az eloszlasra vonatkozé feltevésektol
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a fiiggetlenségi feltétel (vagy valamilyen més korreldcids struktira) csak kozelitSleg

teljesiilhet.

A nagy hibéak el6fordulasat pedig gyakorlatilag tovabbi két csoportba lehet osz-
tani: (1) ritkdn el6fordul6 kiugro értékek (outliers), (2) nagyobb szézalékban eléfordu-

16 szennyezddések (contaminations).

Ezek a hibak altaldban nem hagyhatok figyelmen kiviil a gyakorlatban, mivel még

nagyon enyhe eltérések is teljesen elronthatjak az ”optimalis” becslés viselkedését.
Maga a robusztussag (robustness) kifejezést G.E.P. Box (1953) hasznélta el&szor.

Robusztussag: Sok statisztikai modszer, beleértve a valosziniiségi szinteket, figg
a feltételek pontossdgdtol, pl. a vizsgdlt vdltozo normdalis eloszldsiu-e. Ha a feltételek
vdltozdsdra az eredmények csak kissé befolydsolodnak, pl. ha eqy proba szignifikancia
pontjai csak kissé valtoznak, ha a populdcio lényegesen eltér a normadalistol, akkor a
probdt robusztusnak nevezzik. Még dltalanosabb értelemben eqy statisztikai eljards

robusztus, ha nem nagyon érzékeny azokra a feltételekre, amelyektdl fiigg.

Definicié: Legyen p : X x © — R. M-becslésnek nevezziik azokat a T}, becslése-

ket, amelyek minimalizaljdk a
> p(& ) (7.99)
i=1

Osszeget V-ra nézve adott minta esetén.

Megjegyzés: Nagyon sokszor azonositjak az M-becsléseket a p(x,?) fiiggvény
derivéltjai alapjan (ha léteznek) felirt egyenletekkel. Tegyiik fel, hogy a

o (2, 0) = % (m=1,2,...,k) (7.100)

parcialis derivaltak léteznek, s ekkor az M-becslésekre teljesiil, hogy
D m(& ) =0 (m=1,2,... k). (7.101)
i=1

A rovidség kedvéért sokszor csak a 1) fiiggvényeket hasznaljuk az M-becslések definié-

lasara.
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A helyparaméter becslései.
1. Ha ¢(z) = x, akkor a megfelel6 M-becslés az dtlag, amelyik nem robusztus.
2. Ha ¢(z) = sgn(x), akkor az M-becslés a medidn, amely robusztus.

3. A Huber-féle becslés:

b
() :x-min{1,|—|}, (7.102)
x
ahol 0 < b < +o00, amelyhez tartoz6 becslés robusztus. Az optimélis robusztus eset a

normalis F' = ® eloszlasfliiggvényre.

4. Sajnos a helyparaméter M-becslései altaldban nem skélainvariansak, ezért
sziikséges a skalaparamétert valamilyen modszerrel megbecsiilni. Ha gyorsan akar-
juk a skalaparamétert becsiilni, akkor az altalanosan alkalmazott a median abszolut

eltérés (MAD) konstansszorosa, azaz
s =C-med{|§ —med{;}|} = C - MAD{&}, (7.103)

ahol med{¢;} a minta medidnjét jeldli, mig C azt biztositja, hogy a becslés konzisztens

legyen. Példaul F = ® esetén

C = (qu(z))—l. (7.104)

5. Altaldban a helyparaméter meghatarozasara, a paramétert meghatarozo -

egyenlet megolddsara a kovetkezo rekurziv algoritmusok javasoltak:

(a) Newton-mddszer:

£

7 (m+1) o (m) =1
Z¢
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(b) H-médszer (médositott Newton-mddszer):

n . _ o (m)
Szw (51 Zn >

T, M) = 1, m) . =1 (7.106)
n
(c) Stlyozott legkisebb négyzetek mddszere:
- - SZ - Tn (m)
2 & 2 ( ;
Tn(m+1) — Z—n— _ Tn(m) 4+ = _ : (7'107)
> >
i=1 i=1
ahol )
v Tn "
w; = PR COR (1=1,2,...,n). (7.108)
s
A modszerekhez javasolt kiinduld érték:
T, = med{&;}. (7.109)
A skalaparaméter becslései.
1. A maximum-likelihood becslés esetén
f' ()
Y(r) = —x — 1. 7.110
(@) = = (7.110)

Tudjuk, hogy a regularitasi feltételek mellett az ehhez tartozo becslésnek a legkisebb
az aszimptotikus szérdsnégyzete. De példaul F' = ® esetén ¢(x) = 2% — 1, amely nem

robusztus.

2. A median abszolut eltérés viszont robusztus, amelynél

Y(z) = sgn(|z| —1). (7.111)
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3. A Huber-féle becslés a skalaparaméterre a helyparaméterre vonatkozo becslés

alapjan késziilt, azaz
vle) = () - [ w)ds() (7.112)

ahol ¥p,(x) a helyparaméter becsléséhez bevezetett ¢ fliggvény. Ez robusztus.

4. A skalaparaméter becslésére csak egy altalanosan jol hasznalhat6 algoritmust
javasol a szakirodalom:

FRCTEV R SR o WA £ Bl A O
" = g o (S ) 1 (7113

Sn (m)

ahol 3 = [,?(x)d®(x) és ¥ a helyparaméter becslése. A skilaparaméterre kiindulg
értékként javasolt az
s, ®) =1.483 - MAD. (7.114)

7.8. Kiugro érték.

7.4. Példa:

7.1. tablazat: Enyhe és extrém kiugrd érték.

30 305 409 470 522 585 640 766 860

171 306 411 480 527 592 656 792 869
184 322 436 482 548 592 668 792 918
201 322 437 487 550 607 707 794 925
212 336 439 494 559616 709 802 953

250 346 441 495 560 618 719 818 991

265 351 444 499 570 621 737 830 1000
270 370 448 503 572 629 739 832 1005
272 390 451 514 574 637 752 43 1068
289 404 453 521 578 638 758 858 1441
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median = nT-i-l -dik legnagyobb adat

= a 45-dik és 46-dik atlaga= (559+560)/2=559.5.
Alsé kvartilis= 0.25(n + 1) -dik adat

=22.75-dik adat = 411 4 0.75(436 — 411) = 429.75.
Fels6 kvartilis= 0.75(n + 1) -dik adat

=68.25-dik adat = 739 + 0.25(752 — 739) = 742.25.
Kvartilis terjedelem =Fels6 kvartilis - Als6 kvartilis =312.5
Alsé bels6 hatar = Alsé kvartilis- 1.5xKvartilis terjedelem = -39
Felso bels6 hatar = Felso kvartilis + 1.5%xKvartilis terjedelem = 1211.
Alsé kiils6 hatar = Als6 kvartilis- 3% Kvartilis terjedelem = -507.75.
Felso kiils6 hatar = Felso kvartilis 4+ 3xKvartilis terjedelem = 1679.75.
Enyhe kiugré érték = 1441.
7.5. Példa: Kiugré érték (Grubbs).

A rendezett minta:

<6 <. <6 (7.115)
Felso oldali kiugré statisztika:
&n— &
T, = —. (7.116)
Sn
Alsé oldali kiugro statisztikas:
£ &
T, = pramt (7.117)

7.6. Példa: Adatok: 10.2, 9.5, 10.1, 10.3, 9.8, 9.9, 11.9, 10.0

- 11.9 —10.2
X =10.2 »=0.72 T, =———F—=234>222
0.2, s 6, 0.726 34 >
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Kritikus értékek (0.01 szint):

n="7 210; n=8, 222 n=9, 232 n=10 2.41;

1441 — 576

~ 3.641 > 3.563
237.6 ”

0.05 szint: n =90, 3.171

7.7. Példa: Grubbs-féle statisztikak:

X—S* * ek —3).s* 2
Glz‘—J, G2:L7 03:1—<<n )S”;§> (7.118)

S

Adatok:
47.876 47.997 48.065 48.118 48.151 48.211 48.251 48.559

48.634 48.711 49.005 49.166 49.484

T = 48.479, s* = 0.498,

T — E‘ : 0.603, 0.482, 0.414, 0.361, 0.328, 0.268, 0.228, 0.080, 0.155, 0.232,
0.526, 0.687, 1.005.

s:? =0.123, igy a statisztikdk értékei és a kritikus értékek (oo = 0.05)

_49.484 — 48.479

G = — 9,02 < 2.331
L 0.498 < S92l
40.484 — 47.876
_ — 393 < 4.00 7.119
G2 0.498 <=, (7.119)
10 - 0.123

Kritikus értékek a fiiggelék tablazataban (Grubbs).
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8. VELETLEN SZAMOK, SZIMULACIO

8.1. Monte Carlo mddszerek.

Definicié: Monte Carlo mddszereknek nevezziik matematikai feladatok megol-
dasanak véletlen mennyiségek modellezését felhasznalé numerikus médszereit
(Szobol).

A véletlen szamok fontos szerepet jatszanak a véletlen helyzetek generalasaban
(pénzérme, dobdkocka, szerencsejatékok), amelyek segitenek a tapasztalatszerzésben
a valdszintiségrol és annak torvényszeriiségeirol. Ne felejtsiik el, hogy a valdszintiség-

szamitas fogalmai, tételei feltételezik, hogy az elemzés tomegjelenségre vonatkozik.

A véletlen szamok legfontosabb alkalmazasa a szimulacio, amely lehetévé teszi
a tapasztalatszerzést a véletlenrdl, driaga kisérletek modellezését, mas modszerrel ne-

hezen kiszamithaté értékek meghatarozasat stb.

Kezdetben ehhez vagy egyszerii kisérleteket (kockadobds) végeztek vagy elére-
gyartott tablazatokat alkalmaztak. De az Osszetettebb jelenségek lefutasanak vizsga-
latahoz 200 . ..500 kockadobas is sziikséges. Tovabbi problémaéakat vet fel az egyenle-
tesség és a kiilonbozo tipusu "kockak” elkészitése. Ma mar legtobbszor szamitégépes

algoritmusokat hasznélunk.

A szimuldcio alapvet6 problémai: egy determinisztikus szamitogépen kozelitjik a
véletlent. Diszkréttel kozelitliink folytonosat vagy forditva. Végtelen feladat korlatos
modell, véges szimulacié. A tapasztalatszerzésben fontos szerepet jatszanak a sz-

tochasztikus jatékok. Néhany egyszert jaték:

Ingadozas: 4 x 4 mezore 8 fehér és 8 fekete golyét helyeziink. A fej vagy

irds dont arrdl, hogy fehér vagy fekete golyét helyettesitiink ellenkez6 szinii golyéval.
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(Gyorsitas: a koriilzart golydk egyszerre valtoztatjak a sziniiket.)

Egyenstly: 8 x 8 mezoére 32 fehér és 32 fekete golyot helyeziink. Két oktaéder
feldobasaval meghatarozunk egy mezot, az itt talalhatoé golydt levessziik és egy el-

lenkezo szintit rakunk a helyére.

Minden vagy semmi: a jaték az el6z6 elrendezodésben indul, a szabaly azonban
most més: a megcimzett golyd "megduplazédik”, vagyis levesziink egy ellenséges

golydt, és a sajat szinlit tessziik ennek a helyére is.

8.2. Pszeudovéletlen szamok.

Azokat az x1, xs, ..., x, szdmokat, amelyeket egy adott algoritmus alapjan szami-
tottunk ki, és a véletlen szamok helyett hasznalhaték, pszeudovéletlen szamoknak
nevezziik. A generdldsuknak és ellendrzésiiknek (egyenletesség, véletlenszeriiség) kii-
16n elmélete alakult ki. Ezzel itt nem foglalkozunk. A legtobb magasszintii szamitégé-
pi programozasi nyelv elég jé generatort tartalmaz beépitett eljarasként. Azért ajan-

latos az ellenorzés. Itt most két egyszerti pszeudovéletlenszam generatort adunk meg.
8.1. Példa: xz; =1, z,41 =125z, (mod 8192).
8.2. Példa: zy =1, =z, =16807x,, (mod 2147483647).

Megjegyzés: Diszkrét egyenletes (klasszikus valésziniiségi mezd) eloszlast koze-
litenek a megadott rekurziv algoritmusok. Az elsé még szamitégép nélkiil is jol

hasznalhato.

A szadmitégépi algoritmusok legtobbszor (valéjaban mindig diszkrétet, hiszen
véges a szamébrazolasuk) a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlast prébaljak kozeli-
teni, mert ebbdl kiilonb6z6 mddszerek segitségével — a tanult eloszlasok tulajdonsigai-

nak felhasznalasaval — mas eloszlasu véletlen szamokat tudunk eloallitani.

Pl. az egyenletes eloszlas adja a geometriai valoszintiségi mezo elméleti alapjat.

Tovabba, ha F' szigorian monoton nové eloszlasfiiggvény és & F' eloszlasu, akkor
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n = F(§) egyenletes eloszlasu a [0, 1] intervallumon. Forditva, ha & ~ U(0, 1), akkor
n = F~1(¢) éppen F eloszl4st.

8.3. Példa: 1. Ha ¢~ U(0,1), akkor n = (b—a){ +a ~ Ul(a,b).

2. Ha £ ~ U(0,1), akkor n = —; In(§) ~ Exp(N).

3. Ha & ~ U(0,1), akkor n = tg(mw (£ — 0.5)) standard Cauchy eloszldst.
4. Ha & ~ U(0,1), akkor n = ®~1(¢) standard normalis eloszlasti.
Milyen eloszlastiak lehetnek az 1. fejezetben megadott adatok?

8.4. Példa: Ha & ~ U(0,1)(i = 1,...,12), akkor = Y12, & — 6 kozelitSleg

standard normalis eloszlast.

8.1. FELADAT: Lewis Carroll Pillow Problems c. hires kényvében az 58.
probléma a kovetkezo: szamoljuk ki, mennyi annak a valdszinlisége, hogy a sikon
véletleniil kivalasztott harom pont tompaszogli haromszoget alkot. Adjunk becslést

erre a valdszintiségre gy, hogy szimulaciot végziink a szamitégépen!

Megoldas: (A lehetséges egyik vdltozat.) Legyen a haromszog leghosszabb
oldala AB, amelynek a hosszat jelolje c. Az AB oldal azon oldalédn (félsikon), ahol
a haromszog fekszik rajzoljuk meg az AF B félkort (kézéppontja AB felez6pontja).
Tovabba A és B kozépponttal és ¢ sugarral rajzoljuk meg azokat a BDC, AEC
iveket, amelyek a C pontban metszik egymést. Nyilvanvald, hogy a haromszog csak
az ABDCE tartoményban fekhet. Ha benne van az AFB félkorben, akkor tom-
paszogl, egyébként nem. Tehat

02

az AF B félkor terilete 7T§ 3

az ABDCE teriilete 262 V3 5 - 81 — 63
—c
4

~ 0.6394. (8.1)

Ha egy szamitégépes kornyezetben n = 10° szimuldciét végziink, akkor a tom-

paszogli haromszogek ardnya 0.7249 (a standard hiba 0.00045). O
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8.3. A kozelito integralas hibaja.

Az egyszerit Monte-Carlo médszer esetén a hibabecslés jellemzésére altalaban a

szérast hasznaljuk.

Legyen h egy tetszoleges valds fiiggvény, amely esetén az
oo
/ h?(x)dF (z) (8.2)
—00
létezik. Ez sziikséges és elégséges feltétele, hogy az n = h(&) valdszintiségi valtozo,

ahol & I eloszlasfliggvényti, szorasnégyzete létezzen. Tovabba legyen

E(h(§) =pn, & D*(h(E)) = o2, (8.3)
akkor a &1,&s, ..., &, minta esetén (§; F eloszlast) a hibabecslés szérasnégyzete
2 L o’
D (e) = 5 D7(M&) + (&) + ... + h(&n)) = . (8.4)

Ebbdl leolvashatjuk a Monte-Carlo mddszer egy igen lényeges tulajdonsagat: ha a
mintaelemek szamdat noveljik a hiba illetve a jellemzését add szérds csak /n ard-
nyaban csokken. Latszélag ez azt jelenti, hogy azok a jé becslések, amelyeknek kicsi
a szérasa. De azzal, hogy a robusztus tulajdonsiagok nem valtoznak meg egy kon-
stans tényezo hatasara az kovetkezik, hogy mas szempontbdl kell 6sszehasonlitani az
integralasi tulajdonsagokat, illetve érzékenységeket. Ezeket a tovabbi vizsgalatokat
célszerii ugy elvégezni, hogy a szérasok legyenek egyenloek a becsléseknél. Legyen ez

a kozos érték 1, s az ilyen egyenletet nevezziik kanonikus egyenletnek.

8.2. FELADAT: Hany darab véletlen szamot kell generdlni ahhoz, hogy az

T
2

I= /sinxdaf; (8.5)
0

integralt megbecsiiljiik gy, hogy a becslés abszolit hibaja legfeljebb I 0.1% legyen
legalabb 0.99 valészintiséggel?

114



8. FEJEZET

Megoldas: Tudjuk, hogy

2
7=
T

SRR

T T
2 2 5
/sinxdaj = /sin:z:—dx = FE(sin&), (8.6)
T
0 0

ahol € ~ U (o, g) . Tehét I egy kozelitd értéke

™ - .
In = ;sm{n, (8.7)

ahol &,, pszeudovéletlenszém a (o, g) intervallumbél. Felhaszndlva, hogy

(8.8)
ahol

= 8.9
4n 8n (8.9)
kapjuk, hogy n ~ 1550579.0

8.4. Kombinacidék, permutaciok generalasa.

Legyen n, k € N, n > k. Adjunk olyan mddszert, melynek segitségével ismétlés
nélkiil felsorolhatjuk n elem k-adosztalyu konbinacidit!

Leszamlalasi modszer: Felsoroljuk azokat az n hosszisagu binaris sorozatokat,
melyekben k darab 1-es van és a tobbi 0-&s.

Kiindulas: (1,...,1,0,...,0) — az els6 k db 1-es a t&bbi 0.

Tekintsiink tetszéleges & = (o,

.., ay) bindris sorozatot és megmutatjuk, hogy
melyik a leszamldldsban utdna kovetkezé &' = (of,

.., ) sorozat.

Megkeressiik a legkisebb olyan j szdmot, melyre a; = 1 és a;41 = 0. Ekkor

legyen oz"j =0 ¢és oz;- 41 = 1 (jobbra mozgatjuk az egyest) és az Osszes, j-nél kisebb

koordinatan talalhaté egyest annyival balra mozgatjuk, amennyire csak lehetséges.

115



VELETLEN SZAMOK, SZIMULACIO

11000 — 10100 — 01100 — 10010 — 01010 — 00110 — 10001 — 01001 — 00101
— 00011

8.3. FELADAT: Ha az alaphalmazunkat n elem k-adosztalyu kombinaciéi alkot-

jak, akkor hogyan valasszunk ki ezek koziil egyet véletlenszeriien?

Kombinatorikai megfeleltetéses modszer:

Tetszoleges m-nek (0 < m < (Z)) egyértelmiien megfeleltethetd egy

B(m) = (Br, ... Bk) (8.10)

vektor, melyre

B1> 02> ...> Bk mZ(ﬁkl)—i-(kﬁ_Ql)-i—...—i—(Bf). (8.11)

0; értékeinek meghatarozasa: 1 a legnagyobb egész szam, amelyre

m > (%) (8.12)

Ha a (31,...,3; szamokat mar meghataroztuk, akkor ;11 a legnagyobb egész szam,

() () () ) e

Az egyértelmiiség a (;-k meghatarozasabdl rogton addodik.

amelyre

a(m) = (aq,...,q,) meghatdrozasa: Alljanak az @,,-ben az egyesek a (B + 1,

Ba+ 1, ..., B + 1 szamu koordinatakon.
8.5. Példa: n =6, k =3, m = 17, azaz hatarozzuk meg a 17. kombinaciot!

6 5 4 1
Megoldas: =20, 17 > =10, 10 > =6,1= =1
egoldas (3) 0,17 > (3> 0, 10 > (2) 6, (1) ,

B(17) = (5,4,1), &(17) = (010011), A kombinacié: {2,5,6}.

Megjegyzés: 1. Ezek alapjan viszonylag konnyli azonos részhalmazok koziil
véletlenszeriien kivalasztani egyet, azaz példaul visszatevés nélkiili mintavételt gene-

ralni.
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2. LehetOséglink van bizonyos tulajdonsagu részhalmazok felsorolasara és meg-
szamlalasara. Péld4ul kis mintas esetben a Wilcoxon-préba kritikus értékeinek megha-

tarozéasara.

8.4. FELADAT: Adjunk olyan moddszert, melynek segitségével ismétlés nélkiil

felsorolhatjuk n elem permutacioit!

Megoldas: Legyen m nemnegativ egész szam és n = n(m) alegkisebb olyan
egész, melyre m < n!. Eloszor megmutatjuk, hogy pontosan egyféleképpen feleltethetd
meg m—nek egy olyan

a(m) = (aq, a9, ..,ap—1) (8.14)

vektor, amelyre

m=ay-U+a-214+.. a,_1-(n—1), (8.15)

ahol 0 < a; <i (i=1,2,...,n—1).

Legyen
m
el = | — |, 8.16
e (=7 (310
és legyenek az au,_1, p_o9,...,qy_; egyiitthaték mar definidltak. Ekkor
m—ap_1(n—1)—a,_o(n—2)—... —ap_i(n—1)!

n— (1 = ; 8.17
An—(i+1) (n—i—1)! (8.17)

Az eloallitas egyértelmiiségét indirekt uton bizonyitjuk be. Feleljen meg valamely
m—nek két vektor: a(m) = (a1, a2,...,an_1) és B(m) = (b1, B2y .., Bn_1). Legyen j
a legnagyobb olyan koordinata szdma, melyben a vektorok kiilonboznek. Az altaldnos-

sag megszoritasa nélkiil tekinthetjik ugy, hogy o; < ;. Ekkor

n—1 n—1 Jj—1 j—1
0=> Bl = > il > (8; —a;)j! = Y il = j1 =) i-il >0. (8.18)
=1 =1 =1 =1

Ellentmondésra jutottunk.
Példa a(m) vektorokra: a(15) = (1,1,2), @(23) = (1,2,3), &(37) = (1,0,2,1).
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Algoritmus: Minden m egész szamnak 0 < m < n! megfeleltetjiik az 1,...,n
egész szamok egy permuticidjit. Az a(m) = (a1, a9,...,a,-1) vektor segitségével
megmutatjuk az 1,...,n szamok helyét a permutaciéban. Az 1 szdmot az 1 4+ «a,,_1
szamu helyre tessziik. Tegyiik fel, hogy az 1,...,4, (i = 1,...,n — 1), szdmokat mar
elhelyeztiitk. n — ¢ darab hely tliresen maradt. A szabad helyeket megszamozzuk az
1,2,...,n— 1 szdmokkal. Az i+ 1 szdmot az 1 + «,,_;_1 szamu helyre rakjuk.. Ha az
1,2,...,n — 1 szamokat elhelyeztiik, akkor csak egy hely marad a permutaciéban az

n szamara. Példa: m =15, n =4, a(15) = (1,1, 2), a permutécié: (4,2,1,3). O

Megjegyzés: Ezek alapjan viszonylag konnyt a permutacidk koziil véletlensze-
rien kivalasztani egyet, azaz példaul elkésziteni egy szimuldcios programot a 2. fe-

jezetben vizsgalt ”Szinbad” tipusd problémakra..
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9. FUGGELEK

9.1. Jelolések, roviditések.

N - a természetes szamok halmaza (pozitiv egészek).
Z — az egész szamok halmaza.
Q — a racionalis szamok halmaza.
R - a valds szdmok halmaza.
R? — {(z,y)|z,y € R}.
A C B — az A részhalmaza a B-nek.
AN B —az A és B halmaz koz0s része.
AUB —az A és B halmaz Gsszes eleme egy halmazban.

A — az alaphalmaz A halmazon kiviili elemei.
A\B - AN B.
k << n — k sokkal kisebb, mint n.
[a] — a egész része.
a:=0b — a legyen egyenld b.

): D — R —az f leképezés, D az értelmezési tartomény, a ”"pont” a valtozét helyet-
P Y p Y

tesiti.

f(D) —az f leképezés értékkészlete.

119



FUGGELEK

F(a+0) — a jobboldali hatdrérték, azaz hnio F(x).

F(a —0) — a baloldali hatarérték, azaz mli)gn_o F(x).
exp(z) — e*.
Q.E.D. — quod erat demonstrandum — ezt kellett bizonyitani.
O — egy levezetés vagy magyarazat vége.
(a) = (b) — (a)-bdl kovetkezik (b).
d — létezik olyan.

V — barmely (minden egyes).

a=0b (modm) — a— b oszthaté m-mel.

9.2. Halmazelméleti alapfogalmak.

A halmaznak és a halmaz elemének fogalmat csak axiomatikus mddszerrel lehet

definidlni, ezért szemléletiink alapjam ismertnek tekintjitk a fogalmakat. Az a € A

azt jeloli, hogy a eleme az A halmaznak. A halmazt elemeinek, vagy elemei tulaj-

donsagainak felsoroldsaval adjuk meg.

Definicié: Az A halmazt a B halmaz részhalmazanak nevezziik, ha barmely

a € A esetén a € B is igaz. Jele: A C B.

Definicié: Az A halmaz egyenlé a B halmazzal, ha A-nak és B-nek ugyanazok

az elemei. Jele: A = B.

Megjegyzés: A = B, akkor és csak akkor, ha A C B és B C A.

Definicié: Ha egy halmaznak nincs eleme iires halmaznak nevezziik. Jele: ().

Definicié: Két halmaz uniéjanak nevezziik azoknak az elemeknek a halmazat,

amelyek a két halmaz koziil legalabb az egyiknek elemei.

120



9. FEJEZET

Jele: AUB, azaz AUB ={z|lxr € A vagy xz € B}.

Definicié: Két halmaz metszetének nevezziik azoknak az elemeknek a halmazat,
amelyek mindkét halmaznak elemei.
Jele: ANB, azaz ANB={zlx € A és x € B}.

Definicié: Két halmaz kiilonbségének nevezziik a kisebbitendé halmaznak azo-
kat az elemeit, amelyek a kivonandonak nem elemei.

Jele: A\B, azaz A\B = {z|zr € A, de z ¢ B}.

Definicié: Ha B C A, akkor az A\B halmazt a B halmaz A-ra vonatkozo

komplementer halmazanak (komplementerének) nevezziik. Jele: 4 B.

Megjegyzés: Ha egyértelmii, hogy a komplementer melyik halmazra vonat-

kozik, akkor egyszeriien a B jelolést hasznaljuk.
Definicié: Az A és B halmazok diszjunktak, ha AN B = (.

Definicié: Az {(a,b)|la € A, b€ B} halmazt két halmaz Descartes-féle szorza-

tdnak nevezziik. Jele: A x B.

Definici6: Relacidénak nevezziik két halmaz Descartes-féle szorzatdanak egy rész-

halmazat.
Definicié: S C A x A relaciét ekvivalencidnak nevezziik, ha
1. minden a € A esetén (a,a) € S, (reflexiv)
2. ha (a,b) € S, akkor (b,a) € S, (szimmetrikus)
3. ha (a,b) € S és (b,c) € S, akkor (a,c) € S, (tranzitiv).

Definicié: Osztalyozasnak nevezziik egy halmaz olyan nem iires részhalmazai-
nak a halmazat, amelyek diszjunktak, és egyesitésiik az eredeti halmaz. A szébanforgd

részhalmazokat osztalyoknak nevezziik.

9.1. TETEL: Egy halmaz osztalyozasanal az osztalyok onmagukkal valo

Descartes-féle szorzatainak egyesitése ekvivalencia. Forditva: egy halmazon adott
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ekvivalencianal az egymaéssal relacioban levd elemek olyan részhalmazok, amelyek

osztalyozast jelentenek.

Néhény egyszerii azonossag (miiveleti tulajdonsédg):

AUB=BUA, ANnB=BnNA, A =A, (9.1)

D:-I

AUB =AnNB, AnNB = AUB, (DeMorgan) (9.2)

AU(BNC)=(AUB)N(AUC), AN(BUC)=(ANB)U(AUC), (9.3)
B\A=Bn A, B\ﬁAi:LnJ(B\AZ-). (9.4)

=1
9.3. A fuggvény fogalma, szamossagok.

Definicié: Az F C A x B relaci6 fuiggvény, ha barmely a € A legfeljebb egy
(a,b) € F rendezett parban szerepel.
Jele: pl. F, FF: A— B.

Definicié: Az F fiiggvény A alaphalmazat a fiiggvény értelmezési tartoméanya-
nak nevezziik, ha barmely a € A szerepel valamelyik (a,b) € F' parban.
Jele: Dom(F).

Definicié: Az F fliggvény B alaphalmazat a fliggvény értékkészletének nevez-
ziik, ha barmely b € B szerepel valamelyik (a,b) € F péarban.
Jele: Range(F).

Definicié: Az F': A — B fliggvényt kolcsonosen egyértelmiinek vagy invertalha-

ténak nevezziik, barmely b € B legfeljebb egy (a,b) € F rendezett parban szerepel.

Definicié: Az invertalhaté F: A — B fliggvény elemeiben a sorrend felcserélésé-
vel el6allé (b, a) alaki parok halmazat az F' fiiggvény inverz fiiggvényének nevezziik.

Jele: F~1 vagy F~1: B — A.
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Definicié: Legyen az F' : A — B fiiggvény B értékkészlete egyenlo a G : B — C

fliggvény értelmezési tartomanyaval. Ekkor a
G(F(a)) ={(a,c)|a € A,(a,b) € F,(b,c) € G} (9.5)

fliggvényt Osszetett fiiggvénynek nevezziik.

Megjegyzés: Az altalunk hasznélt szamhalmazok kozott fenndll a kovetkezd

kapcsolat:

NCZcCcQCR. (9.6)

Definicié: Két halmazt azonos szamossaginak neveziink, ha létezik F': A — B-
re (Range(F) = B) kolcsonosen egyértelmfi fiiggvény, azaz létezik F~1 : B — A. Az

A halmaz szamossagat |A|-val jeloljik.

9.2. TETEL: A természetes szamok és a racionalis szadmok szamossaga mege-

gyezik.

9.3. TETEL: A [0,1] € R halmaz és a természetes szamok szamossidga nem

egyezik meg.

Definicié: Az A halmaz szamossdga nagyobb, mint a B halmaz szamossiga, ha

szamossaguk nem egyenlo, de 3C C A 1gy, hogy C és B szamossaga egyenlo.
Megjegyzés: Az eléz6ek alapjan |N| < |R].

Definicié: A N szamossagat megszamlalhatéan végtelennek, R szamossagat
pedig kontinuum szamossagnak nevezziik. A véges szamossagokat megszamlalhaténak

nevezzik.

9.4. Kombinatorikai alapok.

A matematika azon tertilete, amely egy véges halmaz elemeinek csoportositasaval,

kivalasztasaval, sorrendbe rakédsaval illetve az elemek megszamlélasaval foglalkozik.
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Legyen
A:{al,aQ,...,an}, B:{bl,bz,...,bm}, (97)

ahol |A| = n és |B| = m. Ekkor
|AXx Bl =n-m. (9.8)
Ezt szokés a kombinatorika szorzdsi alapelvének tekinteni. Nyilvanvaléan
max{n,m} <|AUB| <n+m, (9.9)

amelyben a balodalon egyenléség van, ha A C B vagy B C A. Mig a jobboldalon
akkor van egyenléség, ha ANB = (). Ezt szokés a kombinatorika dsszeaddsi alapelvének

nevezni.
Az A halmaz k—szoros (k € N) Descartes-szorzatat roviden A*-nal jeloljiik.

Definicié: Ha x € A, akkor az x elemet az A halmazhoz tartozé n elem k—ad

osztalyu ismétléses varidciojanak nevezzik.

Megjegyzés: Miasképpen az A halmazbdl k—szor valasztunk visszatevéssel és a

kihuzas sorrendje is szamit. Az n elem k—ad osztalyu ismétléses varidcidéinak a szama
|A¥| = n” (9.10)
a szorzasi alapelv alapjan.

Legyen
x € (AQ\{(a,a)|a € A}), (9.11)

ekkor x egy olyan rendezett par, amelyben az elemek azonos halmazbdl vannak, de

nem ismétlédhetnek. Ekkor
|A*\{(a,a)|a € A} =n* —n =n(n-1). (9.12)

Definicié: Ha x € A* (k < n) és az x elemei mind kiilonbozbek, akkor az x

elemet az A halmazhoz tartozé n elem k—ad osztdlyi varidcidjanak nevezziik.
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Megjegyzés: Masképpen az A halmazbdl k—szor valasztunk visszatevés nélkiil

és a kihuzas sorrendje is szamit. Az n elem k—ad osztalyu variaciéinak a szama
n-n—1)--(n—k+1) (9.13)

a szorzasi alapelv és az el6z0 masod osztalyd eset alapjan.
Definicié: Ha k = n, akkor a variaciét permutdcionak nevezzik.

Megjegyzés: A permutacié lényegében az A halmaz elemeinek a felsoroldsa,
egy sorrendje. Felfoghaté, mint egy g fiiggvény, ahol g : A — A-ra. A permutaciok
szama

n-(n—1)---1=nl (9.14)

Definicié: Egy n elemli halmaz k elemii részhalmazat n elem k—ad osztalyi

kombindcidjanak nevezziik.

Megjegyzés: Masképpen az A halmazbol k—szor valasztunk visszatevés nélkiil
és a kihuzas sorrendje sem szamit. Az n elem k—ad osztdlyd kombindcidinak a szama

nn—1)---(n—k+1) n! _(n>

k! T kK(n-k)!  \k

(9.15)

hiszen k! darab olyan variacié van, amelyik ugyanazt az egy kombinaciot adja.

9.4. TETEL: (binomialis) Ha a,b € R és n € N, akkor

(a+b)" = En: (Z) akpnk, (9.16)

k=1

n <Z) = on, (9.17)

k=1

Megjegyzés:

Definicié: Ha egy n elemli halmazbdl visszatevéssel kivalasztunk k elemet
gy, hogy a sorrend nem szamit, akkor azt n elem k—ad osztdlyi ismétléses kom-

bindcidjanak nevezziik.
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Megjegyzés: Tekintsiik a kovetkezo problémakat:
1. Hany megoldésa van az
r1+x9+...+x, =k
egyenletnek, ha n,k € N, és x; (i =1,2,...,n) nemnegativ egész?

2. Adott n darab doboz és k darab egyforma goly6. Hanyféleképpen helyezhetjiik
el a golyékat a dobozokba, ha egy dobozba tobb goly6 is keriilhet, és csak az szamit,

hogy egy dobozban a végén hany goly6 van és az nem, hogy mikor keriilt bele?

3. Van n+1 darab egyforma pélcikank és k darab egyforma karikdnk. Helyezziik
el a palcikdkat és a karikakat egy egyenesre 1gy, hogy az els6 és az utolsé palcika.

Hanyféleképpen lehetséges ez?

Megoldas: Kezdjik a 3. problémaval. Valdjaban n + k — 1 darab (n — 1
palcika, k karika) elemet kell elhelyezniink. Ha megadjuk a kraikdk helyét, akkor a
maradék helyeken lesznek a palcikdk. Az egyformasig pedig azt jelenti, hogy nem kell
figyelniink a sorrendre. Tehat az elhelyezések szama n 4+ k — 1 elem k—ad osztalyt

kombindcidinak a szamaval egyezik meg, azaz

(”+Z_1). (9.18)

Ha a 2. probléma esetén szorosan egymas mellé tessziik a dobozokat és kivessziik
a dobozok aljat, akkor n+ 1 darab dobozfal vagy masképpen palcika, s a 2. probléma

megegyezik a 3. probléméval.

Jelolje a 2. probléméban az i—edik dobozba keriilt golydk szamat
xz; (1 =1,2,...,n), ami azt jelenti, hogy minden dobozokba valé elhelyezés megad

egy megoldast az egyenlethez.

Tekintsiik &t mégegyszer a 2. problémat. Minden goly6 elhelyezésekor az n doboz
egyikét valaszthatjuk és minden alkalommal ugyanazon az n doboz kozil valasztunk.
Tehat a k darab golyd elhelyezése n dobozba pontosan megegyezik n elem k—ad

osztalyu ismétléses kombinacidjaval. O

126



9. FEJEZET

9.5. Néhany alapveto matematikai fogalom és allitas.

Definicié: Az f : [a,b] — R (a,b € R fiiggvény abszolit folytonos, ha Ve > 0
esetén 30 > 0, hogy ha

n

> b — as] <6, (9.19)

=1

akkor

> 1F(bi) = flai) <e. (9.20)

=1

Definicié: Egy tulajdonsig majdnem mindeniitt teljesiil, ha annak a mértéke,

ahol nem teljesiil 0.

Definicié: Legyen 0 < o < 0o esetén
Ia+1)= / t*etdt. (9.21)
0

Ezt nevezzilk Gamma-figgvénynek.
9.5. TETEL: A Gamma-figgvényre telejesiil, hogy
(1) T'(a+1) =al(a),
(2) T'(n+1) =n! haneN,
(3) InT" konvex a (0, 00) intervallumon.
Megjegyzés: Néhany specidlis érték I'(1) =1, I' (3) = /7.

Definicié: Legyen U egy intervallum (zart, nyilt, félig zart). Az f : U — R
konvex filiggvény, ha

fxa+ pb) < Mf(a) + puf(b), (9.22)
ahol a,be U, A+pu=1,A>0¢és u>0.

9.6. TETEL: 1. Ha f és g konvex fiiggvény és o > 0, B > 0, akkor af + Bg

szintén konvex.
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2. Véges sok konvex fiiggvény Osszege is konvex.

3. Konvex fiiggvények egy konvergens sorozatdnak a (pontonkénti) hatdra is

konvex.

4. Ha f : U — R konvex fiiggvény és a < = < b, akkor

J@) = fa) _ fO) = fa) _ JO) = f()

T —a - b—a - b—=x

(9.23)

Ha f szigoruan konvex, akkor az egyenlétlenségek is azok.
5. Ha f : U — R konvex fiiggvény és a < ¢ < b, akkor 1étezik a bal- és jobboldali

derivalt minden c esetén. Tovabba, f'_ és f’, monoton nemcsokkend és

fo(e) < f4 (o). (9.24)

Ezenkivil minden z € U esetén

f@) = fle)+ f'_(e)(x—c), [f(z)=f(e)+ [ (c)(@—0), (9.25)
azaz a konvex fliggvény minden pontjahoz létezik egyenes ( amely az adott ponton
keresztiil megy), amely a gorbe alatt marad vagy legfeljebb érinti azt.

6. Az f : U — R konvex filiggvény folytonos az intervallum minden bels6

pontjaban.

7. Legyen U nyilt és f kétszer differencialhaté, akkor f konvex akkor és csak
akkor, ha f”/ > 0 minden z € U.
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9.6. Tablazatok.

A standard normalis eloszlasfiiggvénye

d(x) = ! exp <_u_2) du, reR O(—z) =1— d(z). (9.26)

Ha ¢ standard normalis eloszldsu, akkor az n = 0§ +m (m € R, o > 0)valdsziniiségi

valtozd F eloszlasfiiggvényére jellemz6, hogy

Flz)=® (”’” - m) . (9.27)

g

9.1. tablazat: Néhany standard normalis eloszlas érték.

Zp O(zp) =p P(m —x,0 <n<m+x,0)
1 0.8413447460 0.682689492

1.96 0.9750021049 0.950004210

0.9772498680 0.954499736

0.9986501020 0.997300204

0.9999683288 0.999936658

0.9999999990 0.999999998

Oy | W N

A normélis eloszlashoz kapcsolodik a hibafiiggvény

erf(z) :%/e_uzdu
0

erfc(z) =1 — erf(x),

()]
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2 0 (_1)nx2n—|—1
f(z) = ——
erf(z) WT;) (2n + 1)n!
2 x3 n A z°
“va\"T 3 10 427 216 '
erfc(z) = e”’ 1+ i(—l)“z—n'
N — n!(2x)2n
_em 1 L3 15 105
NG 202 4zt 8x26 1628 '

Az eloszlasfiiggvény kozelitésére egy 10~ pontossagi polinomidlis kozelitést al-

kalmazhatunk. A kozelité polinom:

p(aj) = Cp —|— cC1x + CQ(EQ + o e + 08$8. (9'28)

9.2. tablazat: A kozelitoé polinom egyiitthatdi.

intervallum [0, 1.5] (1.5, 3] (3, 6]
Co 0.4999999853197  0.5300774546729 -0.1621966195471
c1 0.3989437251038  0.2799241265723  1.8137844596010
co -0.0000232473822  0.2005701987176  -1.2430841874817
c3 -0.0663495262607  -0.2504062323459  0.4883401215203
ca -0.0004071645564  0.0949343858651  -0.1201986229749
cs 0.0105643510048  -0.0131657278224  0.0189705569006
Co -0.0003504976933  -0.0009270280158  -0.0018738388405
cr -0.0012947802876  0.0004671302299  0.0001058586660
cs 0.0002619054865  -0.0000383458376  -0.0000026175074

Az eloszlasfiiggvény inverzének a kozelitésére egy 10~ !° pontossiagi raciondlis

tortfiiggvény kozelitést alkalmazhatunk.

9.3. tdblazat: Standard normadlis eloszlas inverze (Pascal részlet).
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function Invphi(var x:extended):extended; var szi,ni,ui:extended;
begin ui:=x; if (ui<0) or (ui>1) then Halt; if ui>=0.5 then
ui:=1-ui; if ui<(2*1le-15) then ui:=2*1le-15;
ui:=sqrt(-2*1n(ui))-sqrt(1n(4)); if 0.01<ui then begin
szi:=0.2385099062881218351e-3;
szi:=szi*ui+0.7748014532123519149e-2;
szi:=szi*ui+0.9433047102597236601e-1;
szi:=szi*ui+0.5906175347671242813e0;
szi:=szi*ui+0.2052429201482605360e1;
szi:=szi*ui+0.3926527220876257871e1l;
szi:=szi*ui+0.3827787912267809326e1;
szi:=szi*ui+0.1475664626635605795e1;szi:=szi*ui+0.0;
ni:=0.2384667219100680462e-3;
ni:=ni*ui+0.7472090148248391360e-2;
ni:=ni*ui+0.8675117268832776800e-1;
ni:=ni*ui+0.5155497927835685221e0;
ni:=ni*ui+0.1685386828574926342¢1 ;
ni:=ni*ui+0.3019304632408607270el ;
ni:=ni*ui+0.2757985744718406918el ;

ni:=ni*ui+l;end

else begin

szi:=0.1389671822546715525e-4;
szi:=szi*ui+0.9933095513250211212e-3;
szi:=szi*ui+0.2132223881469308687e-1;
szi:=szi*ui+0.1971184884114817024e0;
szi:=szixui+0.9208235553699620741e0;
szi:=szi*ui+0.2302486886454418763e1;
szi:=szi*ui+0.2934913383940946604e1;
szi:=szi*ui+0.1475663066897793476el;
szi:=szi*ui+0.2236640681757362082e-6;
ni:=0.1389640654034188922e-4;
ni:=ni*ui+0.9770522217813339426e-3;
ni:=ni*ui+0.2025571989491669521e-1;
ni:=ni*ui+0.1775558927085441912e0;
ni:=ni*ui+0.7785719242838022205€0;
ni:=ni*ui+0.1819506588454068626¢1;
ni:=ni*ui+0.2152916059924272000e1;
ni:=ni*ui+1.0;end;

if x<0.5 then szi:=-szi; Invphi:=szi/ni; end;
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.00

.5000
.5398
.5793
.6179
.6554
.6915
. 7257
. 7580
. 7881
.8159
.8413
.8643
.8849
.9032
.9192
.9332
.9452
.9554
.9641
.9713
L9772
.9821
.9861
.9893
.9918
.9938
.99563
.9965
.9974
.9981
.9986
.9990
.9993
.9995
.9997

9.4. tablazat:

.01

.5040
.5438
.5832
.6217
.6591
.6950
. 7291
.7611
.7910
.8186
.8438
.8665
.8869
.9049
.9207
.9345
.9463
.9564
.9649
.9719
.9778
.9826
.9864
.9896
.9920
.9940
.99565
.9966
.9975
.9982
. 9987
.9991
.9993
.9995
. 9997

.5080
.5478
.5871
.6255
.6628
.6985
. 7324
. 7642
.7939
.8212
.8461
. 8686
.8888
.9066
.9222
. 9357
.9474
.9573
.9656
.9726
.9783
.9830
.9868
.9898
.9922
.9941
.9956
. 9967
.9976
.9982
. 9987
.9991
.9994
.9996
.9997

Standard normalis eloszlas értékek.

.03

.5120
.5517
.5910
.6293
.6664
.7019
. 7357
L7673
. 7967
.8238
.8485
.8708
.8907
.9082
.9236
.9370
.9484
.9582
. 9664
.9732
.9788
.9834
.9871
.9901
.9924
.9943
. 9957
.9968
L9977
.9983
.9988
.9991
.9994
.9996
. 9997

.04

.5160
.5557
.5948
.6331
.6700
. 7054
. 7389
. 7704
. 7995
.8264
.8508
.8729
.8925
.9099
.9251
.9382
.9495
.9591
.9671
.9738
.9793
.9838
.9875
.9904
.9927
.9945
.99569
.9969
L9977
.9984
.9988
.9992
.9994
.9996
.9997
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.05

.5199
.5596
.5987
.6368
.6736
.7088
. 7422
L7734
.8023
.8289
.85631
.8749
.8944
.9115
.9265
.9394
.9505
.9599
.9678
.9744
.9798
.9842
.9878
.9906
.9929
.9946
.9960
.9970
.9978
.9984
.9989
.9992
.9994
.9996
. 9997

.06

.5239
.5636
.6026
.6406
L6772
.7123
. 7454
L7764
.80561
.8315
.85564
.8770
.8962
.9131
.9279
.9406
.9515
.9608
.9686
.9750
.9803
.9846
.9881
.9909
.9931
.9948
.9961
.9971
.9979
.9985
.9989
.9992
.9994
.9996
.9997

.07

.5279
.5675
.6064
.6443
.6808
L7157
. 7486
L7794
.8078
.8340
.8577
.8790
.8980
.9147
.9292
.9418
.9625
.9616
.9693
.9756
.9808
.9850
.9884
L9911
.9932
.9949
.9962
L9972
.9979
.9985
.9989
.9992
.9995
.9996
.9997

.08

.6319
.5714
.6103
.6480
.6844
.7190
L7517
. 7823
.8106
.8365
.8599
.8810
.8997
.9162
.9306
.9429
.95635
.9625
.9699
.9761
.9812
.9854
.9887
.9913
.9934
.99561
.9963
.9973
.9980
.9986
.9990
.9993
.9995
.9996
.9998

.09

.56359
.5753
.6141
.6517
.6879
L7224
. 7549
. 7852
.8133
.8389
.8621
.8830
.9015
L9177
.9319
.9441
.95645
.9633
.9706
L9767
.9817
.9857
.9890
.9916
.9936
.9962
.9964
.9974
.9981
.9986
.9990
.9993
.9995
.9996
.9998
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9.5. tablazat: y’-eloszlas értékek.

n{ 0.005 0.010 0.025 0.050 0.950 | 0.975 | 0.990 | 0.995
1 .39e-4 .16e-3 .98e-3 39%-2  3.841  5.024 6.635 7.879
21 .010 .020 .051 103 5991 7.377  9.210 10.597
3 0717 1148 2158 3518 7.814 9.348 11.345 12.838
4 .2069 2971 4844 7107 9.487 11.143 13.277 14.860
o 4117 .5543 8312 1.1455 11.070 12.833 15.086 16.750
6| .67573 87209  1.2373 1.6354 12.592 14.449 16.812 18.548
7 .98926  1.2390 1.6899 2.1673 14.067 16.013 18.475 20.278
8 1.3444 1.6465 21797 27326 15.507 17.535 20.090 21.955
9 1.7349 2.0879 2.7004  3.3251 16.919 19.023 21.666 23.589
10y 2.1559 2.5582 3.2470  3.9403 18.307 20.483 23.209 25.188
11} 2.6032 3.0535 3.8157  4.5748 19.675 21.920 24.725 26.757
12/ 3.0738 3.5706 4.4038 5.2260 21.026 23.337 26.217 28.300
13} 3.5650 4.1069 5.0088 5.8919 22.362 24.736 27.688 29.819
14 4.0747 4.6604 5.6287  6.5706 23.685 26.119 29.141 31.319
15 4.6009 5.2293 6.2621 7.2609 24.996 27.488 30.578 32.801
16| 5.1422 5.8122 6.9077  7.9616 26.296 28.845 32.000 34.267
17/ 5.6972 6.4078 7.5642 8.6718 27.587 30.191 33.409 35.718
18 6.2648 7.0149 8.2307  9.3905 28.869 31.526 34.805 37.156
19 6.8440 7.6327 8.9065 10.117  30.144 32.852 36.191 38.582
20| 7.4338 8.2604 9.5908 10.851 31.410 34.170 37.566 39.997
21} 8.0337 8.8972  10.283 11.591 32.671 35479 38.932 41.401
22 8.6427 9.5425  10.982 12.338  33.924 36.781 40.289 42.796
2319.2604  10.196 11.689 13.091 35.172 38.076 41.638 44.181
24/ 9.8862  10.856 12.401 13.848  36.415 39.364 42.980 45.559
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n/ 0.005 | 0.010 | 0.025 | 0.050 | 0.950 0.975 0.990 0.995
25/10.520 11.524 13.120 14.611 37.652 40.646  44.314  46.928
26/ 11.160 12.198 13.844 15.379 38.885 41.923 45.642  48.290
27 11.808 12.879 14.573 16.151 40.113  43.195 46.963  49.645
2812.461 13.565 15.308 16.928 41.337 44.461 48.278  50.993
29 13.121 14.256 16.047 17.708  42.557  45.722  49.588  52.336
30 13.787 14.953 16.791 18.493 43.773 46.979 50.892  53.672
40 20.707 22.164 24.433 26.509 55.758  59.342 63.691  66.766
501 27.991 29.707 32.357 34.764 67.505 71.420 76.154  79.490
60 35.534 37.485 40.482 43.188 79.082  83.298  88.379  91.952
70043.275 45.442 48.758 51.739  90.531  95.023 100.43  104.21

80 51.172 53.540 57.153 60.391 101.88 106.63 112.33 116.32

90 59.196 61.754 65.647 69.126 113.15 118.14 124.12  128.30
100 67.328 70.065 74.222 77.929 124.34 129.56 135.81  140.17
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9.6. tablazat: t-eloszlas értékek.

n 0.9 0.95 0.975 0.99 0.995
1 3.0777 6.3138 12.706 31.821  63.657
20 1.8856 2.9200 4.3027  6.9646  9.9248
3 1.6377 23534 3.1824  4.5407  5.8409
4 1.5332 2.1318 2.7764 3.7469  4.6041
ol 14759 2.0150 2.5706  3.3649 4.0321
6f 1.4398 1.9432 2.4469  3.1427 3.7074
714149 1.8946  2.3646  2.9980  3.4995
8 1.3968 1.8595  2.3060  2.8965  3.3554
9 13830 1.8331 2.2622 2.8214  3.2498
100 1.3722 1.8125  2.2281  2.7638  3.1693
11 1.3634 1.7959  2.2010 2.7181  3.1058
12 1.3562 1.7823  2.1788  2.6810  3.0545
13 1.3502 1.7709 2.1604  2.6503  3.0123
14 1.3450 1.7613  2.1448  2.6245  2.9768
150 1.3406 1.7531 2.1314  2.6025  2.9467
16/ 1.3368 1.7459  2.1199  2.5835  2.9208
170 1.3334 1.7396  2.1098  2.5669  2.8982
18 1.3304 1.7341  2.1009  2.5524  2.8784
19 1.3277 1.7291  2.0930  2.5395  2.8609
200 1.3253 1.7247  2.0860  2.5280  2.8453
21 1.3232 1.7207 2.0796 2.5176 2.8314
220 1.3212 1.7171  2.0739 2.5083  2.8188
23 1.3195 1.7139  2.0687 2.4999  2.8073
24 1.3178 1.7109  2.0639  2.4922  2.7969
25 1.3163 1.7081  2.0595 24851  2.7874
26) 1.3150 1.7056  2.0555  2.4786  2.7787
27 1.3137 1.7033  2.0518 24727  2.7707
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n 0.9 0.95 0.975  0.99 0.995
28 1.3125 1.7011 2.0484 2.4671 2.7633
29  1.3114 1.6991 2.0452 2.4620 2.7564
300 1.3104 1.6973 2.0423 2.4573 2.7500
31 1.3095 1.6955 2.0395 2.4528 2.7440
321 1.3086 1.6939 2.0369 2.4487 2.7385
33 1.3077 1.6924 2.0345 2.4448 2.7333
34 1.3070 1.6909 2.0322 24411 2.7284
35 1.3062 1.6896 2.0301 2.4377 2.7238
36/ 1.3055 1.6883 2.0281 2.4345 2.7195
37 1.3049 1.6871 2.0262 2.4314 2.7154
38 1.3042 1.6860 2.0244 2.4286 2.7116
39 1.3036 1.6849 2.0227 2.4258 2.7079
41 1.3025 1.6829 2.0195 2.4208 2.7012
ol  1.2984 1.6753 2.0076 2.4017 2.6757
61 1.2956 1.6702 1.9996 2.3890 2.6589
71 1.2936 1.6666 1.9939 2.3800 2.6469
81 1.2921 1.6639 1.9897 2.3733 2.6379
91] 1.2909 1.6618 1.9864 2.3680 2.6309

101}  1.2900 1.6601 1.9837 2.3638 2.6254
201 1.2858 1.6525 1.9718 2.3450 2.6005
301 1.2844 1.6499 1.9679 2.3388 2.5923
401  1.2837 1.6487 1.9659 2.3357 2.5881
501 1.2832 1.6479 1.9647 2.3338 2.5857
601 1.2830 1.6474 1.9639 2.3326 2.5840
701 1.2828 1.6470 1.9634 2.3317 2.5829
801 1.2826 1.6468 1.9629 2.3310 2.5820
901 1.2825 1.6465 1.9626 2.3305 2.5813
1001} 1.2824 1.6464 1.9623 2.3301 2.5807
oo 1.2816 1.6449 1.9600 2.3263 2.5758
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9.7. tablazat: F'-eloszlas értékek.

n — a szamald és m — a nevezd szabadsagi foka

m\n 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10
1161.4 199.5 215.7 224.6 230.2 234.0 236.8 238.9 240.5 241.9
2 18,51 19.00 19.16 19.25 19.30 19.33 19.35 19.37 19.38 19.40
3 10.13  9.552 9.277 9.117 9.013 8941 &.887 8.845 8.812 8.786
4 7709 6.944 6.591 6.388 6.256 6.163 6.094 6.041 5.999 5.964
5  6.608 5.786 5.409 5.192 5.050 4.950 4.876 4.818 4.772 4.735
6| 5.987 ©5.143 4.757 4.534 4.387 4.284 4.207 4.147 4.099 4.060
7 5.591 4.737 4.347 4.120 3.972 3.866 3.787 3.726 3.677 3.637
8 5.318 4.459 4.066 3.838 3.687 3.581 3.500 3.438 3.388 3.347
9 5.117 4.256 3.863 3.633 3.482 3.374 3.293 3.230 3.179 3.137
100  4.965 4.103 3.708 3.478 3.326 3.217 3.135 3.072 3.020 2.978
11 4.844 3.982 3.587 3.357 3.204 3.095 3.012 2.948 2.896 2.854
12 4.747 3.885 3.490 3.259 3.106 2.996 2913 2.849 2.796 2.753
13 4.667 3.806 3.411 3.179 3.025 2.915 2.832 2.767 2.714 2.671
14 4.600 3.739 3.344 3.112 2.958 2.848 2.764 2.699 2.646 2.602
150 4.543 3.682 3.287 3.056 2.901 2.790 2.707 2.641 2.588 2.544
16| 4.494 3.634 3.239 3.007 2.852 2.741 2.657 2.591 2.538 2.494
17 4451 3.592 3.197 2965 2.810 2.699 2.614 2.548 2.494 2.450
18 4.414 3.555 3.160 2.928 2.773 2.661 2.577 2.510 2.456 2.412
19 4.381 3.522 3.127 2895 2.740 2.628 2.544 2477 2.423 2.378
200 4.351 3.493 3.098 2.866 2.711 2.599 2.514 2.447 2393 2.348
25 4.242 3.385 2991 2.759 2.603 2490 2.405 2.337 2.282 2.236
300 4.171 3.316 2922 2.690 2.534 2421 2.334 2.266 2.211 2.165
35 4.121 3.267 2.874 2.641 2.485 2372 2285 2.217 2.161 2114
40 4.085 3.232 2.839 2.606 2.449 2336 2.249 2.180 2.124 2.077
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m\n| 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
11243.0 2439 244.7 2454 2459 246.5 246.9 247.3 247.7 248.0
2 19.40 19.41 19.42 19.42 19.43 19.43 19.44 19.44 1944 1945
3 8763 8.745 8.729 8.715 8.703 8.692 8.683 8.675 8.667 8&.660
4 5936 5912 5891 5.873 5.858 5.844 5.832 5.821 5.811 5.803
o 4.704 4.678 4.655 4.636 4.619 4.604 4.590 4.579 4.568 4.558
6| 4.027 4.000 3.976 3.956 3.938 3.922 3.908 3.896 3.884 3.874
7 3.603 3.575 3.550 3.529 3.511 3.494 3.480 3.467 3.455 3.445
§ 3.313 3.284 3.259 3.237 3.218 3.202 3.187 3.173 3.161 3.150
9 3.102 3.073 3.048 3.025 3.006 2.989 2.974 2960 2.948 2.936
10p  2.943 2.913 2.887 2.865 2.845 2.828 2.812 2.798 2.785 2.774
11 2.818 2.788 2.761 2.739 2.719 2.701 2.685 2.671 2.658 2.646
12 2717 2.687 2.660 2.637 2.617 2.599 2.583 2.568 2.555 2.544
13 2.635 2.604 2.577 2.554 2533 2.515 2499 2484 2471 2.459
14 2,565 2.534 2.507 2.484 2463 2.445 2428 2413 2.400 2.388
15 2,507 2.475 2.448 2424 2403 2.385 2.368 2.353 2.340 2.328
16| 2.456 2.425 2.397 2373 2352 2333 2317 2302 2.288 2.276
17 2413 2381 2.353 2.329 2308 2.289 2.272 2257 2.243 2.230
18] 2374 2342 2314 2290 2.269 2.250 2.233 2.217 2.203 2.191
190 2340 2.308 2.280 2.256 2.234 2.215 2.198 2.182 2.168 2.155
200 2.310 2.278 2.250 2.225 2.203 2.184 2.167 2.151 2.137 2.124
25 2.198 2.165 2.136 2.111 2.089 2.069 2.051 2.035 2.021 2.007
300 2.126 2.092 2.063 2.037 2.015 1.995 1.976 1.960 1.945 1.932
35 2.075 2.041 2.012 1.986 1.963 1.942 1.924 1.907 1.892 1.878
400 2.038 2.003 1.974 1.948 1.924 1904 1.885 1.868 1.853 1.839
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m\n| 30 40 20 60 70 80 90 100 110 120
1250.1 251.1 251.8 252.2 252.5 252.7 252.9 253.0 253.2 253.3
2l 19.46 19.47 19.48 19.48 19.48 19.48 19.48 19.49 19.49 19.49
3 8.617 8.594 8581 8.572 8.566 8.561 &.557 8.554 8.551 8.549
4 5746 5.717 5.699 5.688 5.679 5.673 5.668 5.664 5.661 5.658
o 4.496 4.464 4.444 4431 4.422 4.415 4.409 4.405 4.401 4.398
6 3.808 3.774 3.754 3.740 3.730 3.722 3.716 3.712 3.708 3.705
7 3376 3.340 3.319 3.304 3.294 3.286 3.280 3.275 3.271 3.267
8 3.079 3.043 3.020 3.005 2994 2.986 2.980 2.975 2.970 2.967
9 2864 2.826 2.803 2.787 2.776 2.768 2.761 2.756 2.751 2.748
100  2.700 2.661 2.637 2.621 2.610 2.601 2.594 2.588 2.584 2.580
11 2,570 2.531 2.507 2490 2.478 2.469 2.462 2457 2.452 2.448
12 2.466 2.426 2.401 2.384 2.372 2.363 2.356 2.350 2.345 2.341
13 2.380 2.339 2.314 2297 2284 2.275 2.267 2.261 2.257 2.252
14 2308 2.266 2.241 2.223 2.210 2.201 2.193 2.187 2.182 2.178
150 2.247 2.204 2.178 2.160 2.147 2.137 2.130 2.123 2.118 2.114
16| 2.194 2.151 2.124 2.106 2.093 2.083 2.075 2.068 2.063 2.059
17 2148 2.104 2.077 2.058 2.045 2.035 2.027 2.020 2.015 2.011
18 2.107 2.063 2.035 2.017 2.003 1.993 1.985 1.978 1.973 1.968
19 2.071 2.026 1.999 1.980 1.966 1.955 1.947 1.940 1.935 1.930
200 2.039 1994 1966 1.946 1.932 1.922 1.913 1.907 1901 1.896
25 1919 1.872 1.842 1.822 1.807 1.796 1.787 1.779 1.773 1.768
300 1.841 1.v92 1.761 1.740 1.724 1.712 1.703 1.695 1.689 1.683
35 1.786 1.735 1.703 1.681 1.665 1.652 1.643 1.635 1.628 1.623
40 1.744 1.693 1.660 1.637 1.621 1.608 1.597 1.589 1.582 1.577
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FUGGELEK

9.8. tablazat: Grubbs-féle kritikus értékek.

95% 99%
n Gl G2 GB) G G2 G@B)
3 1.153 2.00 - 1.155 2.00 -
4 1.463 2.43 0.9992 1.492 2.44 1.0000
5 1.672 2.75 0.9817 1.749 2.80 0.9965
6| 1.822 3.01 0.9436 1.944 3.10 0.9814
71 1938 322 0.8980 2097  3.34  0.9560
g 2.032 3.40 0.8522 2.221 3.54 0.9250
9 2.110 3.55 0.8091 2.323 3.72 0.8918
10, 2.176 3.68 0.7695 2.410 3.88 0.8586
12|  2.285 3.91 0.7004 2.550 4.13 0.7957
13 2.331 4.00 0.6705 2.607 4.24 0.7667
15 2.409 4.17 0.6182 2.705 4.43 0.7141
20 2.557 4.49 0.5196 2.884 4.79 0.6091
25 2.663 473 04505  3.009 503 05320
300 2745 489  0.3992  3.103 5190  0.4732
35 2811 5026 03595  3.178  5.326  0.4270
40, 2.866 5.150 0.3276 3.240 5.450 0.3896
50 2.956 5.350 0.2797 3.336 5.650 0.3328
60 3.025 5.500 0.2450 3.411 5.800 0.2914
700 3.082 5.638 0.2187 3.471 5.938 0.2599
80 3.130 5.730 0.1979 3.521 6.030 0.2350
90 3.171 5.820 0.1810 3.563 6.120 0.2147
1000 3.207 5900  0.1671  3.600  6.200  0.1980
1100 3.239 5968  0.1553  3.632  6.268  0.1838
120,  3.267 6.030 0.1452 3.662 6.330 0.1716
140, 3.318 6.137 0.1288 3.712 6.437 0.1519
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VELETLEN ERTEKEK I-III. BEMUTATASA

3.88, 7.70, 1.65, 6.42, 4.29, 3.01, 1.41, 6.54, 3.58, 9.05, 1.12,
1.74, 6.17, 3.38, 2.50, 4.01, 2.96, 8.48, 3.76, 5.75, 6.45, 7.89,
1.77, 2.32, 8.83, 4.10, 9.18, 4.99, 1.30, 7.17, 2.00, 9.24, 2.25,
7.80, 8.60, 5.84, 5.05, 8.56, 8.49, 6.95.

-0.340, 28.53, -12.38, -24.89, -6.636, -19.16, -4.626, 1.275,
837.7, -11.83, 21.33, -54.07, 33.24, 1.238, -123.4, 13.61, -65.22,
16.04, 129.9, 54.14, -16.92, -3.643, 88.06, -5.665, -89.20, 8.75,
-5.429, -6.107, 411.4, 8.04, -5.791, 18.23, 1.357, -21.18, 51.81,
105.8, -14.51, 10.78, 7.38, -21.65, -12.96, -3.379, 17.48, 4.310,
15.23, -7.661, 1.853, -16.84, -19.26, -16.47.

0.082, 0.668, 1.872, -1.494, 1.336, -2.547, -0.575, -3.587,
-2.121, -0.030, -1.927, 2.916, 4.542, -2.921, 2.640, -1.718,
2.772, 1.398, -2.021, 2.310, 0.373, 0.153, 0.118, -2.551, 1.691,
2.121, 0.499, 0.711, -2.982, 2.799, -0.569, -3.025, 1.649, -4.036,
0.314, 3.044, 3.482, 0.732, -2.225, -0.469, -1.882, -0.481,
-2.581, 0.747, -2.886, -3.271, 1.317, 0.780, 1.803, -2.012,
-4.149, -3.657, -0.214, -2.372, 0.997, -1.300, -2.129, -2.567,
-0.223, 1.452.

n £ med{&;} min max sk Z0.95 T0.75
40 5.1545 5.02 1.120 9.24 2.6717 2.73 7.75
50 25.965 -1.8595 -123.4 837.7 136.81 -14.51 16.04
60 -0.320 -0.122 -4.419 4.542 2.161 -2.1771 1.367
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No. of obs.

Histogram: Var1
K-S d=,10465, p> .20; Lilliefors p> .20
— Expected Normal
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Histogram: Var2
K-S d=,33880, p<,01 ; Lilliefors p<,01
— Expected Normal
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Histogram: Var3
K-S d=,11512, p> .20; Lilliefors p<,05
— Expected Normal
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