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Valésziniiségi valtozék (diszkrét eset),
Varhato érték és szérasnégyzet



1.Valésziniiségi valtozék (diszkrét eset)



Valésziniiségi valtozék



Valésziniiségi valtozék

Legyen (2, F,P) egy Kolmogorov-féle valészintiségi mezé. Egy
¢ Q — R fliggvényt valdsziniiségi valtozénak neveziink, ha

E<x)={weQ|é(w)<x}eF (xeR),

azaz a £ nivéhalmazai események.



Valésziniiségi valtozék

Legyen (2, F,P) egy Kolmogorov-féle valészintiségi mezé. Egy
¢ Q — R fliggvényt valdsziniiségi valtozénak neveziink, ha

E<x)={weQ|é(w)<x}eF (xeR),

azaz a £ nivéhalmazai események.
Erdemes megjegyezni, hogyha ¢ tetszéleges valészintiségi valtozo,
akkor

(=x)={weQ|f(w)=x}eF

tetszéleges x € R esetén.
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Valésziniiségi valtozé eloszlasfiiggvénye

Legyen & egy tetszbleges valésziniiségi valtozé. Az F¢ : R — R
Fe(x) ZP(E<x)  (x€R)

médon definialt fliggvényt a £ valdszinlségi valtozo
eloszlasfiiggvényének nevezziik.
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Az eloszlasfiiggvény tulajdonsagai

Az F¢ eloszlasfiiggvény
@ Monoton novekvé;
@ Balrdl folytonos;
(8] xl!Too]Fg(X) =0, kaooFg(X) =1
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A valédsziniiségi valtozok fajtai

A valészintiségi valtozéknak harom fajtaja van:
© Diszkreét;

@ Folytonos;

© Egyéb;
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Diszkrét valésziniiségi valtozé

@ Azt mondjuk, hogy egy £ valodsziniiségi valtozé diszkrét, ha
értékkészlete megszamlalhaté.
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@ Azt mondjuk, hogy egy £ valodsziniiségi valtozé diszkrét, ha
értékkészlete megszamlalhaté.

o Egy ¢ diszkrét valdsziniiségi valtozé értékkészletét
Re = {x1,x,...}

maédon jeldljiik.



Diszkrét valésziniiségi valtozé

@ Azt mondjuk, hogy egy £ valodsziniiségi valtozé diszkrét, ha
értékkészlete megszamlalhaté.

o Egy ¢ diszkrét valdsziniiségi valtozé értékkészletét
Re = {x1,x,...}
maédon jeldljiik.
@ Ha ¢ egy diszkrét val6sziniiségi valtozé, akkor a
pr=PE=x), p=PE=x), ...

valés szamsorozatot a £ valésziniiségi valtozé eloszlasanak a
nevezziik.
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tulajdonsagai



Diszkrét valésziniiségi valtozoé eloszlasanak a
tulajdonsagai
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Diszkrét valésziniiségi valtozoé eloszlasanak a
tulajdonsagai

Q p; >0minden i =1,2,... esetén;
(2] Z,’pi =1

Azaz minden diszkrét valészinliségi valtozé eloszlasa nemnegativ, 1
Osszegli valés szamok véges, vagy végtelen sorozata.



3. Diszkrét valésziniiségi valtozé varhaté értéke



Diszkrét valésziniiségi valtozé varhaté értéke



Diszkrét valésziniiségi valtozé varhaté értéke

A ¢ diszkrét valdsziniiségi valtozé varhaté értékének az



Diszkrét valésziniiségi valtozé varhaté értéke

A ¢ diszkrét valésziniiségi valtozé varhaté értékének az

E(¢) = Zx,p, = Zx, = xj)



Diszkrét valésziniiségi valtozé varhaté értéke

A ¢ diszkrét valésziniiségi valtozé varhaté értékének az
E lel - § XI - XI

médon definialt valés szamot nevezziik, amennyiben a definiciéban
szerepld numerikus sor abszolat konvergens.
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A varhaté értéke tulajdonsagai

Legyenek &, n valésziniiségi valtozdk; ¢ egy valés szam. A varhaté
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A varhaté értéke tulajdonsagai

Legyenek &, n valésziniiségi valtozdk; ¢ egy valés szam. A varhaté
érték a kovetkezé tulajdonsagokkal rendelkezik:

© Additiv, azaz E(¢ + 1) = E(&) + E(n);
@ Homogén, azaz E(c¢) = cE(&);



A varhaté értéke tulajdonsagai

Legyenek &, n valésziniiségi valtozdk; ¢ egy valés szam. A varhaté
érték a kovetkezé tulajdonsagokkal rendelkezik:

Q Additiv, azaz E(¢ + 1) = E(&) + E(n);
@ Homogén, azaz E(c¢) = cE(&);
© Eltolassal kapcsolatos tulajdonsag: E(¢ + ¢) = E(¢) + c.
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A transzformaciés szabaly diszkrét valésziniiségi
valtozé esetén

Legyen & egy olyan diszkrét val6sziniiségi valtozé, amelynek van
varhato értéke, g : R — R egy ("elég jo") fuggvény. Ekkor a g(§)
valosziniiségi valtozé varhaté értéke
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A transzformaciés szabaly diszkrét valésziniiségi
valtozé esetén

Legyen & egy olyan diszkrét val6sziniiségi valtozé, amelynek van
varhato értéke, g : R — R egy ("elég jo") fuggvény. Ekkor a g(§)
valosziniiségi valtozé varhaté értéke

E(g(€)) = Zg(x,-)p,-.

modon szamolhaté.

A transzformacios formula azt fejezi ki, hogy a g(§) varhaté
értékének a kiszamolasahoz nem kell meghataroznunk a g(§)
valésziniiségi valtozé eloszlasat, az E(g(§)) a & eloszlasa alapjan
kozvetleniil szamolhato.
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Valészinliségi valtozé szérasnégyzete
A £ valésziniiségi valtozo
@ szérasnégyzetének a

D?(€) = E(¢ — E(€))?

médon definialt valés szamot nevezziik, amennyiben a
definiciéban szereplé numerikus sor abszolat konvergens.



Valészinliségi valtozé szérasnégyzete
A £ valésziniiségi valtozo
@ szérasnégyzetének a

D?(€) = E(¢ — E(€))?

médon definialt valés szamot nevezziik, amennyiben a
definiciéban szereplé numerikus sor abszolat konvergens.

@ A szérasnégyzet kiszamitasa:

D?(¢) = E(¢) — [E(€)]°.



Valészinliségi valtozé szérasnégyzete

A £ valésziniiségi valtozo

@ szérasnégyzetének a

D?(€) = E(¢ — E(€))?

médon definialt valés szamot nevezziik, amennyiben a
definiciéban szereplé numerikus sor abszolat konvergens.

@ A szérasnégyzet kiszamitasa:

D?(¢) = E(¢) — [E(€)]°.

o Az E(£2) szamot a & valésziniiségi valtozé masodik
momentumanak nevezziik. Az E(£?) diszkrét esetben példaul
a transzformaciés szabaly alapjan E(£2) = >_. x?p; médon
szamolhaté (legalabbis diszkrét esetben).



Valészinliségi valtoz6 szérasa



Valészinliségi valtozé szérasa

A £ valésziniiségi valtozo
@ Ha ¢ egy olyan valésziniiségi valtozo, amelynek van
szérasnégyzete, akkor a

modon definialt szamot a € valdsziniiségi valtozé szérasanak
nevezziik.



A szérasnégyzet tulajdonsagai
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A szérasnégyzet
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A szérasnégyzet
@ Négyzetesen homogén, azaz D?(c€) = c?D?(€);



A szérasnégyzet tulajdonsagai

A szérasnégyzet
@ Négyzetesen homogén, azaz D?(c€) = c?D?(€);

@ Transzlacié invarians, azaz D?(¢ + ¢) = D?(¢).
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Szérasnégyzet és additivitas

@ Ha & és & valdsziniiségi valtozok, akkor

D?(& + &) = D3(&1) + 2cov(éy, &) + D? (&),
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kovarianciajanak nevezziik.
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@ Ha & és & valdsziniiségi valtozok, akkor

D?(& + &) = D3(&1) + 2cov(éy, &) + D? (&),

@ tehat a szérasnégyzet csak akkor additiv, ha cov({1,&2) = 0.
@ A cov(&, &) mennyiséget a & és & valdsziniiségi valtozok
kovarianciajanak nevezziik.

@ Ha cov(&1,&) = 0, akkor azt mondjuk, hogy a &1 és &
valésziniiségi valtozék korrelalatlanok.



Szérasnégyzet és additivitas

Ha & és & val6szintiségi valtozok, akkor

D?(& + &) = D3(&1) + 2cov(éy, &) + D? (&),

tehat a szérasnégyzet csak akkor additiv, ha cov(£1,&2) = 0.

A cov(&1, &) mennyiséget a &1 és & valdsziniiségi valtozok
kovarianciajanak nevezziik.

Ha cov(&1,&2) = 0, akkor azt mondjuk, hogy a &1 és &
valésziniiségi valtozék korrelalatlanok.

Valésziniiségi valtozok kovarianciaja

cov(é1,&2) = E((&1 — E(&1)) (&2 — E(&2)))

maédon van definialva.



Szérasnégyzet és additivitas

Ha & és & val6szintiségi valtozok, akkor

D?(& + &) = D3(&1) + 2cov(éy, &) + D? (&),

@ tehat a szérasnégyzet csak akkor additiv, ha cov({1,&2) = 0.

@ A cov(&, &) mennyiséget a & és & valdsziniiségi valtozok
kovarianciajanak nevezziik.

Ha cov(&1,&2) = 0, akkor azt mondjuk, hogy a &1 és &
valésziniiségi valtozék korrelalatlanok.

Valésziniiségi valtozok kovarianciaja

cov(é1,&2) = E((&1 — E(&1)) (&2 — E(&2)))

maédon van definialva.

A korrelalatlansag gyengébb tulajdonsag, mint a fiiggetlenség,
azaz ha két val6sziniiségi valtozé fliggetlen, akkor korrelalatlan.
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Diszkrét valésziniiségi valtozé generatorfiiggvénye

A generatorfiiggvény egy olyan matematikai segédeszkéz, amely sok
esetben segit a diszkrét valdsziniiségi valtozé varhaté értékének és
szérasnégyzetének a meghatarozasaban.



Diszkrét valésziniiségi valtozé generatorfiiggvénye

A generatorfiiggvény egy olyan matematikai segédeszkéz, amely sok
esetben segit a diszkrét valdsziniiségi valtozé varhaté értékének és
szérasnégyzetének a meghatarozasaban.

@ Legyen & egy olyan diszkrét valésziniiségi amely csak
nemnegativ egész értékeket vesz fel. Definialjuk a
Ge : D C C — C fiiggvényt

Ge(z)= > pzi =) P(E=kzZ" (zeD)

kER¢ k€ER¢

médon. A D halmaz a komplex szamok testének egy olyan
legbévebb részhalmaza, amelyen a G¢ hatvanysor abszolut
konvergens.



@ Amennyiben a £ valésziniiségi valtozénak létezik varhaté
értéke, az a generatorfiiggvény segitségével

E(¢) = Ge(1)

mddon szamolhatd.



@ Amennyiben a £ valésziniiségi valtozénak létezik varhaté
értéke, az a generatorfiiggvény segitségével

E(¢) = Ge(1)

mddon szamolhatd.

@ Amennyiben a £ valdsziniiségi valtozénak létezik a
szérasnégyzete, az a generatorfiiggvény segitségével

D?(€) = Ge(1) + G¢ (1) = [Ge(V)?

mddon szamolhaté.
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Példa.

o Legyen (Q, F,P) egy klasszikus val6szintiségi mezd, ahol
Q={a,b,c,d}.
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o Legyen (Q, F,P) egy klasszikus val6szintiségi mezd, ahol
Q={a,b,c,d}.

@ Definialjuk a £ : Q — R valésziniiségi valtozét az alabbi
tablazat segitségével:




Példa.

o Legyen (Q, F,P) egy klasszikus val6szintiségi mezd, ahol
Q={a,b,c,d}.

@ Definialjuk a £ : Q — R valésziniiségi valtozét az alabbi
tablazat segitségével:

o Ekkor a ¢ értékkészlet R(&) = {1,2,5}.



A £ eloszlasa:

(=1 ={b} —  p=PE=1)=P({b}) = ; =0.25
(§=2) ={d} — p=PE¢=2)=P{d})=

€=5)={act =  p=PE=5)=P{ac})=

0.25,

-l>\|—‘-l>\l—l

-b\l\.) ||



A £ eloszlasa:

(€=1)={ = p=BE=1)=B{b})=; =02
(€=2)={d) = m=BE=2)=F(d)= }z 2,
(€=5)={ac) = p=BE=5=B{ac))=;=0

x| 1 [ 2 [5]

pe | 0.25]0.25 0.5 |

Igy kapjuk, hogy



A £ eloszlasa:

€=1=1{0} = p=PE=1)=F((b})=, =02
(€=2)={d) = m=FE=2)=F({d})=, =025
(€=5)={ac) = p=PBE=5=F({ac))=2=05
x| 1 ]2 ]5]
pe | 0.25]0.25 0.5 |

Igy kapjuk, hogy
E(€)=1-025+2-0.25+50.5 = 3.25;



A ¢ eloszlasa:

€=1=1{0} = p=PE=1)=F((b})=, =02
(€=2)={d) = m=FE=2)=F({d})=, =025
(€=5)={ac) = p=PBE=5=F({ac))=2=05
x| 1 ]2 ]5]
pe | 0.25]0.25 0.5 |

Igy kapjuk, hogy

E(6)=1-0.25+2-0.25+5-0.5 = 3.25;
E(¢2) = 12 0.25 + 22 - 0.25 + 52 - 0.5 = 13.75;



A ¢ eloszlasa:

€=1=1{0} = p=PE=1)=F((b})=, =02
(€=2)={d) = m=FE=2)=F({d})=, =025
(€=5)={ac) = p=PBE=5=F({ac))=2=05
x| 1 ]2 ]5]
pe | 0.25]0.25 0.5 |

Igy kapjuk, hogy
E(¢)=1-0.25+2-0.25+5-0.5 = 3.25;
E(¢2) = 12 0.25 + 22 - 0.25 + 52 - 0.5 = 13.75;
D*(€) = E(€%) — [E(€)])* = 3,1875.



Csak azért, hogy lassuk a generatorfiiggvény miikddését, most a
varhaté értéket és a szérasnégyzetet kiszamitjuk a
generatorfliggvény segitségével is.
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Ge(z) = 0.25z + 0.252% 4 0.52°,
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G (z)=025-2+055-4.2° =

—  G/(1)=025-2-1+05-5-4-1=105 =



Csak azért, hogy lassuk a generatorfiiggvény miikddését, most a
varhato értéket és a szérasnégyzetet kiszamitjuk a
generatorfliggvény segitségével is.
Ge(z) = 0.25z + 0.252% 4 0.52°,
Ge(z) =0.2540.25-2-2+055-2 =
—  E(§) =G(1)=025+025-2-1+0.5-5-1=3.25,
G (z)=025-2+055-4.2° =
—  G/(1)=025-2-1+05-5-4-1=105 =
D?(€) = Ge(1) + G (1) — [G¢(1)]* = 3.25 4 10.5 — 3.25° =
= 3.1875.



Csak azért, hogy lassuk a generatorfiiggvény miikddését, most a
varhaté értéket és a szérasnégyzetet kiszamitjuk a
generatorfliggvény segitségével is.
Ge(z) = 0.25z + 0.252% 4 0.52°,
Ge(z) =0.2540.25-2-2+055-2 =
—  E(§) =G(1)=025+025-2-1+0.5-5-1=3.25,
G (z)=025-2+055-4.2° =
—  G/(1)=025-2-1+05-5-4-1=105 =
D?(€) = Ge(1) + G (1) — [G¢(1)]* = 3.25 4 10.5 — 3.25° =
= 3.1875.
E(§)=1-025+2-0.25+5-0.5=3.25;
E(£2) =12-0.25422.0.25 + 52 - 0.5 = 13.75;
D*(¢) = E(¢?) — [E(¢)]* = 3, 1875.
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Példa

Egy urnaban van két golyd, egy piros és egy kék. Visszatevéssel
kihtizunk harom golyét. jeldlje £ a kihazott piros golyok szamat.
Hatarozzuk meg a & eloszlasat, varhato értékét és szérasnégyzetét.
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@ A golyék halmaza legyen G = {P, K}.



Példa

Egy urnaban van két golyd, egy piros és egy kék. Visszatevéssel
kihtizunk harom golyét. jeldlje £ a kihazott piros golyok szamat.
Hatarozzuk meg a & eloszlasat, varhato értékét és szérasnégyzetét.
@ A golyék halmaza legyen G = {P, K}.
@ Az eseménytér:

Q=G6xGxG=«¢(P,P,P),(P,P,K),(P,K,P),(P,K,K),
| S S —

w1 w2 w3 wa

(K,P,P),(K,P,K),(K,K,P),(K,K,K)
L R U N —

ws we wz wsg



Példa

Egy urnaban van két golyd, egy piros és egy kék. Visszatevéssel
kihtizunk harom golyét. jeldlje £ a kihazott piros golyok szamat.
Hatarozzuk meg a & eloszlasat, varhato értékét és szérasnégyzetét.
@ A golyék halmaza legyen G = {P, K}.
@ Az eseménytér:

Q=G6xGxG=«¢(P,P,P),(P,P,K),(P,K,P),(P,K,K),
| S S —

w1 w2 w3 wa

(K,P,P),(K,P,K),(K,K,P),(K,K,K)
L R U N —

ws we wz wsg

Ekkor az (€2, F,P) egy klasszikus valésziniiségi mez8.



o Készitsiik el a £ valésziniiségi valtozo értéktablazatat.



o Készitsiik el a £ valésziniiségi valtozo értéktablazatat.
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| E(wi) |

Q=G6GxGxG= {(P,P,P),(P,P,K),(P,K,P),(P,K,K),
—_—— —— — N —

w1 w2 w3 wa

(K,P,P),(K,P,K), (K, K, P),(K,K,K)}.
—_— Y Y

Wws w6 w7 ws



@ Most meghatarozzuk a & valdsziniiségi valtozo eloszlasat. A &
valosziniiségi valtozo értékkészlete

xo =0, xp =1, Xy =2, x3 = 3.



@ Most meghatarozzuk a & valdsziniiségi valtozo eloszlasat. A &
valosziniiségi valtozo értékkészlete

xo =0, xp =1, Xy =2, x3 = 3.

@ A ¢ valésziniiségi valtozé eloszlasa:

(€ =0) = {ws} =  p=PE¢=0)=

(6 =1) = {ws,we, wr}

_—
(5 = 2) = {UJQ,CU3,LU5} - p2 = P(& = 2) =
——

(€ =3) ={wi}

O — 0| Wo|wol| kK



o Foglaljuk tablazatba a £ valésziniiségi valtozé eloszlasat.



o Foglaljuk tablazatba a £ valésziniiségi valtozé eloszlasat.
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o Foglaljuk tablazatba a £ valésziniiségi valtozé eloszlasat.

2

Xi

ool | W

o= | O
oW | =

3
pi 3

o A ¢ valészinlségi valtozé eloszlasfiiggvénye:




Tehat egy olyan valdsziniiségi valtozo eloszlasfliggvénye, amely csak
véges sok értéket vesz fel, egy olyan balrél folytonos [épcsés
fliggvény, amely a valdsziniiségi valtozo legkisebb értékénél kisebb,
vagy egyenlé helyeken O értéket, a valdsziniiségi valtozé legnagyobb
értékénél nagyobb helyeken 1 értéket értéket vesz fel, tovabba
minden x; helyen p; értéket ugrik.



Tehat egy olyan valdsziniiségi valtozo eloszlasfliggvénye, amely csak
véges sok értéket vesz fel, egy olyan balrél folytonos [épcsés
fliggvény, amely a valdsziniiségi valtozo legkisebb értékénél kisebb,
vagy egyenlé helyeken O értéket, a valdsziniiségi valtozé legnagyobb
értékénél nagyobb helyeken 1 értéket értéket vesz fel, tovabba
minden x; helyen p; értéket ugrik.

A tablazatbdl kapjuk, hogy

3 3 1
£ ol o+2.2+43.2=15
(&) = 08+ st2 5433
3 3 1
2 - 2 > 2 2 2 o
E(¢%) =07- 8+1 2S48 =3
D*(¢) =E(£%) - [E(¢))* =3 - 1.5 = .75



(O Fr <=

<

Q>



Példa

Kockaval dobunk. Szamoljuk ki a dobott szam-mint valésziniiségi
valtozé - varhato értékét és szorasnégyzetét.



Példa
Kockaval dobunk. Szamoljuk ki a dobott szam-mint valésziniiségi
valtozé - varhato értékét és szorasnégyzetét.
Mo.: Jeldlje £ a dobott szamot.



Példa

Kockaval dobunk. Szamoljuk ki a dobott szam-mint valésziniiségi
valtozé - varhato értékét és szorasnégyzetét.

Mo.: Jeldlje £ a dobott szamot.

A ¢ eloszlasa:

xi||1]2|3|4[5]6
1 1 1 1 1 1
Prl6|6l6l66l6l6




Példa

Kockaval dobunk. Szamoljuk ki a dobott szam-mint valésziniiségi
valtozé - varhato értékét és szorasnégyzetét.

Mo.: Jeldlje £ a dobott szamot.

A ¢ eloszlasa:

xi||1]2|3|4[5]6
1 1 1 1 1 1
Prl6|6l6l66l6l6

A igy kapjuk, hogy:



Példa

Kockaval dobunk. Szamoljuk ki a dobott szam-mint valésziniiségi
valtozé - varhato értékét és szorasnégyzetét.

Mo.: Jeldlje £ a dobott szamot.

A ¢ eloszlasa:

x ||1]12]3|4]5|6

T T I I I I]1

Prllelslelslels

A igy kapjuk, hogy:
1 1 1 1 1 1
E =1-242.243. 24 4.2 4+5.-16.-=
(€) 6+ 6+ 6+ 6+ 6+ 6
1 7
= (14+2+...4+46)=—- =35



Példa

Kockaval dobunk. Szamoljuk ki a dobott szam-mint valésziniiségi
valtozé - varhato értékét és szorasnégyzetét.

Mo.: Jeldlje £ a dobott szamot.

A ¢ eloszlasa:

xi||1]12]|3]4|5|6
I7TI 71 7I 7171
Pillelelelbl6ls
A igy kapjuk, hogy:
1 1 1 1 1 1
E =1-242.243. 24 4.2 4+5.-16.-=
(©) 6+ 6+ 6+ 6+ 6+ 6
1 7
= (14+2+...4+46)=—- =35
1 1 1 1 1 1
F(e2)=12.2422. 2432, 2442. 2 4.52. 2 1 62.2) =
(%) 6+ 6+ 6+ 6+ 6+ 6)
1 91
— (12424462 = o
6( +2°+ - +67) 5



Példa

Kockaval dobunk. Szamoljuk ki a dobott szam-mint valésziniiségi
valtozé - varhato értékét és szorasnégyzetét.

Mo.: Jeldlje £ a dobott szamot.

A ¢ eloszlasa:

xi||112(3|4|5]|6
I 7T1I 171717171
P 616161616l G6
A igy kapjuk, hogy:
1 1 1 1 1 1
E(6)=1--42->4+3.-244.-245.-16.- =
€3] ET2 3 oAb 46
1 7
S(1+24-+6) =7 =35,
1 1 1 1 1 1
E 2:12.7 22'7 32'7 42'7 52_7 62'*:
(€%) 6+ 6+ 6+ 6+ 6+ 6)
1 91
:712 22 62 7
6( + +67) = 6

09 5 - (5 = L (1) =2 20167
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Példa

Szaz dobodkockaval dobunk. Szamoljuk ki a dobott szamok
Osszegének a varhato értékét és szérasnégyzetét.



Példa

Szaz dobodkockaval dobunk. Szamoljuk ki a dobott szamok
Osszegének a varhato értékét és szérasnégyzetét.

Mo.: Jeldlje &; az egyes dobokockakkal dobott szamokat / = 1,
2..., 100; illetve jeldlje £ a dobott szamok Gsszegét.



Példa

Szaz dobodkockaval dobunk. Szamoljuk ki a dobott szamok
Osszegének a varhato értékét és szérasnégyzetét.

Mo.: Jeldlje &; az egyes dobokockakkal dobott szamokat / = 1,
2..., 100; illetve jeldlje £ a dobott szamok Gsszegét.

A varhato érték additivitasa alapjan kapjuk, hogy

E(¢)=E(& + &+ -+ &wo0) =
=FE(&1) +E(&) + - - - + E(E100) = 100 - 3.5 = 350.



Példa

Szaz dobodkockaval dobunk. Szamoljuk ki a dobott szamok
Osszegének a varhato értékét és szérasnégyzetét.

Mo.: Jeldlje &; az egyes dobokockakkal dobott szamokat / = 1,
2..., 100; illetve jeldlje £ a dobott szamok Gsszegét.

A varhato érték additivitasa alapjan kapjuk, hogy

E(¢)=E(& + &+ -+ &wo0) =
=FE(&1) +E(&) + - - - + E(E100) = 100 - 3.5 = 350.

Mivel a &; valdsziniiségi valtozdk fiiggetlenek, igy

D?(&) =D*(& + & + -+ + &100) =
35

= D?(&) + D(&) + -+ + D(£100) = 100 = = 291.6667.



1. Feladat.
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1. Feladat. Egy lezser hallgaté maximum négyszer jéhet el
vizsgazni, és minden vizsgan 0.25 valdsziniiséggel megy at.
Hanyszor vizsgazik atlagban egy lezser hallgats?
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1. Megoldas. Jelslje £ a vizsgak szamat és jeldlje A azt az
eseményt, hogy a lezser hallgaté atmegy egy adott vizsgan. Ekkor
P(A) = 0.25. A ¢ diszkrét valosziniiségi valtozo eloszlasa:



1. Megoldas. Jelslje £ a vizsgak szamat és jeldlje A azt az
eseményt, hogy a lezser hallgaté atmegy egy adott vizsgan. Ekkor
P(A) = 0.25. A ¢ diszkrét valosziniiségi valtozo eloszlasa:

x1 =1, p1 = 0.25,

Xp =2, p2 =0.75-0.25,
x3 =23, p3=0.752-0.25,
xa =4,  ps=0.75%



1. Megoldas. Jelslje £ a vizsgak szamat és jeldlje A azt az
eseményt, hogy a lezser hallgaté atmegy egy adott vizsgan. Ekkor
P(A) = 0.25. A ¢ diszkrét valosziniiségi valtozo eloszlasa:

X1:].7
Xp = 2,
x3 =3,
x4 =4,

lgy

E(¢) = 1.0.2542.0.75-0.25+3.0.722.0.25+4-0.75> =

p1 = 0.25,

p2 = 0.75 - 0.25,
ps = 0.75%2 - 0.25,
pa = 0.753.

1
i = 2.7344.
64



2. Feladat. Egy jatékban a jatékos és a bankar is megpérgeti a
rulettet. (A ruletten az 1, 2, ... , 7 szamok vannak.) A jatékos
akkor nyer, ha nagyobb szamot pérget, mint a bankar. A jatékos
nyerése esetén 1800 Ft nyereményt kap. Mennyit kellene a
Jjatékosnak minden pérgetése el6tt befizetnie, hogy jatékonként
gtlagosan 200 Ft haszna legyen a banknak?



2. Feladat. Egy jatékban a jatékos és a bankar is megpérgeti a
rulettet. (A ruletten az 1, 2, ... , 7 szamok vannak.) A jatékos
akkor nyer, ha nagyobb szamot pérget, mint a bankar. A jatékos
nyerése esetén 1800 Ft nyereményt kap. Mennyit kellene a
Jjatékosnak minden pérgetése el6tt befizetnie, hogy jatékonként
gtlagosan 200 Ft haszna legyen a banknak?

2. Megoldas.



2. Feladat. Egy jatékban a jatékos és a bankar is megpérgeti a
rulettet. (A ruletten az 1, 2, ... , 7 szamok vannak.) A jatékos
akkor nyer, ha nagyobb szamot pérget, mint a bankar. A jatékos
nyerése esetén 1800 Ft nyereményt kap. Mennyit kellene a
Jjatékosnak minden pérgetése el6tt befizetnie, hogy jatékonként
gtlagosan 200 Ft haszna legyen a banknak?

2. Megoldas. Jeldlje J azt az eseményt, hogy a jatékos nyer, B
azt az eseményt, hogy a bank nyer.



2. Feladat. Egy jatékban a jatékos és a bankar is megpérgeti a
rulettet. (A ruletten az 1, 2, ... , 7 szamok vannak.) A jatékos
akkor nyer, ha nagyobb szamot pérget, mint a bankar. A jatékos
nyerése esetén 1800 Ft nyereményt kap. Mennyit kellene a
Jjatékosnak minden pérgetése el6tt befizetnie, hogy jatékonként
gtlagosan 200 Ft haszna legyen a banknak?

2. Megoldas. Jeldlje J azt az eseményt, hogy a jatékos nyer, B
azt az eseményt, hogy a bank nyer.

7-7—7
by L _TT-T 3
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2. Feladat. Egy jatékban a jatékos és a bankar is megpérgeti a
rulettet. (A ruletten az 1, 2, ... , 7 szamok vannak.) A jatékos
akkor nyer, ha nagyobb szamot pérget, mint a bankar. A jatékos
nyerése esetén 1800 Ft nyereményt kap. Mennyit kellene a
Jjatékosnak minden pérgetése el6tt befizetnie, hogy jatékonként
gtlagosan 200 Ft haszna legyen a banknak?

2. Megoldas. Jeldlje J azt az eseményt, hogy a jatékos nyer, B
azt az eseményt, hogy a bank nyer.

= 7.7-7 3

P(J)= -2 = ==
) 7-7 2.7-7 T’
3 4
P(B)=1->=—.
(B) 77

x forintot kell a jatékosnak befizetnie minden pérgetés elétt.



2. Feladat. Egy jatékban a jatékos és a bankar is megpérgeti a
rulettet. (A ruletten az 1, 2, ... , 7 szamok vannak.) A jatékos
akkor nyer, ha nagyobb szamot pérget, mint a bankar. A jatékos
nyerése esetén 1800 Ft nyereményt kap. Mennyit kellene a
Jjatékosnak minden pérgetése el6tt befizetnie, hogy jatékonként
gtlagosan 200 Ft haszna legyen a banknak?

2. Megoldas. Jeldlje J azt az eseményt, hogy a jatékos nyer, B
azt az eseményt, hogy a bank nyer.

777
1 7.7-7 3

P(J) = = ==
N=77=277"7
3 4
P(B)=1->=_.
(B) 77

x forintot kell a jatékosnak befizetnie minden pérgetés elétt.
A £ valésziniiségi valtozé jeldli a bank nyereségét.



A ¢ eloszlasa:

X; | x | x—1800
Z 3
Pi|7 7




A ¢ eloszlasa:

Xi

x — 1800

Pi

NI X

3

7

; 4
Igy 200 = E(&) = X + ;(X — 1800), amibél kapjuk, hogy

1400 = 4x + 3(x — 1800),

X

1400 + 5400

7

= 971.4286.
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Nevezetes diszkrét eloszlasok,
Folytonos valésziniiségi valtozék



Nevezetes diszkrét eloszlasok

Az alabbi nevezetes diszkrét valdszinlségi valtozokkal fogunk
megismerkedni:
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megismerkedni:

© Bernoulli;
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megismerkedni:

© Bernoulli;
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Nevezetes diszkrét eloszlasok

Az alabbi nevezetes diszkrét valdszinlségi valtozokkal fogunk
megismerkedni:

© Bernoulli;
@ Binomialis;
© Hipergeometrikus;

Q@ Geometriai;



Nevezetes diszkrét eloszlasok

Az alabbi nevezetes diszkrét valdszinlségi valtozokkal fogunk
megismerkedni:

© Bernoulli;

@ Binomialis;

© Hipergeometrikus;
© Geometriai;

© Poisson.



1. A Bernoulli eloszlas



A Bernoulli eloszlas



A Bernoulli eloszlas

Feldobunk egy érmét. Jeldlje F azt az eseményt, hogy fejet
dobunk, I azt, hogy irast. Legyen

P(F)=p, P(l)=1-p=gq.



A Bernoulli eloszlas

Feldobunk egy érmét. Jeldlje F azt az eseményt, hogy fejet
dobunk, I azt, hogy irast. Legyen

P(F)=p, P(l)=1-p=gq.

Jeldlje & a fejdobasok szamat. Ekkor azt mondjuk hogy £ egy p
paraméterii Bernoulli eloszlasi valésziniiségi valtozé.



A Bernoulli eloszlas

Feldobunk egy érmét. Jeldlje F azt az eseményt, hogy fejet
dobunk, I azt, hogy irast. Legyen

P(F)=p, P(l)=1-p=gq.

Jeldlje & a fejdobasok szamat. Ekkor azt mondjuk hogy £ egy p
paraméterii Bernoulli eloszlasi valésziniiségi valtozé.
A £ eloszlasa:

X,'Ol
bPilq|PpP




A Bernoulli eloszlas

Feldobunk egy érmét. Jeldlje F azt az eseményt, hogy fejet
dobunk, I azt, hogy irast. Legyen

P(F)=p, P(l)=1-p=gq.

Jeldlje & a fejdobasok szamat. Ekkor azt mondjuk hogy £ egy p
paraméterii Bernoulli eloszlasi valésziniiségi valtozé.
A £ eloszlasa:

X,'Ol
bPilq|PpP

Ekkor a & varhat6 értékét és szérasnégyzetét

maédon szamolhaté.



2. A binomialis eloszlas



A binomialis eloszlas



A binomialis eloszlas

Jeldlje & egy p val6szintiségii A esemény bekdvetkezéseinek a
szamat n fiiggetlen kisérlet esetén.



A binomialis eloszlas

Jeldlje & egy p val6szintiségii A esemény bekdvetkezéseinek a
szamat n fiiggetlen kisérlet esetén.

Ekkor azt mondjuk, hogy & binomialis eloszlasi n és p
paraméterekkel, amit £ ~ B(n, p) médon jeldliink.



A binomialis eloszlas

Jeldlje & egy p val6szintiségii A esemény bekdvetkezéseinek a
szamat n fiiggetlen kisérlet esetén.

Ekkor azt mondjuk, hogy & binomialis eloszlasi n és p
paraméterekkel, amit £ ~ B(n, p) médon jeldliink.

Ekkor a ¢ eloszlasa



A binomialis eloszlas

Jeldlje & egy p val6szintiségii A esemény bekdvetkezéseinek a
szamat n fiiggetlen kisérlet esetén.

Ekkor azt mondjuk, hogy & binomialis eloszlasi n és p
paraméterekkel, amit £ ~ B(n, p) médon jeldliink.

Ekkor a ¢ eloszlasa

pk =P =k) = <Z> pkgnk (k=0,1,...,n).



A binomialis eloszlas

Jeldlje & egy p val6szintiségii A esemény bekdvetkezéseinek a
szamat n fiiggetlen kisérlet esetén.

Ekkor azt mondjuk, hogy & binomialis eloszlasi n és p
paraméterekkel, amit £ ~ B(n, p) médon jeldliink.

Ekkor a ¢ eloszlasa

pk =P =k) = <Z> pkgnk (k=0,1,...,n).

A & varhato értéke és szorasnégyzete



A binomialis eloszlas

Jeldlje & egy p val6szintiségii A esemény bekdvetkezéseinek a
szamat n fiiggetlen kisérlet esetén.

Ekkor azt mondjuk, hogy & binomialis eloszlasi n és p
paraméterekkel, amit £ ~ B(n, p) médon jeldliink.

Ekkor a ¢ eloszlasa

n e
pk:P(fzk):<k)pkq k (k=0,1,...,n).
A & varhato értéke és szorasnégyzete

E() =np,  D*() = npg.



o A fenti képletek agy jegyezhetéek meg konnyen, ha arra
gondolunk, hogy a £ valésziniiségi valtozé n darab fiiggetlen
valosziniiségi valtoz6 Gsszege, azaz

= +&L+ - +&n

A & azt figyeli, hogy az A esemény az elsé kisérlet soran
bekdvetkezik-e, vagy sem; a & a masodik kisérletet figyeli; és
igy tovabb. A &; val6sziniiségi valtozék p paraméterii Bernoulli
eloszlast valtozé minden i =1, 2, ..., n esetén. A £ varhato
értékének a kiszamitasa soran tudjuk alkalmazni a varhaté
érték additivitasat; illetve, mivel a &; val6sziniiségi valtozok
fliggetlenek, igy a szérasnégyzetek is dsszeadédnak.



o A fenti képletek agy jegyezhetéek meg konnyen, ha arra
gondolunk, hogy a £ valésziniiségi valtozé n darab fiiggetlen
valosziniiségi valtoz6 Gsszege, azaz

= +&L+ - +&n

A & azt figyeli, hogy az A esemény az elsé kisérlet soran
bekdvetkezik-e, vagy sem; a & a masodik kisérletet figyeli; és
igy tovabb. A &; val6sziniiségi valtozék p paraméterii Bernoulli
eloszlast valtozé minden i =1, 2, ..., n esetén. A £ varhato
értékének a kiszamitasa soran tudjuk alkalmazni a varhaté
érték additivitasat; illetve, mivel a &; val6sziniiségi valtozok
fliggetlenek, igy a szérasnégyzetek is dsszeadédnak.

@ A golyéhazas urnabdl visszatevéssel, ha £ jeldli a kihazott piros
golyok szamat binomialis eloszlast n és p = §; paraméterekkel,
ahol N jeloli a golyok szamat, s a piros golyok szamat, N — s a
fehér golyok szamat, n goly6t hazunk, amelyek kdzott k piros
golyd van.



Legyen p € (0,1), és g =1 — p. A binomialis tétel alapjan kapjuk,

hogy
" /n
E <k> qun_k =(p+q) =1,

k=1

a szumma jel mogodtt éppen egy £ ~ B(n, p) valésziniiségi valtozé
eloszlasanak a tagjai allnak. Innen szarmazik az eloszlas neve.



3. A hipergeometrikus eloszlas



A hipergeometrikus eloszlas

Golyét hazunk urnabél visszatevés nélkiil. Jeldlje & jeldli a kihazott
piros golyék szamat. Ekkor azt mondjuk, hogy a £ valésziniségi
valtozé hipergeometrikus eloszlasi.



A hipergeometrikus eloszlas

Golyét hazunk urnabél visszatevés nélkiil. Jeldlje & jeldli a kihazott
piros golyék szamat. Ekkor azt mondjuk, hogy a & valdsziniiségi
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A hipergeometrikus eloszlas

Golyét hazunk urnabél visszatevés nélkiil. Jeldlje & jeldli a kihazott
piros golyék szamat. Ekkor azt mondjuk, hogy a & valdsziniiségi
valtozé hipergeometrikus eloszlasi.

A hipergeometrikus eloszlas a kovetkezé paraméterektsl fiigg:

N jeldli a golyok szamat;

s a piros golyék szamat;

°
@ N — s a fehér golyok szamat;
@ n golyét hazunk;

°

amelyek kézott k piros golyd van.
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A £ varhato értéke és szérasnégyzete
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hogy egy p valdsziniiségli A esemény hanyadik kisérlet soran
kovetkezik be elészor. Ekkor £-t p paraméterii geometriai
eloszlasnak nevezziik.
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A geometriai eloszlas

Fiiggetlen kisérletek sorozatat végezziik. Jeldlje £ azt a szamot,
hogy egy p valdsziniiségli A esemény hanyadik kisérlet soran
kovetkezik be elészor. Ekkor £-t p paraméterii geometriai
eloszlasnak nevezziik.

A ¢ valészintiségi valtozo eloszlasa:



Legyen p € (0,1), és g =1 — p. A mértani sor dsszegképletére
vonatkozé Gsszefiiggés alapjan kapjuk, hogy

- p
D pd = =1
k=1 q

A szumma jel mogdtt éppen egy p paraméter(i geometriai eloszlas
tagjai allnak. Innen szarmazik az eloszlas neve.
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A Poisson eloszlas

Legyen A > 0 egy rogzitett val6és szam. Azt mondjuk, hogy a &
valésziniiségi valtozé Poisson eloszlasi \ paraméterrel, ha
eloszlasa:

A
=P =k = e A (k=0,1,2,...).

A £ varhato értéke és szérasnégyzete

E(¢) = D*(€) = A.
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Irjuk x helyére A-t, mindkét oldalt osszuk el e*-val, majd az e™*-t
vigyiik be a szumma jel mogé. Igy kapjuk, hogy
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Az exponencialis fiiggvény Taylor sora
> X
=) - (x€R).
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Irjuk x helyére A-t, mindkét oldalt osszuk el e*-val, majd az e™*-t
vigyiik be a szumma jel mogé. Igy kapjuk, hogy

1=3 5
k=0

Erdemes észrevenni, hogy a szumma jel mogott éppen egy A
paraméter(i Poisson eloszlas tagjai allnak.

Ebbsl mar lehet sejteni, hogy a Poisson eloszlasnak lesz kéze az
exponencialis eloszlashoz. A két eloszlas kozotti kapcsolatot
Poisson folyamatok cimii részben fogjuk leirni.
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Az exponencialis fiiggvény Taylor sora
> X
=) - (x€R).
— k!

Irjuk x helyére A-t, mindkét oldalt osszuk el e*-val, majd az e™*-t
vigyiik be a szumma jel mogé. Igy kapjuk, hogy

1=3 5
k=0

Erdemes észrevenni, hogy a szumma jel mogott éppen egy A
paraméter(i Poisson eloszlas tagjai allnak.

Ebbsl mar lehet sejteni, hogy a Poisson eloszlasnak lesz kéze az
exponencialis eloszlashoz. A két eloszlas kozotti kapcsolatot
Poisson folyamatok cimii részben fogjuk leirni.

A Poisson eloszlas megkaphaté a binomialisbél megfeleld
hataratmenettel.

‘ >



A Poisson eloszlas a nevét felfedezéjérsl Siméon Denis Poissonrdl
kapta (Recherches sur la probabilité des jugements en matiéres

criminelles et matiére civile). Az eloszlas els6 kozismert alkalmazasa
a porosz hadseregben |6rugastél meghalt katonak szamanak leirasa
volt (Ladislaus von Bortkiewicz: Das Gesetz der kleinen Zahlen (,,A

kis szamok torvénye”), 1898)



1. Feladat. Egy dobozban van 10 golyd, 5 piros és 5 fehér.
Kihdzunk 5-6t visszatevéssel. Mennyi a valésziniisége, hogy a
kihizott golyck kézétt

a. pontosan 2 piros van;

b. legalabb 2 piros van;

c. legfeljebb 2 piros van.
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1. Megoldas. Jelslje £ a kihdzott piros golyk szamat.
§~B(n=5,p=1). Ekkor
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b. A keresett valészinliség (a véges additivitas alapjan):
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= B(§ = 2) + P(¢ = 3) + B(¢ = 4) + P(¢ = 5) =
= p2+ p3+ ps—+ps.
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b. A keresett valészinliség (a véges additivitas alapjan):

PE>22)=P((=2)+({=3)+(=4)+(=5)=
= P(¢ = 2) +P(§ = 3) + P(§ = 4) + P(§ = 5) =
= p2+ p3+ ps—+ps.

Azonban tudjuk, hogy po + p1 + p2 + p3 + pa + ps = 1, igy
egyszeriibb tgy szamolni, hogy

P(§>2)=1—(po+p1)=

OO 0016)-

=1—-——=1-

510 = 0.9941.

c. A keresett val6szin(iség:

1+54+10 16 1

P <2: = = — = — = U.J.
(€<2)=potpL+p 5% 5% =5 =05



2. Feladat. Egy szabalyos érmét feldobunk 5-szér. Mennyi a
valésziniisége, hogy a fejdobdsok szama

a. pontosan 2;
b. legalabb 2;
c. legfeljebb 2.
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3. Feladat. Egy dobozban van 10 golys, 5 piros és 5 fehér.
Kihazunk 5-6t visszatevés nélkiil. Mennyi a valésziniisége, hogy a
kihizott golyck kézétt

a. pontosan 2 piros van;

b. legalabb 2 piros van;

c. legfeljebb 2 piros van.
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3. Megoldas. Jeldlje & a kihazott piros golyck szamat. Ekkor €
hipergeometrikus eloszlast N =10, s =N —s=5,n=5
paraméterekkel.
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3. Megoldas. Jeldlje & a kihazott piros golyck szamat. Ekkor €
hipergeometrikus eloszlast N =10, s =N —s=5,n=5
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3. Megoldas. Jeldlje & a kihazott piros golyck szamat. Ekkor €
hipergeometrikus eloszlast N =10, s =N —s=5,n=5

paraméterekkel.
a. A keresett valosziniség:

b. A keresett valésziniiség:
P>22)=1-P(<2)=1—(p+p1) =
i <(3) (s)
(5)

c. A keresett valésziniiség:

+

(5)

(0)(3) + () (a) + (

P(£<2)=po+p1+p2=

OO) . 1425
>‘1 )

113
5
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4. Feladat. Egy kilogramm kalicsban atlag 52 szem mazsola van.
Az 5 dekas szeletekben a mazsoldk szama Poisson-eloszlast kévet.
Legalabb hany szeletet kell venniink, hogy mar legalabb 0.92 legyen
annak a valésziniisége, hogy lesz kbzéttiik mazsola nélkiili szelet?
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4. Megoldas. A megoldas f6bb lépései:
o Jelblje & az 5 dekas szeletben lévé mazsoldk szamat.
@ Mivel 100 dkg kalacsban 52 szem mazsola van, igy 5 dkg
kaldcsban 322 = 2.6 mazsola van. Igy & ~ Poiss(\A = 2.6).
o Legyen pg = P(& = 0). Ekkor pg = e~ 2.
@ Azt az n € 7 szamot keressiik, amelyre 1 — (1 — pp)"” > 0.92.

@ A kapott exponencialis egyenlétlenséget megoldva kapjuk,

In(0.08) o

siiteményt kell kivenni.

hogy n >
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Folytonos valésziniiségi valtozék

Egy £ valGsziniiségi valtozot folytonosnak neveziink, ha létezik
hozza olyan f¢ : R — R fiiggvény, amellyel

IFE(X):/_X F(t)dt (x €R).

Az f¢ fliggvényt a & valdsziniiségi valtozo siiriiségfiiggvényének
nevezziik.
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A siiriiségfiiggvény tulajdonsagai

Ha az f; fiiggvény a & abszolit folytonos valészintiségi valtozé
siirtiségfiiggvénye, akkor az f; fiiggvény rendelkezik a kdvetkezd
tulajdonsagokkal:

© Nemnegativ, azaz f¢(x) > 0 minden x € R esetén;
Q [[2f(t)dt=1.



Erdemes megjegyezni, hogyha a ¢ valészintiségi valtozét abszolat
folytonos, akkor a siiriiségfiiggvény az eloszlasfiiggvénybdl

fi(x) =Fe(x)  (x€R)

médon szamolhaté.
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b
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Intervallumba esés valdsziniisége

Ha & egy abszolat folytonos valésziniiségi valtozo,
—o00 < a< b < +oo, akkor

b
P(¢ € (a.0) = | lx)de = Fe(b) ~ Fe(a)

Ez a formula nem érzékeny arra, hogy az intervallum végpontjai
hozzatartoznak, vagy nem tartoznak hozza az intervallumhoz.
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Folytonos valészinliségi valtozé varhaté értéke

A ¢ folytonos valésziniiségi valtozé varhaté értékét

+o00
BO= [ )

—00

médon definialjuk, amennyiben az fj;o |x|fe(x)dx integral létezik
és véges.
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A transzformacidés formula

Folytonos val6sziniiségi valtozék esetén is érvényes a
transzformaciés formula, mely szerint az E(g(&)) varhaté érték
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mdédon szamolhaté, ha a g : R — R egy elég j6 fiiggvény, és az
E(g(¢)) varhato érték létezik.



A transzformacidés formula

Folytonos val6sziniiségi valtozék esetén is érvényes a
transzformaciés formula, mely szerint az E(g(&)) varhaté érték

+oo
Be(©)= | ebf(ox
mdédon szamolhaté, ha a g : R — R egy elég j6 fiiggvény, és az
E(g(¢)) varhato érték létezik.

Példaul g(x) = x? specialis esetben kapjuk, hogy

+oo
BE) = [ xR0

—0o0



Valésziniiségi valtozé medianja



A median

Egy & valésziniiségi valtozé medianjanak neveziink egy olyan u
szamot, amelyre

N|
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A median tulajdonsagai

Legyen £ egy tetszbleges valészintiségi valtozé. Ekkor teljesiilnek a
kovetkezék.

Q@ A median mindig létezik, de nem feltétleniil egyértelm;

@ Ha a i egy olyan szam, amelyre F¢(p) = % akkor a 1 egy
medianja a {-nek. Abszolat folytonos esetben a megforditas is
igaz;

© Ha ¢ egy folytonos valésziniiségi valtozo, akkor p pontosan
akkor medianja &-nek, ha p-tél jobbra és balra a
stirliségfliggvény alatti teriilet megegyezik.
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5. Feladat. A ¢ folytonos valdsziniiségi valtozé eloszlasfiiggvénye



5. Feladat. A ¢ folytonos valdsziniiségi valtozé eloszlasfiiggvénye

0, ha x <0;
F(x) =< A(3.4x> +6.2x), ha0 < x <6;
1, ha 6 < x.



5. Feladat. A ¢ folytonos valdsziniiségi valtozé eloszlasfiiggvénye

0, ha x <0;
F(x) =< A(3.4x> +6.2x), ha0 < x <6;
1, ha 6 < x.

Hatédrozza meg E(29¢ — 486) értékét!



5. Megoldas.
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5. Megoldas. Mivel a £ valosziniiségi valtozé folytonos, igy IF¢
folytonos. Az F¢ szakaszonként folytonos, igy csak azt kell
biztositani, hogy az F¢ ivei folytonosan csatlakozzanak. Ehhez
elegendd, hogy

F(6) = A(3.4-6° +6.2-6) = 1,

ahonnan kapjuk, hogy A = ﬁ.



5. Megoldas. Mivel a £ valosziniiségi valtozé folytonos, igy IF¢
folytonos. Az F¢ szakaszonként folytonos, igy csak azt kell
biztositani, hogy az F¢ ivei folytonosan csatlakozzanak. Ehhez
elegendd, hogy

F(6) = A(3.4-6° +6.2-6) = 1,

ahonnan kapjuk, hogy A =
A € siiriiségfiiggvénye:

1
159.6 -

6.8 +6 2 h I 5
( X 5 )7 a X e 0 6

0 egyébként.



A £ varhato értéke:

159.6
_ 1 [68¢  62¢ ¢ 1 (68-63 L 6267\ _ 501
T 1506 | 3 2 |, 1596\ 3 2 ) 133

6 1
E(g):/o x159.6(6 8x+6. 2)dx—/ (6.8x°+6.2x)dx =




A £ varhato értéke:

159.6
_ 1 [68¢  62¢ ¢ 1 (68-63 L 6267\ _ 501
T 1506 | 3 2 |, 1596\ 3 2 ) 133

6 1
E(g):/o x159.6(6 8x+6. 2)dx—/ (6.8x°+6.2x)dx =

lgy

E(29¢ — 486) = 29E(¢) — 486 = 29 - % — 486 = —376.4504.



6. Feladat.
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6. Feladat. A ¢ valésziniiségi valtozé siiriiségfiiggvénye



6. Feladat. A ¢ valésziniiségi valtozé siiriiségfiiggvénye

3 .
f(x):{ 1.4x>, ha0< x < B,

0, egyébként.



6. Feladat. A ¢ valésziniiségi valtozé siiriiségfiiggvénye

3 .
f(x):{ 1.4x>, ha0< x < B,

0, egyébként.

Hatarozza meg P(§ > E(&)) valdszintiségét!



7. Megoldés_
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7. Megoldas.
El6sz6r meghatarozzuk a B értékét.



7. Megoldas.
El6sz6r meghatarozzuk a B értékét.
Mivel fj;o f(x)dx = 1 igy kapjuk, hogy

B B 4 x=B B4
= / 1.4x3dx = 1.4/ x3dx = 1.4 [} =14—.
0 0 4 x=0 4

i _ 4] 4
lgy B=\/17-



7. Megoldas.
El6sz6r meghatarozzuk a B értékét.
Mivel fj;o f(x)dx = 1 igy kapjuk, hogy

x=B

B B X4 B4
1= / 1.4x3dx = 1.4/ x3dx = 1.4 [} =1.4—.
0 0 4 x=0 4

lgy B= /4.
A £ véarhaté értéke:



7. Megoldas.
El6sz6r meghatarozzuk a B értékét.
Mivel fj;o f(x)dx = 1 igy kapjuk, hogy

x=B

B B X4 B4
1= / 1.4x3dx = 1.4/ x3dx = 1.4 [} =1.4—.
0 0 4 x=0 4

lgy B= /4.
A £ véarhaté értéke:

B B X
E(¢) = / x - 1.4x3dx = 1.4/ xtdx = 1.4 [
0 0 5],

1.4

0
14 (,]4 4,/ 4
5 1.4 }

5 X:‘\‘/T
]5

o]
IS

N

>



A keresett val6szintiség:
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A keresett val6szintiség:

B X417V e 1.4 =1
P(§ > E(¢)) = 1.4/ 3dx = 1.4 [4] = T |:x4]
E(9) =244

14 [ 4 4 [4\* AN\* 369
4 (1.4 14 <5> ) (5) 625 ~ 020



Vége az V. éranak
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VI. éra

Nevezetes folytonos valdsziniiségi valtozék



Nevezetes folytonos valésziniiségi valtozék

Az alabbi nevezetes abszolut folytonos valészintségi valtozokkal
fogunk megismerkedni:



Nevezetes folytonos valésziniiségi valtozék

Az alabbi nevezetes abszolut folytonos valészintségi valtozokkal
fogunk megismerkedni:

@ Egyenletes;



Nevezetes folytonos valésziniiségi valtozék

Az alabbi nevezetes abszolut folytonos valészintségi valtozokkal
fogunk megismerkedni:

@ Egyenletes;

@ Exponencialis;



Nevezetes folytonos valésziniiségi valtozék

Az alabbi nevezetes abszolut folytonos valészintségi valtozokkal
fogunk megismerkedni:

@ Egyenletes;
@ Exponencialis;
© Normalis.



1. Az egyenletes eloszlas



Az egyenletes eloszlas



Az egyenletes eloszlas

Azt mondjuk, hogy a £ valésziniiségi valtozé egyenletes eloszlasi
az [a, b] intervallumon, ha a részintervallumba esés valésziniisége
aranyos a részintervallum hosszaval.



Az egyenletes eloszlas

Azt mondjuk, hogy a £ valésziniiségi valtozé egyenletes eloszlasi
az [a, b] intervallumon, ha a részintervallumba esés valésziniisége
aranyos a részintervallum hosszaval.

Jele: £ ~ U(a, b).



Az egyenletes eloszlas

Azt mondjuk, hogy a £ valésziniiségi valtozé egyenletes eloszlasi
az [a, b] intervallumon, ha a részintervallumba esés valésziniisége
aranyos a részintervallum hosszaval.

Jele: £ ~ U(a, b).

A £ valésziniiségi valtozé eloszlas, illetve siiriiségfiiggvénye:

0, ha x < a;
Fe(x) = Z:z, ha x € [a, b];
1, hax>b
1
, haxela b
G0 = b

0, ha x ¢ [a, b].



A £ valésziniiségi valtozé varhaté értéke és szorasnégyzete:

at+b

EQ)=—— D=

(b—a)?
12




2. Az exponencialis eloszlas



Az exponencialis eloszlas



Az exponencialis eloszlas

Legyen A > 0.



Az exponencialis eloszlas

Legyen A > 0.
Azt mondjuk, hogy a £ valdsziniiségi valtozé A paraméterii
exponencialis eloszlasi valdsziniiségi valtozo, ha eloszlas, illetve

stiriségfiiggvénye:
0, ha x < 0;
Fg(x): { 1—e ™, hax>0;

0, ha x <0
fe(x) = { Xe ™. hax>0.



Az exponencialis eloszlas

Legyen A > 0.
Azt mondjuk, hogy a £ valdsziniiségi valtozé A paraméterii
exponencialis eloszlasi valdsziniiségi valtozo, ha eloszlas, illetve

stiriségfiiggvénye:

0, ha x < 0;
Fe(x) = { 1—e ™, hax>0;

0, ha x <0
fe(x) = { Xe ™. hax>0.

Jele: & ~ Exp()).



A £ valésziniiségi valtozé varhaté értéke és szérasnégyzete:

E@)=3 DHO=15



TUIadenségok
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Tulajdonsagok

Az exponencialis eloszlas rendelkezik a kdvetkezé tulajdonsagokkal:



Tulajdonsagok

Az exponencialis eloszlas rendelkezik a kdvetkezé tulajdonsagokkal:
@ Orokifja tulajdonsag: Ha & exponencialis eloszlasa
valésziniiségi valtozé, akkor

P <s+tlE>s)=PE<t) (s,t>0).



Tulajdonsagok

Az exponencialis eloszlas rendelkezik a kdvetkezé tulajdonsagokkal:
@ Orokifja tulajdonsag: Ha & exponencialis eloszlasa
valésziniiségi valtozé, akkor

P <s+tlE>s)=PE<t) (s,t>0).

@ Poisson folyamat: Ha id6egység alatt bekdvetkezs
események szama Poisson eloszlas valésziniiségi valtozo,
akkor két egymast kdvetd bekdvetkezés kozott eltelt id6
exponencialis eloszlast ugyanazzal a \ paraméterrel.



3. A normalis eloszlas



Standard normalis eloszlas



Standard normalis eloszlas

Azt mondjuk, hogy az n valészin(iségi valtozé standard normalis

o s

(jele:y ~ N(0,1)), ha eloszlas, illetve siiriiségfiiggvénye:



Standard normalis eloszlas

Azt mondjuk, hogy az n valészin(iségi valtozé standard normalis

o s

(jele:n ~ N(0,1)), ha eloszlas, illetve siiriiségfiiggvénye:

1 X t2 1 X2
d(x) = \/ﬁ/ e 2dt o(x) = \/Ee z

tetszéleges x € esetén.




Standard normalis eloszlas

Azt mondjuk, hogy az n valészin(iségi valtozé standard normalis

o s

(jele:n ~ N(0,1)), ha eloszlas, illetve siiriiségfiiggvénye:

1 X t2 1 X2
d(x) = \/%/ e zdt  ¢(x) = \/Ee z

tetszéleges x € esetén.
A n standard normalis valésziniiségi valtozé varhaté értéke és
szOrasnégyzete:




Normalis eloszlas
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Normalis eloszlas

Azt mondjuk, hogy a £ valésziniiségi valtozé normalis eloszlast m
és o2 paraméterekkel (jele: & ~ N (m,?)), ha az eloszlas, illetve
siiriiségfiiggvénye:



Normalis eloszlas

Azt mondjuk, hogy a £ valésziniiségi valtozé normalis eloszlast m
és o2 paraméterekkel (jele: & ~ N (m,?)), ha az eloszlas, illetve
siiriiségfiiggvénye:

1 X (t=m)? 1 _ (x=m)?
Fel) = oy 8 7 R = ae e
—00

tetszéleges x € esetén.



Normalis eloszlas

Azt mondjuk, hogy a £ valésziniiségi valtozé normalis eloszlast m
és o2 paraméterekkel (jele: & ~ N (m,?)), ha az eloszlas, illetve
siiriiségfiiggvénye:

1 X (t=m)? 1 _=m?
Fe (x) / et dt fi(x) = e 5t

o 2ro

tetszéleges x € esetén.
Ekkor a £ varhatd értéke és a szérasnégyzete:



TUIadenségok
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Tulajdonsagok

Két fontos tulajdonsagot hasznalunk a szamolas soran:



Tulajdonsagok

Két fontos tulajdonsagot hasznalunk a szamolas soran:

@ Standardizalas: Ha & ~ N(m, 0?), akkor
n =57~ N(0,1).



Tulajdonsagok

Két fontos tulajdonsagot hasznalunk a szamolas soran:
@ Standardizalas: Ha & ~ N(m, 0?), akkor
n = gjfm ~ N(0,1).
Q@ P(—x) =1— d(x) minden x € R esetén.



1. Feladat.
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1. Feladat. Egy kér sugara egyenletes eloszlasi a (0, 1.4)
intervallumban. Szamitsa ki a kér teriiletének, mint valészintiségi
valtozénak a medianjat!



1. Megoldés_
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1. Megoldas. Jeldlje & a kér sugarat, n a kor teriiletét. Ekkor
n = &2m, tovabba tudjuk, hogy & ~ U(0,1.4), igy Fe(x) = % ha
x € (0,1.4). '



1. Megoldas. Jeldlje & a kér sugarat, n a kor teriiletét. Ekkor

n = &2m, tovabba tudjuk, hogy & ~ U(0,1.4), igy Fe(x) = % ha
x € (0,1.4). '

Az n medianjat keressiik, amihez sziikségiink van az n
eloszlasfiiggvényére.



1. Megoldas. Jeldlje & a kér sugarat, n a kor teriiletét. Ekkor

n = &2m, tovabba tudjuk, hogy & ~ U(0,1.4), igy Fe(x) = % ha
x € (0,1.4). '

Az n medianjat keressiik, amihez sziikségiink van az n
eloszlasfiiggvényére.

Az n eloszlasfiiggvényének a meghatarozasakor egyrészt
felhasznaljuk, hogy n = &m > 0, igy F,(x) =0, ha x < 0.



1. Megoldas. Jeldlje & a kér sugarat, n a kor teriiletét. Ekkor

n = &2m, tovabba tudjuk, hogy & ~ U(0,1.4), igy Fe(x) = % ha
x € (0,1.4). '

Az n medianjat keressiik, amihez sziikségiink van az n
eloszlasfiiggvényére.

Az n eloszlasfiiggvényének a meghatarozasakor egyrészt
felhasznaljuk, hogy n = &m > 0, igy F,(x) =0, ha x < 0.
Masrészt, € > 0, igy \/€2 = || = €.



1. Megoldas. Jeldlje & a kér sugarat, n a kor teriiletét. Ekkor

n = &2m, tovabba tudjuk, hogy & ~ U(0,1.4), igy Fe(x) = % ha
x € (0,1.4). '

Az n medianjat keressiik, amihez sziikségiink van az n
eloszlasfiiggvényére.

Az n eloszlasfiiggvényének a meghatarozasakor egyrészt
felhasznaljuk, hogy n = &m > 0, igy F,(x) =0, ha x < 0.

Masrészt, € > 0, igy \/€2 = || = €.
Azt is felhasznaljuk, hogy

]Fn(x):IP’(§27r<x):IP’<§<\/§> :IE‘§< 7’;)



gy kapjuk, hogy

0 ha x < 0,
VX
h X <1.4
Fn(x)_]Fg< X>_ Taym MO<Vi<i4

azaz 0 < x < 1.96m,
1 ha 1.967 < x.

A 1 median értékének a meghatarozasahoz az

egyenletet kell megoldanunk. Igy kapjuk, hogy

N
() T4z~ 2 Vi =0T7ym, p=0497
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2 Feladat. Egy iizletbe atlag 29 vevd érkezik éranként és szamuk
Poisson-eloszlasi: Mi a valésziniisége, hogy két egymas utan érkezd
vevd érkezése kozott eltelik legaldbb 4.5 perc?



2. Megoldas.
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2. Megoldas. Az idéegység 1 éra. Jelblje & az iizletbe 6ranként
érkezd vevok szamat. Mivel E(§) = X =29, igy £ ~ Poiss(29).



2. Megoldas. Az idéegység 1 éra. Jelblje & az iizletbe 6ranként
érkez6 vevok szamat. Mivel E(§) = A = 29, igy £ ~ Poiss(29).
Jelélje n a két vevé kézétt eltelt idét éraban mérve. Ekkor

n ~ Exp(\ = 29).



2. Megoldas. Az idéegység 1 éra. Jelblje & az iizletbe 6ranként
érkez6 vevok szamat. Mivel E(§) = A = 29, igy £ ~ Poiss(29).
Jelélje n a két vevé kézétt eltelt idét éraban mérve. Ekkor

n ~ Exp(\ = 29).

A keresett valdsziniiség:



2. Megoldas. Az idéegység 1 éra. Jelblje & az iizletbe 6ranként
érkez6 vevok szamat. Mivel E(§) = A = 29, igy £ ~ Poiss(29).
Jelélje n a két vevé kézétt eltelt idét éraban mérve. Ekkor

n ~ Exp(\ = 29).

A keresett valdsziniiség:

45 4.5 4.5
P(0>%5) =1-F(1<%5) =1-F (55 -

4 5-29) 4.5-29

—1- (1 _ e %) = o 45 = 0.1136.




3. Feladat.
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3. Feladat. A gépjarmiivezetdi vizsgan a vizsga id6tartama
(percben mérve)

F(x) = 0, ha x < 0;
T 0.02e7902% egyébként.

stirliségfiiggvényii valésziniiségi valtozé. Az eléttiink lévé mar 13
perce vezet. Mi a valdsziniisége, hogy 6 percen beliil nem fejezi be
a vizsgat?



3. Megoldas.
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3. Megoldas. Jeldlje £ a vizsga id6tartamat percben mérve, ekkor
& ~ Exp(A = 0.02).



3. Megoldas. Jeldlje £ a vizsga id6tartamat percben mérve, ekkor
& ~ Exp(A = 0.02).

A szamolés soran felhasznaljuk az exponencialis eloszlas orokifja
tulajdonsagat, mely szerint:

P <s+tlE>s)=PE<t) (s,t >0).



3. Megoldas. Jeldlje £ a vizsga id6tartamat percben mérve, ekkor
& ~ Exp(A = 0.02).

A szamolés soran felhasznaljuk az exponencialis eloszlas orokifja
tulajdonsagat, mely szerint:

P <s+tlE>s)=PE<t) (s,t >0).

A keresett valésziniiség:



3. Megoldas. Jeldlje £ a vizsga id6tartamat percben mérve, ekkor
& ~ Exp(A = 0.02).

A szamolés soran felhasznaljuk az exponencialis eloszlas orokifja
tulajdonsagat, mely szerint:

P <s+tlE>s)=PE<t) (s,t >0).

A keresett valésziniiség:

P(E>6+136>13)=1-P(E <64 13) & >13) =
=1-P(¢ < 6) = 1-F¢(6) = 1—(1—e %020) = 70026 — 0.8860.



4. Feladat.
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4. Feladat. Annak a valésziniisége, hogy egy benzinkitnal 5
percnél tébbet kell varakozni a tapasztalatok szerint 0.22. A
varakozasi id6t exponencialis eloszldstinak feltételezve, mi annak a
valésziniisége, hogy 6 percnél kevesebbet kell varakozni?



4. Megoldas.
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4. Megoldas. Jelslje n a varakozasi id6t percben mérve. Mivel
n ~ Exp(N), igy Fp(x) =1 — e (x > 0).



4. Megoldas. Jelslje n a varakozasi id6t percben mérve. Mivel
n ~ Exp(N), igy Fp(x) =1 — e (x > 0).
A X\ paraméter meghatarozasa:



4. Megoldas. Jelslje n a varakozasi id6t percben mérve. Mivel
n ~ Exp(N), igy Fp(x) =1 — e (x > 0).
A X\ paraméter meghatarozasa:

022 =P(n > 5) =1-P( < 5) = 1-F,(5) = 1—(1—e %) = e,



4. Megoldas. Jelslje n a varakozasi id6t percben mérve. Mivel
n ~ Exp(N), igy Fp(x) =1 — e (x > 0).
A X\ paraméter meghatarozasa:

022 =P(n > 5) =1-P( < 5) = 1-F,(5) = 1—(1—e %) = e,

amibél kapjuk, hogy —5\ = In(0.22), azaz \ = '”(3'522).



4. Megoldas. Jelslje n a varakozasi id6t percben mérve. Mivel
n ~ Exp(N), igy Fp(x) =1 — e (x > 0).
A X\ paraméter meghatarozasa:

022 =P(n > 5) =1-P( < 5) = 1-F,(5) = 1—(1—e %) = e,

amibél kapjuk, hogy —5\ = In(0.22), azaz \ = '”(2'522).
A keresett valdsziniiség:



4. Megoldas. Jelslje n a varakozasi id6t percben mérve. Mivel
n ~ Exp(N), igy Fp(x) =1 — e (x > 0).
A X\ paraméter meghatarozasa:

022 =P(n > 5) =1-P( < 5) = 1-F,(5) = 1—(1—e %) = e,

e , In(0.22
amibél kapjuk, hogy —5\ = In(0.22), azaz \ = (_5 ).
A keresett valdsziniiség:

6:In(0.22

P < 6) =F,(6) =1— e M =1 "5 = 0.8375.



5. Feladat.
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5. Feladat. Egy csiga életének hossza exponencialis eloszlasi
valészintiségi valtozé 1.48 év varhaté értékkel. Mi a valdsziniisége,
hogy kedvenc csigank életének harmadik évében pusztul el?



5. Megoldés.
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5. Megoldas. Jelélje £ a csiga élettartalmat években mérve. Mivel
E()=148=13, igy A= 155 és & ~ Exp (A = 155)-



5. Megoldas. Jelélje £ a csiga élettartalmat években mérve. Mivel

E()=148=13, igy A= 155 és & ~ Exp (A = 155)-
A keresett valdsziniiség:



5. Megoldas. Jelélje £ a csiga élettartalmat években mérve. Mivel

E()=148=13, igy A= 155 és & ~ Exp (A = 155)-
A keresett valdsziniiség:

P2 <§<3) =P <3) - P(§ <2) =F¢(3) —Fe(2) =

3 2 2

—(1—e %) (1—e 1) = e T4 — e T4 = 0.1272.



5. Megoldas. Jelélje £ a csiga élettartalmat években mérve. Mivel

E()=148=13, igy A= 155 és & ~ Exp (A = 155)-
A keresett valdsziniiség:

P2 <§<3) =P <3) - P(§ <2) =F¢(3) —Fe(2) =

3 2 2

—(1—e %) (1—e 1) = e T4 — e T4 = 0.1272.
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6. Feladat. Egy csomagologép 1 kilogrammos zacskdkat télt. A
zacskéba toltétt cukor mennyisége normalis eloszlasi valésziniiségi
valtozé 1 kg varhato értékkel és 0.031 kg szérassal. A zacské silyra
nézve els6 osztalyi, ha a silya 0.95 kg és 1.05 kg kézé esik. Mi a
valdsziniisége, hogy két véletleniil kivalasztott zacskd kéziil

a. legalabb az egyik elsé osztalya?

b. legfeljebb az egyik elsé osztalya?
legalabb az egyik elsé osztalya?



6. Megoldas. Jeldlje & a zacskéba téltétt cukorka mennyiségét.
Tudjuk, hogy & ~ N (m = 102 = 0.0312). Ekkor standardizalassal
kapjuk, hogy



6. Megoldas. Jeldlje & a zacskéba téltétt cukorka mennyiségét.
Tudjuk, hogy & ~ N (m = 102 = 0.0312). Ekkor standardizalassal
kapjuk, hogy

<
0,031 "7 70031
— &(1.6129)—d(—1.6129) — 2b(1.6120)—1 — 2.0.9463—1 — 0.8926.

095—-1 1.05-1
p:P(O.95<§<1.05):P< >:



A feladat befejezéséhez két megoldast is adunk. Az els6 megoldas

esetén bevezetiink két eseményt. Legyen A az az esemény, hogy az
els6 zsakocska els6 osztalyd, B az, hogy a masodik zsakocska els6

osztalyu. ezekkel a jeldlésekkel kapjuk, hogy
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A feladat befejezéséhez két megoldast is adunk. Az els6 megoldas

esetén bevezetiink két eseményt. Legyen A az az esemény, hogy az
els6 zsakocska els6 osztalyd, B az, hogy a masodik zsakocska els6

osztalyu. ezekkel a jeldlésekkel kapjuk, hogy

a. (a szita formula) alkalmazasaval kapjuk, hogy

P( legalabb az egyik elsé osztalya ) =
=P(AUB)=P(A)+P(B) —P(ANB) =
= 2P(A) — P(A)? = 2p — p? = 0.9885.

b. (a komplementer esemény valdsziniiségére vonatkozé
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A feladat befejezéséhez két megoldast is adunk. Az els6 megoldas

esetén bevezetiink két eseményt. Legyen A az az esemény, hogy az
els6 zsakocska els6 osztalyd, B az, hogy a masodik zsakocska els6

osztalyu. ezekkel a jeldlésekkel kapjuk, hogy

a. (a szita formula) alkalmazasaval kapjuk, hogy

P( legalabb az egyik elsé osztalya ) =
=P(AUB)=P(A)+P(B) —P(ANB) =
= 2P(A) — P(A)? = 2p — p? = 0.9885.
b. (a komplementer esemény valdsziniiségére vonatkozé
Osszefliggés) alapjan kapjuk, hogy
P( legfeljebb az egyik elsé osztalya ) =
=1-P(ANB)=1-P(A)P(B) =1—P(A)? =
=1-—p?=0.2033
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Mo.ll.:

Mint azt latni fogjuk, ez a megoldas is az elsével egyezd megoldast
ad. Az elsé megoldas soran sikeresen kiszamoltuk a p
valésziniiséget, amely annak az eseménynek a valdsziniisége, hogy
egy zsakocska els6 osztalyl. Most bevezetjilk a £ valésziniiségi
valtozét, amely ezattal azt figyeli, hogy a kivalasztott két zsakocska
koziil hany zsakocska elsd osztalya. Ha sok zsadkocska kozil
valasztunk, akkor teljesiilnek azok a feltételek, amelyeket az elss
megoldas soran hallgatélagosan feltételeztiink, nevezetesen, hogy
P(A) = P(B); és az A és B események fiiggetlenek. Ekkor

&~ B(n=2,p=0.8926). Ezekkel a jeloléesekkel



a. Annak a valésziniisége, hogy legalabb az egyik zsakocska els6
osztalya
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a. Annak a valésziniisége, hogy legalabb az egyik zsakocska els6
osztalya

PE>1)=1-py=1- <<§>p0(l—p)2> =
=1—(1-p)?>=2p— p*>=0.9885.

b. Annak a valésziniisége, hogy legfeljebb az egyik zsakocska elss
osztalyd
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a. Annak a valésziniisége, hogy legalabb az egyik zsakocska els6
osztalya

PE>1)=1-py=1- <<§>p0(l—p)2> =
=1—(1-p)?>=2p— p*>=0.9885.

b. Annak a valésziniisége, hogy legfeljebb az egyik zsakocska elss
osztalyd

PE<l)=1-pp=1- <<§>p2(1—p)0> =
=1— p?=0.2033.

Megnyugtaté médon a masodik megoldas az elsével egyezd
eredményt ad.
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7. Feladat. Hengeres alkatrészeket gyartunk. Az atméré 16 mm
varhato értékii és 0.007 mm szdrast normalis eloszlasi
valésziniiségi valtozé, mig a hossz 75 mm varhaté értéki és 0.05
mm sz6rasi normalis eloszlasi valésziniségi valtozé. Egy alkatrész
atmérére j6, ha az atméré a (15.986, 16.021) intervallumba esik.
Egy alkatrész hosszra jo, ha a hossz a (74.95, 75.1) intervallumba
esik. Egy alkatrész j6, ha atmérére is és hosszra is j6. Atlagosan az
alkatrészek hany szazaléka lesz selejtes, ha egy alkatrész atmérdje
és hossza fiiggetlen egymastol?
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7. Megoldas. Jeldlje &1 az alkatrész atméréjét, &, az alkatrész
hosszat.
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hosszat.

Tudjuk, hogy &1 ~ N'(m = 16,02 = 0.0072),

& ~ N(m=75,0% = 0.05%), tovabbs a & és a &, valdszindségi
valtozok fiiggetlenek.
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Jelélje A azt az eseményt, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott
alkatrész jo. A feladat a P (A) valészindiség meghatarozasa.



7. Megoldas. Jeldlje &1 az alkatrész atméréjét, &, az alkatrész
hosszat.

Tudjuk, hogy &1 ~ N'(m = 16,02 = 0.0072),

& ~ N(m=75,0% = 0.05%), tovabbs a & és a &, valdszindségi
valtozok fiiggetlenek.

Jelélje A azt az eseményt, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott
alkatrész jo. A feladat a P (A) valészindiség meghatarozasa.

p = P(A) = P(15.986 < &; < 16.021,74.95 < & < 75.1) =
_ P(15.986 < &1 < 16.021)P(74.95 < & < 75.1) —
. <15.986 1616021 16)
0.007 0.007
74.95 — 75 75175
( 005 < 005 ) =
= (®(3)—P(-2))(®(2)—d(-1)) = (®(3)+P(2)-1)(®(2)+(1)-1) =
— (0.9987-0.9772—1)(0.9972-+0.8413—1) — 0.9759-0.8185 — 0.7988.



Igy a keresett valésziniiség: P (A) =1 — p = 0.2012, tehat az
alkatrészek 20.12% lesz selejtes, ami elég sok.



Vege az VI. dranak
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Koszonom a figyelmet!



