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Matematikai eszkozok
@ Faktorialis fliggvény:

ol = 1, ha n=0;
"\ 1-2---n, haneZ,.

@ Binomialis egyiitthaté:

<n); n! ~on(n—=1)---(n—k+1)  (n)k
k) (n—k)k! 1-2---k k!

ahol 0 < k < n.
© Polinomiilis egyiitthato:

n . n!
kiko ...k, ) kilko!--- k!’

ahol n € Zy; ki, ko, ..., k, € Z4 Ggy, hogy ki +---+ k., = n.
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Az elemi kombinatorika alapfeladatai

© Sorbarendezés (permutacio):
Adott n elem, ezeknek keressiik az Gsszes lehetséges sorrendjét.

@ Kivalasztas:
Adott n elem, melyek koéziil kivalasztunk k darabot.
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A permutacidé
A permutaciénak két fajtaja van.
Q Ismétlés nélkiili permutacio:
Az n darab elem paronként kiilonbdza.
Az n elem ismétlés nélkiili permutaciéinak szamat P, médon
jeloljiik.
P,=nl  (neZy).

Q Ismétléses permutacio:
Az n darab elem kozott kq, ko, ..., k, azonos tulajdonsagi
elem szerepel. Az azonos tulajdonsagi elemek egymas kdzotti
sorrendjét nem vessziik figyelembe.
A lehetséges sorrendek szamat ebben az esetben P,’,(l""’k’(i)
maédon jeldljiik.

phuskas k(i) _ n - n!
" kika ... kr kilko! -+ k,V

aholne€Z; ki, ko, ..., ky €Zy , ks +--- + k, = n.
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Kivalasztasos feladatok:

A kivalasztasi feladatokat 2 szempont alapjan csoportositjuk.

@ A kivalasztasi feladatot variacié-nak nevezziik, ha szamit a
kivalasztott elemek sorrendje sorrendje,
illetve kombinacié-nak, ha nem szamit a sorrend.

@ A kivalasztasi feladatot ismétlés nélkiilinek nevezziik, ha egy
elem legfeljebb egyszer valaszthato,
illetve ismétlésesnek, ha tobbszor is valaszthatd.

A fentiek alapjan lathaté,hogy 4 kivalasztasi alapfeladat van.
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@ Az n elem k tagli kombinaciéinakinak a szamat CX médon
jeloljik.
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Cn = (k) kT
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Kombinacidk:

@ Az n elem k tagli kombinaciéinakinak a szamat CX médon
jeloljik.
Kk (m\ _ (nk
Cn = <k> kT

© Az n elem k tagi ismétléses kombinacidinakinak a szamat
KD medon jelsljiik.

Ck(,')_ n+k—1 _(n—i—k—l)k
o k B k! '

Erdemes megjegyezni, hogy az n elem k tagi ismétlés nélkiili
kombinacidinakinak a szdma - mas szavakkal megfogalmazva - az
n elemd halmaz k elemii részhalmazainak a szama.
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A képletek rendszerezése:

A kivalasztasos feladatok tipusait az alabbi tablazatban foglaljuk
ossze:

H Variacié L Kombinacié J

Ism. nélkiili | VX = (n), Cx = (Z)

n

Ismétleses || V< = i | ci0) = (n+k—1)

k
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Feladatok:

1. Feladat. Hanyféle sorrendje van az
a. A, B, C betiiknek?
b. A, A, B, B, B betiiknek?
c. A A B, B B, C, C betiiknek?

1. Megoldas.
a. P;=31=6.
b. PP = 5L —10.
o p2320) _ 1

7 = 213l — 210.



2. Feladat. Hanyféleképpen lehet kitélteni egy LOTTO-szelvényt?
(90 szam kéziil 5-t kell megjeléini.)



2. Feladat. Hanyféleképpen lehet kitélteni egy LOTTO-szelvényt?
(90 szam kéziil 5-t kell megjeléini.)

2. Megoldas.

= 43949268 ~ 44 M.

o 90\ 90-89-88-87-86
V= \s5)" 1.2.3.4.5
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3. Feladat. Hanyféleképpen lehet kitélteni egy TOTO-szelvényt?
(13+1 mez6 van, minden egyes mezébe a 0, 1, X jelek valamelyikét
kell beirni.)

3. Megoldas.

Vi = 31 = 4782969 ~ 5M.
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4. Feladat. Hanyféleképpen lehet 4 db egyforma levelet 10
beszamozott rekeszbe helyezni, ha

a. egy rekeszbe legfeljebb egy levél keriilhet?
b. egy rekeszbe tébb levél is keriilhet?

4. Megoldas.
a. Cy = (%) = 210.

b G = (947 = () =715
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5. Feladat. Hanyféleképpen lehet 4 db beszamozott levelet 10
beszamozott rekeszbe helyezni, ha

c. egy rekeszbe legfeljebb egy levél keriilhet?
d. egy rekeszbe tébb levél is keriilhet?

5. Megoldas.
c. Vi = (10)4 = 5040.
d. Vi = 10* = 10000.



6. Feladat. Egy cukorkacsomagolé iizemben egy gép 10-féle
cukorkat télt zsdkocskdkba. Minden zsakba 4 db cukorkat rak

véletlenszeriien. Tartalmuk szerint hanyféle zsik keletkezhet a
téltés soran?
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6. Feladat. Egy cukorkacsomagolé iizemben egy gép 10-féle
cukorkat télt zsakocskakba. Minden zsékba 4 db cukorkat rak
véletlenszeriien. Tartalmuk szerint hanyféle zsik keletkezhet a
téltés soran?

7. Feladat. Van 10 doboz (beszamozva, régzitett sorrendben) és
4 db egyforma golyé. Hanyféleképpen lehet a 4 golyét a 10
dobozba elhelyezni, ha egy dobozba tébb golys is keriilhet?

6. Megoldas. Mindkét kérdésre a valasz:

h o (10+4—1 1
Cfé)=<0+4 )=(43>:715.
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A o-algebra fogalma:
Legyen X egy tetszbleges halmaz. Azt mondjuk, hogy egy

A C P(X) halmazcsalad egy o-algebra X-en, ha

QO 0DcA
Q HaAc A, akkor A= X\ Ac A
© Ha az (A) egy A-beli halmazokbdl allé sorozat, akkor

U, An € A
Tehat A az X bizonyos részhalmazaibdl allé halmazcsalad, amelyre
teljesiil, hogy tartalmazza az iireshalmazt, minden elemével egyiitt
annak komplementerét, tovabba zart a megszamlilhatéan végtelen

unidéra nézve.
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A o-algebra tulajdonsagai:

Ha A egy o-algebra az X halmazon, akkor az A halmazcsalad zart
a véges halmazmiiveletekre nézve, azaz valahanyszor A, B € A,
mindannyiszor

e AUB e A,
e ANB e A,
e A\ Be A



Kolmogorov-féle valésziniiségi mez6



Kolmogorov-féle valésziniiségi mezé

Az (Q, F,P) harmast Kolmogorov-féle valésziniiségi mez&nek
nevezziik, ha



Kolmogorov-féle valésziniiségi mez6

Az (Q, F,P) harmast Kolmogorov-féle valésziniiségi mez&nek
nevezziik, ha

O Q egy nemiires halmaz. Az Q-t eseménytérnek nevezziik. Az
Q elemei az elemi események. Az elemi események nem
események. Az Q egyelemii részhalmazai sem feltétleniil
események.



Kolmogorov-féle valésziniiségi mez6

Az (Q, F,P) harmast Kolmogorov-féle valésziniiségi mez&nek
nevezziik, ha
O Q egy nemiires halmaz. Az Q-t eseménytérnek nevezziik. Az
Q elemei az elemi események. Az elemi események nem
események. Az Q egyelemii részhalmazai sem feltétleniil
események.

@ F egy o-algebra Q-n. Az F elemeit eseményeknek nevezziik.



Kolmogorov-féle valésziniiségi mez6

Az (Q, F,P) harmast Kolmogorov-féle valésziniiségi mez&nek
nevezziik, ha
Q Q egy nemiires halmaz. Az Q-t eseménytérnek nevezziik. Az
Q elemei az elemi események. Az elemi események nem
események. Az Q egyelemii részhalmazai sem feltétleniil
események.

@ F egy o-algebra Q-n. Az F elemeit eseményeknek nevezziik.

© P: F — R egy olyan fliggvény, amely rendelkezik az
tgynevezett Kolmogorov-féle axiomakkal:
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Kolmogorov-féle axiomak

A P fiiggvény rendelkezik a kdvetkezd tulajdonsagokkal:
I. Nemnegativ, azaz P(A) > 0 minden A € F esetén;
Il. 1-re normalt, azaz P(Q) = 1,

Ill. o-additiv, azaz
P (U A,,) => P(A,)
n=1 n=1

valahanyszor az (A,) események paronként diszjunkt
tagokbdl all6 sorozata.

A P(A) szamot az A esemény valdsziniiségének nevezziik.
Az L, 1L, lll. axiémakat Kolmogorov-féle axiomaknak nevezziik.
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A valé6sziniiség tulajdonsagai

Q P(0)=o0.

@ P végesen additiv, azaz P(AU B) = P(A) + P(B) minden
A BcF, AN B = () esetén.
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valésziniisége mindig egy [0, 1] intervallumba es6 valés szam.
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A valésziniség tulajdonsagai
Q P(0)=0o0.
@ P végesen additiv, azaz P(AU B) = P(A) + P(B) minden
A BcF, AN B = () esetén.
Komplementer esemény valésziniisége: P(A) = 1 — P(A),
P(A) = 1 — P(A) minden A € F esetén.
A valésziniiség monotonitasa: Ha A, B € F gy, hogy
A C B, akkor P(A) < P(B).
0 < P(A) <1 minden A € F esetén, azaz egy esemény
valésziniisége mindig egy [0, 1] intervallumba es6 valés szam.
Ha A, B € F agy, hogy A C B, akkor
P(B\ A) = P(B) — P(A).
Szita formula 2 eseményre: Ha A és B tetszéleges
események, akkor P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).
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A valésziniség tulajdonsagai
P(0) = 0.
[P végesen additiv, azaz P(AU B) = P(A) + P(B) minden
A BcF, AN B = () esetén.
Komplementer esemény valésziniisége: P(A) = 1 — P(A),
P(A) = 1 — P(A) minden A € F esetén.
A valésziniiség monotonitasa: Ha A, B € F gy, hogy
A C B, akkor P(A) < P(B).
0 < P(A) <1 minden A € F esetén, azaz egy esemény
valésziniisége mindig egy [0, 1] intervallumba es6 valés szam.
Ha A, B € F agy, hogy A C B, akkor
P(B\ A) = P(B) — P(A).
Szita formula 2 eseményre: Ha A és B tetszéleges
események, akkor P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).
Szita formula 3 eseményre: Ha A B és C tetszbleges
események, akkor P(AU BU C) =P(A) + P(B) + P(C) —
(P(ANB)+P(ANC)+P(BNC))+P(ANnBNC).
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Klasszikus valésziniiségi mezé,
Miiveletek eseményekkel,
Golyéhiizas urnabdl,

A valésziniliség geometriai kiszamitasi madja



1. A Klasszikus valésziniiségi mezd
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A klasszikus valésziniiségi mez6

Egy (Q, F,P) Kolmogorov-féle valdsziniiségi mezét klaszszikus
valGsziniiségi mez6nek neveziink, ha

Q Q véges halmaz;
@ Az Q minden 1 elem( részhalmaza esemény;

© Az Q barmely két egyelemii részhalmaza - mint esemény -
egyforma val6szintiséggel kovetkezik be, azaz

P({wi}) =P({w2})  (w1,w2 € Q).



A klasszikus valésziniiségi mez6 tulajdonsagai



A klasszikus valésziniiségi mez6 tulajdonsagai

Ha (2, F,P) egy klasszikus valészintiségi mez8, akkor



A klasszikus valésziniiségi mez6 tulajdonsagai

Ha (2, F,P) egy klasszikus val6szintiségi mez6, akkor

Q@ F =P(Q), azaz az Q minden részhalmaza esemény;



A klasszikus valésziniiségi mez6 tulajdonsagai

Ha (2, F,P) egy klasszikus val6szintiségi mez6, akkor
Q@ F =P(Q), azaz az Q minden részhalmaza esemény;
@ Minden A € F esetén

B ﬂ _ kedvezs

P(A) = = .
(A) Q| Osszes




O Fr o«

Q>



Példa. Magyar kartyabdl visszatevés nélkiil hiizunk 3 lapot. Jelélje
A azt az eseményt, hogy az elsé kihizott lap piros, B azt az
eseményt, hogy a harmadik kihizott lap piros. Hatdrozzuk meg az
A és a B események valbsziniiségét.



Példa. Magyar kartyabdl visszatevés nélkiil hiizunk 3 lapot. Jelélje
A azt az eseményt, hogy az elsé kihizott lap piros, B azt az
eseményt, hogy a harmadik kihizott lap piros. Hatdrozzuk meg az
A és a B események valbsziniiségét.

Megoldas.
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eseményt, hogy a harmadik kihizott lap piros. Hatdrozzuk meg az
A és a B események valbsziniiségét.

Megoldas.

A magyar kartyaban van 4 szin (piros, zéld, makk, ték) és 8 szam
(7, 8,9, 10, also, felsé, kiraly, asz (=disznd)). Igy a magyar kartya
lapjainak szama 32.
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(7, 8,9, 10, also, felsé, kiraly, asz (=disznd)). Igy a magyar kartya
lapjainak szama 32.
o Jeldlje Q a kisérlet lehetséges kimeneteleinek a halmazat. Az
Q a magyar kartya lapjaibol alkotott rendezett harmasok
halmaza, melyek paronként kiilénb6z6 lapokbdl allnak.
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o Az (Q,F,P) klasszikus valosziniiségi mezd, igy alkalmazhato a
kedvezé/bsszes képlet.



Példa. Magyar kartyabdl visszatevés nélkiil hiizunk 3 lapot. Jelélje
A azt az eseményt, hogy az elsé kihizott lap piros, B azt az
eseményt, hogy a harmadik kihizott lap piros. Hatdrozzuk meg az
A és a B események valbsziniiségét.

Megoldas.

A magyar kartyaban van 4 szin (piros, zéld, makk, ték) és 8 szam
(7, 8,9, 10, also, felsé, kiraly, asz (=disznd)). Igy a magyar kartya
lapjainak szama 32.

o Jeldlje Q a kisérlet lehetséges kimeneteleinek a halmazat. Az
Q a magyar kartya lapjaibol alkotott rendezett harmasok
halmaza, melyek paronként kiilénb6z6 lapokbdl allnak.

o Az (Q,F,P) klasszikus valosziniiségi mezd, igy alkalmazhato a
kedvezé/bsszes képlet.

@ Koénnyii latni, hogy

2] =32-31- 30, |A| =8-31-30, |B| =31-30-8,
amibél kapjuk, hogy P(A) = P(B) = 1.
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Példa. Dobckockaval dobunk. Jeldlje A azt az eseményt, hogy
kettével, vagy harommal oszthaté szamot kapunk. Hatarozzuk meg
az A esemény valdsziniiségét!
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Megoldas.
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Példa. Dobckockaval dobunk. Jeldlje A azt az eseményt, hogy
kettével, vagy harommal oszthaté szamot kapunk. Hatarozzuk meg
az A esemény valdsziniiségét!

Megoldas.
A dobdkocka szabalyossagat feltételezve klasszikus valdsziniiségi
mezét kapunk.

Q=1{1,2,3,4,5,6}; A={2,3,4,6}

Igy a kedvez6/sszes képlet felhasznalisaval kapjuk, hogy
P(A) = ¢ = 2.
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Példa. Két dobckockaval dobunk, egy pirossal és egy kékkel.
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Jelélje A azt az eseményt, hogy a dobott szamok Ssszege 6.



Példa. Két dobckockaval dobunk, egy pirossal és egy kékkel.
Jelélje A azt az eseményt, hogy a dobott szamok Ssszege 6.
Hatarozzuk meg az A esemény valésziniiségét!



Példa. Két dobckockaval dobunk, egy pirossal és egy kékkel.
Jelélje A azt az eseményt, hogy a dobott szamok Ssszege 6.
Hatarozzuk meg az A esemény valésziniiségét!

Megoldas.



Példa. Két dobckockaval dobunk, egy pirossal és egy kékkel.
Jelélje A azt az eseményt, hogy a dobott szamok Ssszege 6.
Hatarozzuk meg az A esemény valésziniiségét!

Megoldas.
A dobdkockak szabalyossagat feltételezve klasszikus valésziniiségi

mez6t kapunk.



Példa. Két dobckockaval dobunk, egy pirossal és egy kékkel.
Jelélje A azt az eseményt, hogy a dobott szamok Ssszege 6.
Hatarozzuk meg az A esemény valésziniiségét!

Megoldas.
A dobdkockak szabalyossagat feltételezve klasszikus valésziniiségi

mez6t kapunk.

Q=1{1,2,3,4,5,6} x {1,2,3,4,5,6} = {(i,j)|i,j =1,2,...6},



Példa. Két dobckockaval dobunk, egy pirossal és egy kékkel.
Jelélje A azt az eseményt, hogy a dobott szamok Ssszege 6.
Hatarozzuk meg az A esemény valésziniiségét!

Megoldas.
A dobdkockak szabalyossagat feltételezve klasszikus valésziniiségi

mez6t kapunk.
Q=1{1,2,3,4,5,6} x{1,2,3,4,5,6} = {(i,j)|i, s =1,2,...6},
Q2| = 36;



Példa. Két dobckockaval dobunk, egy pirossal és egy kékkel.
Jelélje A azt az eseményt, hogy a dobott szamok Ssszege 6.
Hatarozzuk meg az A esemény valésziniiségét!

Megoldas.
A dobdkockak szabalyossagat feltételezve klasszikus valésziniiségi

mez6t kapunk.

Q= {1,2,3,4,5,6} X {1,2,3,4,5,6} = {(i,j)|i,j =12,. ..6},
Q2| = 36;

A= {(175)a (274)a (3> 3)a (4’ 2)a (5’ 1)}7
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Példa. Két dobckockaval dobunk, egy pirossal és egy kékkel.
Jelélje A azt az eseményt, hogy a dobott szamok Ssszege 6.
Hatarozzuk meg az A esemény valésziniiségét!

Megoldas.
A dobdkockak szabalyossagat feltételezve klasszikus valésziniiségi
mez6t kapunk.

Q= {1,2,3,4,5,6} X {1,2,3,4,5,6} = {(i,j)|i,j =12,. ..6},
Q2| = 36;

A= {(175)a (274)a (3> 3)a (4’ 2)a (5’ 1)}7

|A] = 5.

Igy a kedvez6/ésszes képlet felhasznalisaval kapjuk, hogy

5
P(A) = 55 = 0.1389.
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miveletek kozénséges halmazmiiveletek.
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Miiveletek eseményekkel

Mivel az események halmazok, igy az eseményekkel végzett
miveletek kozénséges halmazmiiveletek.
Kilonféle szakirodalomban talalkozhatunk eltéré jeldléssekkel:

@ AU B helyett szokas A + B-t irni;
@ AN B helyett szokas AB-t irni;
@ A\ B helyett szokas A — B-t irni.
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Példa.
Legyen A, B, C harom esemény. Fejezziik ki az A, B, C és
halmazmiiveletek segitségével az alabbi eseményeket:



D = az A, B, C események koziil egy sem teljesiil,
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E = az A, B, C események koziil pontosan egy teljesiil,



D = az A, B, C események koziil egy sem teljesiil,
E = az A, B, C események koziil pontosan egy teljesiil,
F = az A, B, C események koziil legfeljebb egy teljesiil,



= az A,

az A,

= az A,
= az A,

C események koziil egy sem teljesiil,
C események koziil pontosan egy teljesill,
C események koziil legfeljebb egy teljesiil,

C események koziil legalabb egy teljesiil.



Megoldas.

az A,
az A,
az A,
az A,

C események koziil egy sem teljesiil,
C események koziil pontosan egy teljesill,
C események koziil legfeljebb egy teljesiil,

C események koziil legalabb egy teljesiil.



= az A, B, C események koziil egy sem teljesiil,

= az A, B, C események koziil pontosan egy teljesiil,

= az A, B, C események koziil legfeljebb egy teljesiil,

= az A, B, C események koziil legalabb egy teljesiil.
Megoldas.

D=AUBUC=ANnBNC,



= az A, B, C események koziil egy sem teljesiil,
= az A, B, C események koziil pontosan egy teljesiil,
F = az A, B, C események koziil legfeljebb egy teljesiil,
= az A, B, C események koziil legalabb egy teljesiil.
Megoldas.

D=AUBUC=ANBNC,
E=(ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC),



D = az A, B, C események koziil egy sem teljesiil,
= az A, B, C események koziil pontosan egy teljesiil,
= az A, B, C események koziil legfeljebb egy teljesiil,
G = az A, B, C események koziil legalabb egy teljesiil.
Megoldas.

D=AUBUC=ANnBNC,
E=(ANBNC)U(ANBNC)U(A
F=(ANBNC)UANBNC)U(A

) J—
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NBNC)U(ANBNC),



D = az A, B, C események koziil egy sem teljesiil,
= az A, B, C események koziil pontosan egy teljesiil,
= az A, B, C események koziil legfeljebb egy teljesiil,
G = az A, B, C események koziil legalabb egy teljesiil.

Megoldas.

D=AUBUC=ANBNC,
E=(ANBNC)U(ANBNC)U(A
F=(ANBNC)UANBNC)U(A
G=AUBUC.

NnBNC),
NBNC)U(ANBNC),
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J = az A, B, C események koziil legalabb ketté teljesiil,



H = az A, B, C események koziil pontosan ketté teljesiil,
I = az A, B, C események koziil legfeljebb ketts teljesiil,
J = az A, B, C események koziil legalabb ketté teljesiil,

K = az A, B, C események koziil mindharom teljesiil.



H = az A, B, C események koziil pontosan ketté teljesiil,
I = az A, B, C események koziil legfeljebb ketts teljesiil,
J = az A, B, C események koziil legalabb ketté teljesiil,

K = az A, B, C események koziil mindharom teljesiil.

Megoldas.



H = az A, B, C események koziil pontosan ketté teljesiil,

I = az A, B, C események koziil legfeljebb ketts teljesiil,
J = az A, B, C események koziil legalabb ketté teljesiil,
K = az A, B, C események koéziil mindharom teljesiil.

Megoldas.

H=(ANnBNC)U(ANBNC)U(AnBn (),



H = az A, B, C események koziil pontosan ketté teljesiil,

I = az A, B, C események koziil legfeljebb ketts teljesiil,
J = az A, B, C események koziil legalabb ketté teljesiil,
K = az A, B, C események koéziil mindharom teljesiil.

Megoldas.

H=(ANnBNC)U(ANBNC)U(AnBn (),
I=ANBNC=AUBUC,



H = az A, B, C események koziil pontosan ketté teljesiil,
I = az A, B, C események koziil legfeljebb ketts teljesiil,
J = az A, B, C események koziil legalabb ketté teljesiil,

K = az A, B, C események koziil mindharom teljesiil.

Megoldas.

H=(ANnBNC)U(ANBNC)U(AnBn (),
I=ANBNC=AUBUC,
J=(ANB)UANC)U(BNC),



H = az A, B, C események koziil pontosan ketté teljesiil,
I = az A, B, C események koziil legfeljebb ketts teljesiil,
J = az A, B, C események koziil legalabb ketté teljesiil,

K = az A, B, C események koziil mindharom teljesiil.

Megoldas.

H=(ANnBNC)U(ANBNC)U(AnBn (),
I=ANBNC=AUBUC,
J=(ANB)UANC)U(BNC),
K=AnBnC.
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golydhiizast urnabél. Mindkét eseteben az alabbi jeloléseket
alkalmazzuk:
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Jelolések

Ebben a részben targyaljuk a visszatevéses és a visszatevés nélkiili
golydhiizast urnabél. Mindkét eseteben az alabbi jeloléseket
alkalmazzuk:

N: jeldli az urnaban lévs golyok szamat;

s: az urnaban |épé piros golyok szama (0 < s < N);
N — s: az urnaban |ép& fehér golyék szama;

n: golyét hazunk ki az urnabdl,

k: a kihazott golyok koziil a piros golyék szama.
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A golyok halmaza:
{P17P27'")P57F17F2>°"5FN—5}'

A golyokat mindkét esetben egyenként hazzuk ki az urnabdl.

@ A visszatevéses esetben, a kihGzott goly6t - miutan
megnéztiik a szinét - visszarakjuk az urnaba, majd Gjra hazunk.
@ A visszatevés nélkiili esetben a kihuzott golyét nem rakjuk
vissza az urnaba.
Jeldlje Ay azt az eseményt, hogy a kihazott golyok kdzdtt k db
piros goly6 van. A p, = IP(Ax) valésziniiséget keressiik.



Golyéhazas visszatevéssel



Golyéhazas visszatevéssel

A keresett valdsziniiség:

n e
i = (k)pk(l—p) £ (k=01....n).

ahol p = § ami a piros golyé hizasanak a valésziniisége.



Golyéhazas visszatevés nélkiil



Golybhiuzas visszatevés nélkiil

A keresett val6szintiseg:

P = W (max(0,n — (N — s)) < k < min(s, n)).

()
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1. Feladat.

Egy kiilféldi 6sztondijra kiirt palyazat elbiralasanak utolsé
forduldjara 9 egyenlé képességii jelélt maradt, 5 fii és 4 lany. A
biralé bizottsag ezutan sorsolassal valaszt ki kéziiliik 4 fét. Mi a
valésziniisége, hogy a kivalasztottak kézétt lesz lany?
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1. Feladat.

Egy kiilféldi 6sztondijra kiirt palyazat elbiralasanak utolsé
forduldjara 9 egyenlé képességii jelélt maradt, 5 fii és 4 lany. A
biralé bizottsag ezutan sorsolassal valaszt ki kéziiliik 4 fét. Mi a
valésziniisége, hogy a kivalasztottak kézétt lesz lany?

1. Megoldas.
A golydhiizas urnabdl visszatevés nélkiili esetére vonatkozé képletet
alkalmazzuk.

oy = W6, 66 66, (6

+ + =
@ @ @ @
_ 4046042041 121 o0

126 126



4. A valésziniiség geometriai kiszamitasi médja
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A valészinliség geometriai kiszamitasi médja

Az A esemény ismeretlen valosziniiségének a meghatarozasara olyan
modellt hasznalunk, melyben Q egy olyan ponthalmaz, amelyet
valamilyen médon tudunk mérni (példaul ivhossz, felszin térfogat)
az ) mértéke pozitiv, de véges. Jeldljiik ezt a mértéket m-mel. Az
A C Q halmaznak szintén létezik az m szerinti mértéke. Ekkor

P(A) = m(A)



2. Feladat. Egy iigyfélszolgalaton az iigyintézés 30 percet vesz
igénybe. Az egyik nap két ismer6s megy be az ligyfélszolgalatra
egymastdl fiiggetleniil 8 és 12 6ra kézbtt véletleniil valasztva az
idépontot. Mi a valésziniisége, hogy lesz olyan idépont, amikor

egyszerre vannak bent?



2. Megoldés.
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2. Megoldas.
A feladatot tfogalmazzuk a kévetkezé mddon:
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2. Megoldas.

A feladatot tfogalmazzuk a kévetkezé mddon:
Ledobunk két pontot x-et és y-t a [0, 240] intervallumra
véletlenszeriien, egymastdl fliggetleniil.

Mennyi a valdszinisége, hogy |x — y| < 307
Bevezetiink néhany jelélést:

Q = [0,240] x [0, 240],
A={(x,y) €Q||x—y| <30}.
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Ekkor:
x—y|<30 & -30<x-y<30 <
=

y<x+30 é& x-30<y.
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y

& y<x+30 é x—30<y.

Az y < x + 30 egyenl6tlenségnek eleget tevé pontok halmaza a
sikban az y = x + 30 egyenes "alatti" pontok halmaza.
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Ekkor:

x—y|<30 & -30<x-y<30 <

& y<x+30 é x—30<y.

Az y < x + 30 egyenl6tlenségnek eleget tevé pontok halmaza a
sikban az y = x + 30 egyenes "alatti" pontok halmaza.
Az x — 30 < y egyenl6tlenségnek eleget tevs pontok halmaza a
sikban az x — 30 = y egyenes "feletti" pontok halmaza.
A két félsik metszete egy sav.
Igy kapjuk, hogy
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Ekkor:

x—y|<30 & -30<x-y<30 <

& y<x+30 é x—30<y.

Az y < x + 30 egyenl6tlenségnek eleget tevé pontok halmaza a
sikban az y = x + 30 egyenes "alatti" pontok halmaza.
Az x — 30 < y egyenl6tlenségnek eleget tevs pontok halmaza a
sikban az x — 30 = y egyenes "feletti" pontok halmaza.
A két félsik metszete egy sav.

Igy kapjuk, hogy

240

T(A)
200 P(A) = =
=70
o 2407 - 22807307 o402 972
80 N 2402 2402
40 2
J'IH 1 (A0 B g3
<24o 6a — 02344
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Ill. éra

A feltételes valésziniiség,
Bayes-formula, teljes valésziniiség tétele,
Bayes Teétel,

Események fiiggetlensége



1. A feltételes valésziniiség



A feltételes valésziniiség

Legyenek A, B € F események tgy, hogy P(B) # 0. Ekkor

P(AN B)

P(A|B) = G

A P(A | B) az A esemény valdszinisége, feltéve, hogy a B esemény
bekovetkezik.



A feltételes valésziniiség tulajdonsagai



A feltételes valésziniiség tulajdonsagai

© Véges additivitas feltételes valésziniiségre:
P(AU B|C) = P(A|C) + P(B|C)

valahanyszor A, B, C € F ugy, hogy P(C) #0, ANB =10.



A feltételes valésziniiség tulajdonsagai

© Véges additivitas feltételes valésziniiségre:
P(AU B|C) = P(A|C) + P(B|C)

valahanyszor A, B, C € F gy, hogy P(C) #0, AN B = 0.
@ Komplementer esemény feltételes val6sziniisége:

P (A|B) =1 —P(A|B)

valahanyszor A, B € F ugy, hogy P(B) # 0.
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a. P(A)=036, b P(AB)=043, c P(BJA)=0093.
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1. Feladat. Az alabbi adatokat ismerjiik:
a. P(A)=036, b P(AB)=043, c P(B|A)=0.93.

Mennyi a valésziniisége, hogy az A és B legaldbb egyike
bekévetkezik?

1. Megoldas. A P(AU B) valdsziniiséget keressiik. Az a.-bdl és a
c.-bdl kapjuk, hogy

P(ANnB) =P(B|A) - P(A) = 0.93-0.36 = 0.3348.
ezt b.-vel 6sszevetve kapjuk, hogy

P(ANB) 03348

= = 0.7786.
P(A|B) ~ 0.43

P(B) =

igy a szita-formula alapjan kapjuk, hogy

P(AUB) = P(A)+P(B)—P(ANB) = 0.36+0.7786—0.3348 = 0.8038.



2. A Bayes tétel
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A Bayes Formula

Definici6 alapjan kdnnyen megkaphaté, hogyha A, B € F gy, hogy
P(A) # 0 és P(B) # 0, akkor

P(A|B) - P(B)

P(BIA) = =5



Teljes eseményrendszer



Teljes eseményrendszer

Legyenek By, Bo,--- € F agy, hogy BiN By =0, ha és j # k. A
(Bn) eseményrendszert teljes eseményrendszernek nevezziik, ha
U, Bn = Q.



Teljes eseményrendszer

Legyenek By, Bo,--- € F agy, hogy BiN By =0, ha és j # k. A
(Bn) eseményrendszert teljes eseményrendszernek nevezziik, ha
U, Bn = Q.

Azaz a teljes eseményrendszer események egy véges, vagy végtelen
sorozata, amely az Q paronként diszjunkt tagokbdl all6 lefedését
adja.



A teljes valésziniiség tétele



A teljes valészinliség tétele

Ha By, By, ..., B, egy olyan teljes eseményrendszer amelyre
P(B;j) # 0 minden i =1, 2...,n esetén, A € F egy tovabbi
esemény, akkor



A teljes valészinliség tétele

Ha By, By, ..., B, egy olyan teljes eseményrendszer amelyre
P(B;j) # 0 minden i =1, 2...,n esetén, A € F egy tovabbi

esemény, akkor
n

B(A) = 3 B(AB)P(B)).

j=t
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2. Feladat. 20 doboz mindegyikében 36 golyé van, amelyek kéziil
rendre 17, 18, 19, ... , 36 fehér. Taldlomra valasztunk egy dobozt,

majd véletlentil kihdzunk egy golyét. Mi a valdsziniisége, hogy fehér
golyét hizunk?
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2. Megoldas.
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2. Feladat. 20 doboz mindegyikében 36 golyé van, amelyek kéziil
rendre 17, 18, 19, ... , 36 fehér. Taldlomra valasztunk egy dobozt,
majd véletlentil kihdzunk egy golyét. Mi a valdsziniisége, hogy fehér
golyét hizunk?

2. Megoldas.
Vezessiik be a kévetkezd jelbléseket.

A = fehér golyét hizunk,
Bi = az i-edik dobozt valasztjuk (i =1,2,...,20).

Az P(A) valdsziniiséget keressiik.

Mivel a By, Bo, ..., Bog események teljes eseményrendszert
alkotnak és P(B;) = IP(By) valahanyszor j, k = 1,2,...20, igy
P(B;) = % minden i = 1,2,...20 esetén. Tudjuk tovabba, hogy

17+i—-1

P(AIB) =~

(i=1,2,...20).



Igy a teljes valésziniiség tétele alapjan kapjuk, hogy

20
P(A) =) P(A|B)P(B;) =
i=1
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Igy a teljes valésziniiség tétele alapjan kapjuk, hogy

20
P(A) =) P(A|B)P(B;) =
i=1
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Igy a teljes valésziniiség tétele alapjan kapjuk, hogy

20
P(A) =) P(A|B)P(B;) =
i=1

17

36
1

36
1

36

1

20
1

20
1

20

18 1, 3% 1 _
36 20 36 20
(174184 -+ +36) =
17+ 36
. .20 =
5 0



Igy a teljes valésziniiség tétele alapjan kapjuk, hogy

20
P(A) =) P(A|B)P(B;) =
i=1

o118 1 %6 1
36 20 36 20 36 20
1 1

- — . .(1 1 —
36 20 (7+ 8+ +36)

1 1 17+36
=% 20 .20 =

17436

= 0.7361.

2-36
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Bayes Teétel

Ha Bi, Bs,..., B, egy olyan teljes eseményrendszer amelyre
P(B;j) #0 minden i =1, 2...,n esetén, A € F egy tovabbi
esemény ugy, hogy P(A) # 0, akkor



Bayes Teétel

Ha Bi, Bs,..., B, egy olyan teljes eseményrendszer amelyre
P(B;j) #0 minden i =1, 2...,n esetén, A € F egy tovabbi
esemény ugy, hogy P(A) # 0, akkor

P(A|B;)P(B;)

P(Bj|A) = 27:1 P(A|B))P(B))




3. Feladat.
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3. Feladat. Egy terméket hdrom iizemben készitenek. A harom
iizemben a selejtszazalék rendre 0.05, 0.2 és 0.1, mig a harom
tizemben az &sszterméknek rendre 60, 30 és 10 szazalékat allitjak
el6. Az ssztermékbdl kivesznek egy darabot, és az hibds. Mi a
valésziniisége, hogy az elsé iizemben gyartottik?



3. Megoldas.
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3. Megoldas.
Vezessiik be a kdvetkezd jeldléseket:

B; = a kivalasztot terméket az i-edik lizemben gyartottak (1=1,2,3)

A = a kivalasztot termék hibas.



3. Megoldas.
Vezessiik be a kdvetkezd jeldléseket:

B; = a kivalasztot terméket az i-edik lizemben gyartottak (1=1,2,3)
A = a kivalasztot termék hibas.

Felhasznalva a fenti jel6léseket, az alabbi adatokat ismerjiik:

H l. gép L /. gép J 1l gép ‘
termelés P(B;) =0.6 P(By;) =0.3 P(B3) =0.1

selejtszazalék || P(A|B1) = 0.05 | P(A|B2) = 0.2 | P(A|B3) = 0.10




3. Megoldas.
Vezessiik be a kdvetkezd jeldléseket:

B; = a kivalasztot terméket az i-edik lizemben gyartottak (1=1,2,3)
A = a kivalasztot termék hibas.

Felhasznalva a fenti jel6léseket, az alabbi adatokat ismerjiik:

H l. gép L /. gép J 1l gép ‘
termelés P(B;) =0.6 P(By;) =0.3 P(B3) =0.1

selejtszazalék || P(A|B1) = 0.05 | P(A|B2) = 0.2 | P(A|B3) = 0.10

A tablazat masodik sorabdl a 10™2 szorzétényezéket kihagytuk, de
- mint ahogy azt latni fogjuk - nincsenek hatéassal a végeredményre,
csak a feltételes valosziniiségek aranya fontos. A P(Bj|A) feltételes
valészintiséget keressiik.



Mivel a B, B>, Bs események nemzérus valdsziniiségii
eseményekbdl allé teljes eseményrendszert alkotnak, igy
alkalmazhaté a Bayes Tétel.

P(A|B1)P(B1)
(A|B1)P(B1) + P(A|B2)P(B2) + P(A| B3)P(Bs)

P(BilA) =



Mivel a B, B>, Bs események nemzérus valdsziniiségii
eseményekbdl allé teljes eseményrendszert alkotnak, igy
alkalmazhaté a Bayes Tétel.

P(A|B1)P(B1)
(A|B1)P(B1) + P(A|B2)P(B,) + P(A|B3)P(B3)
0.09-0.23-1072
(0.09-0.23+0.17-0.42 4+ 0.41-0.35) - 102

P(BilA) =

= 0.0879.
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4. Feladat. Egy adott betegségben szenvedé betegek 33%-at egy
olyan aj kezelésnek vetik ala, amely a korabbi 25%-rél, 53%-ra
Jjavitja a gyogyulasi aranyt. Egy gyogyult beteget kivalasztva mi a
valésziniisége, hogy & az 4j kezelésben részesiilt?
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valésziniisége, hogy & az 4j kezelésben részesiilt?
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4. Feladat. Egy adott betegségben szenvedé betegek 33%-at egy
olyan aj kezelésnek vetik ala, amely a korabbi 25%-rél, 53%-ra
Jjavitja a gyogyulasi aranyt. Egy gyogyult beteget kivalasztva mi a
valésziniisége, hogy & az 4j kezelésben részesiilt?

4. Megoldas. Vezessiik be a kévetkez6 jelbléseket

U = a kivalasztott beteg 0j kezelésben részesiilt,



4. Feladat. Egy adott betegségben szenvedé betegek 33%-at egy
olyan aj kezelésnek vetik ala, amely a korabbi 25%-rél, 53%-ra
Jjavitja a gyogyulasi aranyt. Egy gyogyult beteget kivalasztva mi a
valésziniisége, hogy & az 4j kezelésben részesiilt?

4. Megoldas. Vezessiik be a kévetkez6 jelbléseket

U = a kivalasztott beteg 0j kezelésben részesiilt,
Gy = a kivalasztott beteg gyogyult.



4. Feladat. Egy adott betegségben szenvedé betegek 33%-at egy
olyan aj kezelésnek vetik ala, amely a korabbi 25%-rél, 53%-ra
Jjavitja a gyogyulasi aranyt. Egy gyogyult beteget kivalasztva mi a
valésziniisége, hogy & az 4j kezelésben részesiilt?

4. Megoldas. Vezessiik be a kévetkez6 jelbléseket

U = a kivalasztott beteg 0j kezelésben részesiilt,
Gy = a kivalasztott beteg gyogyult.

A feladat szovege alapjan tudjuk, hogy

P(U) = 0.33, P(Gy|U)=0.25 P(Gy|U)=0.53.



4. Feladat. Egy adott betegségben szenvedé betegek 33%-at egy
olyan aj kezelésnek vetik ala, amely a korabbi 25%-rél, 53%-ra
Jjavitja a gyogyulasi aranyt. Egy gyogyult beteget kivalasztva mi a
valésziniisége, hogy & az 4j kezelésben részesiilt?

4. Megoldas. Vezessiik be a kévetkez6 jelbléseket

U = a kivalasztott beteg 0j kezelésben részesiilt,

Gy = a kivalasztott beteg gyogyult.
A feladat szovege alapjan tudjuk, hogy

P(U) = 0.33, P(Gy|U)=0.25 P(Gy|U)=0.53.

A P(U|Gy) feltételes valosziniiséget keressiik.



A komplementer esemény val6szintisége alapjan kapjuk, hogy
P(U) = 0.67.



A komplementer esemény valésziniisége alapjan kapjuk, hogy
P(U) = 0.67.

Mivel az U és U események nemzérus valésziniiségii eseményekbdl
allo teljes eseményrendszert alkotnak, igy alkalmazhaté a Bayes
Tétel.



A komplementer esemény valésziniisége alapjan kapjuk, hogy
P(U) = 0.67.
Mivel az U és U események nemzérus valésziniiségii eseményekbdl
allo teljes eseményrendszert alkotnak, igy alkalmazhaté a Bayes
Tétel.

B(Gy|U)B(U) _
P(Gy|U)P(V) + P(Gy|U)P(V)

P(U|G) =



A komplementer esemény valésziniisége alapjan kapjuk, hogy
P(U) = 0.67.
Mivel az U és U események nemzérus valésziniiségii eseményekbdl
allo teljes eseményrendszert alkotnak, igy alkalmazhaté a Bayes
Tétel.

B(Gy|U)B(U) _
P(Gy|U)P(U) + P(Gy|U)P(V)
B 0.53-0.33
~ 0.53-0.33+0.25 - 0.67

P(U|G) =

= 0.5108.



3. Események fiiggetlensége



Két esemény fiiggetlensége



Két esemény fiiggetlensége

Két esemény fiiggetlensége a feltételes valészintiség fogalmabdl
szarmazik.



Két esemény fiiggetlensége

Két esemény fiiggetlensége a feltételes valészintiség fogalmabdl
szarmazik. Az A és B események fiiggetlenek, ha

P(AN B) = P(A) - P(B).
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Példa. A harminckét lapos magyar kartyabdl kihizunk hdrom lapot
(visszatevés nélkiil). Jelélje A azt az eseményt, hogy az elsé; B,
hogy a harmadik kihdzott lap piros. Fiiggetlenek-e az A és B
események?



Példa. A harminckét lapos magyar kartyabdl kihizunk hdrom lapot
(visszatevés nélkiil). Jelélje A azt az eseményt, hogy az elsé; B,
hogy a harmadik kihdzott lap piros. Fiiggetlenek-e az A és B
események?

Mo.: Mint ahogy azt korabban mar lattuk
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(visszatevés nélkiil). Jelélje A azt az eseményt, hogy az elsé; B,
hogy a harmadik kihdzott lap piros. Fiiggetlenek-e az A és B
események?

Mo.: Mint ahogy azt korabban mar lattuk



Példa. A harminckét lapos magyar kartyabdl kihizunk hdrom lapot
(visszatevés nélkiil). Jelélje A azt az eseményt, hogy az elsé; B,
hogy a harmadik kihdzott lap piros. Fiiggetlenek-e az A és B
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Mo.: Mint ahogy azt korabban mar lattuk



Példa. A harminckét lapos magyar kartyabdl kihizunk hdrom lapot
(visszatevés nélkiil). Jelélje A azt az eseményt, hogy az elsé; B,
hogy a harmadik kihdzott lap piros. Fiiggetlenek-e az A és B
események?

Mo.: Mint ahogy azt korabban mar lattuk



Példa. A harminckét lapos magyar kartyabdl kihizunk hdrom lapot
(visszatevés nélkiil). Jelélje A azt az eseményt, hogy az elsé; B,
hogy a harmadik kihdzott lap piros. Fiiggetlenek-e az A és B
események?

Mo.: Mint ahogy azt korabban mar lattuk

18-30-7 7
PANE) = 53130~ 124
lgy kénnyen lsthats, hogy P(AN B) # P(A) - P(B), tehat az A és
B események nem fiiggetlenek.



Eseményrendszer paronkénti fiiggetlensége



Eseményrendszer paronkénti fiiggetlensége

Azt mondjuk, hogy egy A C F eseményrendszer paronként
fliggetlen, ha barmely két tagja fliggetlen.



Véges sok esemény teljes fliggetlensége



Véges sok esemény teljes fliggetlensége

Azt mondjuk, hogy az A1, A, ... A, események teljesen
fliggetlenek, ha tetszéleges 1 < k < n és
1<ih <hh<---<ig<nindexek esetén

P(Ay N A, NN A,) =P(Ay) - P(Ay) ... P(A,).



Véges sok esemény teljes fliggetlensége

Azt mondjuk, hogy az A1, A, ... A, események teljesen
fiiggetlenek, ha tetszéleges 1 < k < n és
1<ih <hh<---<ig<nindexek esetén

P(Ay N A, NN A,) =P(Ay) - P(Ay) ... P(A,).

azaz a véges sok tagbdl allé metszet valésziniisége egyenld a
valésziniiségek szorzataval.



Filiggetlen események tulajdonsagai



Filiggetlen események tulajdonsagai

© Ha A, B olyan események, melyekre P(A) = 0 vagy P(A) =1,
akkor A és B fliggetlenek.



Filiggetlen események tulajdonsagai

© Ha A, B olyan események, melyekre P(A) = 0 vagy P(A) =1,
akkor A és B fliggetlenek.

@ Ha A, B fiiggetlen események, akkor az A, B; az A, B; az A,
B események is fiiggetlenek.



Filiggetlen események tulajdonsagai

© Ha A, B olyan események, melyekre P(A) = 0 vagy P(A) =1,
akkor A és B fliggetlenek.

Q ﬂa A, B fiiggetlen események, akkor az A, B; az A, B; az A,
B események is fiiggetlenek.

© Ha az A eseményrendszer teljesen fliggetlen és az A eseményei
koziil tetszélegesen sokat a komplementerére cseréliink ki,
akkor a teljes fiiggetlenség megérzédik.
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5. Feladat. Az A, B és C fiiggetlen események, amelyre
P(A) = 0.360, [P(B)=0.080 P(C)=0.340.

Hatarozza meg annak a valésziniiségét, hogy



5. Feladat. Az A, B és C fiiggetlen események, amelyre
P(A) = 0.360, [P(B)=0.080 P(C)=0.340.

Hatarozza meg annak a valésziniiségét, hogy

a. egynél tébb (azaz legalibb ketts) kévetkezik be
koziiliik!



5. Feladat. Az A, B és C fiiggetlen események, amelyre
P(A) = 0.360, [P(B)=0.080 P(C)=0.340.

Hatarozza meg annak a valésziniiségét, hogy

a. egynél tébb (azaz legalibb ketts) kévetkezik be
koziiliik!

b. pontosan kett6 kévetkezik be kéziiliik!



5. Megoldas.a.
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5. Megoldas.a. A megoldis sordn a szita formulst és a teljes
fiiggetlenséget is felhasznaljuk. A keresett valésziniiség:



5. Megoldas.a. A megoldis sordn a szita formulst és a teljes
fiiggetlenséget is felhasznaljuk. A keresett valésziniiség:

P(legalabb 2 bekévetkezik) = P((ANB)U(ANC)U (BN C)) =



5. Megoldas.a. A megoldis sordn a szita formulst és a teljes
fiiggetlenséget is felhasznaljuk. A keresett valésziniiség:

P(legalabb 2 bekévetkezik) = P((ANB)U(ANC)U (BN C)) =

=P(ANB)+P(ANC)+P(BNC)
—3P(ANBNC)+P(ANBNC) =



5. Megoldas.a. A megoldis sordn a szita formulst és a teljes
fiiggetlenséget is felhasznaljuk. A keresett valésziniiség:

P(legalabb 2 bekévetkezik) = P((ANB)U(ANC)U (BN C)) =
=P(ANB)+P(ANC)+P(BNC)
—3P(ANBNC)+P(ANBNC) =
=P(A)P(B) + P(A)P(C) + P(B)P(C) — 2P(A)P(B)P(C) =



5. Megoldas.a. A megoldis sordn a szita formulst és a teljes
fiiggetlenséget is felhasznaljuk. A keresett valésziniiség:

P(legalabb 2 bekévetkezik) = P((ANB)U(ANC)U (BN C)) =
=P(ANB)+P(ANC)+P(BNC)
—3P(ANBNC)+P(ANBNC) =
= P(A)P(B) + P(A)P(C) + P(B)P(C) — 2P(A)P(B)P(C) =
= P(A)[P(B) + P(C) — 2P(B)P(C)] + P(B)P(C) =



5. Megoldas.a. A megoldis sordn a szita formulst és a teljes
fiiggetlenséget is felhasznaljuk. A keresett valésziniiség:

P(legalabb 2 bekévetkezik) = P((ANB)U(ANC)U (BN C)) =
=P(ANB)+P(ANC)+P(BNC)
—3P(ANBNC)+P(ANBNC) =
=P(A)P(B) + P(A)P(C) + P(B)P(C) — 2P(A)P(B)P(C) =
=P(A)[P(B) +P(C) — 2P(B)P(C)] + P(B)P(C) =
= 0.360[0.080 + 0.340 — 2 - 0.080 - 0.340] + 0.080 - 0.340 =



5. Megoldas.a. A megoldis sordn a szita formulst és a teljes
fiiggetlenséget is felhasznaljuk. A keresett valésziniiség:

P(legalabb 2 bekévetkezik) = P((ANB)U(ANC)U (BN C)) =
=P(ANB)+P(ANC)+P(BNC)
—3P(ANBNC)+P(ANBNC) =
=P(A)P(B) + P(A)P(C) + P(B)P(C) — 2P(A)P(B)P(C) =
=P(A)[P(B) +P(C) — 2P(B)P(C)] + P(B)P(C) =
= 0.360[0.080 + 0.340 — 2 - 0.080 - 0.340] + 0.080 - 0.340 =
= 0.1588.



5. Megoldés_b_
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5. Megoldas.b. A megoldas soran a véges additivitast és a teljes
fiiggetlenséget is felhasznaljuk. A keresett valésziniiség:

P(pontosan 2 bekévetkezik) =



5. Megoldas.b. A megoldas soran a véges additivitast és a teljes
fiiggetlenséget is felhasznaljuk. A keresett valésziniiség:

P(pontosan 2 bekévetkezik) =
=P((ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC)) =



5. Megoldas.b. A megoldas soran a véges additivitast és a teljes
fiiggetlenséget is felhasznaljuk. A keresett valésziniiség:
P(pontosan 2 bekdvetkezik) =
=P((ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC)) =
=P(ANBNC)+P(ANBNC)+P(ANBNC) =



5. Megoldas.b. A megoldas soran a véges additivitast és a teljes
fiiggetlenséget is felhasznaljuk. A keresett valésziniiség:

P(pontosan 2 bekévetkezik) =
=P((ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC)) =
=P(ANBNC)+P(ANBNC)+P(ANBNC) =
—(1—0.36)-0.08-0.34 +0.36 - (0 — 0.08) - 0.34+

+0.36-0.08- (1 — 0.34) =



5. Megoldas.b. A megoldas soran a véges additivitast és a teljes
fiiggetlenséget is felhasznaljuk. A keresett valésziniiség:

P(pontosan 2 bekévetkezik) =
=P((ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC)) =
=P(ANBNC)+P(ANBNC)+P(ANBNC) =
—(1—0.36)-0.08-0.34 +0.36 - (0 — 0.08) - 0.34+

+0.36-0.08- (1 — 0.34) =
= 0.1490.



6. Feladat. Egy kisegér 3 folyosé barmelyikén eljuthat egy
sajtdarabhoz. Akarmelyik folyosén 3 ajton kell athaladni. Mi a
valészintisége, hogy a kisegér el tud jutni a sajthoz, ha az ajték
egymastdl fiiggetleniil 0.53 valészindiséggel nyilnak ki, és kinyitasuk
utan nyitva is maradnak (ha van nyitott folyosé, akkor a kisegér
megtalalja a sajtot)?



6. Megoldas. Események:



6. Megoldas. Események:

A = az elsé folyosé atjarhatd,



6. Megoldas. Események:

A = az elsé folyosé atjarhatd,

B = a masodik folyosé atjarhatd,



6. Megoldas. Események:

A = az elsé folyosé atjarhatd,
B = a masodik folyosé atjarhatd,

C = a harmadik folyosé atjarhatd.



A szita formula és a fiiggetlenség felhasznalasaval kapjuk, hogy



A szita formula és a fiiggetlenség felhasznalasaval kapjuk, hogy

P(AUBUC) =



A szita formula és a fiiggetlenség felhasznalasaval kapjuk, hogy
P(AUBUC) =

=P(A)+P(B)+P(C)— (P(ANB)+P(ANC)+P(BN C))
+P(ANBNC) =



A szita formula és a fiiggetlenség felhasznalasaval kapjuk, hogy

P(AUBUC) =
=P(A)+P(B)+P(C) - (P(ANB)+P(ANC)+P(BnN C))
+P(ANBNC) =

=3P(A) —3P(ANB)+P(ANBNC) =



A szita formula és a fiiggetlenség felhasznalasaval kapjuk, hogy

P(AUBUC) =
=P(A)+P(B)+P(C)— (P(ANB)+P(ANC)+P(BN C))
+P(ANnBNC) =

=3P(A) -3P(ANB)+P(ANBNC) =
= 3P(A) — 3P(A)P(B) + P(A)P(B)P(C) =



A szita formula és a fiiggetlenség felhasznalasaval kapjuk, hogy

P(AUBUC) =
=P(A)+P(B)+P(C)— (P(ANB)+P(ANC)+P(BN C))
+P(ANBNC) =
=3P(A) -3P(ANB)+P(ANBNC) =
= 3P(A) — 3P(A)P(B) + P(A)P(B)P(C) =
= 3P(A) — 3P(A)? + P(A)® =



A szita formula és a fiiggetlenség felhasznalasaval kapjuk, hogy

P(AUBUC) =
=P(A)+P(B)+P(C) — (P(ANB) + P(AN C) + P(B N C))
+P(ANnBNC) =
=3P(A) —3P(ANB)+P(ANBNC) =
=3IP’(A)—3P( )P(B) + P(A)P(B)P(C) =
= 3P(A) — 3P(A)? + P(A)® =
=3.0.532-3.0.53%4+0.53° =



A szita formula és a fiiggetlenség felhasznalasaval kapjuk, hogy

P(AUBUC) =

=P(A)+P(B)+P(C) — (P(ANB) + P(AN C) + P(B N C))
+P(ANBNC) =

=3P(A) -3P(ANB)+P(ANBNC) =

= 3P(A) — 3P(A)P(B) + P(A)P(B)P(C) =

= 3P(A) — 3P(A)? + P(A)3 =

=3.0.532-3.0.53%4+0.53° =

= 0.3834.



Vége az IlI. éranak
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Koszonom a figyelmet!



