Numerikus Mddszerek



10. Gyakorlat

Nemlinearis egyenletek numerikus
megoldasa
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Kétféle médszert alkalmazunk:

© Zérushelykeresés F(x) =0,

@ Fixpontiteraciés G(x) = x.
Egy f fliggvényt vizsgalunk. A problémat természetétsl fliggéen
visszavezetjiik zéruskeresésre, vagy fixpontiteraciéra. Az F vagy G
fliggvényeket az f fliggvénybdl sajat magunknak kell

megkonstrualnunk. Persze erre nézve vannak régi, jol bevalt
receptek.
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Feladatok

A fenti modszerek valamelyikével oldjuk meg az alabbi
egyenleteket:

o

f(x) = 3x3 — 12x + 4 zérushelyének a megkeresése
(x € [4,5]). Javasolt médszer az intervallumfelezés,

. . 7 .z 3
fixpontiteracis g(x) = 2.

f(x) = x3 — 100 zérushelyének a megkeresése (x € [4,5]).
Javasolt médszer a Newton-Raphson.

In(x) = 1 egyenlet megoldasa, tehat f(x) =In(x) — L =0,
azaz zérushelykeresés (x € [1,2]). Javasolt médszer a
Newton-Raphson.

g(x) = 3 cos(x — 1) fixpontjanak a meghatarozasa.

Hova kossiik a kecskét?
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Zérushelykeresés

@ Intervallumfelezés
@ Hurmédszer
© Newton mddszer

Q@ Szels médszer
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A Matlab fiiggvény megirasanak a médja

Két lehetdségiink van:

@ Univerzalis fiiggvény irunk, amelynek paraméterei kozott
fliggvénynév szerepel.

@ Olyan fiiggvényt irunk, amely célirdnyosan az adott feladatot
oldja meg.
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Az EVAL Matlab fiiggvény hasznalata

function yvwEiszamoll (£)
= a=3;

b=::

= v=eval (f)

LA s Ld Ra
|

- end

Hivas: | y—Kiszamol1('a"2 + 1)
Eredmény: y = 10

Hivas: ’ y=Kiszamol1('b"2 + 1") ‘
Eredmény: y = 26
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Az FEVAL Matlab fiiggvény hasznalata

[l function y=Kiszamol2 (f,a)
Al = y=fewval (f,a):
= ‘-endl




Az FEVAL Matlab fiiggvény hasznalata

1 function y“wEKiszamol? (£, a)
Pl yv—feval(f,a):
B Eﬂdl

Hivas:

f=0(x) x"2+1
a=3
y=Kiszamol2(f,a)

Eredmény: y =10
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Iteracidok

Egy pontra tamaszkodé stacionér iteraci6:
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Iteracidok

Egy pontra tamaszkodé stacionér iteraci6:

X1 =a
X = T(Xk_l) k:2,3,...

Két pontra tdmaszkodo stacionér iteracio:

X1 =a
Xy = b
Xk = T(xk—1,xk—2) k=3,4,...
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Feladat

Irjunk fiiggvényt, amely kiszamolja a Fibonacci-sorozat 100-dik
elemét.



Feladat

Irjunk fiiggvényt, amely kiszamolja a Fibonacci-sorozat 100-dik
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Fibonacci-sorozat:

X1:].
X2:1
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Feladat

Irjunk fiiggvényt, amely kiszamolja a Fibonacci-sorozat 100-dik
elemét.

Fibonacci-sorozat:

X1:].
X2:1
Xk = Xk—1 + Xk—2 (k:3,4,...)

Leonardo Pisano (1170-1250)
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function yvwFibol (n)
a=l1;
b=1;
if (n==1 || n==2)
y=1;
return;
end
for ==23:1:n
y=atb;

b=y;
end
end
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Feladat
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Feladat

Irjunk fiiggvényt, amely kiirja a képernyére a Fibonacci-sorozat elsé
n elemét.

function vw=wFibo2 (n)

= v=one=[(1,n);

= for i=3:1:n
¥i{l,i)=w(1,i-1)+¥(1,1-2};
- end

L= T T B S U S
|

= end
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Intervallumfelezés
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Bolzano-Darboux tétel: Ha az f : [a, b] — R folytonos fiiggvény
és az y € R olyanok, hogy
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akkor létezik olyan x € [a, b], amelyre f(x) = y.



Matematikai alapok:

Bolzano-Darboux tétel: Ha az f : [a, b] — R folytonos fiiggvény
és az y € R olyanok, hogy

f(a) <y < f(b) vagy  f(b) <y <f(a)
akkor létezik olyan x € [a, b], amelyre f(x) = y.

Egy f : [a, b] — R fiiggvény zérushelyét keressiik. A zérushelyet
x* médon jeloljiik, azaz f(x*) = 0.
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Az algoritmus

Az elindulas feltétele, hogy az f fiiggvény az intervallum
végpontjaiban ellentétes elgjeli értékeket vegyen fel, azaz
f(a)f(b) <O.
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allitjuk eld, hogy azt az
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[ak, bk] intervallum.
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Az algoritmus

Az elindulas feltétele, hogy az f fiiggvény az intervallum
végpontjaiban ellentétes elgjeli értékeket vegyen fel, azaz

f(a)f(b) <O.

Az algoritmus [ag, bi| intervallumok sorozatat allitja el8, agy hogy

@ [a1,b1] = [a, b].
@ Az [ag, by intervallumot az [ax_1, bk—1] intervallumbdl agy
allitjuk eld, hogy azt az
a1+ bk—1
2

felezéponttal két részintervallumra bontjuk, ezek egyike lesz az
[ak, bk] intervallum.

Xk—1 =

@ Minden [a, bk| intervallum megérzi az [a;1, b1] intervallumnak
azt a tulajdonsagat, hogy az f fliggvény az intervallum
végpontjaiban ellentétes el6jelii értéket vesz fel, azaz
f(ak)f(bk) <O.



A k-adik lépés:
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A k-adik lépés:
a1+ bk
Xk_l .— f.

3 eset van:

o f(xx—1) =0, akkor megtalaltuk a zérushelyet.
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3 eset van:
o f(xx—1) =0, akkor megtalaltuk a zérushelyet.
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by == x)—1



A k-adik lépés:
o o M1t bi—1
k—1 - 72 .
3 eset van:
o f(xx—1) =0, akkor megtalaltuk a zérushelyet.

(4] f(ak_l)f(xk_l) < 0, akkor

dk 1= dk—1

by == x)—1
o f(xk)f(bk) <0, akkor

ak = Xk—1

by = b1



Leallas: Ha az x* zérushelyet el6re adott e-nal jobban kozelitjiik.



Leallas: Ha az x* zérushelyet el6re adott e-nal jobban kozelitjiik.
Hibabecslés: [ay, bi| intervallumok sorozatat allitjuk el.

X*, Xk € [ak, by, igy
b—a
2k

|X* —Xk| <

(Az x* zérushelynek az intervallum felez&pontjatél valé tavolsagat
nézziik.)
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intervallum.



2. Harmodszer

Most is intervallumok egy [ak, bx] sorozatat definialjuk tgy, hogy
(*] [31, bl] = [a, b]

@ Az [ay, bk] intervallumot az [ak_1, bk—_1] intervallumbdl agy
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2. Harmodszer

Most is intervallumok egy [ak, bx] sorozatat definialjuk tgy, hogy

(] [31, bl] = [a, b]

@ Az [ay, bk] intervallumot az [ak_1, bk—_1] intervallumbdl agy
allitjuk els, hogy azt egy x,_1 osztéponttal két
részintervallumra bontjuk, ezek egyike lesz az [ay, by]
intervallum.

@ Minden [ag, bk| intervallum megérzi az [a1, by] intervallumnak
azt a tulajdonsagat, hogy az f fiiggvény az intervallum
végpontjaiban ellentétes el6jelii értéket vesz fel, azaz
f(ak)f(bk) <O.

Az xj_1 osztépontot a

Pr—1(ak-1,f(ak-1)), Qk—1 (bk—1, f(bk—1))

pontokon 4tmeng szelé metszi ki az x tengelybdl.



A k-adik lépés: Kozépiskolai modszerekkel megmutathatd, hogy

br—1f(ak—1) — ak—1f(bk-1)
f(ak_l) — f(bk_l)

Xk—1 =



A k-adik lépés: Kozépiskolai modszerekkel megmutathatd, hogy

br—1f(ak—1) — ak—1f(bk-1)
f(ak_l) — f(bk_l) ’

Geometriai megfontolasok alapjan konnyii latni, hogy az xx_1
osztépont az [ak_1, bxk—1] intervallumot a z intervallum
végpontjaiban felvett fliggvényértékek abszolutértékeinek az
aranyaban osztja, ezért az osztépont ahhoz a végponthoz lesz
kozelebb, amelyikben a az f fiiggvény értékének az abszolat értéke
kisebb. Ezért ugy tiinik, hogy a harmédszer jobb, mint az
intervallumfelezéses médszer.

Xk—1 =



Ekkor 3 eset van
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Ekkor 3 eset van
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Ekkor 3 eset van
@ f(xx—1) =0, akkor megtalaltuk a zérushelyet.
o f(ak—1)f(xk—1) <0, akkor

ak = dk-1
by = X1

@ f(xk—1)f(bk—1) <0, akkor

ak = Xk—1
by := bk_1



Ekkor 3 eset van
@ f(xx—1) =0, akkor megtalaltuk a zérushelyet.
o f(ak—1)f(xk—1) <0, akkor

ak = dk-1
by = X1
@ f(xk—1)f(bk—1) <0, akkor

ak = Xk—1
by := bk_1

Leallas: Ha az [ay, by] intervallum hossza elére adott e-nal kisebbé
valik, vagy az iteraciok szama egy el6re megadott itmax értéket
tallép. (Persze, ha megtalaltuk a zérushelyet, akkor is leallunk.)
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Otlet: (k-adik lépés) xi_1 mar elég kézel van az x*-hoz. ekkor az
xk-t az f fliggvény xi_1-beli érintdje metszi ki az x tengelybdl.



3. Newton-Raphson maéddszer
Isac Newton (1642-1727)
Joseph Raphson (16487-17157)
Otlet: (k-adik lépés) xi_1 mar elég kézel van az x*-hoz. ekkor az
xk-t az f fliggvény xi_1-beli érintdje metszi ki az x tengelybdl.
Az érinté egyenlete: y = f'(xx_1)(x — xx—1) + f(xk_1)
y = 0, akkor
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f/(Xk_]_) ’

Xk = Xk—1 —



3. Newton-Raphson maéddszer
Isac Newton (1642-1727)
Joseph Raphson (16487-17157)
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3. Newton-Raphson maéddszer

Isac Newton (1642-1727)
Joseph Raphson (16487-17157)

Otlet: (k-adik lépés) xi_1 mar elég kézel van az x*-hoz. ekkor az
xk-t az f fliggvény xi_1-beli érintje metszi ki az x tengelybdl.
Az érinté egyenlete: y = f'(xx_1)(x — xx—1) + f(xk_1)
y = 0, akkor

Xk = Xk—1 — flo-)

f/(Xk_]_)

Mas médon is el lehet jutni ehhez az iteraciéhoz:
Elséfoki Taylor polinom:

0=f(x") =~ f(xk_1) + F (xk_1)(x* — xk_1)

x* ~ x — Fl-1)
k—1 f/(kal)

f(x,_
Xk = Xg—1 — boc1)

f/(kal)
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Elegendd feltétel a konvergenciara

Monoton konvergencia tétel Legyen f : [a, b] — R kétszer
folytonosan differencidlhaté fiiggvény ugy, hogy

f'(x) # 0, f"(x) #0 (x € [a, b])

tovabba létezik x* €|a, b[ dgy, hogy f(x*) = 0. Legyen xp € [a, b]
olyan, hogy f(xo)f"(x0) > 0. Ekkor az xy pontbdl inditott Newton
iteracié monoton konvergal x* hoz.



A konvergencia sebességérol



A konvergencia sebességérol

X" = x| < 5 X = xu1f?

2m



A konvergencia sebességérol

X = x| < =— |x" — x¢—1 2

2m
ahol



A konvergencia sebességérol

|x* — x¢| < . Ix* — X1
ahol

|f”(x)‘ <M (x € [a, b])

F()|=m  (x€ab]),



A leallas feltétele
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A leallas feltétele

If(xk)| < e vagy k > itmax.



A leallas feltétele

If(xk)| < e vagy k > itmax.

Erdemes megjegyezni, hogy a Newton-Raphson iteracié egy fixpont
iteracio.
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4. Szelé6 mdodszer

A szel6 médszer egy két pontra tamaszkodé stacionér iteracid. x,
xo kell az elindulashoz.

Fxk-1) (X1 — xk—2) _ F(xk—1)Xk—2 — Xe—1f (xk—2)
f(Xk_]_) — f(Xk_z) f(Xk—l) — f(Xk_Q)

Xk = Xk—1 —

amit gy kapunk, hogy a Newton-Raphson médszerben az f'(xy)
differencialhanyados helyére az

f(xk—1) — f(xk—2)
Xk—1 — Xk—2

f/(Xk,]_) ~

differenciahanyadost irjuk.
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Fixpontiteracié

Matematikai alapok:



Fixpontiteracié

Matematikai alapok:
1. Kontrakcié fogalma f : [a, b| — [a, b] kontrakcid, ha
f(x)—fl<alx—yl  (xy€elabl)

teljesiil valamilyen q € [0, 1] szam esetén. A q szamot a
kontrakcios faktornak nevezziik.



2. Banach-féle fixponttétel Ha f : [a, b] — [a, b] egy kontrakcio
q kontrakcics faktorral, akkor egyértelmiien létezik x* € [a, b] dgy,
hogy x* = f(x*), sét az

x1 € [a, b] tetszbleges
Xk = f(xk—1) (k=2,3,...)

rekurzioval definialt (xx) sorozat konvergens és x; — x*.



3. Lagrange tétele Ha az f : [a, b] — R fiiggvény
e folytonos az [a, b]-n
e differencidlhaté az |a, b| pontjaiban,

akkor létezik olyan & €]a, b[, amellyel

f(b) — f(a) = F(§)(b - a).



4. Elegendg feltétel kontrakciéhoz Ha f : [a, b] — [a, b] olyan,
hogy teljesiti a Lagrange-tétel feltételeit, tovabba létezik olyan
q €]0, 1, amellyel

[f')<a  (x€labl),

akkor f kontrakcié q kontrakciés faktorral.



5. Mértani sor Osszegképlete Ha |q| < 1, akkor

1
Z k
q 717 _q'

k=0



6. A posteriori hibabecslés az el6z6ekb6l mar kénnyen
6sszebarkacsolhato:

Xk — x| <

‘Xk - kall )

ahol az f : [a, b] — [a, b] g-kontrakcic egyértelmiien létez x*
fixpontjat keressiik az

x1 € [a, b] tetsz6leges
Xk = f(xk—1) (k=2,3,...)

iteraciéval.



Erdemes észrevenni, hogy a ¢ — ﬁ (g €]0, 1]) fiiggvény feliilrsl
nem korlatos, s6t
lim —7— = 4o0,
qg—1-01—gq
ami ha g-t figyelmen kiviil hagyjuk, erdsen el tudja rontani a leallasi
feltételt.



Az algoritmus: Az f : [a, b] — [a, b] g-kontrakcio egyértelmiien
létez6 x* fixpontjat keressiik.
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létez6 x* fixpontjat keressiik.
@ A g kontrakcios faktor

f'()|<a  (x€labl)

médon szamolhaté, ha f differencialhaté |a, b[-n és létezik
ilyen q €]0, 1] szam.



Az algoritmus: Az f : [a, b] — [a, b] g-kontrakcio egyértelmiien
létez6 x* fixpontjat keressiik.
@ A g kontrakcios faktor

f'()|<a  (x€labl)

médon szamolhaté, ha f differencialhaté |a, b[-n és létezik
ilyen q €]0, 1] szam.
e Az iteracio
x1 € [a, b] tetszbleges
Xk = f(kal) (k:2,3,)

médon van definidlva.



Az algoritmus: Az f : [a, b] — [a, b] g-kontrakcio egyértelmiien
létez6 x* fixpontjat keressiik.
@ A g kontrakcios faktor

f'()|<a  (x€labl)

médon szamolhaté, ha f differencialhaté |a, b[-n és létezik
ilyen q €]0, 1] szam.
e Az iteracio
x1 € [a, b] tetszbleges
Xk = f(kal) (k:2,3,)

médon van definidlva.
o A leédllasi feltételt az

Xt — X < [xh — X1

1-1
egyenlétlenség adja.



Matlab programok
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function

x=(a+b)/2;
hiba=(b-a)f2:

it=1;

while (hibar»epsilon)

end
end

fx=eval () :
if fr==
return;
end
u=x;
x=a;
fa=eval () ;
if fa*fz<0
b=u;
else
a=u;
end
x=(a+b) /2;
hiba=hiba/2;
bl s By T B

[X,it]=IntFell (f,a,b,epsilon)




Hivéas: Példiul az f : [0,1] — R f(x) = 3x3 — 12x + 4 fiiggvény
eseteén.

a=0

b=1

f="3xx"3-12xx+4
epsilon=0.0001

[x, it] =IntFell(f,a,b,epsilon)

Eredmény: x = 0.3434,
it=14.
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function [x, it] = intfel(f, a, b,
X = ar
fa = eval (f):
x = (ath)/2:
fx = eval(f):
pk = (b-a)/2;
T = 1#
while pk>p && fx~=0
if f£x*fa<0
b = =®;
else
a = X;
end
X = a;

fa = eval(f):

x = (ath)/2:
fx = eval(f):
pk = pk/2;

it = it+l;
end

end

r)




Hivéas: Példiul az f : [0,1] — R f(x) = 3x3 — 12x + 4 fiiggvény
eseteén.

f="3xx"3-12%x+4'
a=0

b=1

p=0.0001

[x, it] =intfel(f.a,b,p)

Eredmény: x = 0.3434,
it=14.



Newton-Raphson maédszer
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function [X,it]=NewtonRaphson(f,fl,x,epsilon)

fx=eval (f);

hikba=abs (fx):

it=1;

while (hiba>epsilon)
flx=ewval (f1) ;
®x=x-Ix/fi1x;
fx=ewval (f):
it=it+1;
hiba=abs (fx) ;

end

end




Hivas:

f="x"3-100’

f1="3xx"2’

x=5

epsilon=0.0001

[x, it] =Newton-Raphson(f,f1,x,epsilon)

Eredmény: x = 4.6416,
it=6.

(joh)
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Fixpontiteracié
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function [x,it]=Fixpontit (g, X,d,ep=silon)

u=x;
x=eval (g},
F=q/ (1-q}:
it=1;
while (E*abs (u—x) >epsilon)
u=x;
¥=eval(g):
it=it+1l;
end
end




Hivas:

g="0.5xcos(x-1)’
x=0.5

qg=0.5

epsilon=0.0001

[x, it] =Fixpontit(f,x,q)

Eredmény: x = 0.4175,
it=10.

(ez is jo!)



KOSZONOM A FIGYELMET!



