Numerikus Mddszerek



9. Gyakorlat

Numerikus integralas
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Beosztas
Legyen [a, b] egy intervallum. A

B = {Xl,Xg, c. ,Xn+1}
halmazt az [a, b] intervallum egy beosztasanak nevezziik, ha

a=xi <X2<--~<Xn+1:b.



Beosztas
Legyen [a, b] egy intervallum. A

B = {Xl,Xg, c. 7Xn+1}
halmazt az [a, b] intervallum egy beosztasanak nevezziik, ha
a=x3<xp<--- <Xn+1:b.

Az x1, X2, ..., Xp+1 szamokat osztépontoknak nevezziik. Az
osztépontok az [a, b] intervallumot

h = [X17X2]a h = [X25X3]a cee aln = [Xn,XnJrl]

részintervallumokra bontjak.



Beosztas
Legyen [a, b] egy intervallum. A
B={xi,x2,...,Xnt1}
halmazt az [a, b] intervallum egy beosztasanak nevezziik, ha
a=x1<xp<-:-<Xpp1=b.

Az x1, X2, ..., Xp+1 szamokat osztépontoknak nevezziik. Az
osztépontok az [a, b] intervallumot

h = [X17X2]a h = [X25X3]a cee aln = [Xn,XnJrl]

részintervallumokra bontjak.

Tehat az osztépontok szama egyel tobb, mint a részintervallumok
szama. (Szokas az osztépontokat 0-t6l kezdve indexelni, ebben az
esetben az utolsé osztépont x, és n szamu részintervallumunk van.
A Matlab azonban a vektorok indexeléséz 1-gyel kezdi, igy mi is
ehhez igazodunk.)



Ekvidisztans beosztas



Ekvidisztans beosztas

Az [a, b] intervallum egy B beosztasat ekvidisztans beosztasnak
nevezziik, ha az osztépontok altal meghatarozott részintervallumok
azonos hosszasaguak.



Ekvidisztans beosztas tulajdonsagai



Ekvidisztans beosztas tulajdonsagai

Ha B az [a, b] intervallum egy ekvidisztans beosztasa n+ 1
osztéponttal, akkor



Ekvidisztans beosztas tulajdonsagai

Ha B az [a, b] intervallum egy ekvidisztans beosztasa n+ 1
osztéponttal, akkor

_ b-a anbcks
@ h= =2 alépéskoz,



Ekvidisztans beosztas tulajdonsagai

Ha B az [a, b] intervallum egy ekvidisztans beosztasa n+ 1
osztéponttal, akkor

e h= % a lépéskdz,
@ X =Xxk_1+h (k:2,3,...,n—|—1)



Ekvidisztans beosztas tulajdonsagai

Ha B az [a, b] intervallum egy ekvidisztans beosztasa n+ 1
osztéponttal, akkor

e h= % a lépéskdz,
@ X =Xxk_1+h (k:2,3,...,n—|—1)
o xy=a+(k—1)h (k=2,3,...,n+1)



Ekvidisztans beosztas tulajdonsagai

Ha B az [a, b] intervallum egy ekvidisztans beosztasa n+ 1
osztéponttal, akkor

e h= % a lépéskdz,
@ X =Xxk_1+h (k:2,3,...,n—|—1)
o xy=a+(k—1)h (k=2,3,...,n+1)

o lgyx; =aeés Xpt1 = b.
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Ismétlés

A beosztast végzé Matlab fiiggvény:
z = linspace(a, b, n).

Az [a, b] intervallum egy ekvidisztans beosztasat adja ugy, hogy az
osztépontok szama n, igy a kapott részintervallumok szama n — 1.
Hatasa azonos a

z=a:(b—a)/(n—1):b

parancs hatasaval. A z=linspace(a,b) esetén n értéke
automatikusan 100.



A téglalap mddszer



A téglalap mddszer

Egyszerii téglalap médszer:

::'. /abf(x)dxz(b_a)f(azb)




Osszetett téglalap médszer



Osszetett téglalap médszer

Az ekvidisztans beosztas minden részintervallumara alkalmazzuk az
egyszer(i téglalap moédszert.
Az Osszetett téglalap formula matematikai képlete:

b n+1 Xi—1 + Xi
f(x)dx ~ h fl — .
IRCEEDCS =

Az Gsszetett téglalap formulat megvalésité Matlab fiiggvény:



Osszetett téglalap médszer

Az ekvidisztans beosztas minden részintervallumara alkalmazzuk az
egyszer(i téglalap moédszert.
Az Osszetett téglalap formula matematikai képlete:

b n+1 Xi—1 + Xi
f(x)dx ~ h fl — .
IRCEEDCS =

Az Gsszetett téglalap formulat megvalésité Matlab fiiggvény:

function I=0=sszTeglalapInt (h, v)
= I=h*sum(y):

i pJ

= end




Input: h= lépéskoz,

257). |

Output: Az integralkdzelité érték.



Feladat
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Feladat

Hatarozzuk meg az

1 2
/ e “dx
0

integralkozelits értékét dsszetett téglalap formulaval.
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Motivacié

Az x — e X fliggvény primitiv fiiggvénye nem elemi fiiggvény,
agyhogy ha kivancsiak vagyunk az integralkdzelits értékére, nincs
mas valasztasunk, mint az, hogy numerikusan integraljunk.



Megoldas
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Megoldas

Hivas: 10 részintervallum esetén (n=10)

h=0.1
u=0.05:0.1:1
y=exp(-u."2)
|=0sszTeglalaplint(h,y)




Megoldas

Hivas: 10 részintervallum esetén (n=10)

h=0.1
u=0.05:0.1:1
y=exp(-u."2)
|=0sszTeglalaplint(h,y)

Eredmény: n = 10 esetén 0.7471,
n = 100 esetén 0.7468, ami mar elég pontos.



A Newton-Cotes kvadratarak



A Newton-Cotes kvadratarak

Isac Newton (1642-1727)
Roger Cotes (1682-1716)



Egyszerii formula és Gsszetett formula:



Egyszerii formula és Gsszetett formula:

Egyszerii formula:

n+ 1 alappontra Lagrange-féle interpolaciés polinomot illesztiink,
majd az eredeti integrandus helyett az interpolaciés polinomot
integraljuk.



Egyszerii formula és Gsszetett formula:

Egyszerii formula:

n+ 1 alappontra Lagrange-féle interpolaciés polinomot illesztiink,
majd az eredeti integrandus helyett az interpolaciés polinomot
integraljuk.

Osszetett formula:

Ekvidisztans beosztast alkalmazunk, a kapott beosztas megfelel
részintervallumaira alkalmazzuk az egyszerii formulat, majd
Osszegezziik.



A trapéz és a Simpson formula



A trapéz és a Simpson formula

Trapéz formula:

2 alappontot alkalmazunk, a két alappontra egyenest illesztiink, igy
kapjuk az egyszer( trapéz formulat. Az egyszerii trapéz formulabél
kénnyen szarmaztathat6 az Gsszetett trapéz formula.



A trapéz és a Simpson formula

Trapéz formula:

2 alappontot alkalmazunk, a két alappontra egyenest illesztiink, igy
kapjuk az egyszer( trapéz formulat. Az egyszerii trapéz formulabél
kénnyen szarmaztathat6 az Gsszetett trapéz formula.

Simpson formula:

Ha 3 alappontra parabolat illesztiink, akkor az egyszer(i Simpson
formulat kapjuk. Az egyszerii Simpson formulabdl szarmaztatjuk az
Osszetett Simpson formulat. Tehat az Gsszetett Simpson formula
esetén a részintervallumok szama péros.



Az egyszerii trapéz formula



Az egyszerii trapéz formula

Mivel ismerjiik a trapéz teriiletképletét,

T:g(ajtc)

igy integralnunk sem kell. Az egyszer(i trapéz formulat:

T(f,a,b) =

b—a

(f(a) + (b))



Osszetett trapéz formula



Osszetett trapéz formula

A részintervallumok szadma: n, az osztépontok szama: n+ 1.




NS> NI NI

k=2 k=2
n+1
> (F(u—1) + F(xi)) =
k=2
(

(f(X1) +2) (%) + Fxne1)

k=2

) |




n+1 n+1

Ta(fra,0) = 3 T(F o1, x) = > 5 (Fa1) + F(x) =

k=2 k=2

+
*Z Xk 1 —|-ka))
k=2

I\)B‘

I\J\:~

((FGa) + F(2)) + (F0) + F(3)) + -+ + (F(xn) + F(xa41))) =

(f(xl) +2 Z f () + f(x,,*l)> :

N =

k=2

Igy kapjuk, hogy

Tn(f,a,b) = g <f(><1) + 22": f(xk) + f(Xn+1)>

k=2



Matlab fiiggvény az Gsszetett trapéz formulara



Matlab fiiggvény az Gsszetett trapéz formulara

1 function I=0D=szTrapInt (x, ¥)
Flde n=1length (x)

& n=n-1;

= h=x(2)-=x(1):

S 2=0;

6 — for i=2:1:n

T s=z+y (i) :

B — end

9= I=s(h/2)* (v (1)+2*s+v(n+l) ) ;
1= end




Matlab fiiggvény az Gsszetett trapéz formulara

1 function I=0D=szTrapInt (x, ¥)

Flde n=1length (x) ;

& n=n-1;

= h==({2}-x{1):

S 2=0;

6 — for i=2:1:n

o e s=z+y{i):

B — end

9= I=s(h/2)* (v (1)+2*s+v(n+l) ) ;
1= end
Input: x = [x1,x2,...,Xpt1], ¥y = [f(x1),- .-, F(Xnt1)]-

Output: | az integral kdzelité értéke dsszetett trapéz formulaval.



Feladat
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Feladat

Osszetett trapéz formula alkalmazasaval hatarozzuk meg az

b 2
/ e dx
a

integral kozelité értéekét.



Megoldas
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Megoldas

Hivas: 10 részintervallum esetén (n=10)

x=linspace(0,1,11)
y=exp(-x."2)
|=0sszTraplnt(x,y)




Megoldas

Hivas: 10 részintervallum esetén (n=10)

x=linspace(0,1,11)
y=exp(-x."2)
|=0sszTraplnt(x,y)

Eredmény: n = 10 esetén 0.7462,
n = 100 esetén 0.7468.



Az egyszeri(i Simpson formula



Az egyszeri(i Simpson formula

Thomas Simpson (1710-1761) angol matematikus, Cotes
eredményét publikalta.



Az egyszeri(i Simpson formula

Thomas Simpson (1710-1761) angol matematikus, Cotes
eredményét publikalta.
Az alappontok és fliggvényértékek:

X0 ‘ X0+ h ‘ Xo + 2h
ol n | »
P3(x) = yoh(x) + y1h(x) + y2h(x)

xo+2h h
% Kk Porh / P3(x) = 3 (Yo +4y1+y2).
X(




Gyakorlasképpen nem art felirni az /1, h, /3 polinomokat:

(x — (x0 + h)) (x — (x0 + 2h))

"= o= (o + 1) (o — (o +2)
e ot M) (x— o+ 20)
h(x) = (x — x0) (x = (x0 + 2h))

— —% (x — x0) (x — (x0 + 2h))

(x = x0) (x = (x0 + h))
(Xo +2h — Xo)) (Xo +2h — (Xo + h))

:Tiﬂ(x—xo)(x—(XO‘Fh))

h(x) =

(0 +h—x0)) (0 + h— (x0 +2h))



Integralunk...
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... hosszas szamolas utan kapjuk, hogy



... hosszas szamolas utan kapjuk, hogy

h
S(f,x0,x0+ h,xo +2h) = g()/o+4}/1 +y2).



... hosszas szamolas utan kapjuk, hogy

h
S(f,x0,x0 + h,xo +2h) = 5(yo+4y1 +y2).

Amibdl mar kdnnyen kijon az dsszetett Simpson formula.



Az Osszetett Simpson formula



Az Osszetett Simpson formula

Ekvidisztans beosztast alkalmazunk paros sok részintervallummal,
majd 3 alappontonként parabolat illesztiink.

S
—
p—




21

Sn(f a,b) =" S(f.xa+2ix+2ix+2i) =
i=0

(1 +4y2+y3)+ (s +4va+ys)+- 4 (Vn-1+4Yn+ Ynt1)) =

4ZYk+2ZYk+Yn+1

sz th

w| > w\:-



21

Sn(f a,b) =" S(f.xa+2ix+2ix+2i) =
i=0

(1 +4y2+y3)+ (s +4va+ys)+- 4 (Vn-1+4Yn+ Ynt1)) =

w| > w\:-

n n—1
+4ZYk+2ZYk+Yn+1
k=2 k=3
k Ps k Pt
A k Ps illetve a k Pt azt jelenti, hogy az dsszegzés paros illetve

paratlan indexekre vonatkozik. Tehat

n—1
h
5n(f7a,b)=§ y1+42)/k+22)/k+}/n+1
e KPr



Az Osszetett Simpson Szabalyt alkalmazé Matlab
fliggvény



Az Osszetett Simpson Szabalyt alkalmazé Matlab

fliggvény
1 function I=0s=sz5impInt (X, v)
ill= n=length (X) ;
=H= n=n-1;
4 — h=x({2)-x(1):
] o =s=0;
= for i=2:2:n
i = s=s+y (1) :
g - end
B t=0;
i — for i=3:2:n-1
it 55 el t=t4+v{i);
12 = end
a le e I=(h/3)* (y (1) +4*s+2*t+y (n+l) ) ;
14 — end




Feladat
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Feladat

Szamoljuk ki az

1 2
/ e “dx
0

integral értékét n = 100 részintervallum esetén (osztépontok
szama:101).



Megoldas
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Megoldas

Hivas: 100 részintervallum esetén (n=100)

x=linspace(0,1,101)
y=exp(-x."2)
|=0sszSimplnt(x,y)

Eredmény: n = 10 esetén 0.7468
n = 100 esetén 0.7468.



Feladat
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Feladat

Szamoljuk ki az

/07r sin(x)dx

integral értékét.



Feladat

Szamoljuk ki az

/07r sin(x)dx

/07T sin(x)dx = [— COS(X):| e (—cos(n) + cos(0)) = 1+1 = 2.

x=0

integral értékét.

Ez az integral remek alkalmat ad arra, hogy a tanult két médszert
osszehasonlitsuk.



Irjunk Matlab fiiggvényt, amely n = 2, 4,8, 10,20, 100 értékek

esetén kiszamolja a
s
/ sin(x)dx
0

integral értékét osszetett trapéz formulaval és Gsszetett Simpson
formulaval, majd n értékét, illetve a kapott értékeket elhelyezi egy
matrixban.



Wwom =] & A d= s ka2

[y
L=}

Eunctiun A=ConmpTrapSimp ()

A=zeros (&6,3):

A{:,1)=[2:;4:;8;10;20;100];

far i=1:1:6
¥x=linspace(0,pi,A(i,1)+1);
v=zin(x):
A{i,2)=0ss5zTrapInt (X, v):
Afi,3)=0gszS5inpInt (X,V):

end

end




>» A=CompTrapSimp ()

o =

. 0000
. 0000
. 0000
10.0000
20.0000
100.0000

b R

o e e e

2708
8561
.9742
. 5835
.59559
. 5598

[ ST L% T % T % R % %}

.0944
00486
L0003
L0001
. 0000
L0000




Hibaképletek Osszetett trapéz és Osszetett
Simpson formula esetén

A priori hibabecslés:

b 3
Mg(b—a)
f — T, (f,a, < —,
/a (x)dx (f,a b)‘ 1372

ahol M, = sup{‘f”(X)HX € [a, b]}_



Hibaképletek Osszetett trapéz és Osszetett
Simpson formula esetén

A priori hibabecslés:

b 3
Mg(b — a)
f — Ta(f,a, < —,
/a (X)dX ( a b)‘ 1272

aholnb::sup{‘ﬂxxﬂ‘xe;p,m}_

b Ma(b — a)®
/f@&-ggﬂg‘%wﬂ7

ahol M, = sup{}f(“)(x)Hx € [a, b]}.



A posteriori hibabecslés



A posteriori hibabecslés

b
/ - 7—2n
a

S ‘T2n_ Tn’



A posteriori hibabecslés

S ‘T2n_ Tn’

b
/ - 7—2n
a
b
/ *52n

< |52n - 5n|




Feladat
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Feladat

/12 In(x)dx = [xln(x) - x] : = 2In(2) — 1 = 0.3863.



Feladat

2 x=2
/ In(x)dx = [xln(x) — X:| =2In(2) — 1 =0.3863.
1 x=1
Ez az integral remek alkalmat teremt az a priori és az a posteriori
hibabecslés elvégzésére. (Onalls feladat és egyben remek Zh
feladat.)



Feladat
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Feladat

w értékét kozelitjiik az alabbi integral segitségével:

x=1

1
4
/ Sdx =4 [arctan(x)] = .
0 1 + X x=0




A megoldast adé Matlab fiiggvény



A megoldast adé Matlab fiiggvény

LA = s R

hf'.:mctic:n I=Pikozelites (n)
x=linspace (0,1,n+l};
y—={1+x."2) .~ {-1)*4;
I=0s=z5impInt (X, v) -

end




Hivas és eredmények



Hivas és eredmények

Hivas: n részintervallum esetén

format long
|=Pikozlelites(10)
pi




Hivas és eredmények

Hivas: n részintervallum esetén

format long
|=Pikozlelites(10)
pi

Eredmény: A 7 értéke: 3.141 592 653 589 793...

n = 10 esetén 3.141 592 6|13 939 215 azaz 7 jegyre pontos.

n = 20 esetén 3.141 592 65|2 969 785 azaz 8 jegyre pontos.

n = 100 esetén 3.141 592 653 589 7|53 azaz 13 jegyre pontos.



Feladat
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Feladat

A statisztikaban a 68-95-99.7 szabaly mondja meg, hogyha az
adatok m varhaté értékii és o2 szérasnégyzetii normalis eloszlasbol
szarmaznak, akkor az adatok 68%-a 95%-a, illetve 99.7%-a esik az
m varhat6 érték 1o, 20, 30 sugara kdrnyezetébe. Ezeket az
értékeket most numerikusan kiszamoljuk.



Feladat

A statisztikaban a 68-95-99.7 szabaly mondja meg, hogyha az
adatok m varhaté értékii és o2 szérasnégyzetii normalis eloszlasbol
szarmaznak, akkor az adatok 68%-a 95%-a, illetve 99.7%-a esik az
m varhat6 érték 1o, 20, 30 sugara kdrnyezetébe. Ezeket az
értékeket most numerikusan kiszamoljuk.

Tehat & ~ N(m,0?) és a

Py =P(m— ko <& < m+ ko) (k=1,2,3)

értékét keressiik.



Standardizalassal kapjuk, hogy

P(m—ka<£<m+ka):]}”(—k<€_m<k>,
g

ahol n = 5_7"’ ~ N(0,1) (standard normalis eloszlasu valésziniségi
valtozé), tovabba

P(—k < n < k) = d(k)—d(—k) eFdx  (k=1,2,3).

.

Ez utébbi integral numerikus kozelitése a feladat.



Megoldas
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Megoldas

ElGszor rajzoltassuk ki a képernyére a

N

1 2
@(X):Ee 2 (x €R)

fliggvényt, ami a standard normalis eloszlas siriiségfliggvénye amit
Gauss-féle haranggorbének szokas nevezni.



Megoldas

ElGszor rajzoltassuk ki a képernyére a

N

L %  (xeR)

p(x) = Ee

fliggvényt, ami a standard normalis eloszlas siriiségfliggvénye amit
Gauss-féle haranggorbének szokas nevezni.

I:E'.mctic:n phi=GaussHarang()

o x=linspace (-3, 3):

v=(1/sqgrt (2*pi) ) *exp((-1/2)*x."2);
= phi=plot (X, ¥} :

= end

L1 o La R
|




Hivas:

format short
phi=GaussHarang()




Hivas:

format short
phi=GaussHarang()

Eredmény:

0.4

0.35 /

0.3 /




Matlab fiiggveny

o



Matlab fiiggvény

[T =R e RS B - T R LT I o T

[ T I =
oo e W R O

function p=5zigmaSzabaly (n)
p=zeros(3,1);

xl=linspace (0,1,n+l):
x2=linspace(1,2,n+l});
x3=lin=space (2,3, n+l);

phi=@ (x) (1/sgrt(2*pi))*exp((-1/2)*=x.
v1=phi (x1} ;

v2=phi (x2) ;

yv3=phi (x3) ;

a=0szz5inpInt (x1,y1):
b=0g=z85impInt (x2,v2)
c=0ssz5impInt (X3, v3)
pf{ly=2*%a;

p(2)=pil) +2*b;

p(3)=p(2) +2*c;

end

~2):




Hivas és eredmények



Hivas és eredmények

Hivas:

format long
P=SzigmaSzabaly(20)




Hivas és eredmények

Hivas:

format long
P=SzigmaSzabaly(20)

Eredmény: El8szor ismertetjiik a Wikipedia-n talalhaté eredményt:
0.682 689 492 190 859
0.954 499 736 091 643
0.997 300 203 927 876



Hivas és eredmények

Hivas:

format long
P=SzigmaSzabaly(20)

Eredmény: El8szor ismertetjiik a Wikipedia-n talalhaté eredményt:
0.682 689 492 190 859
0.954 499 736 091 643
0.997 300 203 927 876
Az altalunk szamolt eredmény n = 20 esetén:
0.682 889 525...
0.954 499 728...
0.997 300 198...



Hivas és eredmények

Hivas:

format long
P=SzigmaSzabaly(20)

Eredmény: El8szor ismertetjiik a Wikipedia-n talalhaté eredményt:
0.682 689 492 190 859
0.954 499 736 091 643
0.997 300 203 927 876
Az altalunk szamolt eredmény n = 20 esetén:
0.682 889 525...
0.954 499 728...
0.997 300 198...
n = 100 esetén:
0.682 689 492...
0.954 499 736. ..
0.997 300 203....



Léteznek még mas kvadratara csaladok, példaul a Gauss
kvadratarak.



Léteznek még mas kvadratara csaladok, példaul a Gauss
kvadratirak.

A numerikus integralas nagyon Gtletes médszere a Monte-Carlo
modszer, amely tébb dimenzidban is alkalmazhaté, kénnyen
programozhaté. Véletlen szamokat alkalmaz az integral
kozelitésére.



Erdemes utananézni a beépitett Matlab fiiggvényeknek.



KOSZONOM A FIGYELMET!



