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1. fejezet

Gyakorlatok

1.1. Numerikus integralas

1.1.1. A gyakorlat célja

Az fab f(z)dx hatérozott integral numerikus kozelitése.

1.1.2. Fogalmak
Legyen [a, b] egy intervallum. A

B =A{z1,29,...,Tp+1}
halmazt az |a,b] intervallum egy beosztasanak nevezziik, ha

a=21 <Xy < -+ <Tpyp =b.

Az xy, T, ..., Tnyy szamokat osztépontoknak nevezziik. Az osztépontok az |a, b| intervallumot
L=z, 2], L=l,m3], ... L= [vn,Tny1]

részintervallumokra bontjak. Tehat az osztopontok szama egyel t6bb, mint a részintervallumok
szama. (Szokas az osztopontokat 0-t6l kezdve indexelni, ebben az esetben az utolsé osztépont
T, és n szamu részintervallumunk van. A Matlab azonban a vektorok indexeléséz 1-gyel kezdi,
igy mi is ehhez igazodunk.)

Az [a,b] intervallum egy B beosztasat ekvidisztans beosztasnak nevezziik, ha az osztépon-
tok altal meghatarozott részintervallumok azonos hossziisaguak.
Ha B az [a,b] intervallum egy ekvidisztans beosztasa n + 1 osztéponttal, akkor
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e h= b_T“ a lépéskoz,
e 1y =xp_1+h (k=2,3,...,n+1)
e z.=a+(k—1)h (k=2,3,...,n+1)
o [gyz1 =a és x4 =D.
Ismétlés: A beosztast végzé Matlab fiiggvény:

z = linspace(a, b,n).

Az [a, b] intervallum egy ekvidisztans beosztasat adja tgy, hogy az osztépontok szama n, igy a
kapott részintervallumok szama n — 1. Hatdsa azonos a

z=a:(b—a)/(n—1):0b

parancs hatasaval. A z=linspace(a,b) esetén n értéke automatikusan 100.

1.1.3. Téglalap moédszer

Egyszeri téglalap moédszer:

/abf(:r)d:vz(b—a)f(a;b).

Osszetett téglalap modszer:

Az ekvidisztans beosztas minden részintervalluméra alkalmazzuk az egyszert téglalap mod-
szert.

Az Osszetett téglalap formula matematikai képlete:

n+1
/bf(x)dx R~ hZf (331@%—1-%) .
a k=2

Az Osszetett téglalap formulat megval6sité Matlab fiiggvény:



function I=0s=szTeglalapInt (h, v)
= I=h*sum({vy) ;

LRI o I ]

= end

Input: h= 1épéskoz,

. 1+ X2 $n+.’ll'n+1
() ().

Output: Az integralkozelits érték.

Feladat: Hatarozzuk meg az

! 2
/ e ¥ dx
0

integralkozelits értékét Osszetett téglalap formulaval.

Mo: Motivdcié: az x — e~ fiiggvény primitiv fiiggvénye nem elemi fiiggvény, tugyhogy ha
kivancsiak vagyunk az integralkézelité értékére, nincs mas valasztasunk, mint az, hogy nume-
rikusan integraljunk.

Hivas: 10 részintervallum esetén (n=10)

h=0.1

u=0.05:0.1:1
y=exp(-u."2)
I[=0sszTeglalapInt(h,y)

Eredmény: n = 10 esetén 0.7471,
n = 100 esetén 0.7468, ami mar elég pontos.

1.1.4. A Newton-Cotes kvadraturak

Isac Newton (1642-1727)
Roger Cotes (1682-1716)

Egyszert formula: n + 1 alappontra Lagrange-féle interpolaciés polinomot illesztiink, majd
az eredeti integrandus helyett az interpolacios polinomot integraljuk.

Osszetett formula: Ekvidisztans beosztast alkalmazunk, a kapott beosztds megfelel6 részin-
tervallumaira alkalmazzuk az egyszerd formulat, majd Osszegezziik.



2 alappontot alkalmazunk, a két alappontra egyenest illesztiink, igy kapjuk az egyszeri trapéz
formulat. Az egyszerd trapéz formulabol konnyen szarmaztathato az Gsszetett trapéz formula.

Ha 3 alappontra parabolat illesztiink, akkor az egyszerd Simpson formulat kapjuk. Az
egyszerd Simpson formulabdl szarmaztatjuk az Osszetett Simpson formulat. Tehat az Gssze-
tettSimpson formula esetén a részintervallumok szama paros.

Az egyszerd trapéz formula Mivel ismerjiik a trapéz teriiletképletét,

T:%(a—i—c)

igy integralnunk sem kell. Az egyszertd trapéz formulat:

p T(f,0.b) = —— (f(a) + f())

n+1 n+1

To(fa,b) = > T(foanor,an) = ) St (floer) + flan) =
k=2 k=2

1

3
+

(]

(f(zr-1) + f(zp)) =

>
Il
N

—~
—~

fQxn) + f(w2)) + (F(22) + f(2)) + -+ (f(2n) + f(2nn1))) =

OS> NS o>

/-~

Fl) +2> ) fla) + f@n*l)) :

k=2



fgy kapjuk, hogy

T.(f.0.0) = (fm) +2) flan) + f<:vn+1>>

k=2

Matlab fiiggvény az O6sszetett trapéz formulara

1 function I=0sszTraplInt {x, v)
Al n=length (X) :
2= n=n-1;
= h=x({2)-x(1):
== 3=0;
6 — for i=2:1:n
o g=a+y (i) :
EBi= end
g — I=(h/2)* (v(1)+2*3+v(n+l));
AR = end
Input: = = [21,29,.. ., Znp1), y = [f(21), .-+, f(@ng1)]-

Output: [ az integral kozelit§ értéke Osszetett trapéz formuléval.

Feladat : Osszetett trapéz formula alkalmazasaval hatarozzuk meg az

b 2
/ e " dx
a

integral kozelité értékét.
Hivas: 10 részintervallum esetén (n=10)

x=linspace(0,1,11)

y:eXp(—X B 2)
[=0sszTraplnt(x,y)

Eredmény: n = 10 esetén 0.7462,
n = 100 esetén 0.7468.

Az egyszerd Simpson formula:
Thomas Simpson (1710-1761) angol matematikus, Cotes eredményét publikélta.



Az alappontok és fiiggvényértékek:

Zo ‘ i + h ‘ o + 2h
Yo ‘ Y1 ‘ Y2
P3(x) = yoli () + y1l2(7) + yals(x)

oy zo+2h h
% K2k Psy(x) = g(yo+4yl +y2).
T

Az egyszerii Simpson formula levezetése: (Kihagyhato, bar rutinfeladat.)
Gyakorlasképpen nem art felirni az ly, l, I3 polinomokat:

(x — (xo + h)) (x — (zo +2h)) 1

Ii(z) = (0 — (20 1)) (0 — (20 + 2) =572 (x — (xo+ h)) (x — (xo + 2h))
B (x — x0) (x — (2o + 2h)) 1
) = T —m0) (o + h—(wo £ 20) — 2 @0 (= (@0 F2h))
ls(z) = (v = 7o) (@ = (@0 + 1)) L o= 20 (@ — (20 + 1)

(2o + 2h — 20)) (1o + 2h — (zo + h)) 22
A helyettesitéses integralas képletét alkalmazva kapjuk, hogy
h

xo+2h
/ (z — (20 + h)) (z — (x0+2h))dx:/ w(u — h)du =
x0 —h

régi hatarok x : xo — xo + 2h

ij hatarok w =z — (zro+h) : —h — h

r=u+(xo+h)

d—leédx:du

du

h 3 2h u=h 2h3
- 2 _ub)du = | & - _ v
/_h(u uh)du [3 5 =3

/z:OHh (x — x0) (x — (w0 + 2h)) da = /:h w(u — 2h)du =

régi hatarok x : xo — xo + 2h
ij hatarok u =x — xy : 0 = 2h

Tr=1u-+ Ty
d
—le = dxr =du
du i
2h 3 27 u=2h
2hu 4
— 2 Quh)du = | = — = —h
/0 (u uh)du 3 2| 3



/’”°+2h (x — 20) (z — (xo + h)) dz = /Qhu(u — h)du =

x0 0

régi hatarok x : xq — xo + 2h
iij hatarok u =x — xo : 0 — 2h

Tr=u-+xg
d
@ _ 1 = der=du
du
u=2h
= /Zh(u2 — uh)du = u_3 — h_uz = —2h3.
0 3 2 Juso 3

Igy kapjuk, hogy

zo+2h 1 243 1 4 1 2R3

h
=3 (yo +4y1 + y2)

azaz

h
S (f,xo0, o + h,xo + 2h) :g(yo+4y1+y2)-

Az 6sszetett Simpson formula FEkvidisztans beosztast alkalmazunk paros sok részinterval-
lummal, majd 3 alappontonként parabolat illesztiink.

%—1
Sn(faa'ab):Zs(fawl+2l7$2+217I3+22>:

1=0

(g1 +4y2 +ys) + (ys +4ys +ys) + -+ (Un-1 + 4Yn + Ynt1)) =

Wl wl=

n n—1

YA U2 Y+ Yn
k=2 k=3
k Ps k Pt



A k Ps illetve a k Pt azt jelenti, hogy az dsszegzés paros illetve paratlan indexekre vonatkozik.
Tehat

h n n—1
Su(f,0,0) = 5 YA Uk 2D Uk Ung
£ Ps £

Ezek utéan méar kénnyti megirni az Osszetett Simpson Szabalyt alkalmazé Matlab fiiggvényt. (n
a részintervallumok szama.)

function I=0=s=zzS5impInt (X, V)
o n=length (x} ;
= n=n-1;
- h==x(2)-x(1);
==0;
= for i=2:2:n
= s=s+v (i)
- end
= t=0;
for i=3:2:n-1
t=t+y{i):
end
I=(h/3)* (v(1)+4*=42*c4+y(n+l) ) ;
end

wom =l oo e L k)
|

[ e e e
oW R PO
| I I B |

Feladat: Szamoljuk ki az

1 2
/ e dx
0

integral értékét n = 100 részintervallum esetén (osztopontok szama:101).
Hivas: 100 részintervallum esetén (n=100)

x=linspace(0,1,101)

y=exp (—X. B 2)
[=0sszSimplInt(x,y)

Eredmény: n = 10 esetén 0.7468
n = 100 esetén 0.7468.

Feladat: Szamoljuk ki az

/0 " sin(x)dz



integral értékét.

/07r sin(r)dr = {— coS(x)] o = (—cos(m) + cos(0)) =1+ 1 = 2.

=0
Ez az integral remek alkalmat ad arra, hogy a tanult két médszert ésszehasonlitsuk. Irjunk
Matlab fiiggvényt, amely n = 2, 4,8, 10,20, 100 értékek esetén kiszamolja a

/0 " sin(x)dz

integral értékét Osszetett trapéz formulaval és Osszetett Simpson formulaval, majd n értékét,
illetve a kapott értékeket elhelyezi egy matrixban.

1 Eunctiun A=CompIrapSimn ()

e o A=zeros (&, 3):

3= Af{:,1)=[2;4;8;10;20;100];

i for i=1:1:&

i x=linspace(0,pi,A(i,1)+1):
e — y=a2in (X} ;

= A{i,2)=0sszTrapInt (x,vy) -

B k= Ali,3)=0ssz5inpInt (X, V) :
9= end

Lk = end

>» A=CompTrapSimp ()
A:
2.0000 1.5708 2.0944
4.,0000 1.88681 2.0046
8.0000 1.9742 2.0003
10.0000 1.5835 2.0001
20.0000 1.9854%9 2.0000
100.0000 1.55598 2.0000

Hibaképletek Gsszetett trapéz és Gsszetett Simpson formula esetén:
A priori hibabecslés
Mg(b —a)?

Co12n2

/f Ydz — T, (f,a,b)| <
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ahol My = sup{|f”(a:)|‘a: € |a, b]}

b My(b— a)’
[ foas = s, (n) < MG
ahol My = sup { |fW(z)||z € [a,b]}.
A posteriori hibabecslés
/b Ty| < |To — T3
o
/ —Son| < |S9n — Sy

Feladat: , s
/ In(z)dx = {m In(z) — x} =2In(2) — 1 = 0.3863.
1

r=1
Ez az integral remek alkalmat teremt az a priori és az a posteriori hibabecslés elvégzésére.
(Onallé feladat és egyben remek Zh feladat.)

Feladat 7 értékét kozelitjiik az alabbi integral segitségével:

r=1

!
/ de =4 larctan(x)} = .
0 1 —+ I‘Q

=0

If'.;m::tir:nn I=Pikozelites (n)
= ¥=linzspace (0,1, n4l);
y—={1l+=x."2) . {-1)*4;

- I=0s=zS5impInt (X, ¥) ;

LA W L R
|

= end

Hivas: n részintervallum esetén

format long
I=Pikozlelites(10)
pI

Eredmény: A w értéke: 3.141 592 653 589 793 ...

n = 10 esetén 3.141 592 6|13 939 215 azaz 7 jegyre pontos.

n = 20 esetén 3.141 592 65|2 969 785 azaz 8 jegyre pontos.

n = 100 esetén 3.141 592 653 589 7|53 azaz 13 jegyre pontos.
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Feladat: A statisztikiaban a 68-95-99.7 szabaly mondja meg, hogyha az adatok m varhaté
értékii és o? szérasnégyzetii normalis eloszlasbél szarmaznak, akkor az adatok 68%-a 95%-a,
illetve 99.7%-a esik az m varhaté érték 1o, 20, 30 sugarti kornyezetébe. Ezeket az értékeket

most numerikusan kiszamoljuk.
Tehat & ~ N (m,0?) és a

P, =P(m—Fko <& <m+ko) (k=1,2,3)

értékét keressiik. Standardizalassal kapjuk, hogy

P(m—ka<§<m+k0):P<—k<5_m<k>,
o

ahol n = _E—Um ~ N(0,1) (standard normalis eloszlast valoszintiségi valtozo), tovabba
P(—k B) = 0(k) — (k) = —— [ Fd k
J— < < — — — = e 2 X = ]_, 2, 3 .
( < k) =0k) - (k) = = /k ( )

Ez utobbi integral numerikus kézelitése a feladat.

Mo: Elbszor rajzoltassuk ki a képernyére a

ez (x € R)

fiiggvényt, ami a standard normalis eloszlas striiségtiiggvénye amit Gauss-féle haranggorbének
szokas nevezni.

1 I:E;mctir::n phi=GaussHarang ()
Al x=linspace (-3, 3)
= v=(1/sqrt (2*pi) ) *exp ((-1/2)*=x."2);
4 — phi=plot (%, ¥} :
] e end
Hivas:

format short
phi=GaussHarang()

Eredmény:



Szigma Szabaly

1 function p=SzigmaSzabaly (n)
' ) p=zeros(3,1):
3= x1=1linspace (0,1, n+l1);
i — xZ2=linspace (1,2, n+l};
Ll x3=linspace (2,3,n+l);
& — phi=@ (x) (1/sgrt(2%*pi))*exp((-1/2)*x."2);
e v1l=phi (x1} ;
g - yv2=phi (x2) ;
B o y3=phi (x3)
Lk = a=0gsz8inpInt (x1,v1);
p 2 G b=0zsz5inpInt (x2,v2):
12 = c=0ssz8inpInt (x3,v3):
& b pll)y=2*%a;
14 — pl2)=p{l)+2*b;
15 - | p(3)=p(2)+2*c;]
s - end
Hivas:

format long
P=SzigmaSzabaly(20)

Eredmény: Elbszor ismertetjiik a Wikipedia-n taldlhato eredményt:
0.682 689 492 190 859
0.954 499 736 091 643
0.997 300 203 927 876
Az altalunk szamolt eredmény n = 20 esetén:
0.682 889 525. ..
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0.954 499 728...
0.997 300 198...
n = 100 esetén
0.682 689 492. ..
0.954 499 736. ..
0.997 300 203....

Léteznek még mas kvadratira csaladok, példaul a Gauss kvadratirak.

A numerikus integralas nagyon oOtletes modszere a Monte-Carlo modszer, amely tobb di-
menzioban is alkalmazhat6, konnyen programozhatd. Véletlen szamokat alkalmaz az integral
kozelitésére.

Erdemes utananézni a
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1.2. Nemlinearis egyenletek numerikus megoldasa

Kétféle modszert alkalmazunk:

1.

Zérushelykeresés F(z) = 0,

2. Fixpontiteracios G(z) = .

Egy f fiiggvényt vizsgalunk. A problémat természetétdl fliggGen visszavezetjiik zéruskere-
sésre, vagy fixpontiteraciora. Az F vagy G fiiggvényeket az f fliggvénybdl sajat magunknak
kell megkonstrualnunk. Persze erre nézve vannak régi, jol bevalt receptek.

Feladatok: A fenti médszerek valamelyikével oldjuk meg az alabbi egyenleteket:

1.

f(z) = 323 — 122 + 4 zérushelyének a megkeresése (v € [4,5]). Javasolt médszer az

intervallumfelezés, fixpontiteracié g(x) = %.

f(x) = x® — 100 zérushelyének a megkeresése (xz € [4,5]). Javasolt médszer a Newton-
Raphson.

In(z) = 1 egyenlet megolddsa, tehét f(x) = In(z) — 1 = 0, azaz zérushelykeresés (z €
[1,2]). Javasolt médszer a Newton-Raphson.

g(z) = § cos(z — 1) fixpontjanak a meghatérozasa.

Hova kosstik a kecskét?

1.2.1. Zérushelykeresés

1. Intervallumfelezés

2. Harmoédszer

3. Newton modszer

4. Szel6 modszer

A Matlab fiiggvény megirasianak a moédja: Két lehetdségiink van:

1. Univerzalis fiiggvény irunk, amelynek paraméterei kozott fiiggvénynév szerepel.

2. Olyan fiiggvényt irunk, amely céliranyosan az adott feladatot oldja meg.
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A magam részérél a masodik utat javaslom, ugyanis a Matlab nyelv hasznalata a szamunkra in-
kabb segédeszkoz, mint cél. Ennek ellenére - leginkabb lustasagbdl - a kidolgozott feladatokban
univerzalis fiiggvényeket irtam.

Azok szamadra, akik kivancsiak az (1)-ben leirtak Matlab-beli megvalositasara, bemutatom
az EV AL és a FEV AL parancsok hasznéalatét.

Az EV AL Matlab fiiggvény hasznalata:

1l function y=EKiszamoll (£}
e a=3;
i b=5:
= y=eval (f):
= [ end
Hivas:

y=Kiszamoll('a"2 + 17)

Eredmény: y = 10
Hivas:

y=Kiszamol1("b"2 + 1)

Eredmény: y = 26

Az FEV AL Matlab fiiggvény hasznalata:

1 function ywKiszamol2 (£, a)
2 - y=feval (f, a):
== Eﬂdl

Hivas:

f=Q(x) x"2+1
a—=3
y=Kiszamol2(f,a)

Eredmény: y = 10



1.2.2. Iteracidk

Egy pontra tamaszkodé stacionér iteracio:

r1 =a

Tk :T(xk,l) k':2,3,

Két pontra tamaszkodé stacionér iteracio:

r1 =a
To = b
Tk = T((Ek_l, (Ek_g) k= 3,4, ce

Feladat: Irjunk fiiggvényt, amely kiszamolja a Fibonacci-sorozat 100-dik elemét.

Fibonacci-sorozat:

ili'l:l
132:].
Ty = Tp—1 + Tk—2 (]{3:374,)

Leonardo Pisano (1170-1250)

1 function vV=Fibol (n)
A a=1;

o= b=1:

[ s if (=1 || n=—=2)
5= v=1;

e return;

i end

Bii= for k=3:1:n

9 - v=a+b;

1= a=b;

1 e b=y;

A end

13i1= IE:'u:i
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Feladat: Irjunk fiiggvényt, amely kiirja a képernydre a Fibonacci-sorozat elsé n elemét.

function v=Fibol (n)

= v=ones(1,n);

= for i=3:1:n
¥i{l,i})=w(1,i-1}+¥(1,1i-2);
- end

L= T T B Sy U
|

o end

1.2.3. 1. Intervallumfelezés

Matematikai alapok

Bolzano-Darboux tétel: Ha az f : [a,b] — R folytonos fiiggvény és az y € R olyanok, hogy
fla) <y < f(b)  vagy  f(b) <y < f(a)

akkor létezik olyan x € [a,b], amelyre f(x) =y.

Egy [ : [a,b] — R fiiggvény zérushelyét keressiik. A zérushelyet x* moédon jeloljiik, azaz
flz) =0.

ABRA

Az algoritmus: Az elindulas feltétele, hogy az f filiggvény az intervallum végpontjaiban el-
lentétes elGjelii értékeket vegyen fel, azaz f(a)f(b) < 0.
Az algoritmus [ay, by] intervallumok sorozatat allitja els, ugy hogy

e [a1,b1] = [a,b].
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o Az [ay,by] intervallumot az [ax_1, by—1] intervallumbdl tgy éllitjuk els, hogy azt az

ap—1 + bp—1

Trp—1 = B
felezéponttal két részintervallumra bontjuk, ezek egyike lesz az |ay, by] intervallum.

e Minden [ay, by] intervallum megérzi az |ay, by intervallumnak azt a tulajdonsagat, hogy az
f fiiggvény az intervallum végpontjaiban ellentétes elGjelii értéket vesz fel, azaz f(a) f(br) <

0.
A k-adik lépés:

3 eset van:
o f(zr_1) =0, akkor megtalaltuk a zérushelyet.
o f(ag—1)f(zr_1) <0, akkor

Qp = Af—1

bk =Tk
o f(zx)f(bx) <0, akkor

A - — Tp—1

bk = bk:—l

Leallas: Ha az x* zérushelyet elére adott e-nal jobban kozelitjiik.
Hibabecslés: [ay, by] intervallumok sorozatat allitjuk el6. x*, xy € [ag, bg], igy
b—a

2 Y

|z* — x| <

mivel az x*-nak az intervallum felez6pontjatol mért tavolsagat figyeljiik.

1.2.4. 2. Harmodszer

Most is intervallumok egy |ay, by sorozatét definialjuk tigy, hogy
e [ay,b1] = [a,b].

o Az [ay,by] intervallumot az [ay_1,by_1] intervallumbdl tgy allitjuk el6, hogy azt egy xy_1
osztoponttal két részintervallumra bontjuk, ezek egyike lesz az |ay, by| intervallum.
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e Minden [ay, bg] intervallum megérzi az [ay, by ] intervallumnak azt a tulajdonsagat, hogy az
f fiiggvény az intervallum végpontjaiban ellentétes elGjelii értéket vesz fel, azaz f(ay) f(by) <
0.

Az xp_1 osztopontot a

Py (kal, f(akq)) ) Qr—1 (bkq, f(bkfl))

pontokon atmend szel6 metszi ki az x tengelybdl.
A k-adik lépés:
Iranyvektor: (by_1 — ax—1, f(bk—1) — f(ar-1))
Normalvektor: (f(ay_1) — f(bg—1),bx—1 —ar_1) = (A, B)
A hiir egyenlete: Ax + By = Az + By (Py = (ag—1, f(ax—1)) = (x0, Y0)
(flap—1) = f(bg—1)) & + (br—1 — ar—1) y = (f(ar—1) = f(br=1)) ax—1 + (br—1 — ar—1) f(ar—1)-
y = 0, akkor

Ty = (flag—1) — f(bg—1)) ag—1 + (bg—1 — agx—1) f(ag—1) _ bi—1f(ak—1) — ag—1f(br—1)
B Flar—r) — f () fla—y) = flbeor)

Geometriai megfontolasok alapjan konnyti latni, hogy az xp_, osztopont az |ak—_1,bx—1] inter-
vallumot a z intervallum végpontjaiban felvett fiiggvényértékek abszoliitértékeinek az aranyéa-
ban osztja, ezért az osztépont ahhoz a végponthoz lesz kézelebb, amelyikben a az f fiiggvény
értékének az abszoliit értéke kisebb. Ezért ugy tiinik, hogy a hirmédszer jobb, mint az inter-
vallumfelezéses modszer.

Ekkor 3 eset van

e f(zr_1) =0, akkor megtalaltuk a zérushelyet.

o f(ag_1)f(zr_1) <0, akkor

Qp - — Ak—1

bk = Tk—1
o f(xr—1)f(br—1) <0, akkor

Qp - — Tk—1

bk = bk,1

Leallds: Ha az |ax,by] intervallum hossza elére adott e-nal kisebbé vélik, vagy az iterdciok
szdama egy elére megadott itmax értéket tullép. (Persze, ha megtaldltuk a zérushelyet, akkor is
leallunk.)
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1.2.5. 3. Newton-Raphson moédszer

Isac Newton (1642-1727)
Joseph Raphson (16487-17157)

Otlet: (k-adik 1épés) xp_1 mar elég kozel van az x*-hoz. ekkor az xj-t az f fiiggvény x_q-beli
érintGje metszi ki az x tengelybdl.

Az érinté egyenlete: y = f'(xp_1)(x — xx_1) + f(T_1)

y = 0, akkor

o=y — JE1)

f'(k-1)
Mas modon is el lehet jutni ehhez az iteraciohoz:

Elséfoktii Taylor polinom:

N (Tr-1)
T )
Tp = Tk—1 — f’((xxl;_jl))

Elegendd feltétel a konvergenciara Legyen f : [a,b] — R kétszer folytonosan differenciél-
hato fiiggvény tgy, hogy

f@)#0,  f'@)#0  (z€la,b])

tovabba létezik x* €|a, b| ugy, hogy f(z* = 0. Legyen xy € [a,b] olyan, hogy f(x¢)f"(x¢) > 0.
Ekkor az xy pontbdl inditott Newton iteracié monoton konvergal x* hoz.

A konvergencia sebességérdl Irjuk fel az f fiiggvény elsérendid Taylor polinomjat.

— F) — / . "€, . 2
0= f(a") = f(zr—1) + fl(xr_1)(@" —2p1) + 5 (" —211)7,
ahol & x* és xy, kozott van. EbbdI rendezéssel kapjuk, hogy
/(€ 2
*— < ———|x" —xp_1|”. k=1,2,...
=l < g b el )
Ha tehat
(z)

‘f/l
!

| <M (z € [a, b))
|f'(z)] = m

(z € [a,0]),

VoA
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akkor

A leallas feltétele:
|f(zp)| < e vagy k > itmax.

Erdemes megjegyezni, hogy a Newton-Raphson iteracié egy fixpont iteréacio.

1.2.6. 4. Szel6 modszer

Két pontra tamaszkodo stacionér iteracié. zi, xo kell az elindulashoz.

f@e)(@e1 —2r2)  flTr—1)p—2 — Tp_1f(Tp_2)

flzr-1) = fzr—2) B flzr-1) — fzr—2)
amit ugy kapunk, hogy a Newton-Raphson médszerben az f'(xy) differencialhdnyados helyére

v flxr—1) = f(or—2)

Tp—1 — T—2

Tp = Tg—1 —

f(wp) =

differenciahanyadost irjuk.

1.2.7. Fixpontiteracid

Matematikai alapok:
1. Kontrakci6 fogalma f : [a,b] — [a,b] kontrakcio, ha
|f(@) = fWl<dz—yl  (z.y€la,b])
teljesiil valamilyen q € [0, 1] szam esetén. A q szamot a kontrakciés faktornak nevezziik.

2. Banach-féle fixponttétel Ha f : [a,b] — [a,b] egy kontrakci6 q kontrakciés faktorral,
akkor egyértelmien létezik ©* € [a,b] gy, hogy =* = f(x*), s6t az

xy € [a,b] tetszoleges
Tk :f(wk—l) (l{}:2,3,)

rekurziéval definialt (xy) sorozat konvergens és xj, — x*.
3. Lagrange tétele Ha az f : [a,b] — R fiiggvény

e folytonos az [a,b]-n
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e differencialhaté az |a,b| pontjaiban,

akkor létezik olyan & €]a,b[, amellyel
f() = fla) = f(E)(b—a).

4. Elegendd feltétel ahhoz, hogy egy fiiggvény kontraktiv legyen Ha f : [a,b] — [a,b]
olyan, hogy teljesiti a Lagrange-tétel feltételeit, tovabbé létezik olyan q €)0, 1], amellyel

[f(@)l<q (= €a,b]),
akkor f kontrakcié q kontrakcios faktorral.
5. Mértani sor 6sszegképlete Ha |q| < 1, akkor
- 1
S
k=0 q

6. A posteriori hibabecslés az el6z6ekbdél mar kénnyen osszebarkacsolhatoé:

|z, — 2% < Tk — Tp-1],

q
L—q
ahol az [ : [a,b] — [a,b] g-kontrakci6 egyértelmiien létez6 x* fixpontjat keressiik az

x1 € [a,b] tetszoleges
Tk :f(l’k_l) (kZZQ,S,)

iteracioval.

Erdemes észrevenni, hogy a ¢ — %q (q €]0,1]) fiiggvény feliilr6l nem korlatos, s6t

ami ha ¢-t figyelmen kiviil hagyjuk, erésen el tudja rontani a leallasi feltételt.
Az algoritmus: Az f: [a,b] — [a,b] g-kontrakcié egyértelmiien létezs x* fixpontjat keressiik.

e A g kontrakciés faktor
If'(@) <q  (z€lab])

modon szamolhato6, ha f differencialhato |a, bl-n és létezik ilyen q €]0, 1] szdm.



e Az iteracié
xy € [a,b] tetszbleges

T = f(:Bk_l) (k = 2, 3, .. )

modon van definidlva.

o A leallasi feltételt az

T — 2% < |z — Tp—1

1—1
egyenlétlenség adja.

1.2.8. Matlab programok

Intervallumfelezés:
1 function [x,it]=IntFell(f,a,b,epsilon)
Pl x={a+b)/2:
3= hiba=(b-a)/2;
4 - it=1:
e while (hiba>»ep=silon)
[T fx=eval (£);
i = if £fx—0
Bl return;
L= end
1 lpes u=x;
1 e X=a;
B fa=eval (£}
3= if fa*fx<0
14 — b=u;
I5di= el=e
16— a=u;
1 e end
1A — x=(a+bh)/2;
ARG hiba=hiba/2;
2= it=it+l;
AR end
Pl end

Hivas: Példaul az f:[0,1] = R f(z) = 323 — 122 + 4 fiiggvény esetén.
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a=0

b—1

f="3%x" 3-12%x+4
epsilon=0.0001

[x,it] =IntFell(f,a,b,epsilon)

Eredmény: x = 0.3434,

it=14.
1 function [x, it] = intfel (f, a, b, p)
Pl X = ar
il fa = eval(f):
4 — x = (ath)/2;
o (o fx = ewal (f);
6 - pk = (b-a)/f2:
= = 1z
g2 - while pk>p && f£x~=0
9 - if fx*fa<0
it = b = x;
T = else
12— a = X;
T3 = end
14 = X = ar
TG = fa = ewval (f);
16 — x = (ath)/f2:
Al fx = eval (L)
1B = pk = pk/2;
19 — it = it+l:;
20 — end
rali| end

Hivas: Példaul az f : [0,1] = R f(z) = 323 — 12z + 4 fiiggvény esetén.
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f="3xx"3-12xx+4’
a=0

b—1

p=0.0001

[x,it] =intfel(f,a,b,p)

Eredmény: x = 0.3434,
it=14.

Newton-Raphson:

1 function [x,it]=NewtonRaphszson(f,fl,=x,ep=silon)
AL fx=ewval (f):
Fii= hiba=abs (fx) ;
i - 1t=1;
o while (hiba»ep=silon)
Tf= flz=ewval (fl) ;
= x=x-fx/flx:
B = fx=eval (f);
B ic=it+l;
1= hiba=abs (fx) ;
dale = end
12 — end
Hivas:
f=x"3-100°
f1="3xx"2’
x=5

epsilon=0.0001
[z, it] =Newton-Raphson(f,fl,x,epsilon)

Eredmény: r = 4.6416,
it=>6.

Fixpontiteracio:
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1 function [®,it]=Fixpontiti{g,=x,d,ep=silon)
Fll = U=x;
X e x=eval {g):
a4 = K=q/ (1-q}:
= [= it=1;
I = while (K*abs (u—-x)>epsilon)
i v U=x:
B:i= x=eval (g)
9 - it=it+l;
T == end
Bk end
Hivas:

g="0.5%cos(x-1)’

x=0.5

q=0.5

epsilon=0.0001

[z, it] =Fixpontit(f,x,q)

Eredmény: v = 0.4175,
it=10.
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