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1. fejezet - Bevezetes

A haldzati folyamok témakdrben olyan optimalizalasi feladatokkal foglalkozunk, amelyek grafok ill. halézatok
segitségével is megfogalmazhatok, ebb6l kovetkezéleg grafelméleti eszkozokkel is  kezelhetok.
Bevezetésképpen tekintsiik az alabbi egyszerii szallitasi feladatot. Harom termel6tél (T) akarunk elszallitani
bizonyos arut négy fogyasztohoz (F). Valamilyen oknal fogva a T1 — Fy, T> — Fo, T3 — Fy viszonylatokban
nem lehet széllitani. A termeldktdl a fogyasztokhoz rendre 30, 50, 40 teherautonyi elszallitandé mennyiségii arut
kell elszallitani. A fogyasztok igénye rendre 40, 20, 50, 30 teherautonyi mennyiségti aru. A fenti adatokat a
termelok kinalatdnak ill. a fogyasztok keresletének szoktuk nevezni. Az alabbi tdblazat mutatja, hogy a termel6k
telephelye ¢és a megrendeldhelyek kozott egy teherautonyi mennyiségii arut mekkora koltséggel szallithatunk el.

A tiltott viszonylatokat a tablazatban [1-” jellel jeloltiik.
O Fy Fy

T] 5] 4 - i
8- 133
6 15 71 -

Feladatunk a kovetkez6:

Adjuk meg azt a szallitasi tervet, amelynél az aruk a termeldktol a fogyasztokhoz torténd elszallitasa a legkisebb
koltséggel valosul meg!

A feladat matematikai megfogalmazasat az alabbiakban adjuk meg. A matematikai megfogalmazashoz harom
dolgot kell meghataroznunk, ezek a kovetkezOk: dontési valtozé megallapitasa, a dontési valtozok lehetséges
értékeit meghatarozo feltételek felirasa, végiil annak a fiiggvénynek a felirasa, amelynek értéke szerint dontiink a
lehetséges megoldasok koziil (ezt a fiiggvényt célfiiggvénynek nevezzik).

1. Do6ntési valtozé megallapitasa:

Legyen a dontési valtozd az, hogy az egyes telephelyekrdl az egyes megrendel6helyekre mennyi teherautonyi

arumennyiséget széllitunk. Jeloljik ezeket az ij kétindexes valtozokkal, amely a T: termel6tél az £
fogyasztohoz szallitott mennyiséget mutatja. A dontési valtozokat az alabbi tablazatba foglalhatjuk.

P F  Fy F

Ty |y |72 | - | T

Ty | o - Taz | Tag

Ty | xay Iyz | I3z -

2. Feltételek meghatarozasa:

Természetes feltétel, hogy az dsszes dontési valtozé nemnegativ. El6szor a kinalati feltételeket hatarozzuk meg.
Az egyes termel6ktdl elszallitandd mennyiséget az egyes sorokban 1éve dontési valtozok Osszege adja,
amelynek egyenlonek kell lenni a termeldk kinalataval. A keresleti feltételek meghatarozasanal figyelembe kell
venni, hogy a termelék Osszkinalata kisebb, mint a fogyasztok dsszkereslete (120 < 140), igy a fogyasztok nem
mindegyikének az igényét lehet teljes mértékben kielégiteni. Az egyes fogyasztokhoz szallitandd mennyiséget
az egyes oszlopokban 1évé dontési valtozok Osszege adja, amely kisebbnek vagy egyenlonek kell lenni a
fogyasztok keresletével.

3. Célfiiggvény meghatarozasa:

Tegytlik fel, hogy a szallitasi koltség linearisan valtozik a szallitand6 mennyiséggel. Jelolje ©ii a szallitasi
egységkoltséget a Ti termelétl az i fogyasztohoz, ekkor a Ti termel6tdl az ¥ fogyasztohoz az ij
mennyiségii aru szallitasi koltsége ©ii¥ii. Itt vettiik figyelembe a linearitasi feltételezést. A szallitds 6sszkoltsége
pedig az egyes viszonylatok szallitasi koltségének az 0sszege.

A probléma matematikai modellje tehat a kovetkezd:




Bevezetés

T11. T12. T14. T3], T23. T4, T31. 32,033 = 0
i1 + w2 w14 = 30
121 + wog + ey = 00
w31 + w30 +xaz = 40

w11 + @y +rgy =40
rig +xye = 20
roy + gy = 20
g +xeq =30

Dry1 + daye + Tryy + Bxey + dwgsy + 3xay + By + dg0 + Trzz — min

A termeldket, a fogyasztokat egy-egy [Iponttal”, az egyes termelok és fogyasztok kozotti szallitasi kapcsolatot
pedig egy-egy nyillal reprezentalhatjuk a sikon. Ezt mutatja az alabbi abra.

A fenti alakzatot grafnak, pontosabban irdnyitott grdfnak nevezziik. Amennyiben a kapcsolatokra rairjuk a
szallitasi egységkoltségeket, akkor hdlozatot kapunk. A fentebb felirt szallitasi feladat egy linearis programozasi
feladat, igy a linearis programozas ismert modszereinek barmelyikével megoldhatd. Viszont azt is tudjuk, hogy
ez egy rendkiviil specialis szerkezet(i linearis programozasi feladat, mivel az egyiitthatomatrixa csupan 0 és 1
értékeket tartalmaz és ezeket is megfeleld szabalyossaggal. A szallitasi feladat tehat specialis szerkezeténél
fogva grafok segitségével is reprezentalhato.

Természetesen a grafok korében nem csupan optimalizalassal kapcsolatos kérdéseket tehetiink fel, hanem
kombinatorikai jelleglieket is. Szoros értelemben a grafelmélet a kombinatorikai kérdések megvalaszolasaval
foglalkozik. A grafelmélet viszonylag fiatal része a matematikanak. Sziiletését a konigsbergi hidak
problémajanak felvetddésétél szamitjak. Ennek torténete a XVIII. szazad 30-as éveire nyulik vissza. A
Szentpétervarhoz kozeli Konigsberg varosat a Pregel nevii folyd atszeli és az akkori idében hét hid ivelte at,
amelyet az alabbi abra szemléltet.
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Bevezetés

A varos polgarai szivesen sétalgattak a folyd partjan és a hidakon, probaltak olyan sétakat is tenni, amelynek
alkalmaval minden hidon pontosan egyszer haladnak at. Soha nem tudtak azonban ilyen sétautat talalni. Ez
idében a svajci szarmazast matematikus, Leonard EULER (1707-1783) a szentpétervari akadémian dolgozott és
Konigsberg polgarai hozza fordultak problémajuk megoldasaban. Euler a problémara valaszt is adott az 1736-
ban megjelent dolgozataban [3]. A matematikai szakirodalomban ezt a miivet tekintjiik az els6é grafelméleti
munkanak és ezzel megsziiletett egy Uj matematikai diszciplina, a grdfelmélet. Euler a fenti abrat
leegyszerlsitve rajzolta le papirra. A két folyopartot (A, B) és a két szigetet (C, D) egy-egy ponttal, ezeket
0sszekotd hidakat (a, b, c, d, e, f, g) egy-egy vonallal szemléltette, amelyet az alabbi dbra mutat. Egy graf
abrajan a graf pontjait kis karikaval szokds jeldlni, de szokasos a korrel vald jelolés is (a korbe irva a pont
megnevezEését), ez utdbbi abrazolast a fejezet elején talalhatd digraf.

A

B

Euler a grafban definidlta a grdf~vonalat, amely a graf Osszes élének egy olyan egymasra kapcsolddo sorozata,
amelyben a graf élei nem ismétlddnek. Ha a sorozat els6 élének kezdGpontja megegyezik a sorozat utolsé élének
végpontjaval, akkor zdrt grdf-vonalrol, egyébként pedig nyitott graf-vonalrol beszélink. Késébb a
grafelméletben a graf-vonalat Euler-vonalnak, az olyan grafot, amelynek van Euler-vonala Euler-grdfnak
nevezték el. Euler a fent emlitett dolgozataban a ,konigsbergi hidak problémajaként” ismertté valt
problémafelvetésre valaszt is adott. Miel6tt azonban a valaszt megfogalmazzuk, az Euler-vonal mellett még két
fontos fogalomra van sziikségiink. Egy graf akkor dsszefiiggd, ha barmely két pontjat Gt koti dssze, azaz élek
sorozataval el tudunk jutni minden pontbdl minden pontba. A graf pontjaihoz fokszamot rendelhetiink. Egy adott
grafpont fokszdma vagy roviden foka alatt a grafponthoz illeszkedd élek darabszamat értjiik.
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Bevezetés

EULER tétel:

1. Ha egy graf osszefiiggo és a graf minden pontjanak fokszama paros, akkor létezik a grdfnak zart Euler-
vonala.

2. Ha egy graf dsszefiiggo és a graf két pontjanak fokszama paratlan, a t6bbi pont fokszama paros, akkor létezik
a grdfnak nyitott Euler-vonala.

A masodik allitas az els6bdl kdnnyen adodik, hiszen ha egy graf dsszefiiggs és a graf két pontjdnak fokszama
paratlan, akkor kossiik 0ssze a két paratlan fokszamu pontot egy 1) éllel. Ekkor a bévitett graf dsszefliggd
marad és minden pontja paros fokszamu, igy az EULER tétel (1) része szerint létezik zart Euler-vonal. Ha most
elhagyjuk az 1j élet a zart Euler-vonalbdl, akkor az eredeti graf egy nyitott Euler-vonalat kapjuk.

Konnyen lathato tehat, hogy a konigsbergi sétat nem véletleniil nem sikeriilt megvalositani a polgaroknak, azt is
latjuk, hogy barhovd megépitve a nyolcadik hidat, mar megvalosithatd a séta. A [konigsbergi hidak
problémaja” ugy is felfoghatd, hogy lerajzolhatjuk-e a graf éleit egyetlen ceruzavondssal, gy hogy a ceruzat
nem emeljiik fel a rajzolds soran és egy élet csak egyszer rajzolunk le. Példaként az alabbi abran lathato
alakzatot rajzoljuk meg a fentickben megfogalmazott egyetlen ceruzavonassal.

Az alakzat grafként is felfoghato, annak ellenére, hogy a pontokat nem jeloltiik be. Az EULER tétel szerint
nyitott Euler-vonal van, igy valamelyik paratlan fokszamu csticspontbol elindulva a masodik paratlan fokszamu
csucspontba megérkezve megrajzolhat6 az abra.

A gorog mondabdl mindenki ismeri Ariadné fonalat, amelynek segitségével sikeriilt kijutnia Thészeusz athéni
kiralyfinak a labirintusbol, miutan a labirintusban legy6zte Minétauroszt, a szornyeteget. A monda szerint
Ariadné Minosz krétai kirdly leanya volt, Mindtaurosz pedig a kiraly félig bika, félig ember alakll szornysziilott
fia volt. Egy labirintust is kezelhetiink graffal a kovetkez6k szerint. A labirintusban az elagazasi pontok és a
zsakutcakat alkoto folyosok végei legyenek a graf pontjai, a folyososzakaszok pedig legyenek a graf élei.

Egy orszag kozut- vagy vasuthaldzata is jellemezhet6 grafokkal. A varosokat ill. a falvakat a graf pontjai, az
0sszekotd utszakaszokat pedig a graf élei reprezentaljak. Nem ilyen egyszerli azonban egy varos ithaldzatanak
graffal vald azonositasa, mivel egyiranyu utak is vannak. Ekkor az utkeresztezédéseknek a graf pontjait, az
utszakaszoknak pedig az iranyukat jelzd un. iranyitott éleknek feleltetjiik meg. Az ilyen grafokat iranyitott
grafoknak nevezzik. A késébbiekben csak iranyitott grafokkal fogunk foglalkozni. Amennyiben egy
utszakaszon mindkét irdnyban lehetséges a forgalom, azt két darab, irannyal ellatott (oda-vissza) éllel fogjuk
jellemezni. Az irdnyok hasznélata valdban kijeloli az uthaloézatban vald haladési lehetoségeket, de azt nem
kezeli, ha egy utkeresztez6désben kanyarodasi tilalmak is vannak. Ennek megvaldsitasat mutatjuk be az
alabbiakban. Tekintsiik az alabbi abran lathato Utkeresztez6dést, amelyben az a és b utszakaszon haladva balra
is és jobbra is kanyarodhatunk, a ¢ és d utszakaszon haladva pedig csak jobbra kanyarodhatunk.




Bevezetés

Az utkeresztez6dés kanyarodasi szabalyat ugy tudjuk figyelembe venni, hogy az ttkeresztez6dést nem egyetlen
grafponttal, hanem nyolc grafponttal abrazoljuk. Ezt mutatja az alabbi abra.

&

¥

Megjegyezzilk, hogy amennyiben az a és b utszakaszokon haladoknak megengedjiik az utkeresztez6désben a
megfordulast, akkor azt a felsd két pontot 0sszekotd jobbra iranyulo ill. az alsd két pontot Osszekoté balra
iranyul6 élek felvételével valosithatjuk meg.

A grafelméletet sok szaktudomany is alkalmazza egyszeriisége és konnyen kezelhetésége miatt. A fentebb latott
példak mellett megemlitjiik, hogy egy tobb tevékenységbdl allo feladat résztevékenységeit €s a koztiik fennalld
logikai, technoldgiai kapcsolatokat is jellemezhetjiik iranyitott graffal. Ugyanigy egy elektromos halozat is egy
iranyitott graf, amely kiilonb6z6 elektromos alkatrészek (ellenallasok, tekercsek, kondenzatorok, fogyasztok,
stb.) 0sszekapcsoldsaval jon 1étre.




Bevezetés

Ezen bevezetd utan a kovetkezd fejezetben a grafokon torténd optimalizalashoz sziikséges alapfogalmakat
sajatitjuk el. Megismerkediink egy nagyon fontos szamolasi eszkdzzel az un. cimkézési technikaval, amely olyan
fontos eszkdz a grafok esetében, mint a pivotdlas a vektorok esetében. Az ezutan kdvetkezd fejezetekben
optimalizalasi modelleket targyalunk. A témakor kicsucsosodasat a hozzarendelési feladat megoldasara 1955-
ben H. W. KUHN [10] amerikai matematikus altal kidolgozott [lmagyar mddszer” jelenti. Végezetiil
megemlitjiik, hogy az elsd dsszefoglalé mii a grafokrol 1936-ban KONIG DENES [9] magyar tudés tolldbol
jelent meg.
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2. fejezet - Grafelmeéleti alapfogalmak
1. 2.1. Digraf fogalma

A digraf fogalmahoz az egyszerlibb matematikai objektum, a graf fogalman keresztiil juthatunk.
Graf fogalma:

Véges sok pont és a pontok kdzotti kapcsolatokat kifejezo élek 6sszességét grafnak nevezziik.
Iranyitott graf fogalma:

Az olyan grafot, amelynek élei iranyitottak iranyitott grafnak nevezziik.

Digraf fogalma:

Az olyan iranyitott grafot, amely sem t6bbszords élt, sem hurokélt nem tartalmaz digrafnak nevezziik.

Az alabbi abran lathaté iranyitott grafokban tobbszords ¢él és hurokél szerepel, igy egyik sem tekinthetd

digrafnak:
ra .
. , U hurokél
o 0

\

tébbszéros €l

Példaként tekintsiik az alabbi abran lathatoé digrafot, a kdvetkezOkben ez lesz a minta digrafunk és ennek
segitségével mutatjuk be a digraffal kapcsolatos fogalmakat:

b

Altaldban a digraf ponthalmazat N-el (Node), élhalmazat A-val (Arc) jeloljik. A digraf jelolésére az [N,A]
szimbolumot hasznaljuk. A pontokat altalaban a természetes szamokkal jeloljik. Az éleket kerek zarojelbe irt
pontparral adjuk meg, az els6 helyen az él kezdOpontja, masodik helyen pedig az él végpontja szerepel.

A fenti példaban szerepl6 digraf ponthalmaza és élhalmaza a kovetkezo:

N ={ry,xro, 75, 14,75}

A= { [:il.'] . il.'z). (:!.'] . il.':;). (:!.‘2. il.';:l. [:il.'z . :I.';-J:l. [:il.':;. :I.'Ejl. (:!.‘;5 . :I.';-)). (:!.‘1 . :I.';-)). (:!.';-J Ly :l}
Egy digrafot tobbféle modon is megadhatunk:
a) Abraval

Ez a megadas a legtermészetesebb, az abra alakja tetszdleges lehet, de ligyeljiink az attekinthetd abrazolasra.
Nem minden graf rajzolhat6 le ugy, hogy élei nem metszik egymast, csak az tn. sikbeli grafokat lehet ilyen
attekintheté modon lerajzolni.




Grafelméleti alapfogalmak

D) az N ponthalmaz és az A élhalmaz tételes felsorolasaval
Ez a megadasi mod fentebb lathato.
C) UHonnan-hova” tablazattal

Egy kétsoros tablazatban oszloponként felsoroljuk a digraf éleit. Az oszlop elsé eleme az ¢l kezddpontjat
(honnan), a masodik elem pedig az ¢l végpontja (hova).

A minta digraf megadasa [JThonnan-hova” tablazattal:
honnan g iy I ra Iy 3 Iy &Iy

hova o) Iy Iy Iy Iy Iy Iy Iy

d) Sszomszédossagi matrix segitségével

A szomszédossagi matrix egy pont-él matrix, amelynek a sorai a digraf pontjait, oszlopai pedig a digraf éleit
jelentik. Szokas ezt a matrixot incidencia matrixnak is nevezni. A matrixot jel6ljik S-el, elemei 1, -1, 0 szdmok
¢és a matrixelemeket az alabbiak szerint értelmezziik:

1 ha a j €l az ¢ pontbal indul ki,
si; =49 —1 ha a j €l az ¢ pontba mutat,
0 egvébkeént.

A minta digraf megadasa ssomszédossagi matrix segitségével:

11 0 0 O 0 0 0
1 0 1 1 -1 0 0 0

) -1 0 0 1 1 0

) 0 -1 0 0 0 1 -1

)0 0 -1 0 -1 -1 1

S = (
(
(
Megjegyzések:

Oszloponként vizsgalva a matrixot, észrevehetjiik, hogy minden oszlopban egyetlen egy 1-es és egyetlen egy (-
1)-es van.

Soronként vizsgalva a matrixot a kdvetkezdket mondhatjuk:

A sorokban az 1-esek szama a sornak megfelelé ponzbdl kifelé mutato élek darabszamat mutatja meg.

A sorokban a (-1)-esek szama a sornak megfeleld pontba befelé mutaté élek darabszamat mutatja meg.

€) Struktiramatrix vagy struktiratablazat segitségével

A struktiramatrix egy pont-pont matrix, amelynek sorai és oszlopai is a digraf pontjait jelentik. Szokas ezt a
matrixot csucsmdtrixnak is nevezni. A matrixot jeloljik C-vel, elemei 1, 0 szamok és a matrixelemeket az
alabbiak szerint értelmezziik:

o 1 ha az i pontbdl a 5 pontba van (i,5) él,
Y 0  egvébként.

A minta digraf megadasa struktaramatrix segitségével:

01 10
0 0 1
c=|0 1 0
0 0 0
0 0 1

=

)

[N —Y

(
(
(
(

\--\--\--\--
=

)

Eszrevehetjiik, hogy a matrix négyzetes, a fé4tlojaban zérus elemek allnak és az 1-esek szama a digraf éleinek a
szdmat mutatja. Soronként és oszloponként vizsgalva a matrixot a kovetkezéket mondhatjuk:
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A sorokban az 1-esek szama a sornak megfeleld pontbol Kifelé mutaté élek darabszamat mutatja meg.
Az oszlopokban az 1-esek szama az oszlopnak megfeleld pontba befelé mutatd élek darabszamat mutatja meg.

A jobb szemléltetés miatt strukruramatrix helyett inkabb struktaratablazattal adjuk meg a digrafot. A sorok és az
oszlopok fejlécében felsoroljuk a digraf pontjait, a digraf éleit pedig ugy jellemezziik, hogy ahol ¢l van a
digrafban ott a tablazat megfeleld cellajat megjeloljiik valamilyen jellel (pl. a * szimbolummal), ahol nincs ¢él ott
iresen hagyjuk a tablazat celldjat. A tablazat sorai az é/ kezddpontjat, az oszlopai pedig az él végpontjat
mutatjak. A minta digraf megadasa strukturatdblazat segitségével:

X1 X2 X3 X4 X3

x * *

X * *
X3 * *
X1 *
X3 *

A strukturatablazat féatlojaban nem lehet * (mivel nincs hurokél), ezért a tablazat féatlojaban egy 45”-0s
egyenest szoktunk rajzolni, ezzel is segitjiik a tablazatban t6rténd konnyebb tajékozdodast.

A digrafokon, majd kés6bb a haldzatokon az elvégzendd miiveleteket mindig strukturatdblazaton valdsitjuk
meg. A matrixos megadast a szamitogépen torténd megadashoz ill. a matematikai kezeléshez szokas hasznalni.

Megjegyzések:

1. Egy grafot egyszeriinek mondunk, ha a graf nem tartalmaz sem tobbszords €élt, sem hurokélt. A digraf tehat
egy egyszerll iranyitott graf.

2. Ha az NV ponthalmazbdl allé digraf minden élt tartalmaz, akkor azt mondjuk, hogy a digraf teljes és roviden
[N]el jeloljiik, éleinek szama: n{n—1),

2. 2.2. Az ut és a vagas fogalma

Az alabbiakban a digrafokon két fontos fogalmat vezetiink be, az ut és a vdgds fogalmat, amelyeket elészor
altalanosan fogalmazunk meg, de majd mindig két kitiintetett ponttal kapcsolatban értelmeziink. Legyen adott az
[N. A] digraf és ket kitiintetett pontja: 5.t € N (s=source (forras), t=target (cél)).

Az ut (s-bdl i-be vezetd ut) fogalma:

Legyen az Tu.T1.w2.23.. ... Tm € N pontsorozat olyan, hogy (#i—1.%:) € A mindeni=1.2..... m esetén.
Ekkor az T0.T1, 72,083,000 Tm pontsorozat altal meghatarozott
{(wo a1 ), (w1 w2), (w2.w) o (2,001 ) (-1 .00 )} élhalmazt az =0 pontbol az tm pontba vezetd

utnak nevezziikk. Az ut tehat nem mas, mint azon élek Osszessége, amelyeken keresztiil az egyik pontbol a
masikba iranyitott éleken eljuthatunk. Az utat matematikailag legegyszeriibben egy pontsorozattal adjuk meg,
de valdjaban az Gt egymasba kapcsolodo élek halmaza. Jeldlésére a

P ={wrg 1,02, 03, .. .. T }

szimbolumot hasznaljuk.

Ha az To.x1.72.23.. ..., € N pontsorozat olyan, hogy az (ri—1.7:) € A mellett xo = s &s =m = t, akkor
ezen pontsorozat altal meghatarozott élhalmazt a két kitlintetett pont k6zotti Gitnak vagy pontosabban s-bd/ ¢-be

vezetd utnak nevezzik.

A minta digrafban legyen s = x3 és & = 4. Az x3-bol az w4-be vezetd Ut (harom ilyen ut is van) a
kovetkezOképpen adhatd meg:

P= {;r.':s . I35, ;r.';} vagy P = {:r.':s. To., Ty } vagy FP = {;r.':;. T9. T, ;r.';} )
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Mint emlitettiik, amikor az utat matematikai formaban irjuk le, akkor a pontjai sorozataval () adjuk meg, de
konkrét esetekben megadhatjuk természetesen mas modon is az utat, mint élhalmazt, az élek felsorolasaval is,
példaul az utolsé utat igy is megadhatjuk:

[:r.‘;;. :r.‘g): I::r.'g. :r.';,): (:r.‘rJ L. :l

Szokasos az utat az alabbi szemléletes modon is jeldlni, ezt fogjuk alkalmazni a példamegoldasok soran:
r3 —» e — x5 — g vagy forditott sorrendben g ¢« x5 ¢ a0 — 9.

A vagas (az s-et a t-t8l elvalasztd vagas) fogalma:

Legyen az N ponthalmaz az S és T diszjunkt, nem iires ponthalmazokra felbontva, azaz S # O T # O,
SNT =, 5UT=N. Azon élek osszességét, amelyek kezdGpontja S-ben, végpontja T-ben van vdgdsnak
nevezziik, melynek jele (S.7), Képletben megfogalmazva az (8.7) vagas:

(S.7T)={li.j)e A:ic ST}

Tehat a vagas is, mint ahogy az 1t is élek halmazat jelenti, az éleket azonban itt nem pontsorozattal, hanem két
ponthalmaz segitségével hatarozzuk meg.

Ha az s-t € N pontok olyanok, hogy s € § és t € T, akkor az (S.T) vagast az s.t pontokat elvdlaszto
vagasnak nevezziik. Ekkor tehat a két kitiintetett pont el van valasztva, szeparalva van egymastol.

A minta digrafban legyen & = {w1,og.a5} ¢ T = {wo. w4} akkor az (5.7 vagas az alabbi:

I:S. T) = {(;171 . ;r.'g:l. [:l-‘:;. ;r.'g). (;r.'r, I )}

Ha a két kitiintetett pont: s = x1 és t = 2, akkor ezt az (5.7) vagast az 1 pontot az 4 ponttdl elvalasztd
vagasnak is mondjuk. Ugyanezt a vagast lehet példaul az =3 pontot az =4 ponttdl elvalasztd vagasnak is nevezni.
Ha elére megadjuk a két kitiintetett pontot, akkor altalaban tobbféle vagas is szdba johet, amely az s és at
pontokat elvalasztja. Ha példaul s = x1 és & = x4, akkor az wi-et az x4-t6l elvalaszté vagasok koziil tobbek
kozott az egyik lehet az S = {s=w1m2} g aT ={ws, x5.t = a4} ponthalmazokkal megadott vagas, ekkor
az(8.7) vagas ¢lhalmazai az alabbiak:

(S, T) = {(:r.‘l .::.';;:l. (23, :rr;). (a2, :r.-;,)}

Ez utobbi vagast szemlélteti az alabbi abra.

A kés6ébbi vizsgalatainkban fontos lesz az alabbi fogalom. Egy vagast iiresnek mondunk, ha az (S.T) éthalmaz
lires, azaz nincs olyan ¢él, amely S ponthalmaz valamelyik pontjabdl indulna és a T ponthalmaz valamelyik
pontjaba érkezne.
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Osszefoglalva tehat az Ut és a vagas is egy-egy élsorozat, amelyet a matematikai leirasokban pontsorozattal ill.
két ponthalmazzal szoktunk megadni.

Mind az utat mind a vagast illusztralhatjuk a struktaratablazatban is. Az ut és a vagas éleit valamilyen modon
-megjeloljik”, ezt a megjelolést az alabbiakban ismertet;jiik.

Ut illusztralasa:

Az Ut éleit bekeretezéssel ([]) szokas jelolni. Ilyenkor ugyan csak az Gt élei vannak feltiintetve, az élek egymasra
kapcsolodasa kozvetleniil nem latszik. A késobbi alkalmazasokban latni fogjuk, hogy ez szamunkra elegendd
informacio az utrol. A minta digrafban az x3 — w2 — x5 — 4 Ot illusztralasa bekeretezéssel:

X1 X2 X3 X4 X3
x * *
X2 *
X3

*
*

Xz

Vagas illusztralasa:

A vagas ¢leit is nagyon egyszeriien szemléltethetjiik, mégpedig a tabldzat bizonyos sorainak €s oszlopainak
lefedésével. Egy-egy szaggatott vonallal lefedjiik a struktiratablazat azon oszlopait, amelyekhez tartozd pontok
az & ponthalmaz elemei és azon sorait, amelyhez tartozo pontok a T ponthalmaz elemei. Ha a
strukturatablazatban egy élhez tartozo cella nincs lefedve, ez azt jelenti, hogy az él kezddpontja S-ben van,
végpontja pedig T-ben van. Tehat a fedetlen helyeken éppen az (8.7) vagas élei vannak. Az olvasé konnyen
ellendrizheti, hogy a kétszer fedett helyeken a (T.5) tipusu élek vannak, azaz olyan élek, amelyek kezd6pontja
a T ponthalmazbol, végpontja pedig az S ponthalmazbol valo. Az egyszer fedett helyeken pedig az (5.5) vagy
alT.7) tipusu élek vannak, azaz vagy S-beli pontbdl indulnak és ott végzédnek, vagy T-beli pontbol indulnak

és ott végzddnek. Nyilvanvald, hogy az iires vagas is szemléltethetd ilyen modon, ekkor a fedetlen helyeken
nincs €l, azaz nincs * jel.

A minta digrafban az (5.7) vagas illusztralasa lefedéssel, ahol 5={?’-'1-?'-'2}, T ={zs.xq.a5} jlI,

(S, T) = {[;171 . :r.':sjl. (xa. ;r.';). (xa. ;r.'r,)}_

x * *

X * *
X3 E %
X4 *
X3 *

Az (S.T) vagasbeli élhalmazok mellett a (T.5)(5.5) ¢s a(T.T) ¢lhalmazok is konnyen kiolvashatok a lefedés
segitségével.

3. 2.3. Az ut és a vagas dualitasa. Cimkézési technika

Az ut és a vagas fogalmak kozott szoros kapcsolat van, amelyet a fontossagara val6 tekintettel tétel formajaban
mondunk ki. A tételt az 0t és a vagas dualitasi tételének vagy a megalkotdjarol MINTY -tételnek nevezziik.

MINTY tétel (Ut és vagas dualitdsi tétele):

Legyen [N A] digrdf és benne az 5.t € N két kitiintetett pont. Az alabbi két allitas koziil egyik és csak egyik
igaz:
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1. van s-bdl t-be vezet?d ut,
2. van az s-et t-#6l elvalaszto iires vagas.

A tételre konstruktiv bizonyitast adunk, amely vagy az utat, vagy az iires vagast adja meg. A bizonyitasnak ezt a
konstruktiv (megoldast is szolgaltatd) modjat a késobbi tételeinkben is hasznaljuk, igy tulajdonképpen a
tételeink bizonyitasa egyben a megoldasi algoritmust is megadja.

Bizonyitas.

Konstrualjuk meg (allitsuk el6) az 5 halmazt a kovetkez6képpen:
* legyen s € 5,

* legyen ¥ € S akkor, ha van olyan = € S pont, hogy (r.y) € A

Ez a két részbdl allo, latszolag bonyolult matematikai megfogalmazas tulajdonképpen azt fejezi ki, hogy az S
halmaz alljon az s pontbdl és az ebbdl a pontbdl uttal elérhetd pontokbol. Az S megkonstrualasa utdn két
egymast kizard esetet kiilonboztethetiink meg.

1. Hat € 5, akkor S konstrukciojat figyelembe véve van ut s-b6l ¢-be.

2. Hat £ 5 akkor jeloljiik T-vel az tttal el nem érheté pontok halmazat, azaz T = NV VS Mivel SNT =0,
igy az (8.7) egy vagas és ez az s-t at-t6l elvalasztja. Az S konstrukcidja miatt az igy megalkotott (5.7)
vagas tres.

A bizonyitasban szerepld S halmaz meghatarozasara szolgalo eljarast cimkézési technikanak nevezik, amelyet a
kovetkez6 alfejezetben ismertetiink.

Az ut és vagas dualitasi tétele és a cimkézési technika FORD L.R. Jr. [4] és MINTY G.J. [11] munkéiban
szerepel elGszor.

4. 2.4. Cimkézési technika

A cimkézési technika tulajdonképpen nem mads, mint azon pontok szisztematikus felkutatdsa, amelyek az S
kitlintetett pontbol éleken elérheték. A pontok felkutatdsa soran valamilyen modon megjeldljiik azokat a
pontokat, amelyekhez mar elérkeztiink. Ezért célszerli a pontokhoz egy rekeszt rendelni. Ha egy ponthoz
eljutottunk, akkor a pont rekeszébe valamilyen jelet irunk. Ez a jel szintén célszeriiségi okokbdl a pontok
azonosito cime (cimkéje) legyen. Az S halmazt, azaz az s pontbdl elérhetd pontok halmazat ezek utan a
kovetkezd, programozasra is alkalmas eljarassal épitjiik fel:

Kivalasztunk egy i pontot, amelyrdl tudjuk, hogy az S halmazba tartozik. Indulaskor ez csak az s pont lehet.
Az olyan eddig még nem vizsgalt pontoknak a rekeszébe, amelyekhez az @i pontbol vezet él, beirjuk az i pont
cimét (cimkéziink). Ezek a pontok most mar az S-hez tartoznak. Az igy nyert pontokat sorra véve folytatjuk az
eljarast. Hogy az ismétlodést elkeriiljiik, jeldlniink kell azt, ha egy pontot mar megvizsgaltunk a tovabbhaladas
szempontjabol. Ezt a cimke eldjelezésével oldjuk meg. Ha egy pontba eljutunk, akkor "negativ" cimkével latjuk
el és ha ebbdl a pontbdl tovabbmentiink, ahova csak lehetett, akkor a cimkét pozitivra valtoztatjuk at. A 0.
1épésben (indulaskor) az s pont rekeszébe a [] —s” cimkét tessziik. Osszefoglalva tehat a cimkézési technika egy
kozbiils6 1€épése abbdl all, hogy:

Tekintiink egy negativ cimkézett pontot (a pont mar meg van cimkézve, de cimkéje negativ). Ennek a pontnak
negativ cimével cimkéziink minden olyan iires rekeszii pontot, amelyek ebbdl a negativ cimkézett pontbol éllel
kozvetleniil elérhetck, majd utana (vagy akkor is, ha nem taldltunk ilyen pontokat) a negativ cimkézett pont
cimkéjét pozitivra valtjuk.

A cimkézésbdl kiolvashatd, hogy ha egy pont rendelkezik cimkével (akar pozitiv akar negativ cimkével), akkor
ez a pont s-bdl elérhetd éleken. Ha a pont cimkéje negativ, akkor még nem kiséreltik meg a pontbdl a
tovabbhaladast, ha viszont a pont cimkéje pozitiv, akkor mar megkiséreltiik a pontbdl a tovabbhaladast.
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Ha eljupttunk a ¢ ponthoz (t € &), akkor ¢-b6l kiindulva visszafelé haladva a cimkék segitségével megkapjuk az
-béla -be vezetd utat.

Ha nem jutottunk el a ¢ ponthoz (f & ), akkor a cimkézett pontok tartoznak az S-be, a cimkézetlenek pedig a T’
-be.

Az alabbiakban példakon keresztiil mutatjuk be a cimkézési technikat. Felhivjuk a figyelmet a példak

tanulmanyozasara, mert néhany fontos jeldlést is bevezetiink, amelyek hasznos alkalmazasoknak bizonyulnak a
tovabbiakban.

1. példa:

Legyen adott az alabbi abraval egy digraf hat ponttal és kilenc éllel. A digraf pontjait a tovabbi példakban is a
sorszamaikkal jeloljiik, nem pedig az eddig hasznalt x: jel6léssel, amit leginkabb az elmélet leirdsa soran
hasznalunk. A digraf két kitiintetett pontja legyen s = 2 és ¢ = 5.

Hatarozzuk meg a digrafban a két kitiintetett pont kdzotti utat!
/ /

/
®\ \ﬁf@

\

N
\ {f” 5\\ :__,-“' Jw/
N \_/

A cimkézést a struktira tablazaton végezziik és mindig balrdl az elsé negativ cimkéjii pontbdl nézziik meg a
tovabbhaladast. A példdban a cimkézést 1épésenként mutatjuk be. Az egyes 1épésekben a pontok rekeszeit a
tablazat folott tiintettiik fel (egyébként barhol elhelyezhettiik volna a rekeszeket). A késdbbiekben természetesen
csak egy rekeszsort fogunk hasznalni. Az els6é példaknal azért irtunk minden tovabbhaladasi 1épéshez rekeszsort,
hogy a cimkézési technika Iépéseit nyomon tudjuk kdvetni.

+4 | +s | +1 | +2 | -3 | -2 | 4. 1épés
+4 | +s | -1 | +2 -2 | 3. 1épés
-4 | +s +2 -2 | 2. 1épés
+s -2 -2 | 1. 1épés
-3 0. lépés
1 2 3 4 5 6
1 * *
2 * *
3 *
4 *
5 *
6 * *
13

XMLmind XSL-FO Converter



Grafelméleti alapfogalmak

Az alabbiakban szavakban is leirjuk a cimkézési technika lépéseit.
0. lépés:

Csupan abbdl all, hogy a kezdépont (s = 2) cimkéjeként [] —s”-t irunk. Ezutan megnézziik, hogy az s = 2
pontbdl mely pontok érhetdk el, ezt a 2. sorban talalhatd * szimbolumok jelzik. Lathatd, hogy elérhetd
kozvetleniil a 4-es és a 6-0S pont.

1. lépés:

A 4-es és a 6-0s pont rekeszébe beirjuk a 2-es pont cimét negativ eldjellel. Az els6é 1épéshez tartozik még a 2-es
pont cimkéjének pozitivra valtasa. Ebben az allapotban tehat 3 darab pont tartozik a & ponthalmazba, azaz az
s = 2 pontbol uttal elérhetd pontok halmazaba.

2. lépés:

Tovabb bévitjiik az elérhetd pontok halmazat. Az el6zd 1épésbal lathatd, hogy a 4-es és a 6-os pont cimkéje
negativ, tehat ezek koziil valamelyikbdl nézzilk meg a tovabbhaladas lehetGségét. Javasoljuk a szisztematikus
cimkézés miatt, hogy mindig balr6l jobbra haladjunk, azaz balrol az elsé negativ cimkéjii pontot vizsgaljuk,
példankban ez a 4-es pont. Ebbdl a 4. sor alapjan csak az 1-es pontba mehetiink, tehat az 1-es pontnak a ,,-4”
cimkét adjuk, a 4-es pont cimkéjét pedig pozitivra valtoztatjuk.

3. lépés:

Az el6z6 1épésbdl lathatd, hogy két negativ cimkéjii pont van, ebbdl a balrdl az elsét valasztjuk, azaz az 1-es
pontot, ahonnan az 1. sor alapjan a 3-as és a 6-os pontba mehetiink. A 3-as pontot megcimkézziik ,,-17-el, az 1-
es pont cimkéjét pedig pozitivra valtoztatjuk. A 6-os pont cimkéjét nem moddositjuk, hisz az mar a &
ponthalmazba tartozik, tehat elérhetd valamilyen Gton az s kezdépontbol.

4. lépés:

Az el6z6 1épésbdl lathatd, hogy az elsé negativ cimkéjli pont a 3-as pont, ebbdl a 3. sor és a mar meglévo
cimkék alapjan csak az 5-0s pontba mehetiink. Az 5-6s pontot megcimkézziik ,,-37-al, a 3-as pont cimkéjét
pedig pozitivra valtoztatjuk. Ezzel befejeztiik a cimkézést, mert olyan allapothoz jutottunk, amikor a t =5
végpont is a megcimkézett pontok kozé keriilt, azaz az 5-6s pont tttal elérhet6 az s = 2 kezdépontbol.

Az alabbi megjegyzést tesszilk. A bizonyitds soran a S ponthalmazt az Osszes olyan pont halmazaként
definialtuk, amelyek a kezddpontbol elérhetdk. Amennyiben a cimkézés soran olyan allapotba kertiliink, hogy a
végpont is elérhetd, akkor alljunk meg, mivel a kitiizott példdban nem az volt a feladatunk, hogy az Osszes
elérhetd pontot felkutassuk, hanem utat keressiink. Ebben a példaban egyébként nem is tudtuk volna tovabb
folytatni a cimkézést, mivel minden pont meg lett cimkézve. Konnyen lathatd, hogy az ut megtalalasakor a
cimkének pozitivra valtoztatasa felesleges munka. Természetesen folytathatjuk a cimkézést egy nagyobb méretii
feladat esetén, ha kivancsiak vagyunk az 6sszes elérhet6 pontra is.

A példankban tehat azt kaptuk, hogy 1étezik ut 2-bél 5-be. Azt azonban még nem tudjuk, hogy milyen uton lehet
eljutni. Erre nagyon konnyii a valasz, hiszen az utat a cimkéken visszafelé haladva hatarozhatjuk meg. A cimkék
honnan érkeztiink az adott ponthoz. Az 5-6s pont cimkéje azt mutatja, hogy a 3-as pontbdl érkeztiink oda, a 3-as
pont cimkéje pedig azt, hogy az 1-es pontbdl érkeztiink oda, az 1-eshez a 4-esbdl, a 4-eshez pedig a 2-esb6l. A
2-es pont ,+s” cimkéje pedig azt mutatja, hogy visszafelé eljutottunk a kezddponthoz. A cimkézés alapjan
kapott ut tehat a kdvetkezo:

t=04+3+ 14+ 2=5

frhattuk volna az utat forditott sorrendben is, de mindig a végpontbol kell visszafelé haladni a cimkéken. Az ut
masik leirasa lehet példaul:

s=2—=4—=1—=3=50=t

Természetesen l1étezhet mas 1t is, de a cimkézési technika egyetlen ut meghatarozasara szolgal. Ha példaul a
cimkézés soran jobbrol balra vagy dssze-vissza haladtunk volna, akkor masik utat kaphattunk volna.
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Grafelméleti alapfogalmak

Az alabbi struktiratablazaton a fentebb meghatarozott 2-bdl az 5-be vezetd [lutat” (valdjaban csak az 1t éleit)
illusztraljuk bekeretezéssel. Az it éleit a strukturatablazatban ugy szemléltetjiik, hogy a cimkéken a végponttol
visszafelé haladva az adott élet a tablazatban bekeretezziik.

1 2 3 4 5 6
£

] *

s IR N
[+

2. Példa:

Keressiink az €l6z6 digrafban utat 1-bdl a 2-be (s = 1, ¢ = 2)! A cimkézés 1épéseit az aldbbiakban kozoljiik,
most mar nem magyarazzuk meg az egyes lépéseket.

+s +1 | +6 | +3 | +1 | 5.1épés
+s +1 | -6 | +3 | +1 | 4.1épés
+5 +1 +3 | -1 | 3.1épés
+s +1 -3 | -1 | 2. 1épés
+5 -1 -1 | 1. 1épés
-5 0. 1épés
1 2 3 4 5 6

1 * *

2 \ % %

3 *

4 [ =

5 *

6 * *

A cimkézés soran nem talaltunk utat, viszont talaltunk egy iires vagast, amely az 1-et és a 2-t elvalasztja. Az
(S.T) iires vagast meghatarozo6 ponthalmazok az alabbiak:

§={s=13.4.5.6} amely a cimkézett pontok Osszessége,
T = {t = 2} amely a cimkézetlen pontok dsszessége.

Az alabbi strukturatdblazaton a fentebb meghatarozott iires vagast illusztraljuk lefedéssel. A vagas éleit a
megismert lefedéssel szemléltetjiik a struktiratablazatban. A példabeli vagas iires, igy olyan lefedd
vonalrendszert kapunk, amelynél fedetlen helyeken nincs €1, azaz nincs * jel.
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1 * *
2 * 1 *
3 *

E;

HEE:

6 * *

3. Példa:

Hatarozzuk meg az el6z6 digrafban a 3-bol a 4-be vezetd utat! Célszer(i a cimkézésnél az s és az ¢ pontokat
megjelolni (pl. nyillal), hogy a cimkézést csak addig folytassuk, mig a ¢ pont rekeszébe cimke keriil (ekkor van
ut) vagy addig, amikor mar csak pozitiv elgjelti cimkék vannak (nincs ut, van lires vagas). E példaban és a
késbébbiekben is csak egy rekeszsort hasznalunk.

b

+5 +s | -6 | 3| -1

1 E S S
2 \ * *
3 E S

4

5 *

6 * S

Megoldas: A 3-bdl a 4-be vezeté at: 4 — 6 — 1 =5 = 3.

5. 2.5. A halézat fogalma

Tekintsiink egy [N.A] digrafot, az éleihez rendeljiink hozza kla,y) 20 egész szamokat. A digrafot az éleire
rendelt nemnegativ egész szamokkal egyiitt hdlozatnak nevezziik és [N, A klyal jeloljik. A klx.y) érték az
(r.u) el valamilyen szadmszertiisithetd tulajdonsagat jelenti, altalaban id6t, tavolsagot, kdltséget, kapacitast stb.
jelent. A halézatot a digrafhoz hasonldan lehet megadni. A k(. ) értékeket [Thonnan-hova” tablézat esetén egy
harmadik sorban, strukturamatrix esetén pedig a matrix elemeiként adjuk meg. Az alabbiakban az Ut és a vagas
fogalmaval kapcsolatban két optimalizalasi feladatot fogalmazunk meg:

a) Minimalis at feladat:
Legyen az | V- A. k] halozatnak két kitiintetett pontja 5.t € N
Meghatarozand6 azon s-bol t-be vezetd P ut, amely mentén az élekre irt k(r. y) értékek Osszege, azaz a

k(P) = Z k(x, y)

(z.a)EP

mennyiség minimalis.
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A k(P) mennyiséget 4ltaldnosan dthossznak szoktuk nevezzik. A ¥(P) minimalis ut a k(. y) értékekts]
fiiggden jelenthet legkisebb tavolsagu, legrovidebb idejt, legkisebb koltségii, legkisebb kapacitast stb. utat.

b)Minimalis vagas feladat:
Legyen az [V- A. k| hal6zatnak két kitiintetett pontja: 5. € V.

Meghatarozandé az s-et a ¢-tél elvalaszté (S-T) vagasok kéziil az, amelynél a vagasbeli élekre irt Kl v)
értékek Osszege, azaz a

KS.T)= 3> klzy)

(x.w)E(S.T)

mennyiség minimalis.

AK(S,T) mennyiséget altalanosan az (S, T) vdgds kapacitasdanak szoktuk nevezni.

A jegyzetben két iranyban indulunk el, a fentebb definialt két optimalizalasi feladatnak megfelelden. Az elsd
irany, a minimalis 0t témakdor sok érdekes feladathoz vezet, mi a minimalis ut problémaval és az id6tervezési
feladatokkal (CPM/time, PERT) foglalkozunk. A masodik irdny a minimalis vagas feladat témakdre, erre flizziik

fel a tovabbi optimalizalasi feladatainkat, igy tobbek kozott a hozzarendelési és a szallitasi feladatot is, amelyek
megoldasara a [Imagyar modszer”-t mutatjuk be.

6. 2.6. Feladatok

1. A fejezet elején adott minta digrafon keressiink
a) r1-bdl rs-be vezetd utat,
b) wra-bél ra-ba vezetd utat!

2. Adott az alabbi [Jhonnan-hova” tablazattal egy digraf. Hatarozzuk meg a
a) 4-b6l a 8-ba vezetd utat,

b) 1-et a 10-t6l elvalaszto tires vagast!

homman |1 | 1|2 (3141 4 ]
hova Dl TIRIDIG6 9] 10

=] &
Pl ]
s
e
o
(]
(WL ]
i

10 | 8

Egy lehetséges megoldas:
)4 —=6—=5—=7—=8
by § =1{1.2.3.5.7.8.9} T = {4.6, 10}

3. Adott egy digraf az alabbi abraval. Keressiink utat 1-bdl 9-be, ill. 8-bol 3-bal
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4. Az alabbi [Thonnan-hova” tablazattal adott digrafon keressiik meg a két kitiintetett pont kdzotti utat vagy a
két kitiintetett pontot elvalaszto iires vagast, ha a két kitiintetett pont:

a) s=1, t=8,
b) s=2, t=7.
homman |1 |12 |33 |34 |5 |6 |6 |6|7|7]|8
hova |3 |6 4|1 (2|55 2|1 4|7 [2|8]5
18
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3. fejezet - Minimalis ut-maximalis
potencial feladatpar

1. 3.1. A feladatpar megfogalmazasa

Legyen adott egy [N. A k| halozat. A halézat éleihez rendelt %[ y) nemnegativ egész szamot az (r.y) € Ag
hosszanak nevezziik. Legyen a halozatnak két kitiintetett pontja s.¢ € NV,

Minimdlis ut feladat (primal feladat)
Meghatarozando azon s-bdl t-be vezetd
P = {.‘-— =Ip. 0.2, 0%, ... .00 = t.}

ut, amely mentén a

m
.‘.'[P:l = Z Flri_q .;rr,-:l

i=1
mennyiség minimalis.
A k(P) mennyiséget uthossznak nevezzik.
Maximdlis potencial feladat (dudl feladat)

Meghatarozandé a haldzat minden pontjahoz egy plr) 2 0, egész szam gy, hogy

plt)

maximalis legyen, feltéve, hogy

pls) =0
ply) — plz) = klz,y) minden (z, y) € A élre

A plx) értéket az x pont potencidljanak nevezzikk. Az 6sszes x € N ponthoz rendelt plz) értékeket egylittesen
plx) ( € N) potencidlrendszernek szokas nevezni.

A feladatok jobb megértése érdekében jelentsen a halozat egy (x.y) éle egy utszakaszt, az élre irt k(x.y) szam
pedig ezen utszakaszon torténd szallitas koltségét jelentse. Ez a koltség aranyos lehet az €l hosszisagaval, innen
az uthossz elnevezés. Ezen értelmezés szerint a minimalis Gt feladat nem mas, mint a két kitiintetett pont kozotti
legkisebb koltséggel megvalosithato szallitas utvonalanak meghatarozasa.

A maximalis potencial feladatot pedig a kdvetkez6 okoskodassal érthetjiik meg leginkabb. Tegyiik fel, hogy egy
vallalkoz6 felajanlja, hogy a szallitast elvégzi a szallittatdo helyett és megad minden pontra egy plx) értéket,
amely azt jelenti, hogy az s-b6l az x-be ennyiért hajlandé szallitani. A plx) arajanlatnak nyilvan olyannak kell
lennie, hogy elfogadhato legyen. Egyrészt tehat az s-be valo szallitas zérus legyen, masrészt, ha s-b6l az x-be a
vallalkozé széllitana (ennek koltsége: PI2)), utana az (7 ¥) élen pedig a szdllittaté szallitana (ennek koltsége:
k(x. v)), akkor az s-bél az y-ba torténé szallitas Plv) kdltségére nyilvanvaléan fenn kell allnia, hogy

ply) = plr) + Kl y).

ez pedig atrendezéssel a dudl feltétel. A fenti feltételeket kielégitd arajanlatok koziil valaszthat a vallalkozo,
hogy a s-bol t-be torténd szallitdsi megbizast megkapja. A vallalkozd célja természetesen az, hogy olyan
plz) (x € N) arajanlatot adjon, amelynél a legnagyobb bevételre tesz szert, azaz a t-be torténd szallitas plt)
koltsége a lehetd legnagyobb legyen.
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Minimalis Gt-maximalis potencial
feladatpar

2. 3.2. A feladatpar matematikai vizsgalata

A primal és a dudl feladat kozott szoros kapcsolat van. El6szor a célfiiggvények kozotti kapesolatra mutatunk ra.
Ezt az Osszefiiggést lemmaban (segédtétel) mondjuk ki, amelyet a fotétel (a fotétel az optimalis megoldasok
létezését és kapcsolatat mondja ki) bizonyitasahoz hasznalunk fel.

LEMMA:

Tetszoleges s-bol t-be vezetd P ut és tetszoleges megengedett plx) (x € N) potencidlrendszer esetén a k(P)
uthossz nem lehet kisebb, mint a végponthoz tartozo plt) potencial, azaz a célfiiggvények értékei kozott az
alabbi dsszefiigges all fenn:

k(P) 2 plt).
Bizonyitas.

A dual feladat két feltételének felhasznalasaval és egyszerisitéssel egyszeriien adodik, hogy
m
k(P) = Z klri_1.x:i) 2 pley) = plao) + plxz) = plxr ) + ples) = plaz ) + . ..
i=1
+P{~i"|r| —1 ) — f'{-l'm —'.T} + p[-"hr]-l - F{J-'H —1 ) =

= ;J[.r,,. =t)— p{.m = 5)= p{f]
|

A lemmabol két fontos kdvetkezményt olvashatunk ki.

1. KOVETKEZMENY:

Ha az s-bdl t-be vezeté P ut és a megengedett plx) potencialrendszer olyan, hogy a lemmaban egyenléseg all
fenn, akkor a ¥\P) dthossz minimalis értékii, a P(t) potencidl pedig maximdlis értékii, azaz az ut és a
potencialrendszer optimalis.

Bizonyitas.

Legyen a szobanforgd P* 1t és a P’ () potencilrendszer olyan, hogy k(") = p*(t).
Indirekte tegyiik fel, hogy a F* it nem minimalis, azaz létezik egy F** it, amelyre
E(P™) < E(P*).

Mivel a P** {itra is igaz a lemma allitasa, igy

k(P) 2 pr(t),

felhasznalva a P (t) = k(P") egyenléséget, ebbdl adédik, hogy

E(P*™) = k(Pr).

ez pedig ellentmond a k(P **) < k(P*) indirekt feltevésiinknek, tehat nem létezik P* itnal jobb ut, azaz a P* ut
optimalis (minimalis).

Most pedig indirekte tegyiik fel, hogy a p*x) potencidlrendszer nem maximalis, azaz létezik egy pt(x)
potencialrendszer, amelyre

) = ptli).

Mivel a " () potencilrendszerre is igaz a lemma allitasa, igy
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p"tt) S R(P") =p"(t).

Az utdbbi két Osszefiiggés ellentmond egymasnak, tehdt a feltevésiink hamis volt, azaz nem létezik p*lx)
potencialrendszernél jobb, tehat a 7" () potencialrendszer optimalis (maximalis).

|

A soron kovetkezé masodik kovetkezményt szokas optimalitasi kritériumnak vagy egyensilyi 6sszefiiggésnek is
nevezni, mivel arra ad valaszt, hogy milyen feltételek esetén egyezik meg a két célfiiggvény, azaz mikor
optimalisak a megengedett megoldasok.

2. KOVETKEZMENY (Optimalitdsi kritérium):

A lemmaban egyenldség akkor és csak akkor all fenn, ha a P ut minden élén

ply) - pla) = k(. y).
Bizonyitas.

Rendezziik at a lemma bizonyitadsdban szerepld egyenl6tlenséget, ekkor a lemmabeli egyenldség fennallasahoz
azt kell megvizsgalnunk, hogy mikor lesz az alabbi 0sszefliggés zérus

ml

Z [Flwio1. @) — (plai ) — plei_i))] 2 0.

i=1

A dual feltétel szerint az 6sszeg minden tagja nemnegativ, igy az Osszeg akkor és csak akkor lehet zérus, ha
minden tagja zérus. Ez pedig azt jelenti, hogy a lemmabeli egyenldség sziikséges és elégséges feltétele, hogy
minden Gtbeli élen klwi—1.2:) = plw:) — plei 1),

|
FORD tétel:

Ha van s-et t-vel dsszekotd ut, akkor létezik olyan P ut és plx) (x € N) potencidlrendszer, hogy a lemmdban
egyenloség all fenn, azaz létezik minimalis ut és maximalis potencial;, a minimdlis uthossz és a maximalis
potencial egyenlé egymassal, képletben:

min &(P) = max plt).
Bizonyitas.

A bizonyitads konstruktiv jellegli, az optimalis megoldaspar (primal és dudl) meghatirozdsanak menetét
(algoritmusat) is szolgaltatja.

Legyen a plz) (x € N) potencialrendszer megengedett, amely tehat a dual feltételeket kielégiti. Ilyen
potencidlrendszer biztosan létezik, hiszen a %(7.¥) értékek nemnegativitisa miatt a plr) = 0(ve € N)
megengedett potencialrendszer. Konstrualjunk a halézat éleibol egy [N.E] digrafot, amelynek E élhalmaza azon
(. 1) € A ¢lekbsl alljon, amelyekre

ply) — plx) = k(x. y).
Keressiink utat s-b3l t-be az [V- ] digrafon. A Minty tétel értelmében két eset lehetséges:
1. eset: van ut

Ez azt jelenti, hogy ezen Ut minden élén ply) —pla) =klr.y), A két kovetkezmény alapjan optimalis
megoldast kaptunk, azaz a megtalalt ut is és a potencialrendszer is optimalis.

2. eset: nincs ut
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ply) — plx) = k(x, yjan olyan (S.7) vagas, amely tires. Bz azt jelp(y ) — p(x) < k(x, y)nincs olyan ¢él, amelyre
, tehat a halozatban ezen vagasbeli ¢leken . Képezziik a vagasban
levé éleken az

s=min{k(r.y) — (ply) —plz)) : (r.y) € A (x.y) € (5.T)}

értéket, azaz szamitsuk ki a hdlozat vagasbeli élein a ke y)és a ply) —plx) mennyiségek kiilonbségének
minimumat. Kénnyen ellendrizhetd, hogy = = (), hisz pozitiv szdmok minimuma is pozitiv. Most hatdrozzunk
meg egy () 4j potencidlrendszert az aldbbi modon:

o Jel) res
I I: ) {pl::!-') + = reT

Ezazyj plx) potencialrendszer kielégiti a dudl feltételeket, amelyet az alabbiakban igazolunk.
AB(s) =pls) =0 merts € s.

APly) —Fle) = klr, y) feltételek teljesiilését az élhalmaz particiora bontasaval igazolhatjuk legkonnyebben.

S T

Az(8.8).(T.T).(T.S).(5.T) particiokban az alabbiak szerint alakul a dual feltétel teljestilése:
1. Hax € S.y € 5, akkor Ply) — Plz) = ply) — plz) = k(e y),
2. Ha _ _
r€ T,y €T, akkor ply) — plz) = (ply) + =) — (plz) + =) = ply) — plz) = k(x. y)

3. Ha
x € T.y €8, akkor Bly) — plz) = ply) = (plx) 4+ 2) = ply) = plz) = = < ply) = plz) € klx. y)
mivel = = 0,

4. Ha
xr € S,y €T, akkor ply) —plx) = (ply) + =) — plz) = ply) — plz) + = = Kz, y)

Ez utdbbi 4llitas az = érték definicioja miatt igaz, ugyanis = = k(x,y) — (p(y) — plx)) minden vagasbeli élre és
az utolso particié éppen a vagas.

Az uj potencidlrendszerre megismételjik a fent leirtakat. A dudl célfiiggvény plt) ¢rtéke = = 0 értékkel
novekszik, mivel ¢ £ T. Az alapadatok egészértéklisége miatt = egész szam és a lemma alapjan a plt) dual
célfiiggvény feliilrdl korlatos, ezért az eljaras véges sok 1épésben végetér, azaz eljutunk az 1. esethez (optimalis
megoldashoz).

|
A minimalis Gt probléma megoldasa FORD L.R. Jr. [4] és MINTY G.J. [11] munkaiban szerepel.

22
XMLmind XSL-FO Converter



Minimalis Gt-maximalis potencial
feladatpar

3. 3.3. Algoritmus a minimalis ut - maximalis potencial
feladatpar megoldasara

A bizonyitasbol kiolvashato, hogy a megoldas utkeresések sorozatabol all. Utat pedig azon éleken kell keresni,
amelyeken ko y) — (ply) — plz)) =0, Az algoritmus megszervezhet6 ugy, hogy 1épésenként nem szamitjuk
ki a plz) (x € N) potencialrendszert, hanem az élekre szamitott = (. ) értékekkel dolgozunk, amelyet az
alabbiak szerint definialunk:

slx,y) = klx.y) — (ply) — plx)) .

Tehdt a halézat =(z.y) =0 tipusu élein kell utat keresni. Az = szdmitasa is kdnnyen megvaldsithaté a mar
megismert lefedéssel. A keletkezd (8.7) vagast az < (r.u) tablazat lefedésével szemléltetjiik. A vagas
definicidjandl ismertetett fedévonalrendszer megalkotasabol tudjuk, hogy a fedetlen cellak az (8.7) vagasbeli

élek halmazdt, a kétszer fedett cellak a (7. S) ¢lhalmazt, mig az egyszer fedett celldk az (9:5) és a (7.7
¢lhalmazokat jelolik ki.

S T

S e(x,y)>0

Tehat a fedetlen = (- .U) értékek minimuma lesz az = érték.

Ahelyett tehat, hogy 0j potencidlokat szamolnank, azonnal Uj Zx, y) értékeket hatarozunk meg, hisz a
kovetkezd utkeresést ezen tablazaton kell elvégezni. A FORD tétel bizonyitasabol konnyen kiolvashatd az uj

(=, y) tablazat szamitésa, amely a kdvetkezd:

=(x, y) ha az (z,y) &l egyszer fedett,
Fla.y) =1 =(x.y)+= haaz (z.y) él kétszer fedett,
slx,y)—=  haaz (z.y) él fedetlen.

—_

Az algoritmus kiindul6 1épése egy plz) (x € N) potencialrendszer megvalasztasa. A gyakorlatban legtobbszor
a plr) =0x € N kezdeti potencialrendszert valasztjuk, igy indulaskor zlw,y) =k(r.y). A FORD tételbsl
kiolvashato, hogy az algoritmus akkor fejezddik be, ha talalunk utat, ez az ut lesz a minimalis ut. Amennyiben a
dual valtozok optimalis értékére is kivancsiak vagyunk, egy kis szamolassal azokat is megkaphatjuk az utolsé
=(z. y) tablazatbol. Célszerti az ut éleire felirt =z v) = klx.y) — (ply) — plx)) egyenletekbdl szamolni, hisz itt
=(x.y) =0 Bkkor megkapjuk az uton 1év6 pontok potencialjait, a tdbbi pont potencialjat olyan élre irt
egyenletb6l kell meghatarozni, amely élen az egyik pont potencidlja ismert. A potencial meghatarozast
szampéldan fogjuk bemutatni.

4. 3.4. Példamegoldas

Az eljaras illusztralasara tekintsiik az alabbi halozatot és ezen keressiik meg a 2-bdl az 5-be vezeté minimalis
utat.
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A halézat struktira tablazata (¥ €2 .U)):

1 3
s=2| 2 5
3 7
4 2 4
=3 5
0. lépés:
Kezdeti potencialok ill. a kezdeti = (. u) értekek meghatarozasa:
pli)=01(i=1,23,45) igy =(x,y) = kl(x. y)
1. lépés:
Utkeresés 2-bé1 5-be az = ¥) = U tipust éleken
R
I s=2 3 4 =5
1 3
s=2| 2 5
3 7
4 2 4
=5 5

Nem talaltunk utat. A kiad6dé (S,T) halmazok segitségével elvégezziik a lefedést. A cimkézett oszlopokat és a
cimkézetlen sorokat fedjiik le egy-egy vonallal.

+s
1 s=2 3 4 =5
1 3
s=2| 2 5
3 7
4f— 2 4
=5 5
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A lefedés utan meghatarozzuk az = értéket, amely a fedetlen elemek minimuma:

[

= = min{fedetlen =(x. )} = min{2.5} =

Ezutan pedig az 0j = (. ¥) tablazatot hatérozzuk meg, a fedetlen helyeken csokkentiink, a kétszer fedett helyeken
noveliink = értékkel. Ezutdn wjabb tutkeresés kovetkezik, amelyet a 2. 1épésben mutatunk be. Megjegyezziik,

hogy a tovabbiakban nem rajzoljuk fel a tablazatot kétszer, hanem a cimkézés utdn azonnal elvégezziik a
lefedést. Reméljiik ez a rovidités nem zavarja a kezdd olvasot.

2. lépés

Utkeresés 2-bél 5-be az =z, y) =0 tipust éleken.

+2 | +s
1 s=2 3 4 =5
1™ 3
5= 0 3
3 : 7
4 4 ................................. -
=5[] : TN U A

£ = min{fedetlen =(z. y)} = min{3.3} = 3.

3. lépés:

Utkeresés 2-b8l 5-be az ={x.y) =0 tipusu éleken.

+2 | ts | +2 | +1
1 52 3 4 =5
1™
s=2| 0 0
3 7
4 7 4
=5 1 N

= = min{fedetlen =(z, )} = min{7.4} = 4.

4. lépés:

Utkeresés 2-b81 5-be az ={x. y) =0 tipust éleken

[*2 ] +s [+2] -1 [ -4 |
1 =2 3 4 =5

1 0
5= 0 0
3 3
4 7 0
=5 14
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Vége az algoritmusnak, mert utat talaltunk. A primal és a dual feladat optimalis értékeinek meghatarozasa:
Minimalis dt feladat optimalis megoldasa:

AP minimalisut: s=2 =+1—=4—=5=1

A P minimalis at hossza: k() = k(2. 1) + k(1. 4) + k(4.5) =2+ 3 +4 =0

Maximalis potencial feladat optimalis megoldasa:

pls = 2] = 0,3 dul feltétel miatt.

Az utban 16vé elsd élre ((2,1) él) felirt =(2. 1) = k(2. 1) — (p(1) — p(2)) egyenletben csak a P(1) az ismeretlen,
amelynek értéke:

pll)=24+0=2

Az Utban 1évé masodik élre ((1,4) &) felirt =(1.4) = k(1. 4) — (p(4) — p(1)) egyenletben csak a Pl4) az
ismeretlen, amelynek értéke:

p(4) =34+2=5

Az Gtban 1évé harmadik élre ((4,5) él) felirt =(4.5) = k(4.5) — (p(5) — p(4)) egyenletben csak a P(5) az
ismeretlen, amelynek értéke:

plo)=44+5=9

A nem utba es6 3 pont p(3) potencialjat példaul meghatarozhatjuk az (3,5) ¢élre felirt
=(3.5) = K(3.5) — (p(3) — p(3)) egyenletbol, amelyben csak a p(3) az ismeretlen, ennek értéke:

pl3) =3-T4+9=5

Természetesen mas élet is valaszthattunk volna, példaul a (2,3) élen konnyebb lett volna a szamolas.
Osszefoglalva, a potencidlok optimalis értékei a kdvetkezok:

pll) =2, p(2) =0. p(3) =5, pl4) =5, p(5) =9.

A dual célfiiggvény optimal értéke, Pt = ) =9,

Lathato, hogy optimalis esetben a célfiiggvények értékei megegyeznek.

5. 3.5. Feladatok

1. Adott az alabbi [ |honnan-hova” tablazattal egy halozat. Keressen olyan £ = {3.....4} utat, amely utban az
élek hosszlisaganak 6sszege a legkisebb értékii!

homnan |1 |11 2213|3315

hova |2 44|51 2|54

elhossziisag |1 (3[4 (1 (2|1 ]3]1
Megoldas:

A minimalis at; £ = {3- 2.9, "l}.
A minimalis uthossz: #(F) = 3.

2. Hatarozza meg az alabbi halozaton az 1-b6l a 7-be vezetd legrovidebb utat és a potencialrendszert!
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3. Legyen adott egy varosi uthalozat. Hogyan kell kozlekedniink két Gtkeresztezddés (S és t) kozott, hogy minél
kevesebb utkeresztezodést érintsiink utunk soran?

Utmutaté a megolddshoz:

Ha az uthalozatot (amelyet digraffal reprezentaltunk) halézattd alakitjuk tgy, hogy minden élre egységnyi
értéket irunk, akkor ezzel a feladatot minimalis ut feladatra vezettilk vissza. Nyilvanvalo, hogy a hal6zat
minimalis Utja a legkevesebb csomopontbdl alld ttvonalat fogja kijeldlni.

4. Adott egy elektromos halézat. Minden csomodpontban van egy kapcsold (K). A legkevesebb kapcsold
beiktatasaval szeretnénk az s és a t jelii pontok kozott kapcsolatot teremteni. Mely kapcesolokat kell tizembe

helyezni?

Ky Ka

Ka K,

5. Adott egy vallalat uthalozata, tavolsagokkal. Az 1 jelii munkahelyt6l kell eljutni az 5 jeli munkahely
érintésével a 8 jelii raktarba igy, hogy legkevesebb utat tegyiink meg. Milyen uton lehet ezt megvaldsitani?
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Utmutaté a megolddshoz:

Két minimalis utat kell keresni, egyiket 1-b6l 5-be, masikat 5-b6l 8-ba!

. Legyen adott egy hirkozlési halozat. Jelolje Pii az i és a j pont kozotti osszekottetés mitkodéképességének
valdsziniiségét. Feladatunk, hogy egy kijelolt pontbdl egy masikba olyan 6sszekottetéseket hozzunk Iétre,
hogy a hirt a két csomopont kdzott legmegbizhatobban tovabbithassuk, azaz a két pont kozotti sszekottetés
mikodoképességének valosziniisége minél nagyobb legyen!

Utmutaté a megolddshoz:

Egy 6sszekottetés egy utat jeldl ki a haldzatban, mely 0sszekottetés miikodoképességének val dszinliségét az
egyes pontok kozotti 6sszekottetési valosziniiségek szorzata adja. Ezt a szorzatot kell tehat maximalizalni.
Ez a feladat akkor valik a megismert minimalis Ut problémava, ha minden Pii valdszinliséget a
kij = —Inpi; [hosszusaggal” helyettesitiink, ugyanis ekkor az ttbeli

H pi; — max!
I‘
célfiiggvény helyett a

E F;; — min!
I'

célfiiggvény hasznalhato. Ismert tény, hogy az dsszeg logaritmusa egyenld a logaritmusok 0sszegével, azaz
Z ki; = Z —Inp;; =—1In (H p,-_i-) )
r P P

Felhasznalva a logaritmus fiiggvény monoton ndvekedését és azt a tény, hogy egy fliggvény ott veszi fel
minimumat, ahol a (-1)-szerese a maximumat, kdnnyen lathato a két célfiiggvény kapcsolata.
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(CPM/time)

1. 4.1. A feladat megfogalmazasa

A termelési folyamat vagy egy gépsor ledllitasa, szétszedése, javitdsa, Osszeszerelése stb. egymas utan és
egymassal parhuzamosan végezhetd tevékenységekbdl all. A tevékenységek logikai kapcsolatat egy digraffal
lehet szemléltetni. A digraf élei a tevékenységeket, a csucspontok pedig az eseményeket jelolik. Ezek az
események bizonyos tevékenységek befejezését ill. belépd tevékenységek kezdését jelolik.

Példaul tekintsiik egy csarnoképiilet szerelésének tevékenységlistajat és tevékenységidejét:

A tevékenvség jele | A tevékenység neve A tevékenység ideje (nap)
A Helvkitiizés 3
B Pillérgerenda gvartasa 8
C Foldkiemelés az alapozashoz 9
D Felvonulasi 0t készitése 2
E Elemszaillitas D
F Fodémpanel gyvartas 10
G Alapozas (i
H Pillérgerenda beemelés 7

A kovetkez6 abra a tevékenységek kapcsolatanak digraffal torténd abrazolasat mutatja:

A szaggatott vonallal jelolt tevékenységet azért kellett beiktatni, hogy a helykitlizés (A) megel6zze az elemek
helyszinre szallitasat (E). Az ilyen tevékenységet, amely csupan a végrehajtas sorrendjét hivatott jelezni,
latszattevekenysegnek nevezzik és tevékenységidejét zérusnak vessziik. Mint a példabdl is kitlnik, egy
munkafolyamat logikai abrazolasaként egy specidlis digrafot un. terviitemhalot kapunk. A terviitemhalo olyan
digraf, amelynek

1. létezik s € N kezd6pontja ést € N végpontja ugy, hogy barmely = € N \ {5.t} esetén vezet Gt s-bél x-be
és x-bdl t-be,

2. koratmentes, azaz nincs dnmagaba visszatérd ut.

Az eseményeket (csomopontokat) , amelyek a tevékenységeket flizik 6ssze, sorszammal szoktuk ellatni és igy a
tevékenységeket a kezdd eseménye és a befejezé eseménye sorszamaval jeldljiik: (X,y), a tevékenységidot pedig
te,y) =0 egész szam jeloli. Mivel a terviitemhalo specialis digraf, igy az események sorszdmozasat mindig el
lehet tigy végezni, hogy minden tevékenységre igaz legyen, hogy a kezd6é eseményének sorszama kisebb, mint a
befejezé eseményének sorszama. A példa is ezt a sorszamozast koveti és ezt a targyalasunkban is mindig
feltessziik.

Nyilvanval6, hogy egy ilyen munkafolyamat megtervezésénél egyik felmeriild kérdésiink, hogy mennyi az
atfutasi id6. Ezt a leghosszabb Ut hossza adja. Masik kérdésként felmeriil az a probléma, hogyan kell iitemezni

29
XMLmind XSL-FO Converter



Idétervezési feladat (CPM/time)

az egyes tevékenységek elvégzését. E szempontbdl fontos mozzanat az események bekdvetkezése, mert ez a
feltétele annak, hogy az eseménybdl kiinduld tevékenységek elkezdddhessenek. Ebbdl a szempontbdl tehat az
események bekdvetkezése a fontos, amelyet az eseményiddvel jellemziink. Ezekutan fogalmazzuk meg a
feladatokat matematikai formaban.

Primal feladat:
Meghatarozando az [V. A. t] terviitemhaloban az s-bél a t-be vezetd
P = {.‘-— =Ip. 0.2, 0%, ... .00 = t.}

utak koziil az, amelynél a

m
a‘.(P) = Z Hri_q .;rr,-:l
i=1
érték maximalis.
Ezt a maximalis utat kritikus utnak, a hozzatartozo t(P) maximalis célfiiggvényértéket atfutasi idének nevezziik.
Dual feladat:
Meghatarozand6 minden x £ N ponthoz egy ¢ () eseményid6, amelyre az
ely) —elx) = t{x,y) minden(r,y) e A
feltételek fennallnak és az
e(t) —els)
érték minimalis.

Az elx) [z € N) eseményidék egyiittesét iitemezésnek vagy iddpolitikanak nevezziik. Az €(t) — els) értéket az
litemezés értékének nevezzik.

2. 4.2. A feladat matematikai vizsgalata

A fent vazolt két feladat szoros kapcsolatat az alabbi lemma szemlélteti.

LEMMA:

Tetszoleges s-bol t-be vezeté P ut és tetszoleges megengedett e(x) jitemezés esetén a célfiiggvények értékei
kozott az alabbi dsszefiiggés all fenn:

HP) = elt)—els)
Bizonyitas.

A duadl feladat feltételének felhasznalasaval és egyszerisitéssel egyszeriien adodik, hogy

m

L‘(P) = Zt(i"i—] -i'-'.f) = f:[:r.'1) — f:[:rr[]) + f:[:r.'ﬂ — el ) + f:[:r:;;}l — t’!(:!.‘g:l +---
i=1
R lr:(”"m—] :l - f:(:“m—i) + f:(”"m) - f:(:".ﬂl—lj =
= e, =t)—elrg =s) =elt) —e(s).
|

A lemmabol két fontos kdvetkezményt olvashatunk ki.

1. KOVETKEZMENY:
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Ha az st P)t-be vezet6 P ut és a megec(t) — f:(.s.-)'-') titemezés olyan, hogy a lemmaban egyenléség all fenn,
akkor a uthossz maximalis értékii, a titemezés pedig minimalis értékii, azaz az ut és az iitemezés
optimalis.

Bizonyitas.

Legyen a szobanforgd P* ut és az € (%) iitemezés olyan, hogy tHF*) = e*(t) —e*(s),
Indirekte tegyiik fel, hogy a F* it nem maximalis, azaz 1étezik egy F** it, amelyre
tHP*r) = t(P*).

Mivel a P** utra is igaz a lemma allitasa, igy

HP*™) = e*(t) —e*(s) =t(P")

A fenti két Osszefliggés ellentmond egymasnak, igy feltevésiink szerint nem létezik FP** ut, tehat a P* ut
maximalis.

Most pedig indirekte tegyiik fel, hogy az ¢*(r) iitemezés nem minimalis, azaz létezik egy e**(x) iitemezés,
amelyre

e**(t) — e (s) = e*(t) — e*(s).

Mivel az € * () iitemezésre is igaz a lemma allitasa, igy

™ (t) —e™(s) Z t{P") = e"(t) — e™(s)

Az utdbbi két Osszefliggés ellentmond egymasnak, tehat a feltevésiink hamis volt, azaz nem létezik ¢ )
iitemezésnél jobb, tehat az e* () iitemezés optimalis (minimalis).

|

A soron kovetkezé masodik kovetkezményt szokas optimalitasi kritériumnak vagy egyensulyi dsszefiiggésnek iS
nevezni, mivel arra ad valaszt, hogy milyen feltételek esetén egyezik meg a két célfiiggvény, azaz mikor
optimalisak a megengedett megoldasok.

2. KOVETKEZMENY (optimalitési kritérium):

A lemmaban egyenloség akkor és csak akkor all fenn, ha a P ut minden élén

f:[y:l — f:[:r::l = t(r. y:l.
Bizonyitas.

Rendezziik at a lemma bizonyitdsadban szerepld egyenl6tlenséget, ekkor a lemmabeli egyenldség fennallasahoz
azt kell megvizsgalnunk, hogy mikor lesz az alabbi 6sszefliggés zérus

m

Z [a‘.[;r.'g_J cri) — (ela;) — el :l:l] = .

i=1

A dudl feltétel szerint az 6sszeg minden tagja nempozitiv, igy az Osszeg akkor €s csak akkor lehet zérus, ha
minden tagja zérus. Ez pedig azt jelenti, hogy a lemmabeli egyenldség sziikséges és elégséges feltétele, hogy
minden utbeli élen tHrio1. ?'-'i) = f’(i*-'i) —elri :'

|

TETEL:
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A terviitemhaloban létezik olyan s-bdl t-be vezet6 ut és a feltételeket kielégito ela) (& € N)jitemezés, hogy a
lemmaban egyenldség all fenn, azaz létezik maximalis ut és minimalis titemezés, a maximalis uthossz (dtfutdsi
id6) és a minimdlis iitemezés (litemezés értéke) egyenld egymdssal, képletben:

max +(P) = min [e(t) — e(s)] .
Bizonyitas.

A bizonyitds konstruktiv jellegli, az optimalis megoldaspar (primal és dudl) meghatdrozasanak menetét
(algoritmusat) is szolgaltatja. Két halmazt fogunk megkonstrualni.

A) Legyen egy S halmaz a kdvetkezdképpen megkonstrualva:
 az S halmaz tartalmazza a kezd§ eseményt, azaz s € 5,

* minden S-beli eseményhez vezessen kritikus it a kezdé eseménybdl.

Az S halmaz az események sorszdmozasa miatt legyen: 5 = {wizi=0.1....k- 1}, azaz az elsd k pont. Mint

tudjuk a kritikus Ut mentén ¢ (y) —elx) = tlr.y) Jelolje az S-beli pontokhoz tartozo eseményiddket
elr)i=01,... k=1

Ha kozelebbrdl megvizsgaljuk az £ elx )esemenyldoket akkor azt tapasztaljuk, hogy £ elri) az az idé, aminél

korabban nem kezdhetdk el az i pontbdl kiinduld tevékenységek. Ezt az £ elri) idst legkorabbi idonek nevezziik.
Ennél az id6nél azért nem kezdhetjiik korabban a tevékenységeket, mert az @i ponthoz kritikus Ut vezet, ez pedig

azt jelenti, hogy az i pontba vezeté valamelyik tevékenység éppen £ (i )-ben fejez6dott be.
Az S halmaz megkonstrualasa utan két eset adodhat:

1. S = N, ez azt jelenti, hogy a t befejez6 eseményhez is vezet kritikus 1t, tehat optimalis megoldashoz
jutottunk.

2. 5 # N ekkor tekintsiik a soron kovetkezé @ pontot. Ahhoz, hogy =« is S-be tartozzon, kritikus tton kell s-
bél elérni, ehhez az &lrx) eseményidodt az alabbiak szerint kell meghatarozni:

elog) = max {elo;) + tla. o) i=0.1.. .., kE—1: (xi.xi) € A}

Tehat a maximumképzést azon élekre kell végezni, melyek végpontja k. Meg kell nézni tehat, hogy mely
élek vezetnek az i pontba. Mivel az i pontba mar kritikus Gt vezet, igy konnyen érthet6, hogy a
legnagyobb iddértéket kell valasztani, hogy az x pontba is kritikus Ut vezessen.

B) Legyen egy I halmaz a kévetkezdképpen megkonstrualva:
* aT halmaz tartalmazza a befejez6 eseményt, azaz t €T,
» minden T-beli eseménybdl vezessen kritikus 1t a befejezé eseménybe.

A T halmaz az események sorszamozasa miatt legyen: T = {riti=m+1lm+2... n} azaz az utolsé (n-
m) pont. Mint tudjuk a kritikus ut mentén €ly) —elz) = tlz.y) Jelolje a T-beli pontokhoz tartozd
eseményidéket (i) i =m+Lm+2.....n,

Ha kozelebbrél megvizsgaljuk az e(x )esemenyldoket akkor azt tapasztaljuk, hogy ¢ elri) az az id6, aminél

késébben nem fejezhetdk be az i pontba befutd tevékenységek. Ezt az © (i) jdst legkésobbi idonek nevezziik.
Ennél az idénél azért nem fejezhetjilk be késGbben a tevékenységeket, mert az =i pontbol kritikus Ut vezet t-be,

ez pedig azt jelenti, hogy az =i pontbol kiinduld tevékenységek koziil valamelyik tevékenység éppen © (i )-pen
kezdédik el.

AT halmaz megkonstrualasa utan két eset adodhat:

1. T =N, ez azt jelenti, hogy az s kezd6eseménybdl is vezet kritikus 0t, tehat optimalis megoldashoz jutottunk.
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2. T'# N ekkor tekintsiike(ur,,, Jon kdvetkezd rm pontot. Ahhoz, hogy m is T-be tartozzon, kritikus uton kell
t6le t-be jutni, ehhez az eseményidodt az alabbiak szerint kell meghatarozni:

lom ) =min{elxr;) — tlom. o) ci=m+Llm+2... .0 (on.1:) € A}

Tehat a minimumképzést azon élekre kell végezni, melyek kezdépontja . Meg kell nézni tehat, hogy mely
élek indulnak ki az = pontbdl. Mivel az @i pontbol mar kritikus t vezet t-be, igy konnyen érthetd, hogy a
legkisebb id6értéket kell valasztani, hogy az m pontbol is kritikus Ut vezessen.

Az elz) legkorabbi idék meghatdrozasakor az els) =10 kezddértékkel, az e(x) legkés6bbi  idok
meghatarozasakor pedig az €(t) = elt) kezddértékekkel szokas dolgozni. Akar az S, akar a T halmazt
konstrualjuk meg, mindig véges lépésben eljutunk az optimalis megoldashoz.

Ha rendelkezésiinkre allnak az () legkorabbi id6k és az (x) legkésébbi idok, akkor az ¢ () eseményiddkre
mindig igaz, hogy

elr) Selr) Ze(x) (reN)
Azokat az eseményeket, amelyekre
g[:r::l = E[:r:)

kritikus eseményeknek nevezziik. A kritikus utat a kritikus eseményeket 6sszekotd tevékenységek alkotjak. A
kritikus 0t tevékenységeit kritikus tevékenységeknek nevezziik.

Egy munkafolyamat kivitelezésének megtervezéséhez és irdnyitasahoz a fenticken kiviil ismerni kell a
tevékenységek titemezését is. Ezt az eseményid6kbol egyszeriien szamolhatjuk az alabbiak szerint:

1. A tevékenység legkorabbi kezdési idépontja:

Egy (x,y) tevékenység legkorabban az X esemény legkorabbi idejében kezd6dhet az eseményid6 definicidja
miatt. Tehat az (x,y) tevékenység legkorabbi kezdési idépontja: elx),

2. A tevékenység legkorabbi befejezési idopontja:
Egy (x,y) tevékenység legkorabban akkor befejez6dhet be, ha legkorabban lett elkezdve. Tehat a legkorabbi
id6hoz még hozza kell adni a tevékenység idejét. Tehat az (X,y) tevékenység legkorabbi befejezési idépontja:
elx) +t{x. y)

3. A tevékenység legkésobbi befejezési idépontja:

Egy (x)y) tevékenység legkésGbben az y esemény legkésébbi idejében fejezoédhet be az eseményidd
definicidoja miatt. Tehat az (X,y) tevékenység legkésobbi befejezési idépontja: ely).

4. A tevékenység legkésobbi kezdési id6pontja:

Egy (x,y) tevékenység legkés6bben akkor kezdddhet, ha legkésébb lett befejezve. Tehat a legkésébbi id6bol
még le kell vonni a tevékenység idejét. Tehat az (Xy) tevékenység legkésobbi kezdési iddpontja:
ely) — tla.y),

Nyilvanvalo, hogy a kritikus tevékenységeknél a legkorabbi és a legkésébbi kezdési (vagy befejezési) idopontok
megegyeznek. A tobbi tevékenység legkorabbi és legkésobbi kezdési (vagy befejezési) idopontjai eltérdek, tehat
ezek tartalékiddvel (lebegéssel) rendelkeznek. Az alabbiakban a tartalékidéket ismertetjiik:

1. Teljes (0sszes) tartalékido:

A legkedvezobb koriilmények kozott szamitott érték, azaz, ha az (X,y) tevékenység legkorabban kezdddhet és
legkésObben fejezddhet be, képletben:
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tt(x,y) =€ly) —elr) -tz y)

2. Szabad tartalékidd:
Ha a tevékenység legkorabban kezdddhet és legkorabban fejezodhet be, képletben:
sat(r.y) = ely) —elx) — t{r. y)

3. Fiiggetlen tartalékido:

A legkedvezotlenebb feltételek mellett szamitott érték, azaz ha az (X,y) tevékenység legkésobb kezdddhet és
legkorabban fejezddhet be, képletben:

Ft(.u) = ely) — () — t(z, )

Ha a fliggetlen tartalékidé pozitiv, akkor ez a tartalékidé mas tevékenységek lebegésétdl fliggetleniil
felhasznalhato. Ha negativ, akkor nincs fiiggetlen id6tartalék, ezért zérusnak vessziik.

3. 4.3. Algortimus az id6tervezési feladatra

A szamitasokat a terviitemhald tablazatan szokas elvégezni. Ezt a tablazatot kiegészitjilk egy oszloppal, ide
fogjuk szamitani az események elr) legkorabbi idejét, tovabba kiegészitjiik egy sorral, ahova az események €lx)
legkésdbbi idejét fogjuk szamolni. Ha az események sorszimozasa olyan, hogy nagyobb sorszamu pontba vezet
az ¢l, akkor ez a tablazat Un. fels6 haromszog-tablazat lesz. A szamolas a tétel bizonyitasaban adott
Osszefiiggések alapjan torténik.

1. Azelr) legkorabbi eseményiddk szamolasa:
Kiindulasként £(5) = 0. Ezutén a pontok sorrendjében szamitjuk az értékeket.

Az x pont elr) értekét ugy hatdrozzuk meg, hogy az £ értékek oszlopaban (utolsé oszlop) és az X pont
oszlopaban levd szdmokat dsszeadjuk minden sorban és ezen dsszegek koziil a maximumot vessziik.

2. AzElz) legkésobbi eseményid6k szamolasa:

Kiindulasként £(t) = £(t). Ezutan a pontok sorrendjében visszafelé haladva szamitjuk az értékeket. Az x pont

() ertekét ugy hatarozzuk meg, hogy az € értékek soraban (utolsd sor) 1évé elembdl kivonjuk az X pont
soraban levd elemet minden oszlopban és ezen kiilonbségek koziil a minimumot vessziik.

Megjegyzés:

Az id6tervezési feladat megoldasi modszerét kritikus ut modszernek is szokas nevezni, ebb6l szarmazik az
id6tervezési feladat CPM/time elnevezés is (Critical Path Method). Az id6tervezési modelleket az 1950-es évek
els6 felében dolgoztak ki a RAND Corporation-nal. Ezeket a modszereket azonban titkosan kezelték, kezdetben
nem hoztak nyilvanosagra, FORD L.R. Jr. [4] és MINTY G.J. [11] munkaiban lettek nyivanossagra hozva.

4. 4.4. Példamegoldas

Az algoritmus illusztralasara oldjuk meg a bevezetSben kozolt feladatot.

1 2 3 4 ] 6 elx)
1 N 3|8 0
2 S0 9] 2 3
3 Y o | 10 ]
4 N, | 6B 12
b1 ST 18
] S| 25

gx) [0 3[I3][12]18] 25

Eredmények:
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1. Elészor az eseményiddket (iitemezést) adjuk meg, ezeket a tablazatbol egyszeriien kiolvasunk, ha nem
egyezik az esemény kétféle ideje, akkor az eseményido a két érték kozotti barmely érték lehet:

0
3
13
12
18
25

wa)
1A
Al

e e e e e

L e I e

dl
dl
dl
dl
dl
d

- o o m

Az litemezés értéke: f’-(ﬁ) = 25.
2. Kritikusuat: 1 -2 —+4 —=5— 6
Atfutasi id6 (kritikus at hossza) = 25

3. Tevékenységidok és tartalékidok

Tevékenvsés
kaod | idS | legkorabbi kezdés | leskorabhbi befejesés | legkésSbbi befejesdés | leghkésdbhbi keadés
1.2y [ 3 0 3 3 0
13 | s 0 5 3 5
(2.3) 1] 3 3 13 13
24y | 9 3 12 12 3
2.5} | 2 3 o 18 16
B35 | 5 g 3 18 13
(3.6) | 10 8 [ 25 15
(4.5) ] 6 12 18 18 12
5.6) [ 7 18 25 25 18
| Tevékenység | Tartalékids |
kod | 1dd | Teljes | Szabad | Fiiggetlen
(1.2) 3 1 0 0
(1.3) 8 ] 0 0
(2.3) 0 10 G D
(2.4) 9 0 0 0
(2.5) 2 13 13 13
(3.5) D D G 0
(3.6) 10 7 7 2
(4.5) ] 0 0 0
(5.6) 7 0 0 0
5. 4.5. Feladatok
1. Adott a kovetkez6 tevékenységsorozat:
kel 1-2 | 1-3 | 24 | 25 | 246 | 22000 | 2-11 | 3-8 | 4100 | 57 | 7-10 | 859 | 910 | 10-11 | 11-12 G- 100
idd (nap) | 14 3 8 16 | 20 24 18 15 30 25 7 12 ] 1 b litszat

a) Rajzolja fel a terviitemhalot!
b) Hatarozza meg az atfutasi id6t, a tevékenységekre vonatkozo idket és a tartalékiddket!

2. Adott az alabbi tevékenységsorozat:
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Tevékenység
negnevezése ideje (hét)
Gyvartmanytervezés ]
Mintagyartas 12
Piackutatas 4
Eladas eldkészitése 10
Kollekelo szétkiildése 9
Gyartas eldkészitése ]
Szerzo déskités 15
Gyartas ]

a) Rajzolja fel a terviitemhalot!
b) Hatarozza meg a kritikus utat, az atfutasi id6t és az iitemezést!
¢) Hatarozza meg a tevékenységekre vonatkozo idéket és a tartalékidoket!

. Motort akarunk betonlapra felszerelni. E16szor betonagyat készitiink, hogy a kdzben legyartott fémalapot ide
elhelyezhessiik. Mire a betonagy és a fémalap elkésziil, a motort a helyszinre szallitjak és végiil felszereljiik.
A részletes tevékenységek ill. tevékenységidok a kdvetkezok:

Fémalap elkészitése 18 nap
Fémalap szallitasa 1 nap
Alaparok Asdsa 2 nap
Zsalu készitése 3 nap
Zsalu kitoltése betonnal 1 nap
Betonkezelés 10 nap
Alap elhelvezése 2 nap
Motor helyszinre szallitasa 1 nap
Motor felszerelése 2 nap

a) Rajzolja fel a terviitemhalot!
b) Hatarozza meg a kritikus utat, az atfutasi id6t, a tevékenységekre vonatkozo idoket és a tartalékiddket!

. Adott egy specialis haldzat tavolsagokkal. Hatdrozza meg az 1 és az 5 jelli pontokat 6sszekot6 utak koziil azt,
amelynek hossza a leghagyobb!

Utmutatds a megolddshoz:

Mivel a halozat grafja terviitemhalo, igy CPM-eljarassal lehet megoldani a feladatot.

. Adott egy terviitemhal6. Sorszamozza at a pontokat Uigy, hogy minden pontbdl csak nagyobb sorszamu
pontba vezessen éli. Gondolja végig az atsorszamozasi eljarast és ez alapjan adja meg az algoritmust, amelyet
mar szamitogépre lehet programozni.
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4 »(6

6. 4.6. Idotervezési feladat (PERT)

Ha a tevékenységidok nem meghatarozott (nem determinisztikus) értékek, hanem véletlent6l fliggo,
sztochasztikus valtozok, akkor az in. PERT id6tervezésrdl beszéliink. A gyakorlatban az aldbbi harom értékkel
adjuk meg a tevékenységidé becslését. Minden (X,y) tevékenységhez megadjuk az alz,y) bla.y)gs acle. y)
értékeket, amelyek a kdvetkezo jelentéssel birnak:

alr.y). a tevékenységidd optimista becslése,
blr. v): a tevékenységidd legvalosziniibb értéke,
clr, y):a tevékenységidd pesszimista becslése.

Az optimista becslés a bizonytalansagot okozo6 akadalyokat nem veszi figyelembe, a pesszimista becslés minden
lehetséges akadaly fellépését szamba veszi. A tevékenységidok eloszlasa altalaban béta-eloszlasnak tekinthetd.
Egyrészt a béta-closzlas varhatd értéke és szorasa nehezen hatarozhatdé meg, masrészt a gyakorlatban az
alz.y). ble. y). elz.y) értékek konnyen meghatarozhatdk, ezért a tevékenységidok ™ 1. ) vérhaté értékét az

oy alx, y) + 4blz, y) + clx. y)
mizr, y) = 5

képlettel, az S (. y) szorasat pedig az

s(r, U:l — w

képlettel szoktak becsiilni.

Az id6tervezés ezutan a tevékenységido 7 1. y) varhaté értékével torténik a mar megismert CPM modszerrel.
Az események idejére is és az atfutasi id6re is varhato értékeket kapunk, amely koriill a valdsagos értékek
ingadoznak. Bizonyos feltevésekkel az atfutdsi id6 varhatd értékének az ingadozasa, azaz a szorasa is
meghatarozhat6. Az atfutasi id6 az 7 (. y) tevékenységidok 0sszege. A matematikai statisztikabol ismert, hogy
figgetlen valtozok Osszegének szorasnégyzete egyenld a valtozok szorasnégyzetének oOsszegével. Ha a
tevékeységidok egymastol fliggetlenek, akkor az atfutdsi idé szorasnégyzetét a kritikus aton 1évo tevékenységek
szorasnégyzetének 0sszegeként szamithatjuk ki. Ha a terviitemhald elég sok pontbdl all, ill. a kritikus Gt sok
eseményen vezet végig, akkor a kdzponti hatareloszlastétel alapjan az atfutasi idé kozelitéleg normalis eloszlast
mutat. Ebben az esetben a normalis eloszlas eloszlasfiiggvényének segitségével valaszt kaphatunk olyan
kérdésekre is, hogy mi a valosziniisége annak, hogy az atfutasi id6 egy adott értéken beliil, kiviil esetleg a kettd
kozott marad?

Feladat:

Az alabbi PERT terviitemhalonal a tevékenységek idobecsléseibdl hatarozza meg az atfutasi id6 varhato értékét
és szOrasat!
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Tevékenység Iddbecslés (nap)
kodja optimista | legvaloszinfibb | pesszimista
1-2 7 10 13
1-3 B 14 20
23 2 D 8
2-4 14 20 26
34 13 19 25
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5. fejezet - Maximalis folyam -
minimalis vagas feladatpar

Mint ahogy az el6z6 fejezetekben is lattuk a halézatokon tobbféle optimalizalasi feladatot értelmezhetiink. A
kovetkezd fejezetekben az un. folyamproblémakkal fogunk foglalkozni, latni fogjuk, hogy ezek szorosan
kapcsolodnak a vagassal. Ezek a feladatok olyan linearis programozasi feladatok, amelyek specidlis
szerkezetiiknél fogva sok hasznos tulajdonsaggal rendelkeznek és egészértékii optimalis megoldasuk van.
Szamos érdekes €s a gyakorlatban fontos kombinatorikai feladat is megfogalmazhaté ¢és megoldhatod
folyamfeladatként. Némely esetben kevéssé kézenfekvd a kapcsolat a folyamok fizikai valdsadgaval. Ebben a
fejezetben a folyamproblémak standard modelljét a maximalis folyam-minimalis vagas feladatpart és e
feladatparra vonatkozo ismereteket kozoljiik. A tovabbi fejezetekben roviden vazolunk tovabbi folyam
modelleket is. A folyamfeladatokat kovetd fejezetek modelljeinek alapjat is a maximalis folyam - minimalis
vagas feladatpar fogja alkotni.

1. 5.1. A feladatpar megfogalmazasa

Legyen adott egy [N.A. K| halozat. A halozat éleihez rendelt Fij nemnegativ szamot az (i.7) €A ¢
kapacitasanak nevezzik. Ezt a kapacitast kiilonbozéképpen foghatjuk fel attol fiiggden, hogy milyen konkrét
problémat fogalmazunk meg: valamely termékbdl egységnyi id6 alatt legfeljebb mennyi tud az utszakaszon
folyamatosan athaladni vagy elektromos halozat esetén a vezetékeken atfolyd aram maximalis erdssége, stb.
Legyen két pont kitlintetve, az egyik a forrds, amelyet jeloljink s-el, masik a nyeld, jele legyen t. A
folyamproblémat nagyon vazlatosan gy fogalmazhatjuk meg, hogy keressiik a forrasbol a nyelébe vezetd
maximalis mennyiségti folyamot. Jeldlje *i; az [i:7) élen 4tmend folyam nagysagat. Altalénosan folyamrél
besz¢éliink, amely egy konkrét feladat kapcsan lehet termékmennyiség, aramerdsség, stb. A folyam a forrasbol
ered, a nyelében elnyelddik és a halozat éleire a kapacitaskorldatozdasnak, a pontjaira pedig Kirchoff csoméponti
torvenyének kell teljesedni. Az utdbbi feltételt megmaradasi szabalyként is emlithetnénk, amely azt fejezi ki,
hogy a halézat mindegyik kozbiilsé (forrastol és nyel6tdl kiilonbozd) pontjara érvényes, hogy egy adott pontba
befolyé folyamok értéke azonos az onnan kifolyd folyamok értékével. Egy adott P pontbdl kifolyd folyam
Tpi
mennyiségét az P pontbeli folyamértéknek nevezzik és a (p.i)cA Osszegzéssel irhatjuk le. Hasonldan irhato
Ty

le a befolyd folyam is. A forraspontbdl kifolyd is-i)s4  mennyiséget pedig a folyam értékének nevezzik.
Ezekutan a folyamprobléma matematikai megfogalmazasa a kdvetkezo:

Meghatarozandé a haldzat minden élére az i folyam ugy, hogy a

E Tsj

(s.7)EA
mennyiség maximalis legyen feltéve, hogy
0= Tij = kij [f. j:l A

Z Tpi = Z rip pE N\ {s.t}

(pgd)EA (F.peA

A folyamprobléma tehat a forrasbol a nyel6be iranyuld legnagyobb értékti folyam meghatarozasa. A
célfiiggvényt a forrasbdl kifolydé folyam mennyiségeként fogalmaztuk meg, de nyilvanvaléan hasznalhattuk
volna a megmaradasi torvény miatt a nyeldbe befolyd folyam mennyiséget is. Altaldban folyam alatt a
feltételeknek eleget tevd Tii értékek Osszességét értjiik, de nem kovetiink el nagy hibat, ha az egyes éleken
értelmezett i értékeket (folyamkomponenseket) is egyszeriien folyamnak nevezzilk. A legnagyobb értékil
folyamot maximdlis folyamnak nevezzik.

Példa a folyamfeladat matematikai megfogalmazasara:

Tekintsiik az alabbi abran lathat6 halozatot és fogalmazzuk meg az 1-bdl a 6-ba iranyuld maximalis folyam
feladatot matematikai forméaban!
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Maximdlis folyam feladat (Primal feladat)

Legyenek a feladat dontési valtozoi az i értékek, amelyek az i pontbdl a j pontba mutatd élen a folyam
mennyiségét jelentik. Ezek darabszama a halézat éleinek szamaval azonos, a feladat dontési valtozoi tehat
rendre:

r12.r13,r23.Tr24.r35,r46.Ir54, 56

A dontési valtozokra vonatkozo kapacitaskorlatozas azt irja eld, hogy a folyam egyik élen sem lehet negativ és
nem lehet nagyobb, mint az él kapacitasa, ezek a feltételek a kovetkezok:

0 =m0
0=aa
[} <="- Iag

0 ; i X

[ R B - R = T

A A A IA A TIA A TIA

A kozbiilsé pontokra (nem forrds, nem nyeld) érvényesnek kell lenni a Kirchoff csomoponti térvényének, azaz
minden kozbiilsé pontbdl a kifelé mutatd élen a folyamok 6sszegének azonosnak kell lenni a pontba befelé
mutaté élen 1évo folyamok Gsszegével. Négy kozbiils6 pont van, ezekre a feltételek rendre a kovetkezok:

ryg = a3 + Tay
L + £Lag = Ty
T2 + 5y = Tap

Tgs = Ty T g

A ceélfiiggvény pedig a forraspontbdl kifolyd folyamok 6sszege, azaz

12 + r13 — max!

Mint ahogy lathato a folyamprobléma is egy linearis programozasi feladat, amelyet szimplex modszerrel meg
tudunk oldani. A megoldashoz célszerii az egyedi felsékorlatos szimplex modszert hasznalni, de még igy is elég
nagyméretli feladatot kell megoldani. A folyamprobléma minden feltételében és a célfiiggvényben is 0 és 1
egylitthatok szerepelnek, ez a specialis szerkezet indokolja, hogy a haldézaton miikodé megoldasi modszert
alkalmazzunk. A folyamproblémanak, mint linearis programozasi feladatnak létezik a dual feladata is. A
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kovetkezdkben ezt hatarozzuk meg. A fenti primal linearis programozasi feladatnak felirjuk a dual feladatat és
egy kis transzformacio utan azt fogjuk tapasztalni, hogy a dual feladat a vagassal hozhatd kapcsolatba.

A dual feladat egyszeriibb meghatarozdsahoz alakitsuk at a folyamfeladatot oly mdédon, hogy bevezetiink egy v-
vel jelolt uj valtozot, amely a folyam értékét jelentse. A feltételek kozé vegyiik fel a forrasra és a nyeldre
vonatkoz6 el6irasokat is, a célfiiggvény pedig legyen a v folyamérték, amelynek maximumat keressiik. A v
valtozora elvben nincs eldjel megkdtés, tudjuk ugyan, hogy a folyam nemnegativitdsa miatt sziikségképpen
pozitiv, de ezt az eldirast nem szerepeltetjiik a modellben, mert nem eléirds, hanem kovetkezmény. A feladat
alakja a kdvetkezo:

12,13, Tog. 24, T35, T46. 54 . T56 g 0

xrio + x5 —v=10
—ia + a9y + a9y =0
—ryy — oy +ags =0
—gy Fays —a5y =0
—ryy a5y Fasg =10
—ry — g T =10
T2 =9
ri3 =6
Trog ; 3
rog = 3
T35 =8
w46 = 4
Iy ; 2
Treg = 2

o — max/

A fenti linedris programozasi feladat dual valtozoi legyenek a kovetkezok:
A haldzat pontjaira vonatkozé egyenléséges feltételekhez rendelt dual véltozok legyenek: i, @ € N,

A halozat éleire vonatkozo kapacitaskorlatos egyenldtlenséges feltételekhez rendelt dual valtozok legyenek:
wij. (i) € A

Ekkor a dual feladat a kovetkez6 formaban irhat6 fel:
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feladatpar
1. Uy, . Uy, s, g tEtSzOleges
Mg, W13, Wag, Wag, Was, Wiag, W, Wae = 0
y — g+ wyp = 0
g — ug 4wz = 0
o — ug+ way = 0
e — g+ way = 0
g — s+ was = 0
g — g+ wag = 0
g — g+ wgy = 0
g — g+ weg = 0
—uytug=1

Dy + Bury g + Jwag + dway + Buwrgs + dwyg + 2wsy + 2wy — minl

Ennek a dudl feladatnak minden lehetséges megoldasa és az optimalis megoldasa is megfeleltethetd egy (S,T)
vagasnak a kovetkezé modon. Legyen

—1 haie s
;= .
0 haieT
1 haieS jeT
wi; =
! 0 egvébkeént
Erdemes megfigyelni az atalakitott folyamfeladatban a halézat pontjaira felirt egyenleteket. Az ¥ij ismeretlenek

egyiitthatoibol képzett matrix nem mas mint a halozat alapjat képezd digraf szomszédossdgi matrixa. Az
egyenloséges feltételek matrixos formaban tehat igy is irhatok:

Sz + (eg —er)v =0,

ahol S a szomszédossagi matrix, az £6- €1 egységvektorok, az X pedig a dontési valtozokat magaba foglald
vektor.

Ezekutan a folyamfeladat dual feladata altalanosan a kovetkezéképpen fogalmazhaté meg.

A folyamprobléma dual feladata:

Meghatarozandé a forrast () a nyel6tdl (t) elvalasztd vagasok koziil az, amelyben a vagasbeli élekre irt Fij
kapacitas értékek Osszege, azaz a

KS.T)= > ki

ics GET
mennyiség minimalis.

A k(S.T) mennyiséget altalanosan az (5.7) vagas kapacitasanak vagy a vagas atbocsatoképességének
nevezziink. A legkisebb atbocsatoképességli vagast egyszeriien minimalis vagasnak nevezzilkk. A két szorosan
0sszekapcsolodo feladat (primdl — dudl) egyiittesét maximadlis folyam-minimalis vagas feladatpar néven szoktuk
emlegetni.

Miel6tt ratérnénk a feladatok matematikai vizsgélatara, roviden szélunk a folyamfeladat megoldasardl. Egy
nagyon kézenfekvonek tiin6 algoritmus lehet a kovetkez6: Legyen adott egy i megengedett folyam, amely
lehet az azonosan zérus is. Meghatarozzuk minden élen, hogy mekkora az ¢l szabad kapacitasa. EQy é/ szabad
kapacitdsa (fi7) alatt az élen még atfolyathatd mennyiséget, azaz az fis = Fij — ij = )mennylseget értjiik. Ha
egy ¢l szabad kapacitasa zérus, akkor azt az élet telitett élnek, ha pedig szabad kapacitasa pozitiv, akkor azt az
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¢let telitetlen élnek nevezzik. Tekintsiik csak a telitetlen éleket és csak ezeken a telitetlen éleken keressiink utat
a forrasbdl a nyelébe. Ha talaltunk utat, akkor ezen Gt minden élén az élre eldirt kapacitaskorlatozas miatt az ¢l
szabad kapacitasanak megfelelé mértékben a folyam ndvelhetd. Az Gt minden élén azonban csak egyforma
mértékben novelhetjitk a folyamot, mert egyébként az 01j folyam megsértené a csomoponti torvényt. Konnyen
belathato, hogy az ut sziik keresztmetszete donti el a novelés maximalis mértékét. Tehat meghatarozzuk az 1t
mentén a legkisebb szabad kapacitast, amelynél nagyobb mértékben nem javithato a folyam. Mivel a maximalis
folyam elérése a 6 célunk, ezért ezzel a legkisebb szabad kapacitassal érdemes ndvelni a folyamot. Jeloljiik ezt
a szabad kapacitast 4-val. A folyamnodvelés utan az eljarasunkat megismételjiik. Tehat az algoritmus egy-egy
lépésében harom feladatot kell kell elvégezniink:

1. Utkeresés s-bél t-be a telitetlen éleken.

2. Az Ut mentén a legkisebb szabad kapacitds (&) meghatarozasa.

3. A legkisebb szabad kapacitassal az ut minden élén néveljiik a folyamot.

A gyakorlati kivitelezés soran nem érdemes az 1j folyamot kiszamitani, mivel az (1) és a ( 2) feladatban csupan
a szabad kapacitas ismerete sziikséges, igy a (3) feladatban a folyamnovelés helyett a szabad kapacitasokat
csokkentjiik az ut mentén. Akkor fejezziikk be az algoritmust, ha mar nem talalunk utat. Az elmondottakra

nézziink egy példat. A példaval az algoritmusra szeretnénk ramutatni, ezért az utkeresést most nem cimkézéssel
oldjuk meg.

Példa a kézenfekvdé algoritmus bemutatasara:

Tekintsiik az alabbi halozatot! Hatarozzuk meg az s-bol t-be iranyuldé maximalis folyamot!

3 -~

b ¢
O

A probléma egyszerisége miatt azonnal lathaté, hogy a maximalis folyam értéke 7. Nézziik a megoldast
1épésenként. A halozat szabad kapacitasait a baloldali abran (a telitett éleket szaggatottan jeloljiik), az utat és az
ut mentén a folyamndvelés mértékét a jobb oldali dbran tiintetjiik fel. Induljunk ki az azonosan zérus folyambol.
Ekkor az élek szabad kapacitdsa megegyezik az ¢l kapacitasaval.

1. utkeresés
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feladatpar
o o
/ 4 1
5 G 1 of 5§ 0 1 of
\ / 1
R b
o o
2. utkeresés
o le]
/ E\ / \
5 0 0 o § 0O of

v
]

3. utkeresés

/
Of=cassaas
%]
[a]
0
[N
(8]
/
]
\
0
S

4. utkeresés

s o 0 ot Nines 1t

A 4. utkeresés soran nem tudtunk telitetlen éleken a forrasbol a nyeldbe eljutni, igy az algoritmus befejezddott.
Az ¢élek kapacitasanak és szabad kapacitasanak a kiilonbsége a folyamot adja, amelyet az alabbi halozaton
szemléltetiink.
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O

b4
O

A fenti halozatbol kiolvashato, hogy a forrasbdl a nyel6be vezetd folyam értéke 6. E példan tapasztaltuk, hogy a
kézenfekvé algoritmusunk nem jol miikddik, mert maximalis folyamra a 7-et kellett volna eredményezni. Ha az
utkeresések soran eldszor a felsd két él altal, utana pedig az also két él altal meghatarozott utat talaljuk meg,
akkor az algoritmus jol mitkodik. Hol lehet a hiba az algoritmusban, amely egyszer miikddik, egyszer nem? A
nem megfelelé miikodés az algoritmus merevségében van, ugyanis egy élen a folyamot csak novelni tudjuk.
Amennyiben lehetséget adtunk volna arra, hogy ha egy ¢len mar atfolyattunk valamennyit, akkor sziikség
esetén legfeljebb ennyit vissza is folyathatunk, Gigy az algoritmus minden esetben j6l mikodik. Ahhoz, hogy a
fenti algoritmust minden esetben sikerrel tudjuk alkalmazni az eredeti folyamfeladatot moddositani kell,
természetesen az alapprobléma érintése nélkiil.

A folyamprobléma modositasa az alabbiak szerint torténik. Egészitsiik ki a haldzatot teljes halozatta. Az
eredetileg nem Iétezd éleket is vegyiik fel és azok kapacitasat zérusnak vegyiik. A teljes halozat élein az ii
folyamra a nemnegativitast elvetjiik, helyette a ferdeszimmetricitast irjuk eld, amely az alabbit jelenti:
;r.',-_i- = —:!-'_J; i
Ez a matematikai el6iras fogja megoldani a gondunkat. Hogy jobban megértsiik, szamitsuk ki a szabad
kapacitasokat. Az (i, ) &len fij = kij — Tij, a (7.7 ¢len pedig fii = Kji — ji. A folyam ferdeszimmetricitisa
miatt azonban .fji = kji + i, Tehat ha egy (i.7) élen a folyam né, pl. Tii-rél megvaltozik *i; + d-ra, akkor az
élen a szabad kapacités #-val csokken. A (7. 1) Divisszélen” pedig ugyanannyival, 4-val nd. Ez forditva is igaz. A
negativ folyam természetesen az optimalis megoldasban nem fog érdekelni benniinket, csak a pozitiv folyamok
lesznek szamunkra érdekesek. A moddositott folyamra vonatkozd csomoponti térvény a ferdeszimmetricitas
miatt tigy fogalmazhatdé meg, hogy a kozbiilsd pontokban a kilépd (vagy belépd) folyamok eldjeles dsszege
x(s, N) = Z;r.'”-
zérus legyen. A folyam értékét a tovabbiakban jeldljiik (5. V)-el, amelynek értéke: JEN
Matematikai értelemben folyamfeladat alatt a tovabbiakban mindig e modositott folyamfeladatot értjiik,
amelynek matematikai megfogalmazasa a kovetkezd:

Meghatdrozando a teljes hal6zat minden élére az ¥i; folyam gy, hogy

x(s, N) = Z"’u’

JEN

maximalis legyen, feltéve, hogy
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r;; =k;;  minden (i, j) élre,

r;; = —w;; minden (i, j) élre,

Z:r:,-.j- =0 minden : € N\ {s, ¢} pontra.
JjeEN

Nem nehéz kitalalni, hogy a dual feladat valtozatlan marad, csupan a teljes halozatra vonatkozodan kell a
minimalis vagast keresni.

Miel6tt belekezdenénk a vizsgalatokba, bevezetiink néhany jelolést .

Legyen . C C N részhalmazok és /ij az éleken értelmezett fiiggvény (folyam esetén: i; vagy kapacitas
esetén: Fij), tovabba jeldlje 1(B. C) az alabbi mennyiséget:

RB.C)= Y hy

icB.jeC
Koénnyen ellendrizhetd, hogy fennallnak az alabbi addicios osszefiiggések:

h(BUC.D) = h(B.D)+h(C.D)
h(D.BUC) = h(D.B)+k(D.C)

Ezen addicios Gsszefiiggések figyelembevételével a folyamfeladatra felirt korlatozottsagi eléirasok az

x(B,C) Z k(B.C) minden B,C C N halmazra

alakban, mig a ferdeszimmetricitasi eldirasok az

r(B.B)=0 minden B € N halmazra

alakban irhatok. A folyamfeladat megfogalmazasara a fenti jelolésmod természetes, ugyanis az w(B. C) ¢riéke a
B ponthalmaz pontjaibol a C ponthalmaz pontjaiba iranyulé folyam értékét, a k(B.C) ¢rteke pedig a B
ponthalmaz pontjaibdl a C ponthalmaz pontjaiba iranyulo élek teljes atbocsatoképessége.

A fentebb bevezetett jelolések alapjan legyen:

x(i, N) = Z;rr,-_j-.

JEN

amelyet az ¢ € N pontbol kilépé folyamok Gsszegének neveziink. Az s € IV pont a folyamra nézve akkor
forras, hax(s. N) >0 at £ N pont pedig akkor nyels, ha =(t. N) <0,

Az [N.Eteljes halozat egy folyamat s-b6l t-be iranyuld folyamnak nevezziik, ha ls: N) > 0 x(t. N] < 0 gg
minden ¢ # 5.t (kozbiilsé pont) esetén #li: N) = 0. Szemléletesen nyilvanvalé, de algebrailag is konnyen
igazolhatd, hogy az s-bdl t-be irdnyul6 folyam esetén

x(s. N) = x[N.t),

az *(N. N) = 0 feltételbsl ugyanis levezethetd, hogy

O=a(N.N)=als. N)+ x(t. N) + =(N \ s\ t.N) =x(s, N) + x(t, N}

ebbél pedig x(s. N) = —x(t. N} = =[N, t).

Az [N. k] halozat s-bél t-be iranyulé folyamanal az (5. V) szamot a folvam értékének nevezziik. A legnagyobb
értékli folyamot maximdlis folyamnak nevezzik.

Ezekutan a maximalis folyam feladat a kdvetkez6é modon fogalmazhatdé meg matematikai formaban.

Maximalis folyam feladat (primal feladat) :
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Meghatarozand¢ a teljes halozaton az $-bdl t-be iranyuld folyam tigy, hogy a folyam értéke az
x(s, N)
maximalis legyen, feltéve, hogy

(s, N) =0

(. N) <0

(i, N)=0 i#£s.t
ry; = kg

Tij = TG
Minimalis vagas feladat (dual feladat) :

Meghatarozandé az s-et t-t6l elvalasztod (5.7) vagas ugy, hogy a vagas atbocsato képessége a

s = Yk

ics. JET

minimalis legyen.

2. 5.2. A feladatpar matematikai vizsgalata

A folyam és a vagas kozotti alapvetd dsszefiiggést a kovetkezé lemmaban mondjuk ki:
LEMMA (A4 folyamprobléma alaplemmaja):

A feltételeket kielégito tetszéleges, s-bol t-be iranyulo folyam (megengedett folyam) és tetszoleges, s-et t-t6l
elvalaszto vagas esetén a folyam értéke nem lehet nagyobb, mint a vagas datbocsatoképessége, azaz képletben

x(s, N) = k(S5.7T).
Bizonyitas.

Felhasznalva a kozbiils6 pontokra vonatkozo Osszefliggést és az addicios Osszefiiggéseket, egyszertien adodik,

hogy

s, N)=x[s. N)+ (S s.N)=xlS.N)=x(5.50T)=x(5.5) +2(5.T) £ k(5.T).
|

A lemmabdl két fontos kovetkezményt olvashatunk ki.

1. KOVETKEZMENY:

Ha a megengedett folyam és a vagas olyan, hogy a lemmaban egyenldség all fenn, akkor a folyam maximalis a
vagas pedig minimalis.
Bizonyitas.

Legyen a szobanforgd folyam =" (5. N), a vagas pedig (S-T)*, amelyre " (5. N) = k(S.T)" Indirekte tegyiik

fel, hogy az " (s. N) nem maximalis, azaz 1étezik egy *" (s, V) megengedett folyam, amelyre
s, N) = 2" (s, N ).
Mivel az =** (s. N) folyamra is igaz a lemma allitasa, igy

s, N) 2 E(S.T) =z"(s.N)
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x" (s, N két Osszefiiggés ellentmond egymasnak, igy feltevésiink szerint nem létezik a** (s, N) folyam, tehat az
folyam maximalis.

A vagas oldalardl torténd bizonyitas hasonld modon végezhetd, amelyet az olvasora bizunk.

A maésodik kévetkezményt szokas optimalitasi kritériumnak vagy egyensulyi dsszefiiggésnek is nevezni, mivel
arra ad valaszt, hogy milyen feltételek esetén egyezik meg a két célfiiggvény, azaz mikor optimalisak a
megengedett megoldasok.

2. KOVETKEZMENY (optimalitdsi kritérium):

A lemmaban egyenloség akkor és csak akkor all fenn, ha az (5.7) vagas minden élén
ij = Kij.

Bizonyitas.

A lemma bizonyitasanak utols6 1épése szerint

(8. T) = k(8. T),

amely részletezve

Z T = Z kij.

i€SjET iESSET

¢és ebben az Osszefliggésben egyenldség akkor és csak akkor allhat fenn, ha az egyenlétlenség mindkét oldalan
az Osszegben 1é6v6 megfelels tagok megegyeznek, azaz minden vagasbeli élen *ij = Kij,

|

FORD-FULKERSON tétel (a folyamprobléma ftétele):

Létezik olyan megengedett folyam és vagas, hogy a lemmdban egyenléség dll fenn, azaz lézezik s-bdl t-be
iranyulo maximalis folyam és s-et t-tol elvalaszto minimalis vagas, tovabba a maximalis folyam értéke egyenlo
a minimalis vagds dtbocsdtoképességével, azaz képletben

max (s, N) = min k(5. T).

A folyamprobléma f6tételét L. R. FORD ¢és D. R. FULKERSON adtik meg 1962-ben [5]. A FORD-
FULKERSON néven ismertté valt jelentds tételt a tovabbi modelljeinkben is fel fogjuk hasznalni.

Bizonyitas.
A tételre konstruktiv bizonyitast adunk, amelyb6l a megoldas menete is kiolvashato.

Legyen {i;} egy tetszéleges S-bol t-be iranyuld folyam. Konstrualjuk meg azt a [N E] digrafot, amelynek E
élhalmazan *i; < Kij. Az ilyen éleket telitetlen éleknek nevezziik, mivel még rajtuk novelheté a folyam. Az

olyan éleket, amelyekben #ii = Kij telitett éleknek nevezziik. Keressiink az [N, E] digrafban utat s-bdl t-be. A
MINTY tétel értelmében két eset allhat fenn:

1. eset: nincs ut
MINTY tétel szerint ekkor van iires vagas. Ez pedig azt jelenti, hogy ebben a vagasban nincs telitetlen ¢él. A
halézatra vonatkozoan pedig ebben a vagasban csak telitett élek vannak, a lemma két kovetkezménye

értelmében a folyam is és a vagas is optimalis.

2. eset: van ut
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A halozatban ennek a P Gtnak minden éle telitetlen, azaz rendelkezik fi; = Kij — 7ij > U gzabad kapacitassal.
Ezt az utat folyamnével6 utnak nevezziik, hiszen minden élén valamennyivel ndvelhetd a folyam.

Hatarozzuk meg az Gt mentén 1évé élekre a szabad kapacitasok minimumat, jel6lje ezt az értéket 4, azaz legyen
8 =min{f;; : (i.7) € P} = 0.

A d értéket az ut kapacitasanak nevezzikk. Az Ut mindegyik élén ugyanannyivel kell novelni a folyamot a
Kirchoff térvény miatt. Maximalisan tehat a & értékkel ndvelhetd a folyam az Ut mentén. Természetesen ennél
kevesebbel is novelhetd a folyam. Mivel a folyamfeladat célja a maximalis folyam ataramoltatasa, célszeri
ezzel a maximalis mennyiséggel ndvelni a folyamot. Egyébként, ha nem ezt tennénk, akkor a kdvetkezd
utkeresés soran is ugyanezt az utat talalnank meg, hisz mindegyik utbeli ¢élen lenne szabad kapacitas. Ezzel a
noveléssel az Gt mentén bizonyos élek telitetté valnak. A folyamot tehat az ut mentén a noveljik, a
folyamfiiggvény ferdeszimmetricitasa miatt a [visszat” mentén ugyanennyivel csokkenteni kell. Az 0j folyam a
kovetkezOképpen hatarozhaté meg:

ri; —d&  (i,j) € P (4t mentén)
Tii=48w;+6  (j.i) € P (visszit mentén )
Ti; egyéh éleken
Az 1j folyam értéke T(s. N) =als. N)+ 8> 2(s.N) azaz a folyam értéke né. Az 0j folyam megengedett

marad, hiszen teljesiti a folyamra vonatkozo Osszes feltételt. Az 0ij folyamra megismételjiik a fentebb leirt

eljarast. Mivel az alapadatok miatt & egész szam €s a lemma miatt (s, N) feliilrs] korlatos, igy véges 1épésben
eljutunk az optimalis megoldashoz, azaz az 1. esethez.

A FORD-FULKERSON tétel bizonyitdsabdl tehat kiolvashatd, hogy maximalis folyam és minimalis vagas
esetén igaz, hogy a minimalis vagasban minden élen a kapacitasnak megfelelé folyam folyik, azaz a minimalis
vagasra az jellemz0, hogy minden éle telitett.

3. 5.3. Algoritmus a maximalis folyam-minimalis
vagas feladatpar megoldasara

A FORD-FULKERSON tétel bizonyitasabol, a bizonyitas konstruktiv jellege miatt kiolvashaté az optimalis

megoldas megkeresésére szolgald algoritmust. Ezt az algoritmust a miikkodése miatt noveld ut modszernek is

nevezhetjiik.

1. A haldzat kiegészitése teljes halozatta, zérus kapacitasu élekkel.

2. Az indulé folyam meghatarozasa. Amennyiben van indulé folyam vagy konnyen talalunk ilyet, akkor
célszerii abbdl kiindulni. Legtobbszor azonban az azonosan zérus folyambdl indulunk ki, azaz wii = 0
minden élen.

3. Az indulé folyamhoz az éleken az induld szabad kapacitas (.fii) meghatarozasa.

4. Utkeresés s-bdl t-be a telitetlen, azaz fi; = U éleken (cimkézéssel keressiik az utat a szabad kapacitasu
tablazaton, a cimkézés soran csak a pozitiv szabad kapacitasokat kell figyelni).

Ha nincs ut, akkor megallunk, megtaldltuk az optimalis megoldaspart. A minimalis vigas a megtalalt iires
vagas lesz, a maximalis folyam pedig a kapacitas és a szabad kapacitas kiilonbsége.

Ha van ut, akkor az (5) ponton folytatjuk az eljarast.

5. Az ut kapacitasanak a meghatarozasa (#). Ezt az Gt mentén a legkisebb szabad kapacités értéke adja.

6. Az Ut kapacitasaval az Gt minden élén ndveljik a folyamot. A ferdeszimmetricitas (a visszadramoltatas
biztositasa) miatt a visszut minden €lén pedig csokkentjiik a folyamot. Gyakorlatban azonban az élekre nem a

folyamot, hanem az Gtkereséshez amugy is sziikséges szabad kapacitast (fi7) szamitjuk. A szabad kapacitast
az ut mentén csokkentjiik, a visszut mentén pedig noveljiik.
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4. 5.4. Példamegoldas

Az algoritmus miikddésének bemutatasara 2 szdmpéldat oldunk meg.
1. példa
Tekintsiik mégegyszer a fejezet elején vazolt haldzatot és az ott megfogalmazottak szerint hatdrozzuk meg a

halézaton az 1-b6l a 6-ba iranyulé maximalis folyamot és az 1-et a 6-t6l elvalasztd minimalis vagést! Most a
megoldasi algoritmust mutatjuk be, az el6z6ekben csupan a feladat matematikai megfogalmazasat adtuk meg.

,/_\\ 3 o
. N
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\
D

El6szor a haldzatot teljes halozattd egészitjiik ki. Induld folyamként a zérus folyamot valasztjuk. Ebben az
esetben az élek szabad kapacitasa a kapacitassal azonos. Javasoljuk az olvasonak, hogy valasszon zérustol
kiilonb6z6é induld folyamot és ezzel indulva is oldja meg a feladatot. A mindenkori szabad kapacitasokon
torténd utkereséseket az alabbiak mutatjak:

1. atkeresés:

+s | +1 | +1 | -2 | -3 | -4
s=1 2 3 4 5 =6

s=1 5 6 0 0 0
21 0 3 3 0 0
31 0 0 0 8 0
41 0 0 0 0 4
510 0 0 2 2

=6| 0 0 0 0 0

Az utkeresés soran taldltunk utat, amely az alabbi:
at: t=6 — 4 — 2 — 1=s
Az 1t éleinek szabad kapacitasa: 4 3 2

Ez az ut folyamnoveld t, hiszen minden élén valamennyivel novelhetd a folyam. Az uton az s-bdl t-be
maximalisan 3 mennyiségli folyam aramoltathato at a kapacitaskorlatok miatt. Az it kapacitasa tehat az utbeli
élek szabad kapacitasainak minimumaként adodik, azaz 9 = min{4.3.5} =3 Az ut mindegyik ¢élén
ugyanannyivel kell ndvelni a folyamot a Kirchoff torvény miatt.

Javasoljuk, hogy a tovabbiakban az ut leirasa helyett az ut éleit (az ut definidlasa soran mar emlitett modon) a
tablazatban L1 szimbolummal jeldljiik és ekkor az ut kapacitasa a [1 szimbolummal jel6lt szamok minimumaként
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hatarozhatd meg, azaz 4 = min{ O}. A visszit éleit pedig jeloljik O szimbolummal. Ezt mutatja az alabbi
tablazat.

s [+l ] +1 ] 23] 4
s=1 2 3 4 5 6
s=1 6 |0 ] 0O
2 @ 3 0o
3o o0 o8] o0
alolo]| o 0 |[4]
sfo o] o2 2
=6 0 | 0] 0 |@®]| O

A tablazatban az élek ill. visszélek bejelolése esetén a szabad kapacitasok moddositidsat az alabbiak szerint
végezhetjiik el:

+ a[]szimbolummal jeldlt élen -val csokkentjiik a szabad kapacitast,

+ a0 szimbolummal jelolt élen a-val noveljiik a szabad kapacitast.

2. utkeresés:

(s |+ [+ ] [ -3[-5]
s=1 2 3 4 5 r=6
s=1 2 (ool o
23 3000
3@ | 0 0 |3 0
al o030 0 | 1
sfo]o o] 2 2]
=6/ 0 | 00| 3| @

d =min {0} =min {6, 8,2} =2

3. tutkeresés:

s=1 2 3 4 5 6
s=1 2 0| 0|0
2| 3 300010
3/ @ | o 0 |[[6]] 0
4l 0 [ 3]0 ©
slolo|@ 0
=6/ 0 | 0] 0 |® |2

d =min{(0} =min{4.6,1.2} =1

4. utkeresés:
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[ ts [+1 [ +1 [+5 [+3 | |

=1 2 3 4 5 =6
5s=1 2 3 0 0 0
2| 3 3 0 0 0
3| 3 0 0 5 0
41 0 3 0 1 0
51 0 0 3 1 0
=6| 0 0 0 4 2

Vége az algoritmusnak, mert nem talaltunk folyamndveld utat. A tdblazatbdl a maximalis folyam €s a minimalis
vagas feladatpar optimalis megoldasa az alabbiak szerint adodik.

A maximdlis folyamfeladat megoldasa:

Az élekre adddo optimalis ¥ii mennyiségeket az eredeti kapacitastablazat és az utolsd szabad kapacitas tablazat,
mint matrix kiilonbsége adja.

=1 2 3 4 5 =6
=1 3 3 0 0 0
21 -3 0 3 0 0
3| -3 0 0 3 0
41 0 | -3 0 -1 4
500 0 | -3 1 2
=6 0 0 0| -4 | -2

A folyam maximalis értékét tobbféle modon is kiolvashatjuk a tablazatbol. Egyrészt a forrasbdl kifolyd
folyamok 6sszegeként, amelyet ugy kapunk, hogy a forrasnak megfelel6 sorban 1év6 elemeket Gsszeadjuk.

A folyam maximalis értéke: (s, N) =6,

Ugyanezt az eredmény kapjuk, ha a nyeldbe (t) befolyd folyamok &sszegét szamoljuk, amelynél a nyeldnek
megfeleld oszlopban 1évé elemeket kell dsszeadni. Ha a forrasnak (S) megfelelé oszlopban ill. a nyeldnek
megfelel sorban 1évé elemeket adjuk 6ssze, akkor a folyam maximalis értékének a (-1)-szeresét kapjuk. Ha a
zérus folyambol indulunk ki, akkor az utkeresések soran nyert & folyamnoveld értékek 6sszege is a folyam
maximalis értékét adja. Konnyen meggy6zddhetiink arrol, hogy a folyam valdban teljesiti a korlatozottsagi, a
ferde szimmetricitasi feltételeket és a csomoponti megmaradasi torvényt. Ez utobbi akkor teljesedik, ha a
kozbiilsé (forrast €s nyeldt kivéve) pontoknak megfeleld sorban és oszlopban 1€évo elemek Osszege zérus.
Tekintsiik példaul az 5 pontot és annak sorat. A sor pozitiv szamai azt mutatjak, hogy az 5 pontbol az (5.4) g5 az

(5.6) ¢leken van kifolyas 1 ill. 2 mennyiségben, tehat 6sszesen 3 mennyiségli folyam folyik ki az 5 pontbol. A
sor negativ értéke az 53 = —3, a ferdeszimmetricitds miatt T35 = +3, ez pedig az 5 pontba befolys folyamot
jelenti. Valdban igaz, hogy az 5 kozbiilsé pontba befolyd és onnan kifolyé folyamosszegek megegyeznek.

A minimalis vagas feladat megoldasa:

Az utolsd cimkézés soran adodott vagas a minimalis vagas. Az (8.7) vagas ponthalmazai:
§=1{s=123.45}

T = {t =6},

Mint ismert a cimkézett pontok az S ponthalmazt, a cimkézetlen pontok pedig a T ponthalmazt alkotjak.

Az (S.T) minimalis vagas élei: (4. 6). (5.6).
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Az (S.T) minimalis vagas atbocsatoképessége, vagyis a (S-T) minimalis értéke: k16 + kse = 6.

Az (S.T) vagas ¢leit a kapacitds tablazat lefedésével is abrazolhatjuk. A K(S.T) ¢rtéke a fedetlen helyek
kapacitasainak dsszegeként adodik.

s=1 2 3 4 5 6

s[>~ ] s ] é6]o0o]o0o]o
21 0 31310710
3] 0] 0 0| 8] o0
41 0 [ o] o 0 | 4
sfol o]l o] 2 2

=6l-0-}-0-}-0-|-0]0

Az s-bdl t-be iranyuld folyam maximalis értéke és az Ss-et t-t6l elvalasztd vagas minimalis atbocsatoképessége
valéban megegyezik, amelyet a FORD-FULKERSON tétel allitott. A folyamprobléma és a vagas feladat
optimalis megoldasat a halozaton is szemléltethetjiik. Az eredeti (nem teljessé alakitott) halézaton a feladatpar
megoldasa egyszertien adodik, mivel csupan a pozitiv értékli folyamokat kell tekinteni. Az alabbi hal6zaton az
élekre irt szamok a folyamot jelentik.

-

Lathatjuk azt is, hogy optimalis esetben a vagas minden éle telitett.

2. Példa:

Adott az alabbi [Jhonnan-hova” tablazattal egy haldzat és abban egy induld folyam. Hatarozza meg az 5 pontbdl
a 2 pontba iranyul6é maximalis folyamot!

homnman | 1|1 (3 (3|3 4 |55 |66
hova |4 |6 11|46 2 (1] 3 |2]4
kapacitas |6 |3 |6 |1 |3 |14 (2|13 [2]|2
folvam |6 |04 |13 8 2] 8 [2]1
0. lépés:
53
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A kapacitas tablazata (baloldalon) és az induld folyam tablazata (jobboldalon) az eredeti haldzaton az
alapadatok alapjan a kovetkezd:

1 2=r 3 4 5=5 6

1 6 3
2=t
3 6 1 3
4 14
5=s| 2 13
6 2 2
1 2=t 3 4 5=5 6
1 6
2=t
3 4 1 3
4 8
5=s| 2 8
2 1

A halozatot kiegészitjiik teljes halozatta. Az eredetileg nem 1étez6 élek kapacitasa zérus lesz.

A folyamot is eld kell késziteni, mivel az ferdeszimmetrikus, igy a visszafel¢ mutat6 éleken ellenkez6 eldjelil
lesz a folyam.

A teljes haldzaton a kapacitas és a folyam tablazata az alabbi:

1 2= 3 4 5=s 6

1 0 0 6 0 3
2=t 0 0 0 0 0

3| 6 0 1 0 3

41 0 | 14 ] 0 0 0
S5=s| 2 0 | 13 ] 0 0

6| 0 2 0 2 0

1 2= 3 4 5=5 6

1 0|46 |-20
2=t| 0 0| -8 0| -2

3| 4 0 1 -8

4| -6 g8 | -1 0 | -1
5=s| 2 0 8 0

6| 0 2 | -3 1 0
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Elészor az indulé szabad kapacitas (.[fij) tablazatot kell meghatirozni, amely fij = Kij — Tij  techat a fenti
balodali tablazat elemeibdl ki kell vonni a jobboldali tdblazat elemeit. Természetesen a fenti tablazatok
felrajzolasa nélkiil sem bonyolult a szabad kapacitas tdblazat eldallitasa, tdblazatelemenként kitolthetd egy kis
odafigyeléssel. Ezutan elkezdhetjiik az utkeresések sorozatat.

[ 3] 4 [45] 6|+ |

+1 |
1 2=t 3 4 5=s 6
1 0| @ | 0 2
2=t 0 0 2
3 0 ® | 0
4 0 | @
0

CIEIENE
SIS EN RS
—

Ll
[Ho
o

d =min{} =min {3, 2.6,5,1} =1

2. lépés:
+3 +5 +s | +1

1 2= 3 4 35=s5s 6

1 0 5 0 2 2

2=t 0 0 9 0 2

31 1 0 0 9 0

41 6 5 1 0 2

5=s| 0 0 4 0 0

1 0 3 0 0

Nem talaltunk noveld utat a forrasbol a nyeldbe, igy megkaptuk az optimalis megoldast. A primal és a dual
feladat optimalis megoldasat az alabbiakban adjuk meg:

A maximdlis folyamfeladat megoldasa:

Az élekre adddo optimalis ¥ii mennyiségeket az eredeti kapacitastablazat és az utolsé szabad kapacitas tablazat,
mint matrix kiilonbsége adja.

1 2= 3 4 5=5 6

1 0 | -5 6 | -2 1
2=t| 0 0|9 0| -2
31 5 0 1 91 3
41 -6 | 9 | -1 0 | -2
5=s| 2 0 9 0 0
6| -1 2 | -3 2 0

A folyam maximalis értéke: x(s, N) =11,
A minimalis vagas feladat megoldasa:

Az utolsd cimkézés soran adodott vagas a minimalis vagas. Az (S.7) vagas ponthalmazai:
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A vagast lefedéssel is abrazolhatjuk a kapacitas tablazaton.

1 2=t 3 4 5= 6

1 6 3
2=p
3 6 1 3
7
5=s| 2 13
6 2 2

Az (S.T) minimalis vagas atbocsatoképessége, vagyis a k(S.T) minimalis értéke: 11. Ez nem mds mint a
fedetlen helyeken 1év6 kapacitasok dsszege.

Javasoljuk az olvasénak gyakorlds érdekében, hogy az induld folyam figyelembevétele nélkiil is oldja meg a
feladatot.

Megjegyzések:

1. Elsfordulnak olyan folyamfeladatok is, amelyeknél a halozat élein a folyamra nemcsak felsd korlatok (Fiy),
hanem als6 korlatok (@) is szerepelnek, ekkor a korlatozasi feltétel

1

i = iy =k
Az alabbiakban megmutatjuk, hogy egyszerlien visszavezethetd a standard zérus alsé korlatos (nemnegativ)
feladatra. Az ii dontési valtozo helyett vezessiik be az ¥ii 0j valtozot a kovetkez6képpen

Yig = &y — ;.
Ekkor az ¥ij valtozora a szokdsos nemnegativitasi feltétel teljesiil és a korlatozas pedig az alabbi lesz:
[} ;‘ U” ;‘ ;1” — l’i,‘_i'.

A célfiiggvényben is és a kozbiilsé pontokra felirt egyenleteknél is a transzformaci6 elvégzése utan egy
standard folyamfeladatot kell megoldani, amelynek optimalis megoldasabol egyszerlien szamithat6 az eredeti
folyamfeladat optimalis megoldasa.

2. Eléfordulnak olyan folyamfeladatok is, amelyeknél tobb forras és nyelé van. Ekkor a folyamot ugy
értelmezziik, hogy az Gsszes forrasbdl az 6sszes nyelébe aramlo folyam maximalis értékét keressiik.

Az alabbiakban megmutatjuk, hogy egyszerlien visszavezethetd a standard (egy forrassal és egy nyel6vel
rendelkezd) feladatra. Vegyiink fel a halozatban egy s és egy t pontot és ezeket tekintsiik forrasnak ill.
nyelének. Az s pontbol mindegyik eredeti forrashoz vegyiink fel élet végtelen kapacitassal. A t pontba
mindegyik eredeti nyeldbdl vegyiink fel élet végtelen kapacitdssal. Most ezen a modositott haldzaton
keressiik meg az s-bdl t-be iranyulé maximalis folyamot. Ennél a feladatnal nyilvan az eredeti forrasok és a
nyeldk kozbiilsd pontoknak tekintendék, amelyekre szintén érvényes Kirchoff csomoponti térvénye. Nem
nehéz belatni, hogy az igy nyert feladat optimalis megoldasa az eredeti feladatnak is optimalis megoldésa
lesz.

5. 5.5. Feladatok

1. Hatarozza meg az alabbi [honnan-hova” tablazattal adott halozaton

a) az 1-bdl a 8-ba iranyuld maximalis folyamot,
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b) a 3-bodl az 5-be iranyulé maximalis folyamot,
c) a 2-t a 7-t61 elvalaszté minimalis vagast,
d) a 4-et a 3-t6l elvalasztd minimalis vagast!
homman |1 (1] 2 | 2 (3|3 |4]4|5]6|6]|7
hova | 2 415 |4 71|05 B|o| 7|8
kapacitds |3 (4 |10 |10 |5 2|1 |1 (32|29

. A P;, Pj pontok kozott naponként (vastiton, kozuton stb.) szallithato anyag mennyiségét az alabbiakban
adjuk meg : 1 — 2: 100, 1 — Ps: 10, Pr— 1 50, P2 — P3: 70, P2 — P51 30, s — I5; 140, Py —
P5:30, Py — P5:20. Szamitsa ki a 1 és a Fs pontok kozott ataramoltathatod napi szallitds maximalis értékét
¢és adja meg mely pontok képezik a sziik keresztmetszetet!

. Adott az alabbi [Thonnan-hova” tablazattal egy haldzat. Hatarozza meg a 3 és a 4 pontokat elvalasztd vagast
ugy, hogy a vagasbeli élek 6sszhosszisdga minél kisebb legyen!

homman | 1 (1223|335
hova | 2 |4 (451254
élhossza [ 1| 2 (4 [1[2 (1|31

. Adott az alabbi "honnan-hova" tablazattal egy digraf. Hatarozza meg a 3-as és a 4-es pontokat elvalaszto
vagasok koziil azt, amelynél a vagasban 1€v0 élek szama a legkevesebb!

| S

3|33 4]4]5]5
1251243

honnan | 1| 2
hova | 2 | 4

on

. Adott egy vérosi uthalozat-részlet: C1 — C'2, €1 — C3 € — €y, Ca — O O3 — Oy, O3 — C5 Oy — C5
utszakaszokkal, ahol C'i utkeresztez8déseket jell. A C'1 pont a varos nyugati, a C's pont pedig a keleti részén
van. Hogyan kell a C'1 és a Cs pontok kozott E-D irdnyt utat tervezni, hogy az 4j ut minél kevesebb helyen
keresztezze a meglevé utszakaszokat?

Utmutatds a 4. és az 5. feladathoz:
A digrafot halozatta kell alakitani egységnyi kapacitasokkal és utdna minimalis vagast kell meghatarozni.

. Hatarozza meg az 1-bdl a 7-be iranyuldé maximalis folyamot és az 1-et a 7-tdl elvalaszté minimalis vagast!

. Adott az alabbi halézat, amelyben keressiik az 1-b6l a 4-be iranyulé maximalis folyamot.

a) Irja fel a maximalis folyam feladatot matematikai forméban és adja meg a feladat dualisat is!
b) Oldja meg a feladatot szimplex modszerrel!

¢) Oldja meg a feladatot dual modszerrel!

d) Oldja meg a feladatot ndveld Gt modszerrel!
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6. fejezet - Csucskapacitasos
folyamfeladat

1. 6.1. A feladat megfogalmazasa

Tekintsiink egy olyan halézatot, amelyben az élekre vonatkozé ¥ij élkapacitdsokon kiviil a pontokra vonatkozo
ki =0, egész értékii csiicskapacitdsok is adottak. A folyamfeladatot most ugy lehet megfogalmazni, hogy a
csucsokra vonatkozé megmaradasi feltételeken és az élekre vonatkozo korlatozottsagi megkdtéseken kiviil a
cstcsokra kirott ki- i € N\ {s.t} megszoritasok is teljesiiljenek, azaz egyik kozbiilsé pontban se haladja meg a
kifoly6 folyam (amely egyenld a befolydé folyammal) a csucs kapacitasat. Az ilyen problémat csucskapacitdasos
folyamfeladatnak nevezziik. Ha a cstcsokra kirdtt cstcskapacitasok mindegyike végtelen nagy érték, akkor
nyilvanval6, hogy az el6z0 fejezetben ismertetett standard folyamfeladathoz jutunk. Bizonyos gyakorlati
problémakban természetes kovetelmény a csucskapacitds. Ilyen pontok lehetnek példaul az aruszallitasnal az
atrakodasi pontok, csapatmozgasoknal az utanpotlasi pontok, szarazfoldi csévezetékeknél a tisztitdallomasok
vagy a hirkozlési haldzatokban az erdsitd berendezések. A csticskapacitasos maximalis folyamfeladathoz is
rendelheté egy minimalis vagas feladat. Itt azonban a vagast masképpen kell definialni, ezt a vagast vegyes
vagasnak nevezzilkk, amelynek elemei nemcsak élek, hanem pontok is lehetnek. A vegyes vagas
atbocsatoképességét a vagasban szerepl6 élek és pontok kapacitisainak 0sszege adja.

2. 6.2. A feladat matematikai vizsgalata és megoldasi
algoritmusa

A cstcskapacitasos folyamfeladatra az alabbi un. dltalanositott maximalis folyam-minimalis vagas tétel
érvényes:

TETEL (Altalanositott FORD-FULKERSON tétel):

Csucs- és élkapacitasokkal is rendelkezé halozatban az s-bél a t-be iranyulo folyam maximalis értéke egyenld
az s-et t-16l elvalaszto vegyes vagas minimalis atbocsatoképességével.

Bizonyitas.
Konstruktiv jellegli a bizonyitas, kiolvashato beléle a megoldasi algoritmus is.

Noveljiik meg a halozat méretét azaltal, hogy a cstcskapacitasokkal rendelkezé pontokat duplazzuk meg és e
két pont kdzott vegyiink fel egy élet, amelynek élkapacitasa legyen egyenld a pont csticskapacitasaval. Legyen a
cstcskapacitasos pont az i, ekkor a két pont legyen ine és iri, az élkapacitds pedig Klive. iki) = Kli). Az ine
pontba érkeznek be azok az élek, amelyek az i pontba érkeztek be, az ixi pontbdl pedig azok az élek indulnak ki,
amelyek az i pontbol indultak ki. Ezzel az atalakitassal egy cstcskapacitas nélkiili folyamfeladathoz jutottunk.
Erre a feladatra érvényes a FORD-FULKERSON tétel és ismerjiik a feladat megoldasi algoritmusat is. Konnyen
észrevehetd, hogy a keletkezd csticskapacitas nélkiili feladat minimalis vagasaban, ha van olyan él, amelyet
most vezettiink be, akkor az a csucskapacitasos feladathoz tartozé minimalis vagésban pontot fog jelenteni. igy
érthetd, hogy a csucskapacitasos folyamfeladatanak dualisa minimalis vegyes vagas feladat.

Algoritmus:

A megoldasi algoritmus tehat megegyezik a standard folyamprobléma megoldési algoritmusaval, csupan
elékésziileti munkakat (pontok duplézasa és élek felvétele) kell végezni a standard alakra hozashoz.

3. 6.3. Példamegoldas

Hatarozzuk meg az alabbi halézaton a csucskapacitasos folyamfeladat és dualisanak optimalis megoldasat!
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1. lépés

d=1

2. lépés

+s +1 ‘|‘2b¢ +1 +3bc +2ki '4b¢ -31,& -41,5
1 2pe 25 3be 315 4e 4 Sbe S 6
~ 2o J2JoJo]JoJo]o]o
© [~ ojJojo[of[o]o]o
0 | © 0|0 0/ 0]0]0O
olojlo[~]4]o0o]of[ofo0o]o
o/l 1]o]o~]Jof[o|[2]o0]0o0
0l 0 |l@®|0 |0 [~_|BI[0o]o0o]oO
ololo[1 o] ~]o0]o0
olojJoJoJoJo]o[~]2]0o
ol oo lo]Jo ][ 1] o] o0~_|2
0O loflo o |]O|O0O|@]| O] 0 [~_
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Csucskapacitasos folyamfeladat

+s5 | +1 +1 | +34. 35 | -Spe | S

I 2 2 3be 3k 4be M See S 6
1 [~ ] 110 ojlofof]o]o]o
2% | L[>~ O0O]JO]O0O]O]Oo]Oo]O0o]oO
2% [ 0 | 1 olol1]o]lo]o]o
B3 |@ | 0 | 0 [~ olof|o]ol]o
30| 1o l@[>~]o0o]0o 0| 0
e Ol O] 1O O ~]2]0][0]0
4| OOl O] 1T ]O][ 1 [~]0]o0]1
S [0 [ O] O[O0 @] 0|0~ ][2]]0
Sl 0l oJofoJo[1]o0]|®[~
6l o[olo|oflo[o|l1][o0o]|®@T~

5=2
3. lépés

+s | +1

1 2 2 3be 3k 4e 4 Sve S 6
1 [~]t1]olofo|o]o]o|[]o]o
2% | 1 [~]JO0O]JO]oJoOo]o]o|]O0o]oO
2 [ 0 | 1 olol1]o]lo]o]o
e | 2] OO0~ 2]0]0]o0o]o0o]o
3s | 0o 1o 2]~]Jo]Jof[o]|]o]o
el Ol O] 1] OO~ ]2]0[0]0
4| 00l O[ 1O 1 [~]o0]o0]1
Se | O] O] O] O] 2]0]0~]01]0
sal ol ol oJoJol1]o]2]~_1]0
6 | 0ololof[o|o]o0o | 1]o0]2 [~

Nem talaltunk utat, vége az algoritmusnak.

Eredmények:
1. A kibdvitett halozaton:

Maximalis folyam értéke: 3

Minimalis vagas: {(2be. 2c:). (1. 3be}}, a vagas atbocsatoképessége: 3
2. Az eredeti halozaton:

Maximalis folyam értéke: 3
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Cstcskapacitasos folyamfeladat

Minimalis vegyes vagas: élek: {1. 3}, pontok: 2, a vegyes vagas atbocsatoképessége: 3

4. 6.4. Feladatok

1. Adott az alabbi [Jhonnan-hova” tablazattal egy gézvezeték haldzat. Hatarozza meg, hogy id6egység alatt
maximalisan mennyi gaz juttathatd el a 4 jelii pontbol a 2 jeli pontba, ha a 3 jelii ponton 2 mennyiségi
gaznal tobb nem juttathatd at! Mely kapacitasok nem teszik lehetévé nagyobb mennyiségii gaz szallitasat?

honnan 1 2 2 3 4 4 5 5
hova 3 1 5 2 1 5 3 2
kapacitas 4 5 3 3 5 4 5 3

2. Adott az alabbi [Jhonnan-hova” tablazattal egy haldzat. Hatarozza meg az 5 pontbdl a 2 pontba iranyuld

maximalis folyamot, ha a 4 ponton keresztiil nem mehet 5 egységnél tobb folyam!

XMLmind XSL-FO Converter

honnan 3 4 5 6
hova 6 2 3 4
kapacita 3 14 13 2
S
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7. fejezet - Minimalis koltsegu
folyamfeladat

1. 7.1. A feladat megfogalmazasa

Tegyiik fel, hogy a ¥ij élkapacitason kiviil minden élhez egy ©ii = U, egész értékii kdltséget rendeltiink, amely
egységnyi mennyiségii folyam aramoltatasanak koltségét jelenti. A haldézaton atfolyd vii folyam koltségét az
alabbiak szerint értelmezziik:

E CifiTis .

{i.j1EA

azaz feltessziik, hogy a haldzat minden élen a koltség aranyos a folyammal €s ezen élkoltségek Osszegét értjiik
folyamkoltség alatt.

Minimalis ko6ltségld folyamfeladat (primal feladat):

Aramoltassunk at a haldzaton az s-b8l a t-be iranyuld, adott v értékii folyamot ugy, hogy a folyam koltsége
minimalis legyen. A feladat matematikai megfogalmazasa a kovetkezo:

Meghatarozand6 a halozat minden élére az ¥i; folyam ugy, hogy a

E Ciglig

{i.51EA

mennyiség minimalis legyen feltéve, hogy

U ; ;r.',-_i- ; '{‘."...I;' [:f}) = A
Z Ty — Z x;, =0 pENY {s.t}
(pg)EA (7.pIEA
Z Tsj — Z Tis = Uy
(5,714 (j.5)EA
Z Ty — Z Tjf = —Ug
(s.7)2A (F.8)2A

Megfigyelhetjiik, hogy a feladat egyenldséges feltételeinek egyiitthatomatrixa a szomszédossagi matrix.
Minimdlis koéltségd folyamfeladat dudl feladata:
A halézat pontjaira vonatkozo egyenléséges feltételekhez rendelt dual valtozok legyenek: wi. i € N,

A halozat éleire vonatkozd kapacitaskorlatos egyenldtlenséges feltételekhez rendelt dual valtozok legyenek:
wijs (ir3) € A,

Ekkor a dual feladat a kovetkez6 formaban irhat6 fel:

u; tetszdleges, i NV
wi; =0, (ij)eA

wi — g twi; =0, (i,5) A
Uty — Uy + E w;iki; — max!

{i.j)EA

Megjegyzés:
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Minimalis koltségli folyamfeladat

Ha minden kapacitas ¥i; = 1 s v. = 1, akkor a minimalis koltségli folyamfeladat minimalis 0t feladatta valik.

2. 7.2. Algoritmus a minimalis koltségu folyamfeladat
megoldasara

A feladatok matematikai vizsgalataval most nem foglalkozunk, csupan egy kézenfekvd algoritmust kozliink,
amely segitségiil hivja a minimalis ut feladat megoldasat.

Az algoritmus leirasaban a kovetkezd jeloléseket hasznaljuk:

Jelolje v a tényleges folyamértéket. Jelolje vn a hianyzo folyamértéket, amely megmutatja, hogy a megadott
folyamérték ( vs ) elérés¢hez még mekkora folyamérték hianyzik, képlete: vn = vs —v . Jelolje C a
folyamkoltséget, azaz a célfiiggvény értékét.

1. A haldzat kiegészitése teljes halozatta, zérus kapacitast €s végtelen koltségii élekkel.

2. Az indul6 folyam legyen a zérus folyam, azaz ¥ij = 0 minden élen. Az indul6 szabad kapacitas: fii = kij,
Az indul6 folyamérték: v = 0. Az indul6 hianyz6 folyamérték: vn = vs. Az induld folyamkoltség: € = 0.

3. Minimalis Gt meghatarozasa S-bol t-be a tij koltségadatokon. A minimalis ut feladat célfiiggvényének
optimalis értéke az ut mentén 1évé koltségek Osszege, amelyet ugy is felfoghatjuk, mint egységnyi
mennyiségli folyam uton vald dramoltatasinak folyamkoltsége. Jelolje ezt C'p.

4. A minimalis it kapacitdasanak a meghatarozasa (), amely az ut mentén a szabad kapacitadsok minimuma.

A hianyz6 folyamérték meghatarozasa: vn = vs — v

Az it kapacitasanak tényleges értéke a dx és a v értékek minimum, azaz 9 = min {3 vn}. Ezzel az értékkel
ndvelhetjilk meg az it mentén a folyamot.

A folyamérték meghatarozasa: v = v + 4.

A folyamkoltség meghatarozasa: Az Gt minden élén noveltiik a folyamot §-val, igy a § mennyiségli folyam
aramoltatasanak koltsége 4C'p, az 0j folyamkoltség: C' = C' + 5Cp.

5. A folyam ill. a szabad kapacitas modositasa:

Az ut kapacitasaval az at minden €lén noveljiik a folyamot, a visszat mentén pedig csokkentjiik. Ehelyett
azonban a szabad kapacitasokat (fi7) médositjuk az aldbbiak szerint:

fi; — & az t élein

.?;‘_;‘ = fi; + 4 a vissz(it élein
fis egvéb éleken
Ha & = v, vagy ami ugyanazt jeleni, hogy v = v., akkor megallunk, mert ezzel a folyamnoveléssel a folyam

értéke elérte az eldirt vs értéket, hisz pontosan a hianyz6 folyamértékkel javitottunk a folyamon. A szabad
kapacitasok segitségével meghatarozhatjuk a minimalis koltségli folyamot a haldzat élein. A minimalis
folyamkoltséget pedig C értéke adja.

Ha < dr, vagy v < v., akkor Ujabb minimalis 0t keresésére van sziikség, de elStte modositani kell a
koltségeket. A (6) pontban folytatjuk az eljarast.

6. A koltségek modositasa:

Cij fi; =0 az it éein
B fi; =0 az 0t élein
—cii A visszit élein

i egvéb éleken
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Minimalis koltségli folyamfeladat

A modositas szemléletes, hisz, ha egy élen még van szabad kapacitds, akkor ott nem valtoztatunk a
koltségen. Ha egy ¢l szabad kapacitasa zérus, akkor azon mar nem lehet tovabbi folyamot aramoltatni, igy az
utkeresésnél ezt az élet nem szabad figyelembe venni. Ezt ugy valosithatjuk meg, hogy az ¢él koltségét
végtelen nagyra valasztjuk, igy ez az él biztosan nem keriil bele a minimalis tba. Az 0t visszélein a szabad
kapacitas nétt, igy ott lehet tovabbi folyamndvelés, viszont ha ezeken az éleken ndveljiik a folyamot, az azt
jelenti, hogy az ellentétes élen csokken a folyam, igy a folyamkdltség is. Ezért ezeknek az éleknek negativ
koltséget adunk, mégpedig az ellentétes iranyu él koltségének (-1)-szeresét.

7. Visszatérés a (3) ponthoz, azaz ujabb minimalis ut feladatot kell megoldanunk.
Megjegyzés:

Az algoritmus sordan minden lépésben minimalis utat kell meghatarozni. A koltségek kozott viszont lehetnek
negativ szamok is. A minimalis ut megkeresésének algoritmusanak ismertetésekor feltettiik, hogy a
koltségadatok nemnegativok. Ezért a soron kovetkezd példamegoldasban a megoldasi 1épéseket csak vazlatosan
hajtjuk végre, a minimalis utat csupan k6zoljiik. Fontos megjegyezniink, hogy a feladat dualisanak segitségével
hatékony primal-dual algoritmus dolgozhato ki, amelyet out-of-kilter néven ismeriink.

3. 7.3. Példamegoldas

Hatarozzuk meg az alabbi haldzaton az 1-b6l a 4-be iranyuld, 7 folyamérték(i minimalis koltségii folyamot! A
halozat élein két szamot tiintettiink fel, az els6 a kapacitist, a masodik (zardjelben 1évd) pedig a koltséget jelenti.

-'{f2\|
/,,%\H_,ff\\‘
/'// \\\\
B(3) 7 . 46
- ™
,// \“\
e N
S .
"
~ 5~
I\_L.d\ 12) ‘lr \_44’3
N /'
. e
\\ o
h g
\\\ //
() N\ /" 6(3)
\\\\ //
\\\ //
b /
10
M
0. lépés
Induld adatok: 1 = T, v =0, va =7, =0,
Az indul6 szabad kapacitas tablazat és koltségtablazat:
12 3 1 2 3 4
1y~ |6]5]0 Ty~ 3|7 |nc
210 [~ 114 2 oo~ | 2|6
31070 [~ 6 3 loo|oo| |3
4 (01010 [~ 4 (oo oo | oo™

A minimalisat (P):1 =+ 2 —3 — 4

Az it minimalis koltsége: Cp =3+ 2+3 =8

Az aton a minimalis kapacitas: % = min{6. 1.6} =1
A folyamnovelés értéke: & = min {3, vn} = 1

A folyamérték: v = v+ d =1
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Minimalis koltségli folyamfeladat

A hidnyz6 folyamérték: vp = v1 — v =06
A folyamkoltség: €' = C' + 6Cp = 8
1. lépés

Az 1j szabad kapacitas tablazat és koltségtablazat:

1 2 1 12 3 4
L~ (5 ]5]0 T~ ]3| 7T |
211 [~ |04 21 -3 |~ |oo| B
3101 |~ ]9 3l oo | -2 N |3
410101 |~ 4l mo|oo| -3 |~
A minimalis at (P): 1 — 2 — 4
Az 0t minimalis koltsége: Cp =3+ 6=19
Az tton a minimélis kapacitas: 9 = min{3. 4} = 4
A folyamnovelés értéke: 9 = min {3, vn} = 4
A folyamérték: v = v+ d = 5
A hidnyz6 folyamérték: vn = v1 — v =2
A folyamkoltség: €' = C' + 6Cp = 44
2. lépés
Az 1j szabad kapacitas tablazat és koltségtablazat:
1 2 3 4 1 2 3 4
I{~[|1fa5]0 L~ 3|7 |
219 |~ 10710 213N || x
31011 [~ |9 3 2] 3
4101411 4l oo |-6]-3 ]

A minimalis ut (P): 1 — 3 — 4

Az Ut minimalis kdltsége: Cp =7+ 3 = 10

Az Gton a minimélis kapacitas: 9 = min{3.5} =5

A folyamnévelés értéke: 0 = min {0k vn} =2

A folyamérték: v =v+d=7

A hidnyz6 folyamérték: vn = v1 — v =10

A folyamkéltség: €' = C' + dCp = 64

Vége az algoritmusnak, mert elértiik az adott folyamértéket.
Megoldas:

Az eredeti halozat élein a folyamok:

1 2 3 4
LI~ |92
2 ENERE
3 ]
4 ™~

Az Osszes szallitasi koltség: 3-0+7-24+2.1+6-4+3-3=064, amelyet az algoritmus soran is
meghataroztunk.

66
XMLmind XSL-FO Converter



Minimalis koltségli folyamfeladat

4. 7.4. Feladatok

1. Adott az aldbbi két tablazattal egy halozat. Hatarozzuk meg az 1-bdl az 5-be irdnyulé minimalis kdltségii
maximalis értékii folyamot!

Kapacitasok Kaltségek

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
L~ | 2 4 1~ |1 3
2 S 4 2 2 N D
3 . 2 3 . 1
4 4 | 1 4 2|~ 4
61 S| 2 9 N | 6
6 . ] .

Utmutaté a megolddshoz:
Mivel a folyamértékre nincs el6iras, igy mindig o« értékkel kell nvelni a folyamot.

2. Hatarozzuk meg az alabbi hal6zaton az 1-b6l a 4-be iranyuld, 5 folyamértékii minimalis koltségii folyamot!
A haldzat €lein két szamot tiintettiink fel, az els6 a kapacitast, a masodik (zaréjelben 1évo) pedig a koltséget
jelenti.

a) Irja fel a minimalis koltségii folyam feladatot matematikai forméban és adja meg a feladat duélisat is!
b) Oldja meg a feladatot szimplex modszerrel!

¢) Oldja meg a feladatot dual modszerrel!

d) Oldja meg a feladatot a megismert modszerrel (minimalis ut sorozatos keresésével)!
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8. fejezet - Veszteséges-nyereseges
folyamfeladat

A hagyomanyos folyamproblémaban a folyam az éleken megbrzodott. A gyakorlatban elképzelheték olyan
feladatok is, amikor ez nem all fenn. Rendeljiink minden élhez a kapacitason kiviil egy 7%i; nemnegativ szorzot.
A veszteséges-nyereséges folyamnal ha egy (2. 7) élen i folyam megy be az él kezdetén, akkor ™i;:*i; folyam
jon ki az él végén. Ha 0 <mi; < 1 akkor az él veszteséges, ha pedig i = 1 akkor nyereséges. Ha minden
mij =1 akkor a standard folyamfeladatot nyerjiik. A veszteségek és a nyereségek miatt nem sziikségképpen
egyenld a forrasbol kifolyd és a nyeldben elnyel6dd folyam értéke. A folyam maga is lehet tehat veszteséges
vagy nyereséges. A folyam veszteségét a forrasbdl kifolyd és a nyelébe befolyd folyam értékének a
kiilonbségeként definialjuk, képletben (s, N) — x(N.t) Feladatunk olyan folyam keresése, amelynek a
vesztesége a legkisebb.

A minimalis veszteségii folyamfeladat alatt a kovetkezd problémak valamelyikét értjiik:

« Aramoltassunk 4t a héalézaton a forrasbol kimend adott (5. V) = vs értékit folyamot ugy, hogy a nyeldbe
befoly6 folyam *( V. t) értéke maximalis legyen.

+ Aramoltassunk 4t a halozaton a nyelSbe befolyé adott w(N.t) = ve grekis folyamot ugy, hogy a forrasbol

kimen6 folyam (5. N) értéke minimalis legyen.
A megfogalmazott feladatoknal is érvényesek az élekre irt kapacitaskorlatok, azaz
0Ea; Sk; (ij)eA
¢és a kdzbiils6 pontokban érvényes a Kirchoff csomdponti térvény, amely szerint

Z Tpi = Z MipTip pe N {s.t}.

(p.dieA (F.peA

Ezeknek a feladatoknak a megoldasaval nem foglalkozunk, csupan a tovabbfejlesztési lehetéségekre kivantunk
ramutatni.
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9. fejezet - Altalanos KONIG feladat

1. 9.1. A feladat megfogalmazasa

Legyenek adottak a 71.7%..... T'n termel8k, amelyek rendre @i az.. ... m kinalattal rendelkeznek és az
Fi, Fa..., F. fogyasztok, amelyek kereslete (igénye) rendre bi.b2... .. br. A keresleti és a kinalati adatokrél
feltehetjiik, hogy pozitiv szadmok, mert ellenkezd esetben nem érdemes szerepeltetni az illetd termeldt ill.
fogyasztot. Ismert tovabba, hogy mely termel6tl, mely fogyasztohoz torténhet szallitds, amelyet egy
kvalifikiciés tablazattal szoktunk megadni, amelynek (77, £7) celldjaba *-ot tesziink, ha a T; termel6 szallithat
arut az Fj fogyasztohoz. Ha a termeldk és fogyasztok kozotti szallitasi viszonylatokat digraffal szemléltetnénk,
akkor egy specialis digrafot kapnank, a ponthalmaz két olyan részhalmazbol all, amelynél €l csak az egyik
részhalmazbol vezet a masik részhalmazba. Az egyes részhalmazokon beliil nincsenek élek. Az ilyen digrafot
paros vagy kétrészes digrdfnak nevezzik. Az altalanos Konig feladatot az alabbi sémaval szoktuk jellemezni:

b, .. b .. b,
F, .. F, .. F,
ay Tl
a; | T; *
@y | T,

Az altalanos Ko6nig feladatot kétféle formaban is megfogalmazzuk, az egyiket egzisztencia formaban, a masikat
pedig optimalizalasi feladat formajaban.

Kénig feladat egzisztencia formaban:

Elszallithato-e az dsszes aru a termeldktdl a fogyasztokhoz az alabbi feltételekkel:

* csak olyan viszonylatban szallithatunk, ami megengedett,

* a fogyasztokhoz legfeljebb az igényliknek megfeleld mennyiségii arut szallithatunk?

A legtdbb esetben azonban nem csak arra vagyunk kivancsiak, hogy megoldhato-e az elszallitas, amennyiben
nem tudjuk az Gsszes arut elszallitani, akkor jo lenne tudni, hogy maximalisan mennyi ara szallithato el. Ha a
termel6k Osszkinalata meghaladja a fogyasztok osszkeresletét, akkor eleve nem lehet az Gsszes arut elszallitani,
tehat az egzisztencia formaban megfogalmazott feladat megoldasa trividlis, azonban nem trivialis a megoldasa
az olyan kérdésfelvetésnek, hogy maximalisan mennyi ara szallithato el a termel6ktol.

Kénig feladat optimalizalasi formaban:

Maximalisan mennyi aru szallithatd el a termeléktdl a fogyasztokhoz az alabbi feltételekkel:
* csak olyan viszonylatban szallithatunk, ami megengedett,

« atermel6ktdl legfeljebb a kinalatuknak megfelelé mennyiségii arut szallithatunk,

* a fogyasztokhoz legfeljebb az igényliknek megfeleld mennyiségti arut szallithatunk?

A részletes vizsgilat el6tt néhany jelolést vezetink be. Legyen { = {T.To... .. T} a termeldk,
F={F1.Fs....F}, fogyasztok halmaza. (A termel6k halmazat azért nem T-vel jeloltik, mert a T-t mar a
vagas egyik ponthalmazara lefoglaltuk.) Jelolje 7 < I a termeldk egy tetszdleges részhalmazat és jelolje
F(P) C F azon fogyasztok halmazat, amelyekhez a P-beli termeldk egyiittesen szallithatnak. Jeldlje tovabba
| P [la a P-beli termelsk kinalatat, | F(F) [l az F(P)-beli fogyasztok keresletét.

Példaként tekintsiik az alabbi kvalifikacios tablazattal adott altalanos Kénig feladatot:
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Altalanos KONIG feladat

3] Ty * *
4| T, *
6| T;| * *

Legyen P’ = {T2.Ts}, Koénnyen meggy6zddhetiink arrol, hogy ekkor £ (P) = {F1. F5s.Fi} A P-beli termelék
kinalata | £ lla=4+46 =10 a7 F(P)peli fogyasztok kereslete | F(P) le=064+3+4=13

2. 9.2. A feladat matematikai vizsgalata

Az altalanos Konig feladat megoldhatosagara (egzisztencia formara) vonatkozik az alabbi tétel.
KONIG tétel:

Adott kvalifikacios tablazat esetén

* vagy az dsszes aru elszallithato a fogyasztokhoz,

* vagy van a termeléknek olyan P C I részhalmaza, hogy” P |la=| F(P) [lo,

Mas szavakkal megfogalmazva: vagy elszallithat az dsszes art, vagy ha nem, akkor megadhat6 a termel6knek
olyan részhalmaza, hogy ezen termel6k dsszkinalata meghaladja azon fogyasztok dsszkeresletét, amelyekhez a
kivalasztott termeldk egylittesen szallithatnak.

A kovetkezékben a tétel bizonyitasat kozoljiik. A tétel bizonyitasara konstruktiv bizonyitast adunk, ami azt
jelenti, hogy a bizonyitassal a feladat megoldasanak modjat is megadjuk.

Bizonyitas.

A tétel bizonyitdsa a maximalis folyam-minimalis vagas feladatpar alaptételén (FORD-FULKERSON tétel)
alapszik.

Konstrudljunk egy halézatot, amelynek csticspontjai a termelék és a fogyasztok, ezenfeliil vegyiink fel egy
forrast (S) és egy nyel6t (t). Minden termeléhoz vezessen él az s forrasbol, minden fogyasztotél vezessen él a t
nyel6hoz. A tobbi él termelSk és fogyasztok kozotti, mégpedig olyan (T:. F;) viszonylatban, ahol megengedett a
szallitds. A halozat €leit és a kapacitasait az alabbi abra mutatja. Az abraba berajzoltunk egy vagast és a P, R
ponthalmazokat is, amelyek a bizonyitas soran lesznek meghatarozva.

8
P

,_.V 5‘*—»
v
A

) 08
B

=

, g

ﬁ
G O

Legyen az (s.T3) tipust él kapacitasa a T termeld «: kinalata, az (Fj.t) tipust él kapacitasa az I fogyaszto b;
kereslete és a (7i- F; :'tlpusu ¢l kapacitasa végtelen > (o0).




Altalanos KONIG feladat

Az altalanos Konig feladatot ezaltal egy folyamatfeladatra vezettik wisza. A folyamfeladat megoldasi
algoritmuséval a folyamproblémat megoldjuk. A maximalis folyam megoldasa a Konig feladattal
kapcsolatban az alabbiakat jelenti:

Az x.; a Ti-bél elszallitott dsszmennyiséget, az ¥t az Fi-be szallitott Gsszmennyiséget, az i pedig a Ti-bél az
Fji-be szallitott arimennyiséget jelenti. Ha példaul valamely =i = a;, akkor ez a csomdponti megmaradési
torvény alapjan azt jelenti, hogy a T; -bdl az 0Osszes arut elszallitottuk a fogyasztokhoz. Két esetet

kiilonbdztetiink meg attol fliggden, hogy az (s, N) folyamérték maximalis értékére milyen eredményt kapunk.

x(s, N) = Zf!,{

1. eset: A maximalis folyam értéke i=1

i
Ez azt jelenti, hogy az s-bél kiindul6 élek mindegyike telitett, ugyanis csak igy lehet a folyam értéke i=1

A csomoponti megmaradasi torvény szerint pedig ekkor mindegyik termeldtél pontosan a kinalatanak megfeleld
mennyiségtl arut szallitunk el. Tehat ebben az esetben az 0sszes aru elszallithat6 a termel6ktol. A folyamfeladat
Ti; megoldasai adjak meg azt, hogyan lehet elszallitani az arukat.

m

x(s, _-'\") < Zf!,{

2. eset: A maximdlis folyam értéke i=1

Ez azt jelenti, hogy az s-bél kiindul6 élek nem mindegyike telitett, tehat az dsszes artt nem lehet elszallitani. A
folyamprobléma targyaldsakor megismertiik, hogy a maximalis folyamhoz tartozik egy minimalis vagas,
amelyet a fenti abraban tiintettiink fel. A vagas S ponthalmazaba tartozé termel6k halmazat P-vel, a fogyasztok
halmazat pedig R-el jeldltiik. A vagas T ponthalmazaba tartozo termeldk ill. fogyasztok halmazat P-vel ill. F-el
jeloljiik. Az, hogy ez a vagas minimalis, a kdvetkezdket jelenti.

+ Nem vezethet él P-beli termeldktél R-beli fogyasztokhoz. Ha lenne ilyen él, akkor ez a vigas nem lehetne

minimalis az ¢l oo kapacitdsa miatt. Tehat a P-beli termelok csak az F (P) € R _pelj fogyasztokhoz
szallithatnak.

« Nem lehet szallitani P-beli termeldktél R-beli fogyasztokhoz. Ha példaul a Ti € P termeldtdl az I € 12

fogyasztohoz valamennyit szallitanank, akkor a vagasban 1évo (Fj.T:) ¢l szabad kapacitasu lenne, ellentétben
azzal, hogy a vagasban csak telitett élek szerepelnek.

Ezekutan meghatarozhatjuk az (S,T) vagas k(5. T) minimalis atbocsatoképességét. Az (5.7) vagasban 1évo élek
kapacitasait kell 6sszeadni, amely az abrardl leolvasva az alabbi:

min k(5. T) = Z a; + Z b;.
= FiehR

A FORD-FULKERSON tétel értelmében it k(S.T) = max x(s. N) Viszont a maximalis folyam esetiinkben

m

< E o

i=1 , ezért az alabbi egyenl6tlenség irhatd

m

Z a; + Z b < ZEE;.

T;EF F_i'EH i=1

amelyet atrendezve

Z i; = Z b,

T;EP F,eR
adodik. Ezt a bevezetett jelolésekkel felirva a

1P lle=Il B [s2] F(P) [la
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bizonyitandé osszefliggést kaptuk.

Végiil néhany megjegyzést fiiziink a 2. esethez, amikor az Osszes ari nem szallithato el. Mint tudjuk, a
folyamprobléma meghatarozasa soran kiadodé minimalis vagast lefedéssel is szemléltethetjiik. Fedjiik le a P-
beli termel6khoz tartozo sorokat ill. az R-beli fogyasztokhoz tartozo oszlopokat. Rendezziik 4t a tablazatot sorok
¢és oszlopok cseréjével ugy, hogy az els6 sorokban a P-beli termeldk, az elsé oszlopokban R-beli fogyasztok
legyenek. Ekkor az alabbi tablazat adodik. Megjegyezziik, hogy a gyakorlati példakban a sorok és oszlopok
cseréjére nincs sziikség, itt azért tettilk meg, hogy szemléletesebben lassuk az alabbi megjegyzéseket.

R R

la~1]

Megjegyzések:

1. A fedetlen helyen nincs *, azaz ezeken a helyeken az altalanos Konig feladatban tiltott a szallitds. Ez egyben
azt is jelenti, hogy a fedévonalrendszer az sszes *-ot lefedi.

2. A kétszer fedett helyeken nincs szallitas. A szallitasi lehet6ség (*) nincs kizarva ezeken a helyeken, de a
szallitas zérus.

3. Minden P-beli termel6tél elszéllitottuk a kindlatuknak megfeleld mennyiségli arut.
4. Minden R-beli fogyasztd igényét kielégitettiik.
5. A lehet6 legtobb mennyiségii aru lett elszallitva a termel6ktél a fogyasztokhoz.

Az els6 négy megjegyzés abbol kovetkezik, hogy a minimalis vagas minden éle telitett. Az els6 két megjegyzes
szerint szallitas csak az egyszer fedett helyeken lehet.

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a Kénig feladat egzisztencia forméajara mondtuk ki a KONIG tételt. Ezt a tételt
at is fogalmazhatjuk a kdvetkez6képpen:

KONIG tétel (mds formdaban):

Adott kvalifikacios tablazat esetén az dsszes daru elszdallithatosaganak sziikséges és elégséges feltétele az, hogy
minden P C I termeld esetén

I 2 lla=[l E(P) s -
Természetesen a két egzisztencia tétel ckvivalens egymassal, az el6szor megfogalmazott viszont az
alaptételiinkh6z, a MINTY tételhez hasonld szerkezetti.

Az (1) megjegyzést mélyebben vizsgalva a kovetkezoket mondhatjuk. Legyen adott egy tablazatunk, amelyben
*-ok szerepelnek. Minden sornak ill. oszlopnak adjunk egy sulyszamot. Feddévonalrendszer alatt a tablazat
bizonyos sorainak ill. oszlopainak egy-egy vonallal valo lefedését értjiik. A fedévonalrendszer sulyszamdat pedig
a lefedett sorok ill. oszlopok sulyszadmainak 6sszegével definialjuk.

Lefedési feladat:
Fedjiik le a tablazatban szerepld dsszes *-ot a legkisebb sulyszamu fedévonalrendszerrel!

Ez az optimalizalasi feladat a folyamfeladat dualisanak, vagyis a minimalis vagas feladatnak felel meg. A
fedovonalak a vagasnak, a feddvonalak sulyszama pedig a vagas atbocsatoképességének felel meg. Tehat ezen
lefedési probléma megoldésara is a Kénig feladat megoldasi modszere szolgal.
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3. 9.3. Algoritmus az altalanos Kénig feladat
megoldasara

A KONIG tétel bizonyitasa egyuttal médszert is adott mind az egzisztencia formaju, mind az optimalizacios
formaju Konig feladat megoldasara. Mivel a problémat a maximalis folyam-minimalis vagas feladatra vezettiik
vissza, igy annak megoldasi algoritmusat fogjuk hasznaljuk.

Két 1ényeges észrevétel azonban megkdnnyitheti a megoldast.

1. A folyamprobléma kiinduld 1épése egy lehetséges folyam (szallitas) meghatarozasa. Altaliban a zérus
folyambol szoktunk kiindulni. Az altalanos Kénig feladathoz konstrualt folyamprobléma a kétrészes digraf
szerkezet miatt nagyon specidlis, igy egyszeriien nyerhetd az azonosan zérus szallitastol kiillonbozé induld
szallitas is. Ezt az induld szallitast sokféleképpen meghatirozhatjuk, azonban javasoljuk az tn. Eszak-
Nyugati sarok modszer szerint elvégezni. Ezt az egyszerli mddszert majd a példamegoldds soran fogjuk
ismertetni.

2. A megoldandd m + n + 2 cstespontu folyamfeladatot mint tudjuk egy (m 41+ 2) x (m+n + 2) méretis
tablazaton kell megoldani. A folyamfeladat specialis szerkezetét azonban nemcsak az indulaskor, hanem a
megoldas soran is kihasznalhatjuk. Mivel barmely két termeld és barmely két fogyasztdé kozott a kapacitas
z€rus, ezért ezeken az éleken nem folyhat folyam, igy az eredeti m » n méret(i tablazaton is megoldhatjuk a
feladatot, hisz a folyamprobléma cimkézése soran sziikséges szabad kapacitast éleket ezen a kisebb méreten
is tudjuk tarolni. Az alabbi abra mutatja a megoldashoz hasznalt tablazatot.

(1) 1 (i)
| F, .. F. .. F,
| T,

- Azls.T5) tipust €l szabad kapacitasat a tablazat (i) részén taroljuk. Ez a szabad kapacitas tulajdonképpen a
T termel6td]l még elszallitandd aramennyiséget jelenti.

. Az (Fj.t) tipust él szabad kapacitasat a tablazat (ii) részén taroljuk. Ez a szabad kapacitas az ¥ fogyaszté
kielégitetlen igényét jelenti.

* A tabla belsejében a szallitast taroljuk, itt a szabad kapacitas tarolasa a oo kapacitas miatt értelmetlen
lenne. Azokat a cellakat, ahol a szallitas nincs megengedve (tiltott hely) [1-” jellel jeloljiik.

* Mivel a folyamproblémat teljes haldézaton oldjuk meg, igy az (F}. T:) ¢lek is szerepelnek a halozaton,
amelyek szabad kapacitdsa nem mas mint a (T:.Fj) ¢l szallitasa, hisz legfeljebb ennyit szallithatunk
vissza, mas szoval legfeljebb ennyivel csokkenthetjiik az (T:. F) &1 szallitasat.

Ezekutan a cimkézésnek a csokkentett méretii tablazatra torténd adaptalasarol kell szolnunk roviden.

A cimkézéssel mindig a forrasbol (S) a nyeldbe (t) keressiik a szabad kapacitasu utat, vagyis olyan utat, amelyen
a folyam ndvelhetd. Tehat a kinalattal rendelkez6 valamelyik termel6tdl kell a kielégitetlen igénnyel rendelkezd
valamelyik fogyasztohoz eljutni. Igy [I-s”-el azokat a fogyasztokat kell megcimkézni, amelyek még
rendelkeznek elszallitando aruval, vagyis amelyeknél az (i) részben pozitiv szam all. Az tutkeresés végpontja
azon fogyasztok valamelyike, amelynél az (ii) részben pozitiv szam all.
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A halézat tobbi éle (T3 Fj) &g (Fj.T3) tipusu. Az tutkeresés soran termel6tél minden olyan fogyasztohoz
mehetiink, ahol nincs tiltva a szallitas, azaz ahol a tablazatban zérus vagy pozitiv szam all. Viszont fogyasztotol
termel6hoz csak olyan celldn mehetiink, amelyben pozitiv szam all.

4. 9.4. Példamegoldas

1. Példa:

Oldjuk meg az alabbi altalanos Kénig feladatot!
132 |24 14]10] 10|
F, F, F; F, F;

18] T,[ * * *
2| T, * | *

34| T; # | x

12] T, * *

0. lépés: Kezdeti szallitas meghatarozasa.

Célszerti azzal kezdeni a megoldast, hogy a tiltott helyeket [1-” jellel bejeloljiik és ekkor az iires helyeket kell
kitolteni.

Mint emlitettiik az Gn. Eszak-Nyugati sarok médszerrel szokas egy induld szallitast eldallitani. Az Eszak-
Nyugati sarok modszer lényege az, hogy a tablazat bal fels6 (E-Ny-i iranyt) sarkabol kiindulva balrél jobbra és
fentrdl lefelé haladva irjuk be a szabad helyekre a szallitdsi mennyiségeket. Mivel célunk a legtdbb art
elszallitasa, ezért mindig a lehetd legnagyobb szallitasi értékkel toltjiik fel a tablat.

Az Eszak-Nyugati sarok médszer néhany 1épését az alabbiakban kozoljiik:

A T1-b8l az Fi-be szallithatunk (szabad hely), de legfeljebb 18-at (a 18 és a 32 minimumat) és ezt a 18-at irjuk a
tablazatba, a T1 kinalatat és az F1 keresletét 18-al csokkentve. A T1-bSl az F3-ba is szallithatunk, de mar csak
zérus mennyiséget. Hasonloan zérussal kell kitdlteniink a tablazat elsé soranak utols6 szabad helyét is. Most a
masodik termelé kovetkezik. A T2-bdl az Fi-be szallithatunk (szabad hely), de legfeljebb 14-et (a 22 és a 14
minimumat) és ezt a 14-et irjuk a tablazatba, a T2 kinalatat és az F1 keresletét 14-el csokkentve. A tablazat tobbi
szabad helyét hasonloan kell kitdlteni, tehat az eredeti tablazat és a szallitasi tablazat egyidejli figyelésével.
Parhuzamosan toltjiik ki a tablazat szegélyeit is, ahova mindig a megmaradé kinalatot ill. a kielégitetlen igényt
irjuk. Nyilvanvaléan mindig igaz az, hogy a tablazat (szegélyeket is figyelembe véve) soraiban 1évé szamok
Osszege a termeldk kinalatat, az oszlopaiban 1év6 szdmok Osszege pedig a fogyasztok keresletét adja. A
kovetkezo tablazat az induld szallitast mutatja.

oo ] o] o0]10

Fl Pﬁ Pﬁ Pﬁ PE
olT, (18] - [0 ] -] 0
0|T,[14] 8| -] -1 -
ATl - |16 |14 - | -
2| T, - o] o0 10] -

Elvileg barmely modszerrel meghatarozhatod egy lehetséges induld szallitas, st a szabad helyeket zérussal is
feltolthetnénk. Lathatjuk, hogy a 86 kinalatbol minden erdfeszités nélkiil 80-at sikeriilt indulasként elszallitani.
Az is megallapithato, hogy még a T3 és a Tu termel6tSl kellene szallitani az Fs-be. Ezt egy at megkeresésével
végezzik.

1. lépés: Utkeresés S-bSl t-be cimkézéssel.
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Lofojofoflo]

Fi F: Fs Fy; Fs 0. 1.2, 22 31. 4.1. 5.1. 6.2. 7.1.

0 Ty 18 - 0 - 0 -F,
0 T2| 14 8 - - - =Fa | -Fa | -Fa1 | +Fa|+F;
4 Ti| - 16 | 14 - - -5 | s | +5 | +5 | +5 | +5 | +5 | +5
2| T4 - 0 - | 10| - 5| -5 |ts|+s|+s|+5 | +5| +5

1.1. -T5 | -Ts

2.1. “Ts | -Tz | -T4

3.2 +Ts | -Ts | -T,

4.2, +T5 | +T5 | -T4

5.2, +T5 | +T3 | +T4

6.1.| -T7 | +T5 | +Ts | +T,

7.2 | +T+| +T5 | +Tz | +T,4

Bl | +T;| +T15 | +T5 | +T4 | - T

A cimkézés eredménye az alabbi tablazatban lathatd. Ahhoz, hogy kdnnyebben megértsiik a cimkézés 1ényegét,
a cimkézést 1épésenként kozoljiik, ezt mutatja a fenti tablazat. A termeldk cimkéit a tablazat jobb, a fogyasztok
cimkéit pedig az alsé szegélyen tiintetjiik fel.

0. 1épés: A T és Ty cimkéje indulaskor [1-s”, mert innen kell elszallitani arut és addig kell cimkézni, amig az s
-be nem érkeziink vagy azt kapjuk, hogy nincs t.

Most megnézziik, hogy a T3 és T termel6t61 mely fogyasztokhoz mehetiink.
1.1. 1épés: A T3-bol az Fa-be és az Fa-ba, mehetiink, igy ezen fogyasztok cimkéjeként beirjuk a —Ti-t.
1.2. 1épés: A T3 cimkéjét [1+s”-re valtoztatjuk.

2.1. 1épés: A Ti-bdl az F2 és Fi-be mehetiink. Mivel Fa-nek mar van cimkéje, igy csak az Fi-et cimkézziik,
mégpedig —T3-el.

2.2. 1épés: A Ti cimkéjét [1+s -re valtoztatjuk.

Mivel a kérdéses F5-be nem jutottunk el, ezért most a fogyasztoktdl probalunk a termel6khoz szabad kapacitast
uton visszamenni.

3.1. 1épés: Az Fa-bol Tz-be haladhatunk, mivel a (T2, Fa) viszonylatban van szallitas, amit visszaszallithatunk.
A To-t cimkézziik — F2-vel.

3.2. Iépés: Az Fa cimkéjét [1+” elbjellire valtoztatjuk.

4.1. 1épés: Az F3-bol nem tudunk tovabbhaladni, mivel nem szallitottunk hozz4, nem cimkéziink.

4.2. 1épés: Az Fa cimkéjét [+ elbjeliire valtoztatjuk.

5.1. 1épés: Az Fi-bdl nem tudunk tovabbhaladni, mivel nem szallitottunk hozz4, nem cimkéziink.

5.2. 1épés: Az Fi cimkéjét [+ eldjeliire valtoztatjuk.

Most tjra termeldktdl probalunk a fogyasztokhoz menni szabad kapacitast uton. A cimkézésnél tehat felvaltva
cimkéziink termel6tél fogyasztohoz és fogyasztotol termeldhoz. Szisztematikusan cimkézziink, tehat amig van

negativ cimke a fliggdleges ill. a vizszintes cimkemezdkben, addig ne valtsunk a masik iranyra.

6.1. 1épés: A T2-b6l az F1 és Fz-be mehetiink. Mivel £2-nek mar van cimkéje, igy csak az Fi-et cimkézziik,
mégpedig —To-vel.

6.2. 1épés: A Tz cimkéjét [1+ eljeliire valtoztatjuk.
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Most Gjra fogyasztotol cimkéziink.

7.1. 1épés: Az F1-b81 Ti-be haladhatunk, mivel a (7. F1) viszonylatban van szallitas, amit visszaszallithatunk.
Az Ti-et cimkézziik — Fi-el.

7.2. 1épés: Az F1 cimkéjét [1+” elGjeliire valtoztatjuk.
Most ujra termeldtdl cimkéziink.

8.1. 1épés: A T1-b6l az Fi, Fi és Fs-be mehetiink. Mivel az F1, Fs mar cimkézett, igy csak az Fs-be mehetiink
és az F5-6t cimkézzik —Th-el.

Ezzel a 1épéssel be is fejeztiik a cimkézést, hiszen olyan fogyasztéhoz jutottunk, amelyiknek még van igénye.

Az alabbi tablazat a cimkézés eredményét mutatja, de nem 1épésenkénti bontasban.

L oJofofo10]
F, F, F; F, Fs

o|lT,[18] -To ] -To F,

0 |T,[14] 8 | - | - | - T,

ATy - [ 1614 - | - +s

2| T, - o] -1 - +s
+T, | +T; | +Ts | +T, | - Ty

A cimkézés eredményeképpen az alabbi ut adodott. Az utat mint ismeretes a cimkéken visszafel¢ haladva
hatarozhatjuk meg.
it — F — T — F — T — Fp «— T3 — s

10 ' 18 ' 8 ' 4
O O O O O O O

Az 1t éleinek szabad kapacitasat az ut élei alatt tiintettiik fel. A (T:. F) tipust élen a szabad kapacitas oo, mivel
a kapacitas is az. Az (F;.T3) tipust élen pedig a szabad kapacitas a megfeleld (T:. F) tipusu €l szallitasa. Az it
mentén a szallitds a szabad kapacitdsok minimumaval (&) novelhetd. Példdban az ut kapacitdsa d = 4.
Eszrevehetd, hogy az elsé és utolsé élnek, valamint minden mésodik élnek van véges szabad kapacitasa.
Jeloljiik az at éleit [ és (O szimbélumokkal, mégpedig gy, hogy [J-el az ut azon éleit, amelyek kozrejatszanak &
meghatarozasaban, O-el pedig az 0t tobbi élét. Az at tehat [I-el kezdddik (ill. végzoédik) és felvaltva OeésO
jeleket tartalmaz. Az utat a késGbbiekben nem érdemes kiilon leirni, hanem az ut felgéngyolitése soran a
tablazatba [1 és O jelekkel bejeloljiik az at éleit. Ily moédon a & -t a [ szimbolummal jelolt szamok
minimumaként hatarozhatjuk meg, példankban

d =min {0} = min{10, 18,8 4} = 4.

A & ismeretében folyamnovelést kell végrehajtani az Ut mentén. A jeldléseink segitségével ezt az alabbi
egyszer(i mddon végezhetjiik el:

* szimbolummal jelolt értékeket csokkentjik 4-val,
« (U szimbélummal jelolt értékeket noveljiik 4-val.
A jobb érthetdség kedvéért az ut megfeleld jelekkel valo jelolésével mégegyszer megismételjiik az el6z6

tablazatot. A tablazatba bejeldltiik félkdvéren az ut vonalat is. Ez mindig egy tortvonalnak adodik, amely
vizszintes és fliggbleges vonalain is az egyik végpont [I-el, a masik pedig (O-el van jelolve.
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F, F, F;3 F, s
0 | Ty [18] 0 @ -Fi
0| Ty Ad=[8]| - | - | - +F,
(]| 14| - | - ts
2T - Lo - |10] - ts
T, [T T [T - T,

Az alabbi abra is az utat mutatja, de most az altalanos Kénig feladat kétrészes grafjan:

A tablazatos utjelolésnél tehat minden vizszintes ill. fiiggdleges vonal mentén egy novelést és egy csokkentést
hajtunk végre. Azoknal a termeldknél ill. fogyasztoknal, ahol nincs elszallitando aru ill. kielégitetlen igény ott
egyszerlien atrendez6dik a szallitdas. Amennyivel egyik helyen tobbet szallitottunk, a masik helyen
ugyanannyival kevesebbet. Kivételt csak az 0t elsé és utolso éle képez, mert itt a szallitds novekszik. A grafon
lathato utat alternalo utnak nevezzik, mert minden masodik éle (T%. F;) és ezeken novelést ill. minden masodik

20 @ &

éle (Fj. T5) tipusu és ezeken csokkenést eszkozliink.

2. lépés: Folyamndvelés és uUtkeresés cimkézéssel.

F)

®)
&)
®

00008

F, F, F. F, T

o T, @] -0 - @
0 | T,/ (18 o I
0| Ts| = |20 14| - | -
Bl s - @] - J10] -
+T, | +T, | +T15 | +T4 | - T,

3. lépés: Folyamnovelés és utkeresés cimkézéssel.
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oo o] 0] 4

Fl F2 F3 F4 F5
o|lT,[12] -0 -] 6
0|T,[20] 2 | - | - | -
0| Ts] - [20]14] - | -
0Tl - [ 2] - 1107 -

Vége az algoritmusnak, utkeresésre mar nincs sziikség, mert a termel6ktdl a kinalatuknak megfelel6 mennyiségi
arut elszallitottuk. Az eldontendd kérdésre tehat a valasz igen, azaz az Osszes aru elszallithato a termel6ktol. Azt
is megkaptuk egyben, hogy milyen médon kell végrehajtani a szallitast. Az Tij szallitasokat a fenti szallitasi
tablazat mutatja. A T1-b6l az Fi-be 12 egységet, T1-b6l az Fs-be 6 egységet, stb. kell szallitani.

2. Példa:

Oldjuk meg az alabbi altalanos Koénig feladatot!

|15 |14 [ 15[ 15 | 15

[a—
th

16| T;| * *

19| T, * * *
30| T * *

14| T, * * *

10| Ts| * * *

1. 1lépés: Induld szallitas meghatarozadsa Eszak-Nyugati sarok médszerrel és utkeresés
cimkézéssel

00 0] 0] 10O

F, F

T,[ 15 | -

T, - |5 | -] -0 F,
(0

(-
-
i
.
Frq
»
Frq
L=

o
1

-Tl +T3 -T‘& +T3 ‘T‘} 5=14

2. lépés: Folyamnovelés és utkeresés cimkézéssel.
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Altalanos KONIG feladat

00 0] o011

F, F, F; F, Fs Fg
ol T,15] -1 -T17]-T7- +F,
0| T, - 0[5 -1]-114
2| T - |14 | - |14 ] - | - s
0| T, 0| - [10] - | 4| -
0|Ts| 0 | - [ -] -1]10]0

+T; | +15 +1;

Vége az algoritmusnak, mert nincs Ut, igy nem tudjuk tovabb ndvelni a szallitast. Arra az eldontend6 kérdésre,
hogy az Gsszes aru elszallithato-e, nem a valasz, mivel 2 mennyiséget semmiképpen nem lehet elszallitani. Arra
a kérdésre, hogy maximalisan mennyi art szallithat6 el a termel6ktdl, szintén megkaptuk a valaszt, 2 hijan az
Osszeset, azaz 87-et. Az algoritmus azt is megmutatja, hogy a maximalis mennyiséget milyen modon kell
elszallitani. A fenti szallitdsi tablabol olvashatok ki az ¥i; szallitdsok. Mivel az Osszes arut nem lehet
elszallitani, igy a KONIG tétel értelmében meghatarozhatok a termelk és fogyasztok P és R halmazai. A P ill.
R halmazba a megcimkézett termel6k ill. fogyasztok tartoznak, azaz

P ={Ty.Ts} .
R={F.Fs.F,}.

A P-beli termel6k 6sszkindlata és az R-beli fogyasztok 6sszkereslete pedig az alabbi

| P |lo= 16 + 30 = 46.
| R |lp=15+14+ 15 = 44,

Tehatll £ lla= 7 s, ahogy ezt a KONIG tétel allitotta. Valoban nem lehet az dsszes terméket elszallitani,
hiszen mar a P-beli termel6kt6l sem tudjuk a kindlatuknak megfelelé 46 mennyiséget elszallitani, mert csupan
44-et képesek fogadni azok a fogyasztok, amelyekhez a P-beliek szallithatnak.

Végezetill a lefedést is elvégezhetjiik a szallitasi tablazaton, mégpedig a nem P-beli (cimkézetlen) sorokat és az
R-beli (cimkézett) oszlopokat fedjiik le. Lathato, hogy a fedetlen helyeken mindenhol tiltds van, igy minden
szabad hely lefedett. A kétszer fedett helyeken a szallitas zérus, igy pozitiv szallitas csak egyszer fedett helyen
lehet. A fedévonalrendszer sGlyszama: 87, amely a lefedett sorokhoz és oszlopokhoz tartozd kinalatok és
keresletek Osszege. A fedGvonalrendszer olyan, hogy az Gsszes szabad helyet (*-ot) lefedi és a sllyszama a
lehetd legkisebb. Az elszallithaté maximalis arimennyiség egyenlé a feddvonalrendszer sulyszamaval. Ez a
FORD-FULKERSON tételbol kovetkezik.

F, F, F; F, TFs T

,[15] - | -] 1]-]- T,
0 - 05 ] -]-114
T, - | 14| - |14 - | - T
T, 0 0 - | 4] -
T - 100

EESY B | |

5. 9.5. Feladatok
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Altalanos KONIG feladat

1. Az A orszBy. Bo. Bs. B A4 varosaibol rendre 40, 10, 20, 30 ezer tonnanyi azonos terméket kell elszéllitani a
B orszag 4 varosaiba. A B orszag mindegyik varosdba ugyanannyi mennyiséget kell szallitani
¢és az Osszkindlat egyenld az Osszkeresle Ay — Bz, B, Ba Az — B, BynAdy — By, Batedy — By, Bytasat

csak az alabbi Gitvonalakon végezhetjiik: ; ; ; ?

2. Az Mi..... Msmithelyek termelése rendre 9, 9, 9, 9, 12; az fi1.. ... Fs raktarak befogadoképessége pedig
rendre 12, 8, 8, 7, 13. Az aliabbi mihely-raktar viszonylatban térténhet szallitas: My — Ry ;
My — Ry, B3, Ra, Ry Mz — Ra. Rs; My — Ra, Ra; My — Ra;. Az egyes gépek altal megmunkalt
alkatrészeket mely raktarakba kell iranyitani (egy gép termékét tobb raktarba is lehet irdnyitani), hogy minél
kevesebb alkatrész maradjon raktaron kiviil?

3. Tegyiik fel, hogy a Bi.....DB7 befizetési rovatokon rendre 18, 22, 34, 12, 14, 21, 9 pénzmennyiség, a
Ki..... K kifizetési rovatokon pedig rendre 32, 24, 14, 15, 30, 15 pénzmennyiség van. Az alabbiakban
megadjuk, hogy a Kkifizetéseket mely befizetési rovatokbdl lehet eszkdzdlni: 1 — Bi. Bz, Br
Ko —B2.B3: Ks—+B1.Bs: Ky —+B2.Bs: Ky +B1.B1.Bs: Ke—DB5.Bs. Az . A fentiek

figyelembevételével milyen rovatokbol kell a kifizetéseket lebonyolitani?

4, Adottak az 1. ... Is személyek, akik rendre 2, 3, 4, 7, 1 pénzegységgel rendelkeznek és adottak tovabba a
Bi.....Bsbankok, amelyek befogadoképessége rendre 4, 3, 1, 3, 3, 3 pénzegység. A személyek az alabbi
bankokba hajlandok pénziiket elhelyezni: {1 — Bi1.B3; I = B1.Ba; Is — B3.Bs; Ih — By, B5. Bs;
I5 — B1.Bs, Bl tudjak-e a személyek helyezni az sszes pénziiket a szimpatikus bankokba, ha igen, akkor
hogyan; ha nem, akkor mennyit tudnak maximalisan elhelyezni?

5. Adott az alabbi tablazat. Fedje le az Gsszes *-ot a lehet6 legkisebb sulyszamu fedévonalrendszerrel! A sorok
sulyszamai rendre 18, 18, 18, 18, 24; az oszlopoké pedig rendre 24, 16, 16, 14, 26.

x| W | W[ W

6. Adott az alabbi szamtablazat és a sorok ill. oszlopok sulyszamai. Fedje le az 6sszes 4-nél kisebb szdmot a
lehetd legkisebb stulyszamu fedévonalrendszerrel!

10 | 10 | 10 | 8 & 4
12 6 4 5 3 7 2
8 5 7 2 8 1 9
7 7 6 3 9 2 5
13 2 5 5 4 6 3
10 8 9 1 6 3 8

7. Adott a termel6k kinalata, a fogyasztok kereslete valamint a termeldk és fogyasztok kozott a szallitasi
egységkoltség. Milyen szallitas esetén tudjuk a lehetd legtobb arut elszallitani a termeldktdl, ha nem vagyunk
hajlandoak olyan helyen szallitani, ahol a szallitasi egységkoltség meghaladja a 20-at?
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Altalanos KONIG feladat

1514 | 15 ] 15 | 15| 15
F] Fg F3 F4 F5 Fﬁ
16| T;| 15 | 22 | 31 | 4 | 25 | 26
19| T, 34 | 20 | 10 | 26 | 40 | 12
30 T; 37 | 14 | 42 | 3 |51 | 21
14| Ty 7 | 32|19 |29 | 20 | 23
10 Ts| 17 | 21 | 32 |25 | 3 | 14

8. Egy véllalat hat iizemegysége (U) rendre 10, 15, 8, 22, 14, 16 mennyiségben akar visirolni &t masik
vallalattol (V), amelyeknek 15, 25, 15, 15, 15 a készlete a vasarolandd anyagbol. Ismertek az lizemegységek
és a vallalatok kozdott a fajlagos szallitasi és értékesitési koltségek dsszege. A vasarolo vallalat csak legfeljebb
8 fajlagos koltséggel akar vasarolni. Megoldhato-e igy a beszerzés, ha igen, akkor hogyan; ha nem, akkor
maximum mennyit tud vasarolni a vallalat?

U, U, U U Us Ug
Vi| 6 7 & |10 | 12 | 7
Vol 12 11 | 4 5 9 3
Vil 4 |10 | 7 9 | 10 | 12
Vy| 5 2 |10 | 11 | 9 | 15
Vs 12 | 6 & |12 | 7 | 20

9. Adottak a V1. .. Vs varosok a 8, 9, 7, 6, 5 kinalattal és az F1.- ... Fsfalvak 6, 9, 5, 8, 7 kereslettel. Minden
varos ¢és falu kozott van vasiti €s kdzati 6sszekottetés. Az alabbi viszonylatokban vastti palyaépités miatt a
szallitds csak kozaton oldhatdé meg: Vi — Fi.Fs; Vo — Fo. Fy F5; Vi — FL F3. F5 ) Vi — Fo. By
Vs — F3.F5. Hogyan kell a varosok és a falvak kozétti szallitast lebonyolitani, hogy minél kevesebb arut
szallitsunk a dragabb kozaton?

10. Adott a termel6k (T) 9, 4, 3, 9 kinalata, a fogyasztok (F) 6, 8, 4, 7 kereslete és a fogyasztok csak az
alabbi termeldktdl kivannak vasarolni: F1 + T1.73.Ty; Fo+ To.T3: Fy+ T1. 1o, Fy + T1.75. Ty
Mennyi a fogyasztok altal vasarolhaté mennyiségnek a legnagyobb értéke és ez milyen vasarlas esetén jon
1étre?
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10. fejezet - Szuk-keresztmetszeti
szallitasi feladat

1. 10.1. A feladat megfogalmazasa

Legyenek adottak a T1.....T:.....Twm termel8k (vagy termelShelyek), amelyek rendre @i:....@i....Gm
kinalattal rendelkeznek és az F1. ... . Fj..... F fogyasztok (vagy fogyasztohelyek), amelyek kereslete (igénye)
rendre bi....bj.....bn  Legyenek tovabba adottak a %ij szallitdsi idok, amelyek a T; termel6tél az Fi

fogyasztohoz torténd szallitas id6tartamat jelentik és fliggetlenek a szallitott mennyiségtdl. A megadott adatok
legyenek nemnegativ egészek.

A sziik-keresztmetszetii szallitasi feladat az alabbi sémaval jellemezhetd:

b, ... b ... b,

F, .. F. .. F
ap | Ty | 1y ly; 5P
a; Tz' £ il £ ij I in
Uy Tm 'rml rm}' rmrr

Tegyiik fel, hogy az 6sszkinalat egyenl6 az Gsszkereslettel, azaz
Su=3n
i=1 =1

A szilk-keresztmetszetd szallitasi feladat:

Hatarozzuk meg a keresletet és a kinalatot kielégitd szallitast gy, hogy az a legrovidebb ideig tartson feltéve,
hogy a szallitasok egyidoben kezdddnek el.

A szallitas lebonyolitasanak idejét a szallitasban eltoltott leghosszabb id6 hatarozza meg.

A szokasos modon jeloljiik Tij-vel a dontési valtozot, amely a T termelétél az I fogyasztohoz szallitandd
mennyiséget jelenti.

Matematikai megfogalmazas:
Jelolje Tij egész szam a 1. termel6tél az Fi fogyasztohoz szallitandd meennyiséget.

Meghatarozandok a keresletet és a kinalatot kielégitd ii egész szamok (a termel6ktdl a kinalatuknak megfeleld
mennyiség legyen elszallitva és a fogyasztok a keresletiiknek megfeleld mennyiséget kapjanak) ugy, hogy a

max {t;; | w;; = 0}
mennyiség minimalis legyen.

Az olyan optimalizalasi feladatokat, amelyekben a célfiiggvény valamilyen maximalis érték és ennek a
maximalis értéknek kell a minimumat keresni sziik-keresztmetszet feladatoknak nevezziik.
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Szuk-keresztmetszetu szallitasi
feladat

2. 10.2. Algoritmus a szlik-keresztmetszetii szallitasi
feladat megoldasara

Kézenfekvo az alabbi egyszerli algoritmus, amelynek 1ényege, hogy a sziik-keresztmetszetii szallitasi feladatot
altalanos Konig feladatok sorozataval oldjuk meg.

1. lépés: Kezdeti szallitas készitése.

Ezt végezhetjiik példaul a legkisebb idéértékeken keresztiil.

2. lépés: A szallitas lebonyolitasi idejének meghatarozasa.

Jeloljiik =-nal a szallitas lebonyolitasanak idejét, amely

e =max {¢;; | x;; = 0}.

tehat a tényleges szallitashoz tartozé idértékek maximuma.

3. lépés: Uj szallitas készitése

Probaljunk meg olyan 0j szallitast meghatarozni, amelynek lebonyolitasi ideje az el6zonél kisebb. Ez
tulajdonképpen egy olyan altalanos Koénig feladat, amelyben ott engedjiik meg a szallitast, ahol ti; < . Az
altalanos Konig feladat megoldhatosaga szerint két esetet vizsgalunk:

1. Ha nem tudtuk az 6sszes arut elszallitani, akkor az el6z6 szallitas a legjobb. Vége az algoritmusnak.

2. Ha az 0sszes arut elszallitottuk, akkor egy olyan uj szallitast kaptunk, amelynek lebonyolitasi ideje biztosan
jobb (kisebb), mint az el6z06. A 2. és a 3. 1épéseket addig ismételjiik, amig az (1) esetet nem kapjuk.

Nyilvanvald, hogy az eljaras véges 1épésben végetér.

3. 10.3. Példamegoldas

Oldjuk meg az alabbi tablazattal adott szlik-keresztmetszetii szallitasi feladatot!

6 8 7 4
Fi F, F; Iy

51Ty 3 7 5 1
41 Ty 2 8 4 3
& | Ts] 5 4 6 7
8| T4] 3 3 7 5

1. Kezdeti szallitas és a hozza tartozdé lebonyolitasi idé (=) meghatarozasa:

A kereslet-kinalatot kielégité szallitast, Ggy hatarozzuk meg, hogy termelénként haladva mindig a sor legkisebb
adatanak cellgjara, ha marad még elszallitando a termel6tdl, akkor a masodik legkisebb adatanak cellajara, stb.
programozzuk a szallitast.

ofo]o] o]
F, F. Fs Fy
0| Ty 1 0 0 4
0| T, 4 0 0 0
0| Ts| O 8 0 0
0| Ty 1 0 7 0
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Szuk-keresztmetszetu szallitasi
feladat

s=max{3. 1,243 7} =T.

2. Az altalanos Kénig feladat kvalifikaciés tablazata és a feladat megoldasa:

6 8 7 4
Fi F» F; F4
51Ty * *® *
4 TH * * *
2 T; *® *® *®
8 | Ty * *® *
Kezdeti szallitas és utkeresés cimkézéssel:
0] o 0
Fi F, Fs3 Fu
0] T, - @7 o T,
0] Ty 1 - 3 0 -Fi
0] Ts] 0 8 0 - -F;
T, 0 -4 +5
Ty | 7Ty | -T1 | +T14 5=4
Talaltunk utat, a szallitas javitasa:
0 0 0 0
F, F, F; Fy
0] Ty 1 - 4 0
0] Ty 1 - 3 0
0| Tz 0 8 0 -
0| Ty 4 | 0] - | 4

Az Osszes aru el lett szallitva, ehhez a szallitashoz tartozo6 lebonyolitési id6 (=) meghatarozasa:

s=max{3.5.2.4.4, 3.5} =5.

3. Az altalanos Kénig feladat kvalifikaciés tablazata és a feladat megoldasa:

51T, * *
4 | To| * * *
8| Ts *
8 | Tyl * *

Kezdeti szallitas és utkeresés cimkézéssel:
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Szuk-keresztmetszetu szallitasi

feladat
Lo o4 (4]
Fi F, Fs; Fy
0T, - - | O -Fi
0] Ty 1 - 3 0 -Fi
0] Tz - 8 - - -F;
T4 @ 0 - - +5
Ty | 4T, -T, 5=4
Talaltunk utat, a szallitas javitasa:
0 0 0
Fi F, Fs3 Fu
0] Ty 1 - - 4 +F,
0| T, ORI F,
0] T3] - 8 - - -F;
T @ 0] - | - +s
Ty | +T4 | -T2 | -Ty 5=1
Talaltunk utat, a szallitas javitasa:
0 0 3 0
Fi F, Fs3 Fu
0] Ty 1 - - 4 +F;
0] T - 4 0
0] T3] - 8 - - +F;
3 | T4 S 0 - - +s
+T4 | +T4 +T4
Az altalanos Koénig feladat nem oldhatdé meg, nem tudjuk az Gsszes artt elszallitani = = 5 lebonyolitasi idénél
kevesebb id§ alatt, igy az = = 5 lebonyolitasi id6hoz tartozo szallitas az optimalis, amely a kovetkezo:
Fr. F, F; Fy4
T:] 1 0 4 0
T2 1 0 3 0
T3] O 8 0 0
T4 4 0 0 4

A szallitas legkisebb lebonyolitasi ideje = = o idGegység.

4.10.4. FELADATOK
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Szuk-keresztmetszetu szallitasi
feladat

1. Egy vallalat hat {izemegysége (U) rendre 10, 15, 8, 22, 14, 16 mennyiségben akar vasarolni 6t mésik
vallalattol (V), amelyeknek 15, 25, 15, 15, 15 a készlete a vasaroland6 anyagbol. Ismertek az iizemegységek
¢és a vallalatok kozott a fajlagos szallitasi és értékesitési koltségek Osszege. A vasarolo vallalat ugy akarja a
beszerzést megoldani, hogy a vasarlas legrosszabb fajlagos kdltsége is minél kisebb legyen.

U, U, U U Us U
Vil 6 7 g |10 | 12 | 7
Vol 12 111 | 4 5 9 3
Vs 4 |10 | 7 9 | 10 | 12
V4| 3 2 |10 |11 | 9 | 15
Vs 12 ] 6 8 |12 | 7 | 20

2. Adott az alabbi tablazattal az iizemek (U) termelése, raktarak (R) befogadoképessége, valamint az iizemek és
a raktarak kozotti tdvolsdg. Hogyan kell az aruknak a raktarakba torténd szallitdsat megszervezni, hogy a
szallitas soran a leghosszabb ut a legrévidebb legyen?

17 | 12 | 21 | 11 8

Ri R Ry Ry Rj
12| Uy 9 3 4 5 5
s U, 4 2 8|73
16| Us| 3 6 5 2 4
14| Uyl 1 5 9 4 7
9| U2 143 ]5 3
10| Ug| 6 4 7 4 1

3. Egy lizem teriiletén négy raktarban (R) tlzveszélyes anyagot tarolnak rendre 18, 22, 34, 12 mennyiségben.
Tizriado esetén 6t potraktarba (P) kell szallitani a tarolt anyagot, egyszerre inditva a mentést. A potraktarak
befogadoképessége rendre 32, 24, 14, 10, 6. Ismert az alabbi tablazattal, hogy az egyes raktarakbol az egyes
potraktarakba mennyi id6 alatt lehet eljutni. Hatarozza meg, hogy tlizriado esetén 5 vagy annal rovidebb id6
alatt a tlizveszélyes anyagok elszallithatok-e a potraktarakba? Adja meg azt a mentési stratégiat, amelynél a
legrovidebb i1d6 alatt befejezddik a mentés!

P1 P2 P3 P4 P5

R1 | 5 7 4 9 2
R2 |4 5 10 8 7
R3 |9 2 5 & 10
R4 | 6 5 6 4 7

4. Adott a termelSk kinalata, a fogyasztok kereslete valamint a termeldk és fogyasztok kozott a szallitasi
egységkoltség. Milyen szallitas esetén tudjuk az arut elszallitani a termel6ktol, ha azt akarjuk, hogy ahol
tényleges szallitas van, ott a szallitasi egységkoltség minél kisebb legyen?
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Szuk-keresztmetszetu szallitasi

feladat

15|14 ]|15]15]15] 15

F, F, F; F, Fs Fg
16| T, 15 [22 31 4 [25] 26
19| T,| 34 [20 [ 10 | 26 | 40 | 12
30| Ty 37 | 14 |42 | 3 | 51 | 21
14| T, 7 [ 321929 | 20 | 23
10| Ts| 17 [ 21 [32 [ 25 | 3 | 14
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11. fejezet - Ellatasi feladat

1. 11.1. A feladat megfogalmazasa

Egy beruhdzas soran az £1.F2..... E eszkozok koziil vélaszthatunk, amelyek beszerzési koltsége rendre
bi.ba, ..., by, Tudjuk azt, milyen eszkdzcsoportokat tud a véllalat hasznosan felhasznalni. Legyenek ezek az
eszkdzesoportok  C1.Co.....Cm | amelyek  hasznossdga  rendre  @1.a2..... im .  Példaul

Cy ={Eb. Es}. Co = { Ey. Es. Ex} sth,
Az ellatasi feladat megfogalmazasa:

Melyik eszkozoket vasarolja meg a vallalat, hogy az 6sszhasznossag és az eszkdzok aranak kiilonbsége a lehetd
legnagyobb legyen?

2. 11.2. A feladat matematikai vizsgalata és megoldasi
algoritmusa

Legyen R a megvasarland6 eszkdzok halmaza. Az R halmaz meghatarozza a hasznos csoportokat, amelyeket
jeloljon P. A maximalizalando célfiiggvény ekkor:

Z i; — Z b; — max!
CiEP E;cR
Ezt egyszeri atirassal az alabbi minimalizaland6 célfiiggvénnyé alakithatjuk:

ml

Zri,-— Z a; + Z b; | — max!

im1 cicP E;eR

A fenti 0sszefiiggés elso tagja konstans, igy azonnal adédik a minimalizalandé célfiiggvény:
Z a; + Z b; — min!

T.cP FeR

Ez a célfiiggvény pedig nem mas, mint az altalanos Konig feladat folyamproblémara visszavezetett halézataban
a vagas értéke, amit a folyamproblémaban minimalizalni kell. Tehat a feladatot az altalanos Konig feladat
megoldasi algoritmusaval oldhatjuk meg. Az ismert algoritmus az alabbi harom eset valamelyikével all meg.

1. A minimalis vagas olyan, hogy & = {s}. Ekkor a Kénig feladat megoldhato és 12 = ). Tehat egyik eszkozt
sem szabad megvenni.

2. A minimalis vagas olyan, hogy I" = {t}. Bkkor a Kénig feladat nem oldhaté meg és It = {Ey. B, En}.
Tehat mindegyik eszk6zt meg kell venni.

3. A minimalis vagas az (1) és a (2) eset egyikébe sem tartozik. Ekkor a Kénig feladat nem oldhaté meg és az R
eszkdzhalmaba tartozo eszkozoket kell megvenni.

3. 11.3. Példamegoldas

Egy beruhdzas sordn az £1. E2. E3 eszkozok koziil valaszthatunk, amelyek beszerzési koltsége rendre 6, 5, 4
pénzegység. Neégy eszkozcsoport hasznos a vallalatnak, ezek rendre
Cr={EnEz2}. Oy ={Ey Es}, Cy={E1}. Cy = {E2} Az eszkézesoportok hasznossaga rendre 3, 7, 4, 4
pénzegység.

Milyen eszkdzvasarlasnal lesz a vallalat nyeresége a legnagyobb, ha a nyereséget az elért 6sszhasznossag és a
beszerzett eszk6zok koltségének kiilonbségeként definialjuk?

Megoldas:
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Ellatasi feladat

Az ellatasi feladatot az altalanos Konig feladatra vezetjiik vissza, amelynek sémaja az alabbi:

6 5 4
Ei E; E;
3] C,| * *
7| C, % %
4 | Cs| *
4| Cy ¥
A megoldas lépései:
1. 1lépés: Induld folyam
0 0 2
Ei E; E;
0Cy| 3 0 -
0|Cy| - 5 2
1 |G 3 - -
4 | Cs| - 0 -
2. lépés: Utkeresés cimkézéssel
0 0
Ei, E, E;
0]Cyl 3 0 - +E;
0| C| - @) -E;
1 |Cs 3 - - +s
Cs| - | (0] - +s
+Cs3 | +Cy4 | -C5 o=2
3. lépés: Folyamnévelés
L 0f[o] o]
Ei, E, E;
0|Cy| 3 0 -
0|Cy| - 3 4
1 |Cs] 3 - -
2 | Cy| - 2 -

Vége az algoritmusnak. A felsd szegélyen csupa zérus 4ll, tehat a (2)-es esethez jutottunk. Eszerint mindegyik
eszkdzt meg kell vasarolni, a tiszta nyereség pedig: (3 + 7+ 4+4) = (6 +5+4) = 3.

Modositsuk a feladatot ugy, hogy az £3 eszkoz beszerzési koltsége 4-r6l 9-re, a C'a eszkdzesoport hasznossaga
pedig 4-r6l 5-re valtozik. Természetes megoldas, hogy az elejérdl elkezdjiik az algoritmus végrehajtasat. Mivel
az adatok novekedtek, igy az el6z6 Konig feladat megoldasat az 0j feladat induld megoldasaként
felhasznalhatjuk. Tehat az el6z6 tablazattal folytathat6 az algoritmus. Modositjuk a szegélyen az értékeket, majd
cimkézéssel folytatjuk a megoldast, ezt mutatja az alabbi tdblazat.
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0 0
Eir E, E;
0Cy| 3 0 - +E;
0] Cy| - @ -E
1 |G| 3 - - +s
Cs| - | D] - +s
+C3 | +C4 | -Gy &=3
Folyamndvelés és cimkézést mutat az alabbi tablazat.
0 0 2
E, E; E;
0]Cy| 3 - +E;
0] Cy| - 0 7
1 |G| 3 - - +s
0| Cq| - 5 - +E,
+C5 | +C;

Vége az algoritmusnak. A (3) esethez jutottunk. A keresett R halmazt a megcimkézett eszkdzok adjak. Tehat az

R ={E1. I} eszkozoket kell megvararolni. A P halmazt a megcimkezett eszkozcsoportok alkotjak:
P ={C1.C5. Cu}_ A tiszta nyereség: (B+4+5)—(6+5)=1

4.11.4. Feladatok

1. Oldja meg az alabbi sémaval adott ellatasi feladatot!

7 7 7 9
Ei E» Es; E4
6 | Cy * *
8| Cy| * *
9 C; * * *
7 | Cq

2. Egy arubeszerzésnél az A1. Az2. Az, A4, As alkatrészekbd] valaszthatunk, amelyek beszerzési koltsége rendre
9, 2, 8 7, 5 pénzegység. Harom alkatrészcsoport hasznos a vallalatnak, ezek rendre
{A1. As} . {E2. Eg} {E1.E3. E5} Az alkatrészcsoportok hasznossaga rendre 11, 12, 8 pénzegység. Melyik
alkatrészeket vasaroljuk meg, hogy az Osszhasznossdg és az alkatrészek ardnak kiilonbsége a lehetd
legnagyobb legyen?
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12. fejezet - [IHazassag” feladat
(Egyszeriu KONIG feladat)

1. 12.1. A feladat megfogalmazasa

Legyenek adottak az f1.1z.. ... I személyek és a-f1.J2...... J» munkdk. Adott tovabba, hogy mely személy
mely munkahoz ért (melyik munkara van kvalifikalva). Ezt szokas az Gn. kvalifikacios tabldazattal megadni oly
moddon, hogy az (Ii. J5) cellaba *-ot tesziink, ha az I; személy el tudja végezni a /i munkat. Az egyszerii Kénig
feladatot ((Thazassag” feladatot ) az alabbi sémaval szoktuk jellemezni:

I S
I

1;. :

L

A [hazassag” feladat egzisztencia formaban:
Hozzéarendelhetd-€ a dsszes személy a munkakhoz az alabbi feltételekkel:
* aszemély értsen a munkahoz,

» egy munkat csak egy személy lathat el?

A feladatot az alabbi megfogalmazas miatt nevezik [1hazassag” feladatnak. Legyenek adottak férfiakat és nok,
akik kozott ismert a rokonszenv (szimpatia) tablazat. A kérdés annak eldontése, hogy minden férfi meg tud-e
ndsiilni tigy, hogy rokonszenves ndvel kosson hazassagot, kizarva a poligamiat.

A legtobb esetben azonban nem csak arra vagyunk kivancsiak, hogy megoldhato-e a hozzarendelés, amennyiben
nem tudjuk az 6sszes személyt hozzarendelni, akkor jo lenne tudni, hogy maximalisan hany személy rendelhetd
a munkakhoz. Ha a személyek szama meghaladja a munkék szamat, akkor eleve nem lehet az 9sszes személyt

hozzarendelni a munkakhoz, tehat az egzisztencia formaban megfogalmazott feladat megoldasa trivialis, nem
trivialis azonban az olyan kérdésfelvetésre, hogy maximalisan hany személy rendelheté a munkakhoz.

A [hazassag” feladat optimalizalasi forméban:

Maximalisan hany személy rendelheté a munkakhoz az alabbi feltételekkel:
* aszemély értsen a munkahoz,

* egy személy csak egy munkahoz rendelhetd,

* egy munkat csak egy egy személy lathat el?

Mielétt a feladat megoldasara vonatkozo fontos allitast kimondandnk, ennek elékészitésére vezessiik be az
alabbi jeloléseket.

Legyen I = {h.L..... In}a személyek, J = {J1.Ja.. .0 T} a munkék halmaza. Jelolje P C I a személyek
egy tetszOleges részhalmazat és jeldlje </ (P) € J azon munkak halmazat, amelyekhez a P-beli személyek
egyiittesen értenek. Jeldlje tovabba | P lla P-beli személyek szamat, I 7(P) |laJ(P)-beli munkak szamat.

Példaként tekintsiik az alabbi kvalifikacios tablazattal adott egyszerti Konig feladatot:
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) P A A
ES

I, *
L[| * *
13 E S E S

Ha P = {11. Is}, ekkor J (P) = { 2. Js. Fa} | P |=2 || J(P) [|=3,

2. 12.2. A feladat matematikai vizsgalata
A [hazassag” feladat egzisztencia formajara vonatkozik az alabbi tétel.

KONIG tétel

Adott kvalifikacios tablazat esetén

* vagy az dsszes szemelyt el lehet latni munkdval,

* vagy van a személyeknek olyan P _ I részhalmaza, hogy I P =] J(P) |

Mas szavakkal megfogalmazva: vagy az Osszes személy hozzarendelheté a munkakhoz, vagy ha nem, akkor
megadhat6 a személyeknek olyan részhalmaza, hogy ezen személyek szama meghaladja azon munkak szamat,
amelyeket egylittesen el tudnak latni.

Nem nehéz belatni, hogy a [1hazassag” feladat az altalanos Konig feladatnak olyan specialis eseteként foghatd
fel, ahol minden a; =1¢és minden bi = 1. Ezért a tétel bizonyitasat nem ismételjiik meg. A bizonyitasban
szerepldé folyamfeladatban az 1 értékii kapacitasok miatt az (Ii. J5) tipusu éleken a folyam csak 0 vagy 1 lehet.
Haaz (7i- i) élen a folyam 1, akkor az i személy hozza van rendelve a /i munkahoz, 0 folyam esetén nincs.

A “hazassag” feladat egzisztencia formajara kimondott KONIG tétel atfogalmazhato a kovetkezSképpen
KONIG tétel (mds formdaban):

Adott kvalifikacios tablazat esetén az Osszes személy munkdhoz valo hozzdrendelhetéségének sziikséges és
elégséges feltétele az, hogy minden P C I személy esetén

I Pl F(P) -

Természetesen a két egzisztencia tétel ekvivalens egymassal, az el6szor megfogalmazott viszont a
alaptételiinkh6z, a MINTY tételhez hasonld szerkezetti.

3. 12.3. Kénig-Egervary tétel

Az altalanos Konig feladatnal ismertetett lefedési probléma itt is értelmezhetd a kovetkezOk szerint. A
[Jhazassag” feladatban a fedovonalrendszer sulyszama a fedévonalak szamanak, a folyamfeladat maximuma
pedig a hozzarendelések maximalis szamanak felel meg. Legyen adott egy tablazatunk, amelyben *-ok
szerepelnek. Feddvonalrendszer alatt a tablazat bizonyos sorainak ill. oszlopainak egy-egy vonallal vald
lefedését értjiik.

Lefedési feladat:
Fedjiik le a tdblazatban szerepld dsszes *-0t a legkevesebb szami feddvonalrendszerrel!

A FORD-FULKERSON tétel atfogalmazasa szerint a fedévonalak minimalis szama megegyezik a
hozzarendelések maximalis szaméaval. Ezt a tételt KONIG-EGERVARY tétel [1], [9] néven ismeri a
szakirodalom. A torténeti hiiséghez hozzatartozik, hogy a KONIG-EGERVARY tétel az 1930-as években
keletkezett, mig a folyamokra vonatkoz6 FORD-FULKERSON tétel az 1960-as években lett kidolgozva. Mi
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targyalasmodunk forditott, az altalanosabb tételbSl vezetjiik le az egyébként nagy horderejii KONIG-
EGERVARY tételt. Ennek a tételnek fontos szerepe volt a [Imagyar modszer” kidolgozasanal.

A torténeti hliség miatt az alabbiakban kozoljiik az 1930-as években mar ismert, vonatkozd eredményeket:
Tekintsiink egy m: x n-es matrixot, amelynek elemei 0 és 1. Az l-esek egy részhalmazat fiiggetlennek
nevezziik, ha nem fekszik kett6 koziilik ugyanazon sorban ill. oszlopban. Feddvonalrendszer alatt az §sszes 1-
est lefedd vonalakat (vizszintes vagy fiiggéleges) értjiik.

LEMMA:

A fiiggetlen 1-esek szama nem lehet nagyobb az dsszes 1-est lefedd fedévonalak szamanal.

KONIG-EGERVARY tétel:

A fiiggetlen 1-esek maximalis szama megegyezik az dsszes 1-est lefedd fedévonalak minimalis szamaval.

Tehat akar a maximalis fliggetlen 1l-esek, akdr az Osszes l-est lefedd vonalak minimdalis szamanak
meghatarozasa a feladatunk, az alabbiakban ismertetésre keriilo algoritmussal megkapjuk az eredményt.

4.12.4. Algoritmus a [Jhazassag” feladat megoldasara

Mivel a [Thazassag” feladat egy specialis altalanos Konig feladat, igy a megoldasi algoritmusa is ugyanaz. A
feladat specialitasa miatt az algoritmus kissé egyszerisithetd, ezt az alabbiakban ismertetjiik.

* A folyamproblémaban, amelyre visszavezettik a feladatot, a folyam csak 0 vagy 1 lehet, ezért az 1-nek
megfeleld folyamot, azaz a hozzarendelést a * jel bekarikazasaval (%) célszert jelolni. A bal és a felsd

szegély elhagyhat6, hisz felesleges kiilon jeldlni, hogy mely személyeknél ill. munkdknal nincs még
hozzérendelés.

+ A kezdeti folyamot (kezdeti hozzarendelést) az Eszak-Nyugati sarok modszeren kiviil szokas gy végezni,
hogy a kevés *-ot tartalmazo sorokban ill. oszlopokban végezziik el eldszor a hozzarendelést.

* A cimkézésnél pedig az alabbiakra tigyeljiink:
* Indulaskor azokat a személyeket cimkézziik meg [1-s”-el, akik még nincsenek hozzarendelve munkakhoz.

* Azokhoz a munkadkhoz kell eljutni az utkeresés soran, amely munkakhoz még nincs személy
hozzarendelve.

+ Az ttkeresés soran személytdl minden olyan munkahoz mehetiink, ahol nincs tiltva a hozzarendelés, azaz

ahol a tablazatban * vagy @ jel all. Viszont munkatol személyhez csak olyan cellan mehetiink, amelyben &
jel all.

5. 12.5. Példamegoldas

1. példa.

Oldjuk meg az alabbi [Jhazassag” feladatot!
oL LI I I

I * * *
L] * *
I; * *
Ll * *
I * * *

* *
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0. lépés: Kezdeti hozzarendelés meghatarozasa E-Ny-i sarok médszerrel.

Jl Jg J3 J4 J5 Jﬁ
I * *
L *
L| *
L| *

J] J2 J3 J4 J5 Jﬁ
I, * * -1
LI & * +
L] %
L *
I * K
T,| * * g
(s | [+ [ |4 [+
Talaltunk utat, az ut a cimkéken visszafelé haladva a kévetkezo:
— Jy = I, — Jy — I, — J — Iy — s
1 50 1 oC 1 oC 1

O @] O O O O O
Az 1t élei alatti sorokban a szabad kapacitast és az élek megszokott jeloléseit is megadtunk.

Az 0t mentén 4 értéke nyilvanvaldan csak 1 lehet. A szokasos modon a [l-el jeldlt cellakon csokkentjiik, a O-el
jelolteken pedig noveljiik a folyamot. A csékkentés azt jelenti, hogy ott a 1étez6 hozzarendelést megsziintetjik, a
novelés pedig 0 hozzarendelést jelent. A tovabbiakban nem irjuk le kiilon az utat és nem is jel6ljik be a
tablazatba a megszokott [1és (O szimbélumokat, hanem az ut (cimkék segitségével vald) meghatarozasa soran
azonnal elvégezziik a régi hozzarendelés megsziintetését ill. az 0j hozzarendelés felvételét. Itt is igaz, hogy az ut
egy tortvonal és végpontjain felvaltva torténik hozzarendelés felvétel és megsziintetés, felvétellel kezdve és
befejezve is. A hozzarendelés javitasat a kovetkez6 tablazat mutatja:

Ts

*

(8|5
L

Iy *

L| * 3

L| *
I % %
Is

©) *

Vége az algoritmusnak, mert az dsszes személyt hozzarendeltiik a munkékhoz. A hozzarendelés a tablazatbol
kiolvashato.

2. példa:
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Oldjuk meg az alabbi [1Thazassag” feladatot!
oL LI I I
*

I *
I, * * * *
I *
L] * * *
I * *

% *

0. lépés: Kezdeti hozzarendelés meghatarozasa.

Most nem az Eszak-Nyugati sarok moédszerrel végezziik az induld hozzarendelést, hanem a kevés *-ot
tartalmazd sorokban és oszlopokban kezdjiik az indulé hozzarendelés meghatarozasat. El6szor a 3. személy
hozzarendelését végeztiik el, mivel az csak egy munkahoz rendelhetd, masodszor az 5. személy hozzarendelése
kovetkezik, mert mar az el6z6 hozzarendelést figyelembevéve szintén csak egy munkahoz rendelhetd, utana a 6.
személy kovetkezett, mert 6 a tobbi személyhez képest kevesebb munkéahoz rendelhetd, ezekutan a 2., majd a 4.
személy kovetkezett.

L L I I I

. 2

I] * *

I? (35 £ £ £
L €

AICHEE

1. lépés: Utkeresés cimkézéssel

LN LI I I

-

I] * * +5

12 @ % % %

13 @ +J5

14 % @ %

I €] * +J,
@ %

T

Vége az algoritmusnak, mert nem taldltunk utat, igy nem tudjuk tovabb javitani a hozzarendelést. Arra az
eldontend6 kérdésre, hogy az dsszes személy hozzarendelhet6-e a munkakhoz, a valasz nem, mivel 1 személyt
semmiképpen sem lehet hozzarendelni. Arra a kérdésre, hogy maximalisan hany személy rendelhetd a
munkakhoz szintén megkaptuk a valaszt, 1 hijan az dsszeset, tehat 5 személyt. Az algoritmus azt is megmutatja,
hogy a lehetd legtobb személy hozzarendelését milyen modon biztosithatjuk. Ez a fenti tablabol kiolvashato.
Elképzelhetd természetesen mas hozzarendelés is, azonban 5-nél tobb személy semmiképpen nem rendelhetd a
munkakhoz. Mivel az 6sszes személyt nem lehet hozzarendelni, igy a [1hézassag” feladatra vonatkozo KONIG
tétel értelmében meghatarozhatok a személyek és munkak P és R halmazai. A P és R halmazba a megcimkézett
személyek ill. munkak tartoznak, azaz
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P={I.15.1}.
R - {-I:s. -I;-:,} .

A P-beli személyek és az R-beli munkak szama pedig || F [I= 3. [ B [|= 2.

Tehatll 2 [|=[| & ||, ahogy ezt a KONIG tétel allitotta. Valoban nem lehet az 6sszes személyt hozzarendelni a
munkakhoz, hiszen mar a P-beli 3 személy mindegyikét sem tudjuk hozzarendelni, mert csupan 2 olyan munka
van, amelyekhez a P-beliek hozzarendelhetdk.

Végezetiil a lefedést is elvégezhetjiik, mégpedig a nem P-beli (cimkézetlen) sorokat és az R-beli (cimkézett)
oszlopokat fedjiik le. Lathatd, hogy a fedetlen helyeken nincs *, igy minden * le lett fedve. A kétszer fedett
helyeken nincs hozzarendelés, vagyis hozzarendelés csak egyszer fedett helyen lehet.

LOL LI, I T

Il * * +5
I % ¥ ¥

I; ©) +Js
L[ * @ *

I € * +1,
If & | #

+, +,

6. 12.6. Feladatok

1. Tegyiik fel, hogy 5 feladatunk (F) van, ezeket 6 vallalat (V) kozott kell szétosztanunk. Egy-egy vallalat a
feladatok koziil csak bizonyosakat tud elvégezni és ezek koziil is csak egyet vallal. Dontsiik el, lehetséges-e a
feladatok szétosztasa; ha nem lehetséges, akkor osszunk szét a feladatokbol annyit amennyit csak tudunk. A
véllalatok az aldbbi feladatokat tudjak elvallalni: Vi — Fi; Vo — Fu. F3, Fiy, Fs; Va — Fa, Fiy V) — Fy;
Vr, —* .F].F;.Fr,; V[,- — Fg..F;_

2. Oldja meg az alabbi kvalifikacios tablazattal adott [Thazassag” feladatot!

a) Az induld hozzarendelést Eszak-Nyugati sarok modszerrel végezze!

b) Az indul6 hozzarendelést a minimalis * elv alapjan végezze!

R O A P P P A A A

x| W | W[ W
| W | W W
| W | W W W ®
x| W | W[ W

3. Adott az alabbi tablazat.
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a) Valassza ki a lehetd legtobb *-ot gy, hogy minden sorban és oszlopban legfeljebb egy *-ot valaszthat!

b) Fedje le az 6sszes *-ot a lehetd legkevesebb fedvonallal!

) oW | W W

4. Adott az alabbi szamtablazat.
a) Fedje le a tablazat dsszes 5-nél kisebb elemeit minimalis szamu vonallal!
b) Fedje le a tablazat 6sszes 5-nél nagyobb elemeit minimalis szamu vonallal!

c) Valassza ki a lehet6 legtobb 4-nél kisebb szamot igy, hogy minden sorban és oszlopban legfeljebb egy
szam valaszthato!

SO | P2 | 1| | Sy
O | Oy | |
— | D n
S| = | O SO
W | Oy | B2 | — =]
ool h| Ok
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13. fejezet - [JFutdészalag” feladat

1. 13.1. A feladat megfogalmazasa

Jelolje f1..--. Lic....In a személyeket, J1--- .- Jjanss /i pedig egy futészalagon 1évé munkahelyeket
(munkékat). Legyen adva az aldbbi tiblazat, amelynek %:; =0 (egész) eleme azt jelenti, hogy az I; munkas a -/
munkat mennyi id6 alatt tudja elvégezni. A személyek és a munkak szamanak azonosnak kell lenni!

A [futdszalag” feladat az alabbi sémaval jellemezhet6:

I, N I,
L | hy lin
Iz' l-fz'l r;';' rz'r:
Ir: Inl "f?’.ff L

Mielétt a feladatot megfogalmaznank definialjuk a futdszalag iitemidejét. A futészalag addig all, amig a
futészalag munkahelyein munkavégzés folyik, amikor minden munka befejez6dott, akkor a futdszalag
tovabblép. Ezt az allasidot nevezziik a futoszalag tovabbitasi titemének vagy roviden a futoszalag iitemidejének.
A futészalag litemidejét tehat a futdszalagon 1évé munkak koziil a leghosszabb miiveleti idejli hatarozza meg.

A [Ifutdészalag” feladat megfogalmazasa:

Rendeljiik a személyeket a futdszalag munkahelyeihez kdlesondsen egyértelmit médon ugy, hogy a futdszalag
itemideje a lehetd legkisebb legyen.

A hozzéarendelést a szokdsos mddon olyan ii dontési valtozoval jeloljiik, amelynek értéke Fii = 1 ha az I;
személy hozza van rendelve a J; munkahoz és Tij = U, ha nincs.

Matematikai megfogalmazas:

Jelolje H = {{1i. J;)} a kolesondsen egyértelmii hozzarendelést.
Meghatarozando6 a H kolesondsen egyértelmii hozzarendelés ugy, hogy a
max {t;; | (L;.J;) € H}

mennyiség minimalis legyen.

Az olyan optimalizalasi feladatokat, amelyekben a célfiiggvény valamilyen maximalis érték és ennek a
maximalis értéknek kell a minimumat keresni sziik-keresztmetszet feladatoknak nevezziik.

2.13.2. Algoritmus a [Ifutészalag” feladat
megoldasara

Kézenfekvo az alabbi egyszer(i algoritmus, amelynek lényege, hogy a [lfutdszalag” feladatot [1hazassag”
feladatok sorozatdval oldjuk meg.

1. lépés: Kezdeti hozzarendelés készitése (H).
Ezt végezhetjiik példaul a legkisebb id6értekeken keresztiil.
2. lépés: A hozzarendeléshez tartozd iitemidé meghatarozasa.

Jeloljiik =-al a futoszalag litemidejét, amely
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e=max {t;; | (L;.J;) € H}.

tehat a hozzarendelésben szerepld id6k maximuma.

3. lépés: Uj hozzarendelés készitése.

Probaljunk meg olyan 0j hozzarendelést késziteni, amelynél a futdszalag iitemideje az eldzonél kisebb. Ez
tulajdonképpen egy olyan [lhazassdg” feladat, amelyben ott lehetséges a hozzéarendelés, ahol tij < =. A

[Uhazassag” feladat megoldhatdsaga szerint két esetet vizsgalunk:

1. Ha nem tudtuk az dsszes személyt hozzarendelni a munkakhoz, akkor az el6z6 hozzarendelés a legjobb.
Vége az algoritmusnak.

2. Ha minden személyt hozz4 tudtunk rendelni a munkakhoz, akkor egy olyan uj hozzarendelést kaptunk,
amelyhez tartoz6 iitemid6 biztosan jobb (kisebb), mint az el6zd. A 2. és a 3. 1épéseket addig ismételjiik, amig
az (1) esetet nem kapjuk.

Nyilvanvald, hogy az eljaras véges 1épésben végetér.

3. 13.3. Példamegoldas

Oldjuk meg az alabbi id6tablazattal adott [ futdszalag” feladatot:

Ih L I I Jg
Ll 7 9 2 2 6 6
Lyl 0 1 & 9 3 1
I 0 2 1 1 6 3
Iyl 3 3 4 3 8 2
Is| 8 4 3 3 & 5
Ig| 7 5 3 3 4 2

1. Kezdeti Hozzarendelés és a hozza tartozd iitemidd (£) meghatarozasa:

Az indulé hozzarendelést tigy hatdrozzuk meg, hogy személyenként haladva mindig a sor legkisebb adatanak
cellajara programozzuk a hozzarendelést.

I i) I3 J4 Js Je
L| 719 |®@]| 2 6 6
LI | 1]8 93 |1
Is5] 0 2 1 @D 6 3
L3343 ]380
L8 |@]| 3|3 |85
Ig| 7 5 3 3 @ 2

s=max{2,0,1.2,4, 4} = 4.
2. A [hazassag” feladat kvalifikaciés tablazata és a [hdzassag” feladat megoldasa:

Kezdeti hozzarendelés majd utkeresés cimkézéssel:
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I ® | * +J3
I» {i' * * *
I;| * % % % +J4
I, * ® ® T
15 * * +s
Is * * * +g
I | I | s | s +s
Talaltunk utat, a hozzarendelés javitasa és utkeresés cimkézéssel:
J 1 J 2 J 3 J 4 J 5 J 6
I ® | * +J3
I, % % % 7
I4 % % % £ -J5
L| * ® ® +J¢
IS * ‘|‘J4
I * * * +
L | L | Flg | L | -1 | Fg

Talaltunk utat, a hozzarendelés javitasa:

L I I 1 I s

I *

| * *® *®

I;| * % % %

L| &® *® *® *®

Is 1 ®

Is * * ©)

A [Thazassag” feladatot megoldottunk, az Osszes személy hozza lett rendelve a munkékhoz. Ehhez a
hozarendeléshez tartozo iitemid6 (=) meghatarozasa:

s =max{2.3.2.3,3,2} =3.

3. A [lhazassag” feladat kvalifikaciés tablazata és a feladat megoldéasa:
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I L I Js g

I] * *

L[ * | * *
:[3 S E S E S

Iy *
Is

Is *

Ez a [Jhazassag” feladat nem oldhaté meg, nem tudjuk az 6sszes személyt hozzarendelni, hiszen az Iz személy
senkihez sem rendelhetd. Tehat = = 3 litemidonél kisebb id6hoz tartozéd hozzarendelés nincs, igy az = = 3
titemid6hoz tartozo hozzarendelés az optimalis, amely a kovetkezo:

H ={(h.Js). (Ia.Js). (Is.J2). (Is. J1). (I5. Js). (Ts. Jg)} .

Az iitemid6 = = 3 id6egység.

4. 13.4. Feladatok

1. Oldjuk meg az alabbi id6établazattal adott [futoszalag” feladatot!

J1 Jg J3 J4 J5 Jﬁ
Li| 6 7 2 3 6 5
L 4 1 8 9 3 1
I 5 2 1 1 6 3
L] 3 3 4 3 7 2
Is| 8 | 4 2 3 8 5
Ieg| 6 | 5 3 3 4 2

2. Egy tervezobiroda egy cégtdl ot feladatot (F) kap. Az iroda vezet6je kivalasztja azt az 6t tervezot (T), akik
elkezdhetik az egyébként fiiggetlen munkak elvégzését. A kivalasztott tervezOk felkésziiltségének ¢és a
munkaban mutatott intenzitasanak figyelembevételével a feladatok megoldasahoz sziikséges id6 napokban
kifejezve az alabbi tablazattal van megadva. Hogyan érdemes az irodavezetOnek szétosztani a feladatokat a
tervezOk kozott, ha az a célja, hogy az 6t munkabol allé megbizast minél hamarabb teljesitse?

Fl F2 F3 F_1 F5
T, 8 [ 2] 4[5 | 4
T, 2 [ 3 ]3| 4|3
.| 2 | 3] 8|3 |2
. 53 |5 | 2|3
Ts[ 5 | 3 | 5 | 3 | 4

3. Adott hat gép (G), amely hat alkatrésztipus (A) mindegyikét képes gyartani. Az alabbi tablazat azt mutatja,
hogy az egyes gépeken egy-egy alkatrésztipusbol egy sorozatot mennyi id6 alatt lehet megmunkalni. Minden
alkatrésztipusbol egy sorozatot kell legyartani. Hogyan kell a gyartast megszervezni (melyik gép melyik
alkatrésztipust gyartsa), ha azt akarjuk, hogy a gyartas minél révidebb ideig tartson feltéve, hogy

a) minden gépen egyszerre kezdddik a gyartas,
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b) az alkatrésztipusok megmunkalasat egymas utan kezdjik? (Vigyazat, mert ez utobbi nem [Ifutészalag”
feladat!)

A Ay A3 Ay As Ag

G| 2 8 3 4 3 3
Gy| 5 & 3 3 4 &
Gs| 2 4 3 3 5 7
Gyl 3 6 1 1 2 1
Gs| 1 5 9 & 1 1
Gg| 6 6 2 2 9 7

4. Adott az aldbbi szamtablazat. Valasszunk ki 6t szamot gy, hogy minden sorbol és oszlopbol csak egy
szamot valaszthatunk ¢és a kivalasztott szamok koziil a legnagyobb a lehetd legkisebb legyen!

10 | 9 & | 13 | 11
& |12 ] 9 | 11 | 10
3 4 2 6 5
7 8 6 9 9
9 | 15|12 | 14 | 13

5. A G1.G2. Gi. Gy gépeken az 1. A2. Az. Ay alkatrésztipusokbol egy ora alatt az aldbbi tablazat altal adott
termékmennyiség (darab) készithetd el. Mindegyik alkatrésztipusbol egy 120 darabot tartalmazé
alkatrészsorozatot kell legyartani. Hogyan osszuk el a munkat, ha a gépek és az alkatrészek kozott
kolcsondsen egyértelmli megfeleltetést akarunk létrehozni és azt akarjuk, hogy a négy alkatrészsorozat
egymastol fliggetleniil, egyszerre kezdhetd legyartasahoz sziikséges atfutasi id6 minimalis legyen?

A A A Ay
G215 6] 4
Gy 12 | 12 4 5
Gz 10 | 10 | 15 | 20
G/ 312 4 6

6. Egy varos Ai.Az. A3, A4 pontjAn egy-egy azonos tipusi teherautd all rendelkezésiinkre. A véros
B1. B2, B3, By pontjdn egy-egy ugyanilyen tipust autéra jelentkezik egy-egy igényld. Milyen utasitast
adjunk ki, ha a négy autdt a lehetd leghamarabb szeretnénk az igénylokhoz eljuttatni feltéve, hogy egyiddben
inditjuk mind a négy aut6t? Az alabbi tablazat a megfeleld pontok kozotti tavolsagokat mutatja és
feltételezziik, hogy az id6 aranyos a tdvolsaggal.

B, B, B:; B

AMl7T6 137 4
AT 6 43
A1 1166
Al 969 | 4

7. Harom olajkut (K) termékét eladhatjuk nyersanyagként (N) vagy részben finomitott nehézolajként (F) vagy
pedig finomitott benzinként (B). Az iparnak mindharom termékre sziiksége van. Az egyes olajkutak
termékeit csak egyfajta modon érdemes értékesiteni. Az alabbi tablazat mutatja, hogy az egyes kutakbodl az
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egyes termékek milyen fajlagos koltséggel allithatok eld. Készitsen optimalis gyartési tervet, ha az a célunk,
hogy a legkedvezdtlenebb fajlagos eldallitasi koltség a lehetd legkisebb legyen!

N F B
K[ 2372
K| 31| 4
Ki| 4 | 2 | 5

8. Egy vallalat hat feladatat (F) hat masik vallalat (V) az aldbbi tablazat szerint megadott hataridével tudja
elvégezni (az id6t napokban adtuk meg). Mely vallalatokat kell megbizni az egyes feladatok elvégzésével
(egy vallalat csak egy feladatot vallal el), hogy a feladatok minél hamarabb késziiljenek el?

Vi Vo V5 Vy V5 Vg
Fil 3 6 5 4 8 5
Fyl 2 6 4 5 8 4
F;| 6 5 3 7 5 2
Fy| 8 4 3 5 2 3
Fs| 2 6 7 6 5 8
Fg| 4 3 5 7 4 2
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14. fejezet - Szallitasi feladat

1. 14.1. A szallitasi feladat megfogalmazasa

Legyenek adottak a T1.....75.....Tm termelék (vagy termel8helyek), amelyek rendre @i ---.fis....dm
kinalattal rendelkeznek és az F1..-. . Fj..... F fogyasztok (vagy fogyasztohelyek), amelyek kereslete (igénye)
rendre b1.-..bj.....bs Legyenek tovabba adottak a Cij szallitas egységkoltségek, amelyek a T termel6to] az

rrrrr

nemnegativ egészek. A szallitasi feladat az alabbi sémaval jellemezhetd:

b, .. b .. b,

F, .. F. .. F
ay T; C11 Cy; Cin
a; Tz Ci1 Cz; Cin
y, T?T Cinl Cm; Conn

Tegyiik fel, hogy az 6sszkindlat egyenld az sszkereslettel, azaz

T T

Z ; = be'
i=1 i=1

Ezt az Osszefiiggést a kereslet-kindlat egyensulydnak is szokas nevezni.

Az alabbiakban megfogalmazzuk a szallitasi feladatot (ezt nevezziik primal feladatnak), majd ezutan a szallitasi
feladat dual feladatat ismertetjiik.

A szallitési feladat (primal feladat):

Hatarozzuk meg azt a szallitast, amely a keresletet és a kinalatot kielégiti és a szallitasi 6sszkoltség minimalis
feltéve, hogy a szallitasi koltség aranyos a szallitasi mennyiséggel.

A feladat tehat feltételezi a linearitast. Talan jobban értheté a feladat, ha a kinalatok és a keresletek
rakomanyban vannak kifejezve és a szallitasi egységkoltség egy rakomany elszallitasanak koltségét jelenti.

Jelolje *ij a T termel6t] az £ fogyasztohoz szallitando mennyiséget. A kinalat kielégitése azt jelenti, hogy
minden termel6td] a kinalatanak megfelelé mennyiséget kell elszallitani, azaz barmelyik T termel6tél az Gsszes
fogyasztohoz szallitott mennyiség dsszege egyenld legyen a T termeld kinalataval. A kereslet kielégitése pedig
azt jelenti, hogy minden fogyasztohoz az igényének megfeleld mennyiségii arut kell szallitani, azaz barmelyik
F fogyasztohoz az Gsszes termel6tél szallitott mennyiség osszege egyenlé legyen az £ fogyaszto keresletével.
A kinalat és a kereslet kielégitése maradéktalanul teljesithetd a kereslet-kinalat egyensulya miatt. A szallitasi
Osszkoltséget pedig a linearitds miatt a szallitott mennyiségek és a szallitasi egységkoltségek szorzatanak az
0sszege adja.

A szallitasi feladat matematikai megfogalmazasa:

Meghatarozandok az ¥ii egész szamok gy, hogy
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T

5
&l

|

=]

-

[l

—_

feltételek teljestiilése mellett a

m T

E E Cigdi;

i=1 j=1
mennyiség minimalis legyen.
A szallitasi feladat dudl feladata:

Az eredeti feladatot a termeldknek kell megoldaniuk, vagyis az arukat a fogyasztokhoz elszallitani. Tételezziik
fel, hogy van egy vallalkozo, aki a T; termel6td] u; aron felvasarolja az aru egységét, majd elszallitja az £
fogyasztohoz és ott Ui aron eladja (visszaadja) a T: termelének. Nyilvan az ui, Vi felvasarlasi, ill. eladasi
egységéaraknak olyannak kell lenniiik, hogy a termeléknek megérje a vallalkozdval vald szallitds. A T;
termelének az £ fogyasztohoz valo szallitasnal akkor éri meg igénybe venni a vallalkozo szolgaltatésat, ha igy
nem keriil tobbe a szallitds, mintha maga végezné a termeld, azaz minden lehetséges szdllitasi viszonylatban
fenn kell 4llnia a v5 — i = ¢ij §sszefliggésnek.

Ha tehat biztositva van a fenti feltétellel, hogy a vallalkozo6 kapja meg az dsszes szallitast, akkor a vallalkozo6 a
fenti Osszefliggéseket kielégité arrendszert ugy fogja megvalasztani, hogy a szallitassal elért haszna a
legnagyobb legyen, amit a bevételeinek és a kiadasainak a kiilonbsége ad meg. Ezek utan a szallitasi feladat dual
feladatanak matematikai megfogalmazasa a kdvetkezo:

Meghatarozandok az 1. . - - PR o € V1. -« .o Ujs o - Un egész szamok gy, hogy

vy = =Gy i=1.....m j=1..... n

feltételek teljesiilése mellett a

m

T
E biv; — E ;0
j=1

i=1

mennyiség maximalis legyen.

2. 14.2. A feladatpar matematikai vizsgalata

Elészor a szallitasi feladat primal és dual feladatanak célfiiggvényértékei kozotti kapcsolatot, majd az
optimalitasi kritériumot ¢és végill a feladatpar megoldhatosagara vonatkoz6 dualitasi tételt kozoljik
bizonyitasaikkal egyiitt.

A SZALLITASI FELADATPAR ALAPLEMMAJA:

Ha az ¥ij lehetséges szallitas (azaz i kielégiti a primal feladat feltételeit) és Ui Vi lehetséges arrendszer (azaz
ii. U5 kielégiti a dudl feladat feltételeit), akkor

m T T

113
E E iy = E byv; — E a;n;.
i=1j=1 i=1 i=1

Bizonyitas.

Az egyébként egyszerli bizonyitds soran el6szor a dudl feltételeket, majd sorra a primal feltételek hasznéljuk fel:

105
XMLmind XSL-FO Converter



Szallitasi feladat

m

m n Iy m m n re
& E E (v; —u;)r;; = E v E T — E i; E T = E v, — E ;.
jml  iml iml i Fuml iml

im] jml im]l jml
Az els6 egyenldtlenségnél felhasznaltuk az ¥i; nemnegativitasat. A tovabbiakban pedig az Osszeadandokat

atrendeztiik és kiemelést végeztiink, majd a tobbi primal feltételt hasznaltuk fel.

A lemmabol két fontos kovetkezményt olvashatunk Ki.
1. KOVETKEZMENY:

Ha az «ij lehetséges szallitas és az ti- V5 lehetséges darrendszer olyan, hogy a hozzdjuk tartozo primal és dual
célfiiggvényértékek megegyeznek, akkor ez a szallitds és ez az drrendszer egyben optimalis megoldas is.

Bizonyitas.

Jellje ij és i+ VS azt a primal és dudl lehetséges megoldast, amelyekre

m T m

sz” ”._be Zf!i”f-

i=1 7=1 i=1

Legyen ¥i; tetszOleges, lehetséges szallitas. A lemma alapjan

m T ™ m

}§ ..*_E a*
E E 0T 2 F)_J,flj. ;g

i=1 j=1 =1 i=1

figyelembevéve a *-gal jeldlt valtozokhoz tartozo célfiiggvényértékek megegyezését, kapjuk, hogy

m T m T

E E f.,_J,.r.,_J,ZE E Cifiy s

i=1 j=1 i=1 j=1

Ez utobbi egyenlStlenség éppen azt fejezi ki, hogy az 2t primal lehetséges megoldas optimalis megoldas.
Hasonléan igazolhaté, hogy az Ui+ U duél lehetséges megoldasok szintén optimalis megoldasok. Ennek
igazolasat az olvasora bizzuk.

A soron kovetkezé masodik kovetkezményt szokas optimalitasi kritériumnak vagy egyensulyi dsszefiiggésnek 1S
nevezni, mivel arra ad valaszt, hogy milyen feltételek esetén egyezik meg a két célfiiggvény, azaz mikor
optimalisak a megengedett megoldasok.

2. KOVETKEZMENY (Optimalitdsi kritérium):

A ket feladat célfiiggvényértéke akkor és csak akkor egyezik meg (azaz lemmaban egyenléség akkor és csak
akkor all fenn), ha minden (i, 7) indexparra

[ei; — (v; — w;)] a5 = 0.
Bizonyitas.

Ez a lemma bizonyitasabol egyszertien kiolvashato, ugyanis a két oldal akkor és csak akkor lehet egyenld, ha a
bizonyitasban szerepld = egyenlétlenség egyenldséggel teljesiil, azaz

m T m T

DD e =y p (o —us

i=1 5=1 i=1 5=1

amelybdl atrendezéssel kapjuk, hogy
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m T

Z Z [ei; — (v; —ug)] zi; = 0.

i=1 j=1

Mivel a fenti 6sszeg minden tagjaban mindkét tényezd a primal és a dual feltételek miatt nemnegativ, ezért az
0sszeg mindegyik tagja nemnegativ. Nemnegativ szdmok Osszege pedig akkor és csak akkor lehet zérus, ha
mindegyik tagja zérus, azaz minden (i, j) indexparra

[ci; — (v; — u;)] iy = 0.

]
A SZALLITASI FELADATPAR DUALITASI TETELE:

Mind a primal, mind a dudl feladatnak létezik optimalis megolddsa és a primadl feladat célfiiggvényértékének
minimuma megegyezik a dudl feladat célfiiggvényértékének maximumaval, azaz

T T T m

min E E 50 = MAxX E bivy — E ;i

i=1 j=1 =1 i=1
Bizonyitas.

A tétel bizonyitasa konstruktiv bizonyitas, amely azt jelenti, hogy az optimalis megoldasoknak nemcsak a
l1étezését igazolja, hanem a bizonyitds menete egyben algoritmust is szolgaltat az optimalis megoldasok
meghatarozasara. A bizonyitasbol kiolvashat6 algoritmus [Imagyar modszer” néven ismeretes. Az elnevezés H.
W. KUHN-t6l szarmazik, aki ezzel kivant emléket allitani két kivaldé magyar matematikusnak. Az algoritmus
[Imagyar” eredetére a késdbbiekben még visszatériink.

Legyenek adottak az - v lehetséges dual valtozok, amelyek kielégitik a feltételeket, azaz ij — (vj —ui) =0
minden (i, j) indexparra. A késObbiekben egyszeriisiti a jeloléseinket, ha bevezetjiik az Zi; = Cij — (v — i)
mennyiségeket. Ez az ii egyrészt a dudl valtozok értekétdl fiiggd mennyiség, masrészt pedig a szallitasi
egységkoltség modositott értéke, szokas ezért redukalt szallitdasi egységkoltségnek vagy roviden redukalt
koltségnek is nevezni. Az optimalitasi kritériumot, igy az

g1 =0

Osszefiiggéssel fogalmazhatjuk meg. Ez azt jelenti, hogy optimalis esetben csak ott engedélyezett a szallitas,
ahol =i = 0, Kiséreljiik meg az Gsszes arut elszallitani a termel6ktdl a fogyasztokhoz gy, hogy az optimalitasi
kritérium teljesiiljon. Az =i;Ti; = 0 csak akkor teljesedik, ha csak olyan cellikon engedélyezziik a szallitast,
amelyekben =i; = U, Tulajdonképpen egy éltalanos Kénig feladatot kell megoldanunk. Az ottani jeloléseknek
megfeleléen * ott van, ahol szabad a szallitas (£ii = U), az =ii = U celldkon pedig tiltas van.

Az altalanos K6nig feladatot a vonatkozo algoritmus hasznalatival megoldjuk és a KONIG tétel értelmében két
esetet vizsgalunk.

1.eset:

Ha az altalanos Konig feladat megoldhat6, vagyis az Osszes arut el tudjuk szallitani, akkor ez a szallitas
optimalis is egyben, hisz az optimalitas kovetelménye teljesiil. Vége az algoritmusnak.

2. eset:

Ha az altaldnos K6nig feladat nem oldhaté meg, akkor viszont a KONIG tétel értelmében megkapjuk a termelk
P és a fogyasztok R halmazat, amelyekre mint tudjuk fennall, hogy

Z a; = Z b

T;e P FiehR

Ha a P ¢és az R halmazok segitségével elvégezziik a szokasos lefedést, akkor a KONIG tételbsl adodoan az
alabbi tablazatban lathat6 0sszefliggések is érvényesek:
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A kodvetkezé 1épésben 1ij Ti és U5 dudl valtozokat hatarozunk meg, amelyek
1. teljesitik a dual feltételeket és
2. a dual célfiiggvénynek az 0j értéke nagyobb az el6z6nél.

Az 1 dudl valtozok meghatdrozasdhoz eldszor hatarozzuk meg a fedetlen cellakban 1évo =i redukalt koltségek
minimumat, jeloljik ezt a szamot =-al:

c=min{s;; | T; € P. F; ¢ R}

Mivel az = szam pozitiv szdmok minimuma, igy = = 0. Ennek az = szamnak és a P, R halmazoknak a
segitségével az 0j Ui és Vi dudl valtozokat az aldbbiak szerint hatdrozzuk meg:

. Wi — & haT; e P

u; = —

T haT, e P

_ v; —=  haF; € R

v, = —

! v ha F; € iR
Ezek az uj duélvéltozok az = megfeleld valasztasa miatt kielégitik a U5 — W = cij dual feltételeket. Masképpen

fogalmazva az 11j dudl valtozokkal szamolt 1j Zi; redukalt koltségek is nemnegativok, azaz

0

1

minden (i, j) indexre.

Vizsgaljuk meg, hogy ez valdban teljesedik-e. A P, R halmazokkal particionalt tabla négy blokkjara
blokkonként kiilon megvizsgaljuk:

1. Ha T.e P és Fien , akkor
Ty =eij— (U =) =cij — (v —) —(wi— )] = eij — (vj —wi) =25 2 0,

2. HaTi € Pés Fi € R akkor Zij = cij — (T — i) = cij — (vj —wi) ==i; 2 0,

3. Ha T,€P és F;eR , akkor
Eij = eij — (T — W) = i — [(vj — &) — wi] = eij — (j — wi) +& = 35+ = > 0 g7 ¢ pogitivitdsa miatt.

4. Ha T,eP és F;eR , akkor
Fij=rci; — (T; — i) = cij [[e‘_.; (21 :H] =¢j—vj—uj)—cs=g;—220

az = definicidja miatt.

A fentiekbdl kiolvashato, hogy az 1j Zis redukalt koltségek szamitasa a lefedés segitségével nagyon egyszeriien
elvégezhetd, nevezetesen
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« fedetlen helyen = értékével csokkenteni kell,
» kétszer fedett helyen = értékével novelni kell,
+ egyszer fedett helyen valtozatlanul kell hagyni.

Miutan belattuk, hogy az uj dual valtozok valoban megengedettek, meghatarozhatjuk a hozzajuk tartozo dual
célfiiggvény értékét:
L]

i bjv; — Z”iﬁi = Z bilv; —=)+ Z bjvi — Z ajlu; — =) — Z aju; =
Jml

=1 F;eR ]'.'.I.;'|r_1' TieP T e P

= Z biv; — Z f;u; + & Z a; — Z b;

F= - T; P F;eR

Mivel = = 0 és a KONIG tétel értelmében a kifejezésben az = szorzédja pozitiv, ezért a dudl célfiggvény uj
értéke valoban nagyobb, mint az el6z6 célfiiggvényérték. Az 1) dualvaltozokkal megismételjiik a fenti 1épéseket,
azaz megprobaljuk megoldani az (i 4ltalanos Kénig feladatot, ott megengedve a szallitast, ahol az 01j Tis redukalt
koltségek értéke zérus.

Mivel mindegyik @i- bi, valamint az = is egész szam, ezért a dual célfiiggvény értéke egész szammal novekszik.
A lemma alapjan tudjuk, hogy a dual célfiiggvény korlatos feliilr6l, mindezekbdl kovetkezik, hogy az eljaras
véges sok 1épésben végetér.

A szallitasi feladat elészor HITCHOCK F.L. munkajaban [7] talalhato, ezért szokas HITCHOCK feladatnak is
nevezni. A szallitasi feladat linearis programozasi modszerrel is megoldhato. A folyamok segitségével torténd
megoldasi mddszert, a dualitési tétel konstruktiv bizonyitasat FORD L. R. Jr. és FULKERSON D.R. [5] adtak
meg.

3. 14.3. Algoritmus a szallitasi feladat megoldasara. A
[Jmagyar moédszer”

Az algoritmus a fenti tétel konstruktiv bizonyitasabol kiolvashatd. Két dolgot kell csupan megbeszélniink, egyik
az algoritmus inditasaval, masik az altalanos Kénig feladattal kapcsolatos. Az algoritmus inditdsahoz lehetséges
dual valtozokat kell meghatarozni. A kezdeti lehetséges dual valtozokat sokféleképpen meghatarozhatjuk. Arra
kell csupan tligyelniink, hogy az ui és i dual valtozok olyanok legyenek, hogy a beldliik szamitott redukalt
koltség =ii = Cij — (vj —ui) 20 legyen. Jo lenne olyan redukalt koltségekbdl kiindulni, amelyek egyrészt
egyszerien szamolhatok, masrészt sok zérus van kozottik. Ez utobbi azért fontos, mert akkor mar az induld
Kénig feladatban sok szabad hely lesz. Alakitsuk at <ij-t az alabbi formara:

1

0.

£ =0 — (—u;) —v;

Ha a (—:) értékeket olyanra valasztjuk, hogy azokat a “ii-bdl levonva nemnegativ eredményt kapunk és a v
értékeket pedig olyanra valasztjuk, hogy azokat a lei; — (—u:1)]-b61 levonva szintén nemnegativ eredményt
kapunk, akkor az <i; redukalt koltség nemnegativ marad. Elvileg nagyon sok ilyen i, Ui valasztas lehetséges. A
legjobb ilyen valasztas az, amikor a redukalt koltségeket tgy kapjuk meg, hogy a koltségmatrix minden sorabol
a sor legkisebb elemét vonjuk ki és az eredménymatrix minden oszlopabdl pedig az oszlop legkisebb elemét
vonjuk ki. A redukalt koltségek ilyen modon valé meghatarozasanal a sorokon végrehajtott miveletet
sorredukcionak, az oszlopokon végrehajtott miiveletet pedig oszlopredukcionak nevezziikk. Ezzel a sor- és
oszlopredukcidval olyan megengedett induld redukalt kdltségmatrixot kapunk, amely azzal a jo tulajdonsaggal
bir, hogy minden soraban és oszlopaban van legalabb egy zérus.

Természetesen elfogadhatd mas induld redukalt koltségmatrix is. Példdul végezhetiink csak sorredukcidt vagy
csak oszlopredukciot vagy eldszor oszlopredukeiot, majd utana sorredukciot vagy az is elképzelhetd, hogy nem
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redukaljuk a koltségmatrixot. Javasoljuk az olvasénak, hogy a [Imagyar mddszer” begyakorlasanal egy
feladatot tobbféle induléssal is végezzen el.

Az altalanos Konig feladatban ott szabad szallitani, ahol a redukalt koltség zérus. Az éltaldnos Konig feladat
megoldasi algoritmusa az el6z6ekbdl mar ismert, igy az nem jelent kiilondsebb problémat. Indulé szallitast kell
meghatarozni majd a szallitast javitani utkeresésekkel. Ha nem sikeriilt elszallitani az &sszes arut a termeldktol,
akkor a kiadodo P, R halmazok alapjan elvégezziik a lefedéseket és ezek segitségével egy = szamot hatarozunk
meg, amely a fedetlen helyeken 1év6é redukalt koltségek minimuma. Ezutan, mint ahogy ezt a bizonyitasnal
lattuk ezzel az = szdmmal az alabbiak szerint modositjuk a redukalt koltségeket:

 az %ij redukalt koltségeket a fedetlen helyen = értékkel csokkentjiik,
 az =ij redukalt koltségeket a kétszer fedett helyen = értékkel noveljiik,
 az Zij redukalt koltségeket az egyszer fedett helyen valtozatlanul hagyjuk.

Megjegyezziik, hogy az algoritmus soran valdjaban a dual valtozokat nem hasznaljuk, nem érdemes ugyanis
kiszamitani 6ket, mivel csak az =ij redukalt koltségekre van sziikségiink. A dual valtozok egyébként burkoltan
benne vannak a redukalt koltségekben.

Az 1 redukalt koltségekkel ijra megoldunk egy altalanos Konig feladatot. Ennek megoldésa szintén egy induld
szallitas meghatarozasaval kezdddik. A Koénig feladatnal elmondottakbdl tudjuk, hogy szallitas csak egyszer
fedett helyeken lehet és az el6z6ekbdl pedig azt tudjuk, hogy az egyszer fedett helyeken nem valtozott a
redukalt koltség, igy az el6z6 altalanos Konig feladatban kapott szallitas egyben az 0j Konig feladat induld
szallitasa lehet. Természetesen minden egyes altalanos Konig feladat induld széllitasat az Eszak-Nyugati sarok
modszerrel is meghatarozhatjuk, de az elébb emlitett lehetdség lehetéve teszi ennek mell6zését.

Ne feledkezziink meg azonban arrdl, hogy a fent ismertetett [Imagyar modszer” csak standard szallitasi feladat
megoldasara szolgal, azaz csak akkor alkalmazhat6, ha az Osszkinalat és az Osszkereslet egyenld egymassal.
Ezért a megoldas 0. 1épésében ellendrizni kell a kereslet-kinalat egyensulyat. Amennyiben nem standard
szallitasi feladattal van dolgunk, akkor eldszor standard szallitasi feladatta kell alakitani, ennek megvaldsitasara
egy kiilon szakaszban visszatériink.

A kovetkez6 folyamatabran a szallitasi feladat [Imagyar modszerrel” torténé megoldasanak menetét vazoljuk
fel:
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A kereslet és a kinalat
agyensilyban van?

Fiktiv termeld
vagy fogyaszid
igen beiktatasa

k4
A redukalt kiltségtablazat

meghatarozasa
sor- s oszlopredukcidval

!

Kezdeti szalliths meghatarozasa a zerus
redukalt koltsegi cellakon,
E-My-i sarok madszerrs|

|

Wan elszallitando
rennylsdg?

¥

3 Optimalis eset
A szdllitds javitisa Utkereses cimkezésseal Optimalis szallitashoz tartozd
szallitasi kiltség kiszamitdsa

v

Van ut?

[

F Y

Az Ot kapacitasanak 'gen
meghatarozasa

A redukalt kiltsegtablazat
lefedése

A fedetlen redukalt
kiltségelemeak minimumanak
meqhatdrozdsa

r
Az (j redukalt
kdliségtablazat
meghatarozasa

A 4
Az 0] Induld szallitds
maghatdrozasa:
bemésolassal vagy
E-My-i sarok médszerrel

I

4. 14.4. Nem standard szallitasi feladat kezelése

Az elézoekben ismertetett szallitasi feladatra az un. standard alakara dolgoztdk ki a [Tmagyar mddszert”. A
gyakorlatban sok esetben a szallitasi feladat kiilonb6zd variansaival talalkozunk. Ezeket is a [Imagyar
modszerrel” fogjuk megoldani, de a moédszer alkalmazasdhoz a feladatot standard alakra kell hozni. Harom
kiilonb6zo esetet vizsgalunk, természetesen ezek egyidejlleg is eléfordulhatnak egy feladat kapcsan.

1. Egyedi tiltasok kezelése.
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Ha valamely Ti —+ F viszonylatban valamilyci; oknal fogva a szallitas nem lehetséges (litjavitas, szerzodés
hianya, stb.), akkor tigy jarunk el, hogy a szallitasi egységkoltséget nagyon nagyra valasztjuk. Kézi
szamolasnal szokasos az M jeldlés.

2. Nem teljesiil a kereslet-kinalat egyenstlya.

Két esetet kiillonboztetiink meg, attdl fiiggden, hogy a kinalat vagy a kereslet a nagyobb. Mindkét esetben
standard feladatra kell alakitanunk a feladatot, amelyben mar a kereslet-kinalat egyensulya fennall.

* Az oOsszkereslet meghaladja az &sszkinalatot.

Ekkor egy Tm-+1 un. fiktiv vagy virtudlis termelét iktatunk be cm+1.; =10 (7 =1.....n) szallitasi

T

ib_j — Zfa;

egységkoltségekkel és \I=! = kinalattal. Konnyen ellendrizhetd, hogy igy standard feladatot
kaptunk és ennek optimalis megolddsa megegyezik az eredeti feladat optimalis megoldéasaval.

Az eredeti feladat optimalis megoldasaban biztosan lesznek olyan fogyasztok, amelyeknek az igénye nem
lesz kielégitve. Ha olyan nem standard szallitasi feladatunk van, amelyben példaul az Fr fogyaszto igényét
valamilyen ok (gazdasagi érdek, egészségiigyi okok, stb.) miatt feltétleniil ki kell elégiteni, akkor le kell
tiltani a (Tom+1. Fr) fiktiv viszonylatot, ezzel biztositjuk, hogy az Fi fogyaszto igénye valosagos termelék
altal legyen kielégitve. Az el6zdek alapjan ezt ugy valdsitjuk meg, hogy a zérus szallitasi egységkoltség
helyett a ©m+1.k = M -et hasznaljuk.

* Az Osszkinalat meghaladja az Osszkeresletet.

Ekkor egy Fun+1 Gn. fiktiv vagy virtualis fogyasztét iktatunk be in+1 = 0 (i=1.....m) szallitasi

m

ZfzJ zf.{,

egységkoltségekkel és \'~ =1 kereslettel. Nyilvanvaléan az optimalis esetben lesznek olyan

termeldk, amelyektdl nem szallitjuk el a kinalatuknak megfeleldé mennyiségii arut. Ha olyan a nem
standard szallitasi feladat, hogy példaul a Tk termeldnél ne maradjon ara raktaron, akkor hasonldan az
el6z6hoz a zérus szallitasi egységkoltség helyett a tk.n+1 = M-et kell valasztani.

3. Maximum feladat kezelése.

Ha a szallitasi feladat célfiiggvényét maximalizalni kell (pl. a szallitasi koltség legkisebb felsé korlatjat
akarjuk meghatarozni), akkor a célfiiggvényt standard alakra, azaz minimalizadlandé formara kell hozni.
Legyen k egy tetszileges szam. A K — cij [koltségtablazat™-hoz tartozéd célfiiggvény ekkor az alabbiak
szerint irhato:

Z Z[.ﬂ — cij)wi; = Z Z kri; — Z Z i
i=1 =1 i=1 j=1 i=1 j=1

=k Z Z T — Z Z CijiTi;

i=1 j=1 i=1 =1
ZZ'” —Zfa, _ij

A Kereslet-kinalat egyensulya miatt i=1 j=1 i=1 , azaz a fenti célfliggvény elsé tagja
konstans, igy az 0j [Jkoltségtablazat™-hoz tartozd celfuggveny minimalizilasa ekvivalens az eredeti
koltségekkel megfogalmazott szallitdsi feladat célfiiggvényének maximalizalasaval. Hogy a megszokott
nemnegativ szamokkal dolgozhassunk, azaz ¥ — ij nemnegativ legyen, ugy k értékét a legnagyobb szallitasi
egységkoltségnek (vagy anndl nagyobbnak) kell valasztani. Osszefoglalva tehat, olyan [1koltségtablazat”-ot
készitiink, amelyet ugy kapunk, hogy a legnagyobb szallitasi egységkoltségb6l kivonjuk a szallitasi
egységkoltségeket.

Megjegyzés:

Ha egy nem standard feladatban maximalizalni kell és a kereslet-kinalat sem teljesiil, akkor célszerii el8szor a
minimalizdlasra visszavezetni a feladatot, majd ezutan bevezetni a fiktiv termel6t vagy a fiktiv fogyasztot.
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Megjegyezziik azt is, hogy a fenti levezetésben szerepld i=1 =1  mennyiség akkor is konstans lesz, mégpedig
m 1

> a; > b

ai=1 ¢ésazi=1 mennyiségek kisebbikével lesz egyenld.

Mint emlitettiik, ha van letiltas, akkor azt egy nagy értékii szallitasi koltséggel valositjuk meg, a minimalizalas
miatt ide biztosan nem adodik szallitds. A nagy szam helyett egy M szimbolumot hasznalunk a
koltségtablazatban. Az algoritmus soran a koltségtablazaton végrehajtandé modositasoknal ezt a kdlségadatot
sohasem valtoztatjuk, mindig M marad. Ha egy tablazatban sok letiltas szerepel, akkor elképzelhetd az is, hogy
a kereslet-kinalati szallitas egyaltalan nem valosithato meg. Err6l egy altalanos Kénig feladat megoldasaval
lehet meggy6zddni.

5. 14.5. Példamegoldas

1. Példa:

Oldjuk meg az alabbi szallitasi feladatot [ Imagyar modszerrel”!

(616 [10] 4|

F] F2 F3 F4
6| T, 1119 ] 510
41T, 6 5 718
16| T:| 6 | 9 | 4|5

0. 1lépés: A kereslet és a kindlat egyensilyban van, tehat a [magyar médszer”
alkalmazhaté.

1. lépés: A  kiindulé redukalt  kdltségtablazat Tig meghatarozasa sor- és
oszlopredukciéval.
F, F;

1:l F; 3
T,| 6 4
T, 1] 0
T3] 2 5

e

oo/

.—-wmf’i
ox

oo &M

—
d
[l E=R L,
n| o

0
2
0

2. lépés: Az 4altalanos Kdénig feladat megkonstrudlasa, a kiindulé szallitas
meghatarozasa, majd utkeresés cimkézéssel.

A pozitiv redukalt koltség helyeken a letiltisok (-) beirasa utan az indulé szallitast az Eszak-Nyugati sarok
modszerrel hatarozzuk meg, majd a folyamnovelést cimkézéssel végezziik.

21600
F, F, F; F,

0T -1 -16 | - +F,

0T, 4]0 - |-

8| T - | - | 4| 4 s
| | | +T5 [ +T5 |

Az altalanos Ko6nig feladat nem oldhaté meg, azaz az Osszes arut nem lehet elszallitani. A Koénig feladat
megoldasi 1épésébdl attériink az =ii redukalt koltségtablazat modositasanak 1épésére.
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3. lépés: Lefedés és a koltségredukcid végrehajtéasa.

A baloldali tablazat a régi <ii-t, a jobboldali pedig az 0j Zi7 redukalt koltségtablazatot mutatja. A Konig feladat
utolso cimkézése alapjan elvégezziik a lefedést. A cimkézett oszlopokat és a cimkézetlen sorokat fedjiik le a
redukalt koltségtablazatban. Hogy egy helyen legyen a lefedés és a redukalt koltségek modositasa, ezért irtuk le
mégegyszer a régi <ij tablazatot.

F, F, F;
T, 5] 4
T, 0 | 0
;0 1 | 5

F, F,
4

o)+
|

oo
o|lw|lo|m
oW & |

5
=
| S| W

Az = szAmitasa: = = min{fedetlen =;;} = min {5, 4, 1. 5} =1,

Az 0j Tij-t gy szamitjuk ki, hogy a fedetlen elemeket csokkentjiik = értékkel, a kétszer fedetteket noveljiikk =
értékkel, az egyszer fedett elemeket valtozatlanul hagyjuk. Innentdl kezdve a 2. és a 3. 1épések ismétlédnek
addig, amig valamelyik Kénig feladat megoldhatd nem lesz.

4. lépés: Az Uj altalanos Kénig feladat megoldasa.

A letiltdsokat az 0j redukalt koltségtablazat alapjan elvégezziik és egy induld szallitast hatarozunk meg. Ezt
végezhetjiik a jol ismert Eszak-Nyugati sarok modszerrel, de az eléz6 altalanos Kénig feladat szallitasa is
hasznalhat6. A példamegoldas soran mi az utobbit kdvetjiik, vagyis bemasoljuk az el6z6 szallitast. A
bemasolasnal legfeljebb zérus szallitdst nem tudunk bemasolni. Ezutan a szallitasi tdblazatban azo(ko)n a
hely(ek)en iires cella fog lenni, ahol az = szamitdsdnal a minimum eléretett. Ezekre a helyekre a tablazat
szegélyei alapjan beirjuk a szallitast. Ha pozitiv szallitast tudtunk beirni, akkor a szallitast javitottuk. Ezt a fajta
folyamnovelést trividlis folyamndvelésnek vagy egyszeriibben trividlis javitdasnak szoktuk nevezni, mivel
minden nehézség nélkiil elvégezhetd. A példaban a T-t6] az F1-hez 2-t szallithatunk trivialis modon.

L0 [[6l[ 0[O |

F, F, F, F,
olT, -1-16]- Fs
0| T[4 || - - +F;
6| T[] - | 4| 4 T

+T3 -T, +T3 +T3 o=4

-

Talaltunk utat, az it mentén a szallitast novelhetjiik. Az utkeresés az Tz termel6td] indult ki és megérkeztiink a

I3 fogyasztohoz. Az utat mint ismeretes a cimkéken visszafelé haladva hatarozhatjuk meg, amely a kovetkez6:
t — F 2 — T:_} — F 1 — T;; — 5

] ' 4 ' ]
O O O O O

Mint ahogy az altalanos Koénig feladat targyaldsanal lattuk, az utat nem irjuk le, hanem amikor az utat
meghatarozzuk a cimkéken visszafelé haladva, egyszerre elvégezziik az ut éleinek bejeldlését, valtakozva a [ és
a U szimbolumok berajzolasaval. Az 1t éleinek szabad kapacitidsat az 1t élei alatt tiintettiik fel. A szallitason
6 =min{6,4,6} = min{0} =4 mennyiséggel javithatunk. A # ismeretében egyszerien elvégezhetd a
szallitas javitasa, [] szimbolumnal csdkkentiink, () szimbolumnal noveliink. Az aldbbi tablazat a fent leirt
javitast mutatja és ujra kezdjiik a cimkézést, mivel még van elszallitand6 mennyiség.
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o|T,[ -1 -T16] - +F,
o|T,l 0 [ 4 - -
2| T 6 | - [ 4| 4 +s

5. lépés: Lefedés és a koltségredukcid végrehajtéasa.

A konnyebb kovethetdség kedvéért mégegyszer leirtuk a régi Zis tablazatot. A késdbbiekben az eredeti helyen
végezziik el a régi <ii tblazat lefedését.

T,| 4 3
T, 0O 0
T5] 0 4

Fl ].:3 F3
4 0
£=3 T;u_ 3 0
T;1 0 1

o W&
=
o o &M

oo

oo

6. lépés: Az uj altalanos Kénig feladat megoldasa.

0 0

F] Fg F3 F4
(0
4

6] | - ~F,

SEE
by
o)

=
|_]
d

1
I

1

1

Az altalanos Koénig feladatot megoldottuk, azaz sikeriilt elszallitani az Osszes arut a fogyasztokhoz. Ezzel a

[Jmagyar modszer” algoritmusa végetért. Az alabbiakban a primal feladat és a duél feladat optimalis megoldasat
kozoljik.

A primal feladat optimalis megoldasa:

Az optimalis szallitast az alabbi tiblazat tartalmazza. A zérusok kiirdsa helyett a jobb attekinthetéség miatt (-)

jeleket is hasznalhatunk. Ez itt nem letiltast jelent, hanem optimalis esetben ezekre a helyekre nem érdemes
szallitani.
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Szallitasi feladat

F, F, F; F,
T,o 2] 4]0
T, 0 | 4 | 0] 0
;| 6 | 0 | 6 | 4

A minimalis szallitasi koltség szamitasa:
3
3N e =9-245-445. 4466446454 =138

1i=1 j3=1

A dual feladat optimalis megoldasa:

A teljesség kedvéért kozoljik a szallitasi feladat dualjanak optimalis megoldasat. Ez egyfajta ellendrzési
lehetdség lehet, mivel a két célfiiggvény optimalis értéke megegyezik. Az eljards sordn a dual valtozokat
magaba foglald =i redukalt koltségtablazattal dolgoztunk. Az Sii = Cij — (v; — i) definiciés Osszefiiggés
alapjan konnyen vissza tudjuk szamitani az i és a Vi dudl valtozok optimalis értékeit. Célszerti a fenti képlet
helyett a ©i; — £ij = v — Ui képlet hasznalata. A baloldal ismert, hisz az eredeti koltségtablazatot és a legutolso
redukalt koltségtablazatot kell kivonni egymasbol. A jobboldalbdl pedig lathatd, hogy a dudlvaltozok
egyértelmlien nem hatdrozhatok meg, csak egy konstans erejéig. Vélasszuk példaul az 11 = 0-t. Az alabbi
Cij — Zij tablazat arnyékolt részének cellain végighaladva el6szor a Ui, majd az u; dual valtozdkat hatarozhatjuk
meg az ©ii — Sij = Vi — Ui egyenlet cellankénti megoldasa utjan. Természetesen mas dual valtozot is
megvalaszthatunk 6nkényesen és az egyenleteket mas cellakra is felirhatjuk.

F, F, F; T,
olT,[ 7T 9576
T, 3|51 ]2
1| T 6 | 8| 4|5
A dual feladat célfiiggvényének maximalis értéke:
! 3
Z.F;-;r_f —Zn,n, =6.-T4+6-94+10.-5+4-6)—-(6-04+4.-44+16-1) =170 - 32 =138

¥ 1 1 1

Lathat6, hogy a két feladat célfiiggvényének optimalis értéke megegyezik. Ez egyfajta ellendrzést is
szolgaltathat a megoldas helyességére.

A szaéllitasi feladat dualitasi tételében belattuk, hogy a dual célfiiggvény minden 1épésben hatarozottan
ndvekszik. Megmutatjuk, hogy 1épésenként mekkora volt a ndvekmény. Eldszor meg kell hataroznunk az induld
dual valtozokhoz tartozd célfiiggvényértéket. Az induld dudlvaltozok pedig egyszerien adédnak a sor- és
oszlopredukciobol,  hiszen  ii = Cij — (—uwi)—wvj . Tehat a w1=-Hmp=—huz=—4 ¢
vr = 1 ova =0, v3 = 0, va = 1. A dudl célfiiggvény pedig

1 A

Zb,ﬁ Zu,u,=[u.1 FG-04+10-04+4-1) = (6-(=5) +4-(=5) +16-(=4)) = 10+ 114 = 124,

i | =]

Eszrevehetjiik, hogy a kinalati mennyiségeket rendre Gssze kell szorozni a sorokat redukaléo mennyiségekkel,
majd a keresleti mennyiségeket is rendre dssze kell szorozni az oszlopokat redukalé mennyiségekkel és ezeket a
szorzatokat dssze kell adni. Az induld dual célfiiggvényérték tehat 124.

A 2. 1épésben a Konig feladat nem volt megoldhats, igy a kiadodo £. B halmazok:

y =22 =14
P={T1.Ts}. R ={Fs.Fi} ¢s = = 1. Ekkor TicP Fjch . A célfiiggvényndvekményt pedig az
alabbi Osszefiiggés adja:
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Szallitasi feladat

Y = b =1-(22-14) =8

T;eP F;€R
Az 1j, javitott célfliggvényérték: 132.

A 4. 1épésben sem volt megoldhaté a Kénig feladat, ekkor = {71.T5}. R = {F1. F5. Fi} ¢s - = 3. Ekkor

> =22 =2

Tick Fijch . A célfiiggvénynovekmény: 6. Az 0j, javitott célfiiggvényérték: 138. T6bb javitas nem
volt, ez az optimalis (maximalis) dual célfiiggvényérték.

2. példa:

Harom raktarban (R) 10, 12 ill. 12 tonnanyi bizonyos fajta anyagunk van. Az anyagokat 6t felhasznald
mithelybe (M) kell szallitani, amelyeknek rendre 4, 5, 7, 9, 7 tonna anyagra van sziiksége. Az anyagok
tonnankénti szallitasi koltségét az alabbi tablazat tartalmazza. Feladatunk olyan szallitasi program kidolgozasa,
hogy a miihelyek 32 tonna igényét kielégitsiik és a szallitas koltsége minél kisebb legyen. Feltessziik, hogy a
szallitasi koltség aranyos a szallitott mennyiséggel. Az #3 raktar nem szallithat az Ma mithelynek. Az Ha raktart
ki kell iiriteni.

4 5 7 9 7
My, My M; My Ms

10| Ry 4 1 2 6 9
12| Ry| 6 4 3 5 7
12| R3| 5 2 6 4 8

Megoldas:
0. lépés: Atalakitas standard alakra:

A feladat nem standard szallitasi feladat, mert az Gsszkereslet (32) kisebb, mint az &sszkinalat (34). Be kell
iktatni egy (Ms) mihelyt zérus szallitisi egységkoltségekkel és 2 kereslettel. Mivel az el6irds szerint az a2
raktairban nem maradhat aru, ezért innen csak valésdgos miithelyekhez szallithatunk, tehat le kell tiltani az
B3 — Mg viszonylatot. Ezt egy nagy koltség hasznélataval valdsitjuk meg és M szimbdlummal jeldljik a
koltséget. Hasonloan tiltjuk le az 3 — M3 viszonylatot is. A standard szallitasi feladat ekkor a kdvetkezd.
Indulhat a megoldés a [Imagyar modszerrel”.

(4 ]1s5[7]9[7]2|
M, M, M; M, M Mg

10| R;| 4 1 2 6 9 0
12| Ry| 6 4 3 5 7 | M
12| R3| 5 2 | M| 4 8 0

1. lépés: Sor- és Oszlop redukcié:

Sorredukcio:
My M, M; My Ms Mg
Ryl 4 1 2 6 9 0
Ryl 3 1 0 2 4 | M
Rs3| 5 2 | M| 4 8 0
Oszlopredukcio:
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M, My, M; My Ms Mg

RR[1Jo]2]aT]57]0
RO [0 0] 0] 0 M
R;[ 2 [ 1 [M| 2] 4]0

2. lépés: Altalanos Kénig feladat megoldasa:

Utkeresés cimkézéssel

0 0 0 8 7 0
M, M, M; My Ms Mg
3| Ry| - - - - 2 )
0| Ry| 4 0 7 1 0 -
12| R3| - - - - - 0 +s
+R;4 +R;4

Nem talaltunk utat.

3. lépés: Lefedés és a redukalt koltségtablazat médositasa

Lefedjiik a redukalt koltségtablazatot és meghatarozzuk = értékét (= = 1), Most mar nem irjuk le mégegyszer a
tablazatot, hanem a helyén végezziik el a lefedést. Az 0j redukalt koltségtablazat a kdvetkez6:

My M, M; My Ms Mg

RefoJ o[ 1]3 470
Ry 0 1 0 0 0| M
R3| 1 1 M| 1 3 0

4. lépés: Altalanos Kénig feladat megoldasa:

Utkeresés cimkézéssel:

0o o B[] 7]0
M; M; M; M, Ms Mg
BrfO] 5] -T-7-72 +s5
0 R -7 @] 0 - -M;
2R - [ -] -] -1-10o +5

+R; | Ry | -Ry | -Ry | -Ry | TRy

(%]
Il
(%]

Taléltunk utat. A szallitas javitasa, majd utkeresés cimkézéssel:
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oo | o0 |[5]]| 710

M; M, M; M. Ms Mg

R Q|5 -]-1-1012 +M
[1]

0
0 | R, 7 (@0 | - M,
R; - - - - | (0 +s5
TR | TR | -R2 | -R2 | -R2 | ™R3 5=1

Talaltunk utat. A szallitas javitasa, majd utkeresés cimkézéssel:
(0JoJo]4][7]0|
My M, M; M; Ms; Mg

0 |Ri| 4 5 - - - 1 +Ms
Ry 0 - 7 5 0 -

11| R3] - - - - - 1 +s
+Ry | TRy +R3

Nem talaltunk utat.

5. lépés: Lefedés és a redukalt koltségtablazat médositasa

Lefedjiik a redukalt koltségtablazatot és meghatdrozzuk = értékét (==1). Az uj redukalt koltségtablazat a
kovetkezo:

M; M, M:; My Ms Mg

Rif-0-{-0-]-0 319
5 D O T S
Rl 1 | 1T M0 [27]0

6. lépés: Altalanos Kénig feladat megoldasa:

Utkeresés cimkézéssel:

LoJofofo|@F[o]
M; M, M; M; Ms Mg
O|R;] 4 50 -] -11 +Ms
0/R| -] -7 30O - -NL
[T Rs| - | -] -[@] -1 +5

TR | TR | TR | TR3 | -R2 | 7R3 5=5

Taléltunk utat. A szallitas javitasa, majd utkeresés cimkézéssel:
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o[oJolo[2]o

M; M, M; My Ms Mg
0lR 4 s O] -1 -0 +Ms
0lR - [ -0 [ - M;
2I/Rs| - | - | -19 ]| -1Q +s
TRy | TRy | TRy | TR3 | -Ry | 7R3 3=1

Talaltunk utat. A szallitas javitasa, majd ttkeresés cimkézéssel:

(o0JofojJof[1]o|]
M; M, M; M, M; M

0| Ry 4 5 1 - - 0
Ry - - 6 0 6 -
1 | Rs| - - - 9 - 2 +$
+R;5 +R;5

Nem talaltunk utat.

7. lépés: Lefedés és a redukalt koltségtablazat médositasa

Lefedjiik a redukalt koltségtablazatot és meghatdrozzuk = értékét (==1). Az uj redukalt koltségtablazat a
kovetkezo:

My M, M; My Ms Mg
Ri| O 0 0 3 3 1
Ry 1 2 0 1 0 | M

-

R3] 0 0O M| O 1 0

8. lépés: Altalanos Kénig feladat megoldasa:

Utkeresés cimkézéssel:

LoJofojo f[]]o]
M; M, M; M, Ms M,

0RO -1T-71 - +M;
0|R - | -1T6]| - T® - M;
TR @ 0] -9 -12 s

T
i

+R; | *R3 | TR | TR3 | -Ry | 7R3

Talaltunk utat. A szallitas javitasa, majd utkeresés cimkézéssel:
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Szallitasi feladat

My M, M; My Ms Mg

0|R| - [ -5 -177-
O|/R:[ 1[0 -9 -12

Vége az algoritmusnak, mert az Osszes aru el lett szallitva. A keresett szallitasi programot a fenti tablazat
mutatja. Ebb6l kiolvashatd, hogy az fis raktarban marad 2 tonnanyi elszallitatlan aru.
A minimalis szallitasi koltség: 126.
3. példa:
Harom termelénél (T) Osszesen 18 mennyiségii aru van azonos eloszlasban. El kell szallitani ezeket az arukat a
fogyasztokhoz, amelyeknek az igénye rendre 4, 7, 3, 6 mennyiség. Ismertek a termeldk és a fogyasztok kozotti
tavolsdgok valamilyen tavolsagegységben. Tudjuk azt, hogy a szallitasi koltség aranyos a tdvolsaggal, az
aranyossagi tényezd értéke 20. Mennyi a szallitasi koltség also és fels6 korlatja? Az F2 fogyasztd teljes igényét
ki kell elégiteni. Az I's fogyasztd nem igényel arut a T2 termel6tél.
F, F, F; Iy
T, 9 7 3
T2 3 2 4

T;| 4 7 2

| th| L

Megoldas:

A feltett kérdésre azonnal megadhatjuk a valaszt. A szallitasi koltség also korlatja 0 (nem lehet negativ a
koltség), a felsé korlat pedig 18 - 9 - 20 = 3240 (9-nél nagyobb koltséggel nem szallithatunk). Ennél jobb felsd
korlat is adhato (6-9+6-5+6-7)-20=2520 [y a egyes termeldktol torténd szallitas legnagyobb
koltségével szamoltunk. Hasonléan adhatdé meg a jobb alsé korlat is, amely (6-3+6-24+6-2)-20 =840,
Nyilvanvald, hogy a legjobb korlatokat szeretnénk megismerni. A legnagyobb also korlat és a legkisebb fels6
korlat érdekli a szallittatot, ami esetiinkben a minimalis ill. a maximalis koltségnek felel meg. Ehhez két
feladatot kell megoldani, egyik a szallitasi koltséget minimalizald, masik pedig maximalizald szallitasi feladat.

Ne feledkezziink meg arrdl, hogy tavolsagadataink vannak, ebbdl koltségtablazatot ugy készitiink, hogy minden
tablazatbeli adatot beszorozzuk az aranyossagi tényezdvel. Erre azonban nincs sziikség, elegendd az algoritmus
lépéseit a tavolsagadatokkal elvégezni és a végén szorozzuk be a tavolsagokkal szamitott célfiiggvényértéket 20-
al.

(A) Minimum feladat:

0. lépés: Atalakitas standard alakra:

A feladat nem standard szallitasi feladat, mert az 6sszkinalat (18) kisebb, mint az Osszkereslet (20). Be kell
iktatni egy (74) termeldt zérus szallitasi egységkoltségekkel és 2 kinalattal. Mivel az el6irds szerint az F2
fogyasztd teljes igényét ki kell elégiteni, ezért ide csak valosagos fogyasztoktol szallithatunk, tehat le kell tiltani
az Ty — I3 viszonylatot. Hasonldan tiltjuk le az T2 — F3 viszonylatot is. A standard szallitasi feladat ekkor a
kovetkezd. Indulhat a megoldas a [Tmagyar modszerrel”.
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Szallitasi feladat

(4 [7]3]6]

Fi. F, F; Fy
6 | T1| 9 7 3 5
6 | To| 3 2 | M 5
6 | Tz| 4 7 2 3
2| T4l O | M| O 0
1. lépés: Sor- és Oszlop redukcié:
Sorredukcio:
Fi F, F; F4
Ti| 6 4 0 2
T‘_’ ........ 1 ..................... 0 .................. M ................... 3 ...........
T3] 2 5 0 1
Ty 0 M| 0 0
Oszlopredukciora most nincs sziikség.
2. lépés: Altalanos Kénig feladat megoldasa:
Utkeresés cimkézéssel
(2] 1]0]6|
Fi. F, Fs Fy
3| Ty - - 3 - +5
0| Ty - 6 - -
6 | T3] - - 0 - +5
0| Ts] 2 - 0 0
+T,4

Nem talaltunk utat.

3. lépés: Lefedés és a redukalt koltségtadblazat mdédositasa

Lefedjiik a redukalt koltségtablazatot és meghatarozzuk = értékét (= =1). Most mar nem irjuk le mégegyszer a
tablazatot, hanem a helyén végezziik el a lefedést. Az 0j redukalt koltségtablazat a kdvetkezo:
Fr. F, Fs Fsu
Ti| S 3 0 1
Ty 1 O N3
T31 4 0 0
Tyt—0—M——F——0

4. lépés: Altalanos Kénig feladat megoldasa:

Utkeresés cimkézéssel:
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21 1]0]0
F, F, F; Fy
3 1T - - 137 - +s
0T - 6] - -
0T - -] 016
0lT4 2| -1 -10
+T;

Nem talaltunk utat.

5. lépés: Lefedés és a redukalt koéltségtablazat médositéasa

Lefedjiik a redukalt koltségtablazatot és meghatdrozzuk = értékét (==1). Az uj redukalt koltségtablazat a
kovetkezo:

6. lépés: Altalanos Kénig feladat megoldasa:

Utkeresés cimkézéssel:

21 1]0]0
F, F, F; Fy
3| -] -137T]0 +s
0T - 6] - -
0T - -] 016 +F,
0lTs 2 -1 -10
+T, | +T;

Nem talaltunk utat.

7. lépés: Lefedés és a redukalt koltségtablazat médositasa

Lefedjiik a redukalt koltségtablazatot és meghatdrozzuk = értékét (==1). Az Uj redukalt koltségtablazat a
kovetkezo:

F, F, F; Fyu
[3]1]07]0
O e 2
T3 3 1
Tq4] O M 3 1
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8. lépés: Altalanos Kénig feladat megoldasa:

Utkeresés cimkézéssel:

1 0 0

Fr. F, F; F;
T] - - 3 @ +5
0| Ty - 6 - -
0| T5l@ | - | - [[6] -Fy
0| Ts] 2 - - -

-T; +1, | +T, 5=2

Talaltunk utat. A szallitas javitasa, majd utkeresés cimkézéssel:

0 1 0 0

Fr. F» F; Fy
1 | Ty - - 3 2 +s
0| Ty - 6 - -
0| Tz 2 - - 4 +F4
0| Ts] 2 - - - +F

+T5 +T, | +1;

Nem talaltunk utat.

9. lépés: Lefedés és a redukalt koltségtablazat médositasa

Lefedjiik a redukalt koltségtablazatot és meghatarozzuk = értékét (==1). Az uj redukalt koltségtablazat a
kovetkezo:

Fp. Fo. F; Fyu
Ti| 3 0 0 0
Ty 2 0O | M| 5
Tz 0 2 1 0
T4 O | M| 3 1

10. lépés: Altalanos Kénig feladat megoldasa:

A szabadda valt T1 — F2 viszonylatban trivialis modon javithatjuk a széllitast. Ezt mutatja a kdvetkez6 tablazat:

0 0 0 0
Fi. F, Fs Fq4
0| Ti| - 1 3 2
0| Tz - 6 - -
0| Tz 2 - - 4
0| Ts 2 - - -
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Vége az algoritmusnak, mert az dsszes art elFtt szallitva. A minimalis koltségi szallitas a fenti tablazat szerint
valdsithaté meg. Ebbdl kiolvashato, hogy az  fogyasztd igényét nem elégitettiik ki.

A minimalis szallitasi koltség: 58 - 20 = 1160,
(B) Maximum feladat:

0. lépés: Atalakitas standard alakra:

A feladat nem standard szallitasi feladat, egyrészt mert nem minimumot kell keresni, masrészt az dsszkinalat
(18) kisebb, mint az dsszkereslet (20). El6szér minimumfeladatta alakitjuk a problémat ugy, hogy a tablazat
minden elemét kivonjuk a tablazat legnagyobb elemébdl (9). Ezutan iktatjuk be a be a fiktiv termel6t (74). Ezt
és a letiltasokat ugyanugy végezziik mint a minimumfeladatnal. A standard szallitasi feladat ekkor a kdvetkezo.
Indulhat a megoldas a [Imagyar modszerrel”.

4 7 3 6
Fi. F, F; Fy
6 | T:| O 2 6 4
6 | T 6 7 | M 4
6 | Ts| 5 2 7 6
2 1 T4l O M 0 0
1. lépés: Sor- és Oszlop redukcid:
Sorredukciod:
F, F, Fs Fsu
T 2 | 6 | 4
Typ2 3 M 0
Ts3— 0| S 4
Tqt0 M 0 0
Oszlopredukciora most nincs sziikség.
2. lépés: Altalanos Kénig feladat megoldasa:
Utkeresés cimkézéssel
0 1 1 0
F, F, F; Fy
21T 4 -] - | - s
0| T - | - | - 6
0| Ts| - 6 - -
0| Tyq] O - 2 0
+T,4

Nem talaltunk utat.

3. lépés: Lefedés és a redukalt koltségtablazat médositasa

Lefedjiik a redukalt koltségtablazatot és meghatarozzuk = értékét (= =2). Most mar nem irjuk le mégegyszer a
tablazatot, hanem a helyén végezziik el a lefedést. Az 0j redukalt koltségtablazat a kdvetkezo:
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Fi, F» F;5 Fy
T, 0| 4 2
Y e e
5[5 105 | 4
Lf2 M| 0]o0

4. lépés: Altalanos Kénig feladat megoldasa:

Utkeresés cimkézéssel:

0 0 1 0
F, F, F;3 I,
1 | T, 4 1 - - s
0| Ty - - - 6
0| Tz - 6 - - +F,
0| Tq - - 2 0
+T, | +T;

Nem talaltunk utat.

5. lépés: Lefedés és a redukalt koltségtablazat médositasa

Lefedjik a redukalt koltségtablazatot és meghatarozzuk = értékét (==2) Az 1) redukalt koltségtablazat a
kovetkez6:

Fi F, F3 Fy
T 2
[ 6 |5 M| 0
(5] 0] 3|2
To 4 N0

6. lépés: Altalanos Kénig feladat megoldasa:

Utkeresés cimkézéssel:

0 0 1 0
Fi, F, F; I
1 | T, 4 1 - 0 +s
0| Ty - - - 6 +TF4
0| T - 6 - - +F;
0| Tq - - 2 0
+T1 | +T; +T;

Nem talaltunk utat.

7. lépés: Lefedés és a redukalt koéltségtablazat médositasa
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Lefedjiik a redukalt koltségtablazatot és meghatarozzuk = értékét (==2) Az uj redukalt koltségtablazat a
kovetkezd:

F, F, F; Fyu
T O 0 0 0
T2 6 5 M| 0
Tz 5 0 1 2
Ts) 6 | M| O 2

8. lépés: Altalanos Kénig feladat megoldasa:

A szabadda valt T1 — I3 viszonylatban trividlis médon javithatjuk a szallitast. Ezt mutatja a kdvetkezd tablazat:

0] 0] 0] o0

F, F, Fs F4
0|41 170
0| T - | -] -16
0| Ts| - [ 6] - | -
0| T4 - | -] 2 -

Vége az algoritmusnak, mert az dsszes aru el lett szallitva. A maximalis koltségli szallitas a fenti tablazat szerint
valosithaté meg. Ebbd] kiolvashatd, hogy az F3 fogyaszto igényét nem elégitettiik ki.

A maximalis szallitasi koltség: 118 - 20 = 2360.

Tehat a szallitasi koltség a [1160. 2360] intervallumban mozoghat.

4. példa:

Egy lizem harom miihelyében (M) termel bizonyos terméket, amelyekbdl harom megrendeld (F, fogyaszto)
rendre 40, 20, 10 darab terméket igényel. A miihelyek termelési kapacitasa rendre 20, 40, 30 darab termék. Az
egyes mithelyek fajlagos termelési koltsége rendre 100, 120, 110 Ft/db. A mithelyek és a megrendeldk kozotti
fajlagos szallitasi koltségeket (Ft/db) az alabbi tablazat mutatja. Az £z megrendeld csak az M1 vagy az M3
miihely altal gyartott terméket kivanja megvasarolni. Hatarozza meg a mithelyek optimalis termelési tervét és az
optimalis szallitasi tervet ugy, hogy a megrendelést minél kisebb 0Osszkoltséggel (termelési + szallitasi)
biztositsuk! Mennyi az lizem Osszes termelési ill. 6sszes szallitasi koltsége?

Fi, F, F;
M| 5 2
M| 4 [ 3 |1
M| 6 | 10| 3

Megoldas:

Ha a mihelyek teljes kapacitassal termelnének, akkor a kinalatuk 90 lenne, mig a fogyasztok igénye csak 70. A
mihelyek nem mindegyikének érdemes tehat teljes kapacitason termelnie. A feladatot tigy oldjuk meg, hogy
mindegyik miihely a [kapacitdsan™ termel, a bevezetett fiktiv fogyasztd fogja majd biztositani, hogy mely
mithelyek mennyit termeljenck a valésagban. Az, hogy melyiknek mennyit érdemes termelni az a
megrendelésen kiviil a fajlagos termelési és szallitasi koltségektol fiigg. A célfiiggvény tehat itt a két fajlagos
koltség Osszege lesz, amelyet egyszerilen belathatunk. Ha példaul w31 az Ma-tol az Fi-hez szallitando
mennyiség, akkor ez azt jelenti, hogy ezt a mennyiséget egyrészt le kell gyartani, masrészt el kell szallitani. A
termelés koltsége 11031, a szallitas koltsége pedig 631, a koltségek dsszege (110 + 6)x31, Hasonléan a tablazat
tobbi eleménél is a két fajlagos koltséget dssze kell adni. Az elmondottak alapjan elkészithetjiik az eredeti
feladat standard alaku szallitasi feladatat, figyelembe véve a letiltasi el6irast is. Tehat be kell vezetni egy fiktiv
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fogyasztot (F1) 90— 70 = 20 mennyiségli kereslettel. Mivel nincs kiilonds eléiras a mihelyekre olyan
vonatkozéasban, hogy valamelyiknek teljes kapacitassal kell termelni, ezért a fikfiv fogyasztohoz tartozéd
koltségek zérusok.

40 | 20 | 10 | 20
Fl F2 F3 F4
200 M;[105)108 |102] O
40| M| 124|129 | M | 0
30 M;|[116 120 |113] O

Innentdl kezdve a [Jmagyar modszer” szokasos 1épései szerint haladunk a megoldasban. A megoldas soran a
gyorsitas végett a lefedend6 tablazatot nem ko6zoljiik kétszer, hanem a helyén fedjiik le. Ez zavarhatja az olvasot,
hisz amikor még csak szdmolja az <ii tablat az mar le van fedve. Eldszor tehat a sor- és oszlopredukciot
végezziik el.

F, F, F; F,
Mi[0-]-0-]-0
M,[ 19 | 15 | M

M;| 11 | 12 | 11

s=11

o oD

A redukalt tablazat segitségével kijeloljiik a szabad és a tiltott szallitasi helyeket, majd Eszak-Nyugati sarok
modszerrel egy induld szallitast hatarozunk meg, amit cimkézéssel probalunk javitani.

202010 0
F, F, F; F,

ol My[20] 0] o0 o0

200 M| - | - | - |20 +s

30 My| - | - | -0 s
I Y

Nem sikeriilt javitani, a cimkézés alapjan elvégezziik a lefedést és meghatarozzuk az uj i redukalt
koltségtablazatot.

F] F> F3 F_1
M0 [0 o 1
M, 8 | 4 | M| 0 | &4
Mg 011010

Az 1) redukalt koltségtablazat alapjan jra kijeloljiik a szabad és a tiltott szallitasi helyeket, majd az el6z6
szallitas bemasolasa utan a szallitdson cimkézéssel probalunk javitani.
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ol my[20] 0 o0 -

200 M| - | - [ - |20 +s

0| My| 20 - |10 O
Y

Most sem sikertilt javitani, a cimkézés alapjan az utolsé <ii redukalt koltségtablazatot lefedjiik és egy jabb ij
redukalt koltségtablazatot allitunk eld.

F, F, F; F,
M0 To0oT] o015
M| 4 [0 | M| o0
M 0 | 1] 0| 4

Ehhez a redukalt koltségtablazathoz tartozd szabad szallitdsi helyeken mar sikeriil elszallitani az Osszes
termeéket.

0101 0]O0
F, F, F; F,

0] M| 20| O 0 -
0] Myl - (20| - | 20
0] M;|l 20 | - 10 | -

Az algoritmus befejez6dott, az optimalis megoldas az alabbiakban adhaté meg.

Mivel az M2 miihely 20 terméket a fiktiv megrendel6hoz szallit, ez azt jelenti, hogy az Mz miihelynek nem kell
teljes kapacitison dolgoznia, neki 40-20=20 darab terméket kell termelnie, amelyeket az I'2 megrendel6hdz fog
elszallitani. A masik két mithely nem szallit fiktiv megrendelének, igy azok a kapacitasuknak megfeleld
mennyiségli (20 ill. 30) terméket gyartanak. Az M1 miihely a termelését (20) az Fi-hez, mig az M3 mihely
termelésébdl (30) 20-at az F1-hez, 10-et az F3-hoz szallit.

Az lizem Osszes koltsége: 20 - 105 4 20- 123 4 20 - 116 + 10 - 113 = 8010 Ft.

Az lizem Osszes termelési koltsége: 20 - 100 4 20 - 120 4 30 - 110 = 7700 Ft.

Az lizem Osszes szallitasi koltsége: 20- 54+ 20-3 420 -6 + 10- 3 = 310 Ft.

6. 14.6. Feladatok

1. Oldja meg az alabbi sémaval adott szallitasi feladatokat és dualisukat:

a)
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15 | 35| 20 | 30
Fl F2 F3 F4
20| T;| 4 3 6 5
30| T, 7 | 10| 5 6
50| T 8 9 |12 | 7

b)

| 14 | 26 | 18 | 22 |

F, F, F; F,
10]T,8]0]5]2
200 T, 6 |18 10 ] 4
22| T5{ 10 [ 15 ] 3 [ 20
28| T4{ 10 | 1 [ 20 ] 2

c)

| 15|25 |35 ] 45 ] 20 |

F, F, F; F, F;

20| T,{ 10 ] 8 J10] 20 ] 8
30| T,{ 10 4 [15]10] 5
40| T5| 10 [ 20 | 4 |12 ] 10
50 T4 20| 2 [25] 5 | 3

d)
|5 |11 |3 [13]7 ]17]
Fl F2 F3 F4 F5 Fﬁ
16|T,] 7|6 | 5] 8] 7]38
2|T,] 2|56 ] 7|46
10/T:0 2 [ 2]1]3]3]1
18| T, 1 | 3|43 ]2]8

2. Adott az alabbi baloldali sémaval egy szallitasi feladat és ennek egy megengedett megoldasa.
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6 | 14 |35 5
F, F, F; F, F, F, F; F,
18| T, 98 [12]13 T,[ 4 [ 14
24| T,/ 10 [ 10 [ 12 | 14 T, 24
6| T; 8 | 9 |11 ]12 T;| 2 4
12| T, 10 [ 10 | 11 | 12 T, 7 [ 5

a) Igazolja, hogy a megengedett megoldés optimalis!
b) irja fel a duél feladat optimalis megoldésat!

c¢) Tegyiik fel, hogy a c43 értéke 11-r6l 16-ra valtozik. Optimalis-e az adott megengedett megoldas? Ha nem
optimalis, akkor hatarozza meg az 0j feladat optimalis megoldasat!

3. Harom raktarban (R) 100, 120 ill. 120 tonnanyi bizonyos fajta anyagunk van. Az anyagokat 6t felhasznald
iizembe (U) kell szallitani, amelyeknek rendre 40, 50, 70, 90, 90 tonna anyagra van sziiksége. Az anyagok
tonnankénti szallitdsi koltségét az alabbi tablazat tartalmazza. Feladatunk olyan szallitasi program
kidolgozasa, hogy a 340 tonna anyag kiszallitasa a legkisebb koltséggel torténjen feltéve, hogy a szallitasi
koltség aranyos a szallitott mennyiséggel.

U, U, U U Us

R 4126109
R, 6 | 4 3|5 |7
R;| 5 | 2|6 | 4|38

4. Egy vallalatnak az A, B és C varosokban van {izemegysége. Az lizemegységben azonos termékeket
termelnek, melyek legnagyobb felvevdpiaca az X, Y, U, V varosokban van. A megfeleld tavolsagokat (10
km-ben) az alabbi tablazat mutatja. Az tizemek termelése rendre 20, 13, 16 ezer darab; a piac igénye pedig
rendre 10, 15, 12, 7 ezer darab. Hogyan kell a legkisebb szallitasi 6sszkoltséggel lebonyolitani az eladast, ha
feltételezziik, hogy a szallitasi egységkoltség aranyos

a) a tavolsaggal,

b) a tavolsag négyzetével?

X Y U ¥V
10 | 40 | 18 | 20

A
B| 4 7 9 | 14
Cl 8 [ 12 ] 9 | 11

5. Négy feldolgoz6 vallalat (V) egyheti alapanyagigénye rendre 70, 25, 50, 10 tonna. A véllalatok ellatasat az
iranyitd szerv harom raktarbol (R) rendeli el, melyek rendre 80, 25, 40 tonna alapanyagot tarolnak. A
vallalatok és a raktarak viszonylatainak fajlagos szallitasi koltségeit az alabbi tablazat mutatja.

a) Hatarozza meg a feldolgozo vallalatok legkisebb koltséggel torténd alapanyagellatasat!

b) Tegyiik fel, hogy a V1 és V3 vallalat olcsobban termel, mint a V2 és Vi véllalat, emiatt kivanatos a V1 és Va
vallalat teljes kapacitasanak a kihasznalasa.
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R 8 [ 33 8
R, 6 | 5|5 | 4
R;)] 2 | 2135

6. Egy lignitmezén harom kiilszini (K) és két mélymiivelésti (M) banya termékének hasznositdsara harom
elektromos kdzpont (E) telepiilt. A banyak és az elektromos kézpontok tavolsagait km-ben az alabbi tablazat
mutatja. A banyak termelési kapacitasa rendre 500, 300, 800, 600, 200 t/nap; az elektromos kdzpontok
fogyasztasa egyforman 800 t/nap. A szén szallitasat gépkocsival végzik. A szallitasi tarifa 0-4, 5-9, 10-14,
15-30 km tavolsagokra rendre 10, 18, 24, 28 Ft/t. Adja meg az elektromos kozpontok optimalis ellatasi
tervét!

K, K, Kz M M,
El 5 3010 10] 5
E,[ 20 6 | 4 |10 ] 5
Ei| 16 | 6 | 4 | 10 | 30

7. Négy olajfinomito (F) harom varost (V) lat el. Az olaj tonnankénti vasuti szallitasi koltsége forintban az
alabbi tablazattal adott. Az olajlizemek kapacitasa rendre 22, 35, 25, 41 t/nap. A varosok napi olajfogyasztasa
rendre 30, 40, 53 t. Az els6 varos olajigénye 10%-kal novekedett, amelyet maradéktalanul ki kell elégiteni; az
olajiizemek kapacitasa valtozatlan. Tervezze meg a varosok olajellatasat minimalis szallitasi kdltség mellett?

F] Fg F3 F4
Vi 23 |27 |16 | 18
Vo 12 |17 | 20 | 51
Vi 22 | 28 | 12 | 32

8. Ot olajlelShelyrdl (O) négy finomitét (F) latnak el nyersanyaggal. Az olajleléhelyek és a finomitok tdvolsagai
km-ben az alabbi tablazattal adottak. A lel6helyek napi termelése rendre 6000, 1000, 500, 3000, 2700 t. A
finomitok napi kapacitasa rendre 1000, 200, 4000, 6000 t. A szallitas vastton torténik, kivéve az (24 — Fi
viszonylatban, ahol a kdzuti szallitas olcsobb, igy ezen viszonylatban a lehetd legtobbet kozuton szallitunk.
Tervezze meg a finomitok nyersanyagellatasat ugy, hogy a vasuti szallitdsok tonnakilométere minimalis
legyen!

0, 0, 0; 0, O
F,[ 500 | 200 | 300 | 150 | 300
F,[ 100 | 50 | 400 | 200 | 300
F;| 300 | 150 | 450 | 500 | 200
F,| 80 100 | 200 | 100 | 400

9. Harom mészégetd teleprél (M) négy cementgyar (C) igényét kell kielégiteni. A mészégetd telepek havi
kibocsatoképessége rendre 500, 800, 1500 t. A mészégetd telepek és a cementgyarak tavolsdga km-ben
vannak megadva az alabbi tablazat szerint. A cementgyarak mészigénye egyforman 600 t/h6. Milyen ellatési
terv lesz optimalis, ha az M1 és M2 mészégetd telep nem rendelkezik raktari kapacitassal és a vastttarsasag
az Mz — C2ill. az M3 — 't Gitvonalakon palyafeltjitis miatt sziinetelteti a forgalmat?
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G, G GG
M, [ 120 | 160 | 80 | 40
M,| 60 | 200 | 250 | 30

=

M;| 250 | 300 20 50

10. Egy épitdipari vallalat harom betonkeverd bazist (B) létesit hat épitkezés (E) betonnal torténd
ellatasara. A szallitast gépkocsikkal végzik. Az épitkezések napi betonigénye az iitemtervek alapjan ismert.
Az egyes bazisok termelSképessége és az egyes épitkezések betonigénye m*-ben kifejezve az aldbbi:

Nﬂp Bl B: B3 E1 Eg E3 E4 E5 E(,
1. | 800 | 500 | 1000 | 800 50 600 | 200 | 100 | 400 |
2. | 800 | 200 | 1000 | 200 0 50 400 0 100 |

(5. [ 800 | 200 | 1000 | 300 | 900 | 200 | 800 | 0 | 400 |

A betonkeverd bazisok és az épitkezések tavolsagai km-ben az alabbiak:

E, E, E; E, Es Fs

By| 5 8 6 2 |10 | 8
B, 4 T |11 | 5 9 3
B;| 1 5 1 6 4 2

Készitse el a hét utolsd napjanak ellatasi tervét minimalis tonnakilométer (ill. m*km) figyelembevételével.
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15. fejezet - Trans-shipment feladat

1. 15.1. A feladat megfogalmazasa

Tekintsiink egy [V. A K] halozatot, tobb forrassal és tobb nyeldvel. A haldozat minden €lén a kapacitasok mellett
értelmezziink egy szallitasi egységkoltséget, jelolje ezeket Cis- (i.j) € A. A halézatban az élek kapacitasa

-

(kij = 0) ¢s egyseégkoltsége (ci; 2 0) mellett adottak a forrasokbol kifolyé folyamok és a nyelékbe befolyd
folyamok mennyiségei. Jelolje ezeket az adott mennyiségeket F; =0 ill. N; = 0. Tegyiik fel, hogy a
forrasokbdl kifolyd mennyiségek dsszege megegyezik a nyelékbe befolyd mennyiségek dsszegével, azaz

S Fi=Y N

A halozat olyan pontjat, amely sem nem forras, sem nem nyeld, kdzbiils pontnak nevezziik. Ezeket a pontokat
dtrakodo pontoknak is szokas nevezni, innen a feladat elnevezése, példaul ezekben a pontokban egyik hajorol a
masik hajora torténik a beérkezé aru atrakodasa és innen a tovabbszallitasa. A trans-shipment feladatot
sokféleképpen elképzelhetjiik. Egy olyan szallitasi feladatként is, amelyben a termeldkon és a fogyasztokon
kiviil Un. dtrakodopontok is vannak, tehat nem kozvetlentl torténik a szallitds a termeld és a fogyasztd kozott.
Az ilyen modon megfogalmazott feladatot dltalanos szallitasi feladatnak is nevezik. A szallitasi feladatban
termel6-termeld és fogyaszto-fogyasztd kozott nincs kapcesolat. A trans-shipment feladatban ilyen kapcsolatok is
lehetnek.

A trans-shipment feladat megfogalmazasa:

Hatarozzuk meg a halozatban a minimalis koltségii folyamot gy, hogy teljesiiljenek az alabbiak:
* az ¢éleken a folyam nem lehet nagyobb az ¢l kapacitasanal,

« a forraspontokbol az adott mennyiség aramlik ki,

* anyel6pontokba az adott mennyiség aramlik be,

* akozbiilsé pontokban a bearamlé és a kiaramlé mennyiség azonos legyen.

A trans-shipment feladat matematikai megfogalmazasa:

Vezessiik be a folyamproblémanal megismert jelolést egy pontbol kifolyé ill. befolyd folyamok 6sszegére:

x(i, N) = Z wij, x(N,i) = Z T

JEN JEN

Meghatarozandok az *ij (i.j) € A folyamkomponensek igy, hogy

0= = ki (i.j)eA
x(i, N)— x[N.i) = F; > 0 ha i forraspont
rli, N)— x(N,i) =0 ha i kozbiilsd pont
r(N.i) — x{i, N) = N; =0 ha i nyeldpont

E ciiri; — min!

{i.j1EA

2. 15.2. A feladat matematikai vizsgalata és megoldasi
algoritmusa

A trans-shipment feladatot egy standard szallitasi feladatra lehet transzformalni az aldbbiak szerint. A szallitasi
feladat termeldi legyenek a trans-shipment feladat élei, a kindlati mennyiségek pedig legyenek az élek
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kapacitasai. A széllitasi feladat fogyasztoi legyenek a trans-shipment feladat pontjai, a keresieti mennyiségeket

pedig az alabbi mddon hatarozzuk meg. Jeldlje k(i.N)azi pontbdl kiindulo élek kapacitasainak 6sszegét, azaz
K N) = ki

JEN
Ennek segitségével az alabbi mddon hatirozzuk meg a b: keresleti mennyiségeket:

E(i, N)— F;  ha i forraspont
by = ¢ k(i, N) ha i kozbiilsd pont
E(i, N)+ N;  ha i nyeldpont

A szallitasi feladat termeldi és fogyasztoi kozotti szallitasi egységkoltségek pedig a kovetkezdk: az (i. )
Ctermeld” soraban az i oszlopban (), a 7 0szlopban €ij- a tobbi helyen pedig oc. Tehat soronként csak két helyen
engediink meg szallitast. Az alabbi tablazat a megkonstrualt szallitasi feladat sémajat mutatja, a konnyebb
attekinthet6ség kedvéért a oo koltség helyett a (-) letiltast alkalmaztuk:

b 1.1 & | .1 &
S
ky | @) | - | 0 | - | ¢ | - - |-

e | G - e | -1 - | -] 0 |-

A megkontrualt szallitasi feladat standard feladat, tehat az Osszkinalat megegyezik az Osszkereslettel. Ennek
igazolasat az olvasora bizzuk.

Ezutan megoldjuk a szallitasi feladatot, pl. [Imagyar modszerrel”. Jeldlje ¥ii a megoldast abban a cellaban, ahol
a koltség Cij, a zérus koltségii cellaban pedig Fij — ¥ij, a kinalati egyensuly miatt. Ezt mutatja az alabbi séma:

b 1. & || &
i . .
ky | @) | - kg | - | Xy | - ] - | -

kh' (‘f: Z) - X - - - kﬁ' Xii -

Most megvizsgaljuk, hogy a szallitasi feladat feltételei hogyan teljesitik a trans-shipment feladat feltételeit.
A szallitasi feladatban is el6irds a nemnegativitas.
A szallitasi feladat kinalati feltételei biztositjak az ¥i; = kij korlatozottsagi feltételt.

A szallitasi feladat keresleti feltételei pedig az alabbiak miatt biztositjak a forraspontokra, kozbiilsé pontokra €s
a nyel6pontokra vonatkozé eldirasokat. Az i-edik oszlopra az alabbi keresleti egyenl6ség all fenn:

Z['{"ij - ”".f..r') + Z xyp = by,

JeN =y

ezt részletezve:
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Z ki — Z xi; + Z ry; = k(i N) + [2(N.i) — z(i. N)] = b;.

JEN JEN lenN
a bi definiciojabol pedig kovetkezik a két oldal egyenldsége.

Végiil a célfiiggvények ekvivalenciajat az alabbiak szerint ellendrizhet;jiik:

D0 (ki — i) Fe ] = Y e

{i.j)EA {i.j)EA

A fentiekb6l kiolvashatd, hogy a trans-shipment feladat megoldo algoritmusa minden olyan algoritmus,
amellyel szallitasi feladat oldhaté meg. Mi a [Jmagyar modszert” ismertettiik a szallitasi feladat megoldésara,
igy a megoldé algoritmusunk a [Jmagyar modszer”.

Megjegyzés:

A transzformalas akkor is alkalmazhato, ha egy forrassal és egy nyelével rendelkez6 minimalis koltségi
folyamfeladatunk van. A minimalis koltségli folyamfeladat ismertetésénél olyan algoritmust mutattunk be,
amely sorozatos minimalis ttkeresésekbdl allt. Ezzel a transzformacidval egy 1j megoldo algoritmust kaptunk a
minimalis koltségli folyamfeladatra.

3. 15.3. Példamegoldas

Oldjuk meg az alabbi abran lathato trans-shipment feladatot! Az élekre irt adatok koziil az elsé az él kapacitasat,
a masodik (zardjelben 1évQ) az élen az egységkoltséget jelenti. A pontok melletti adatoknal az F betii a forrast,
az IV betli a nyel6t jeldli, a szamadatok pedig a forrasokbdl kifolyd folyamok ill. a nyeldkbe befolyd folyamok
mennyiségét jelenti.

Megoldas:

Legel6szor készitsiik el a szallitasi feladat sémajat. A szallitasi feladat termeldi az élek, fogyasztéi pedig a
pontok. A kindlati mennyiségek az élek kapacitasai. A keresleti mennyiségek szamitasa pedig az alabbi
egyszerii modon torténik. Az i pont kereslete: 6ssze kell adni a bal szegélyen 1év6 azon élek kapacitasat, amely
¢l kezdbpontja i, majd nyeldpont esetén ehhez hozza kell adni a nyel8pontra el6irt mennyiséget ill. forraspont
esetén ebbdl ki kell vonni a forraspontra eldirt mennyiséget. A szallitasi egységkoltségek beirasa is egyszer(: az
(i.)eli kezdépontjanak cellajaba zérust, a j végpontjanak cellajaba ©ii értéket irunk, a tobbi cellat letiltjuk. A
pontokat a kovetkezOkben Fi-vel jeloljiik. A szallitasi feladat sémaja tehat a kovetkezo:

4 [11] 57

P, P, P, P,
slapf o 2 - T -
3|lan[ o] -1 -
6|l -0 -] 4
71620 - [ 3]0 -
116 -] -0 2
2l @n[ 4] - -1o

Az éleket F betiivel jeloljiik a szallitasi feladat megoldasa soran.
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A szallitasi feladatot [Tmagyar modszerrel” oldjuk meg. Konnyen lathatd, hogy sorredukciora és
oszlopredukciora nincs sziikség, igy a redukalt koltségtablazat az eredeti koltségtablazat, amely az alabbi:

Pr P, P3 Py
Ei] 0 2 -
E,| 0 - | -
E; 0 4
Es4 3 0 -
Es| - - 0 2
Es| 4 | - | - |0

Elkezdjiik az altaldnos Kénig feladat megoldasat, az indulé megoldast E-Ny-i sarok médszerrel végezziik és
cimkézéssel probalunk javitani a szallitadson.

Py, P, P; Py
1| Ei| 4 - - - +5
31 Eaf O - - - +5
0| Es| - 6 - -
2| Eu| - | - [ 5| - s
4 Es| - - 0 - +5
0| Eg| - - - 2
+E; +E,4
Nem sikeriilt a javitds, kovetkezik a redukalt koltségtablazat lefedése (== 2), majd az 0j redukalt
koltségtablazat meghatarozasa, amelyet az alabbi tablazat mutat:
P, P, P3 Py
Ei}-0 0 - -
Ex[ 0 - ] -
Es| - 0 - 4
Es] - 1 0 -
Es| - | - 0] 0
Es| 6 | - | -] 0|

A szabadda valt £1 — P2 cellan 1 egységgel, a szintén szabadda valt Es — FPi cellan pedig 4 egységgel
javithatunk a szallitason, majd cimkézéssel probalunk javitani a szallitason.
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olo|n|o|we
i {0 i L {5

0 0| 1
Bp Py P Py
D] - | -
o1 -1-]-
- 6 - -
- - 3 -
- [0 | 3
S A A
"Ep| E1 | TEy4

=3

Sikeriilt utat talalnunk a cimkézéssel, igy javithato a szallitas, ezt mutatja a kovetkezé tablazat. Ujra cimkézéssel

probalunk javitani a szallitdson:

Nem sikeriilt a javitds, kovetkezik a redukalt koltségtiblazat lefedése (= =1),
koltségtablazat meghatarozasa, amelyet az alabbi tablazat mutat:

o | DS || D

+5

0] 1][0]1

P, P, P; D,
Ef 1] 4] -7 -
El 3| - [ - | -
Es| - | 6 | - | -
Esl - | - [ 5] -
Es| - | - [ 0] 4
E| - | - | -] 2

+E,4

P, P, P; P,
0 0 -
0 2 |-

0 4

0 0] -
EAN N T
6 | - | -0

majd az 0j redukalt

A szabadda valt E4 — Pz cellan 1 egységgel javithatunk a szallitdson, majd cimkézéssel probalunk javitani a

szallitason.
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0] Ei| 1 4 - - +P;
0| Eaf 3 - - - +P;
0| Es| - 6 - - +P;
1| E4| - 1 5 - +s
0| Es| - - - 4
0| Es| - - - 2

+E; | +Es4 | +E4

Nem sikeriilt a javitds, kovetkezik a redukalt koltségtiblazat lefedése (==4), majd az 0j redukalt
koltségtablazat meghatarozasa, amelyet az alabbi tablazat mutat:

Pr P, P; Py

E,| O 0 - -
E,l O - 2 -
E;| - 0 - 0
E4| - 0 0 -
Es| - - 5 0
E¢| 10 | - - 0
Most nincs trivialis javitasi lehetdség, cimkézéssel probalunk javitani a szallitason.
0Jo]o
Py, P, P; Py
0] E;| 1 4 - - +P>
0| E -
0| Es| - |[6]] - | @ -P;
Eq) - || 5 | - *s
0| Bs| - | - | - | 4
0| Bs| - | - | - | 2
-E1 | TE4 | TE4 | -E3 5=1

Sikertilt utat talalnunk a cimkézéssel, igy javithato a szallitas, ezt mutatja a kovetkez0 tablazat.
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0 0 0 0
P, P, P3 Py
0| Eq 1 4 - -
0| Eaf 3 - - -
0| Es| - 5 - 1
0| E4 - 2 5 -
0| Es| - - - 4
0| Es| - - - 2

Mivel az osszes aru el lett szallitva, igy az algoritmust befejezziik. A szallitasi feladat megoldasat a fenti
tablazat, a trans-shipment feladat megoldasat pedig az alabbi tablazat mutatja. A sziirkén jelzett cellakon
olvashato le a trans-shipment feladat optimalis folyama.

411 5 [ 7

P, P, P; P,
slaanl 1[4 - -
313 3] -0/ -
6lh - 5] -1
716 - 215 -
41364 -] -10] 4
2l@anlo | -] -2

A megoldast halozaton az alabbi dbra mutatja:

A minimalis koltség : 26.

4. 15.4. Feladatok

1. Adott az alabbi [Thonnan-hova” tablazattal egy haldzat, kapacitas és koltség adatokkal. Tovabba legyenek a
3, 5 pontok forrasok rendre 5, 2 kifolydé mennyiséggel, a 2, 6 pontok nyelék rendre 4, 3 befolyd
mennyiséggel. Hatarozza meg a minimalis koltségii folyamot!

homnan |1 |1 |3 (3|34 (5|5 |66
hova |4 |6 (1 |46 2 |13 2|4
kapacitas |6 |3 |6 1|3 |14 213|232
kiltség |6 |0 |4 | 1| 3| &8 | 2| 8 |21

2. Adott az alabbi abraval egy trans-shipment feladat. Oldja meg a feladatot "magyar modszerrel”! Az élekre irt
adatok koziil az elsd az €l kapacitasat, a masodik (zarojelben 1évd) az élen az egységkoltséget jelenti. A
pontok melletti adatokndl az F betii a forrdst, az IV betli a nyeldt jeloli, a szamadatok pedig a forrdsokbdl
kifoly6 folyamok ill. a nyel6kbe befolyd folyamok mennyiségét jelenti.
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1(2)

03 N:2
1(2) 7(7)
o4 N:5
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16. fejezet - Hozzarendeleési feladat

1. 16.1. A hozzarendelési feladat megfogalmazasa

Jelolje f1-- - - Ii. ... I a személyeket, J1--- - Jjaoais /5 a munkahelyeket (munkakat). Legyen adva az alabbi

tablazat, amelynek i = 0, (egész) eleme azt jelenti, hogy az Ii munkas a i munkat mennyi id6 alatt tudja
elvégezni. A személyek és a munkak szamanak azonosnak kell lenni!

J; J; T
Li| ly Iin
Iz' 'rz'l 'r;';' fm
In rn] fﬁf rnn

A hozzarendelési feladat (primal feladat):

Rendeljiik a személyeket a munkahelyekre (munkakhoz) gy, hogy egy személy egy munkahelyen dolgozzon,
egy munkahelyre egy személy keriiljon és a munkavégzés 6sszideje a lehetd legkisebb legyen.

Az olyan hozzarendelést, amelynél el6irjuk, hogy egy személy egy munkahelyen dolgozzon és egy
munkahelyen egy személy dolgozzon, kolcsénésen egyértelmii hozzarendelésnek nevezziik.

A hozzérendelést egy ii dontési valtozoval jeldljik. Legyen ¥ii = 1 haazIi személy hozza van rendelve a -/;
munkéhoz és *ij = U, ha az Ii személy nincs hozzarendelve a /i munkéhoz. Az a feltétel, hogy az Ii személy
egy munkahelyen dolgozzon gy fogalmazhaté meg, hogy az ii dontési valtozok i-edik sorbeli dsszege 1. Az a
feltétel pedig, hogy a /i munkat egy személy végezze tigy fogalmazhaté meg, hogy az Ti;j dontési valtozok j-
edik oszlopbeli dsszege 1. A munkavégzés Osszidejét azon tii idéértékek Osszege adja, amelyekre Tij = 1 ez
pedig ekvivalens a t1111 + frawio + A i o o Gsszeggel.

A hozzarendelési feladat matematikai megfogalmazasa:
Meghatdrozando ¥ij tigy, hogy
r; 2 0vagy 1 i=1....n: j=1.....n
Bl

ri; =1 di=1....n

feltételek teljesiilése mellett a

T ™

:E::§::iuqu

i=1 j=1
mennyiség minimalis legyen.

Koénnyen felismerhetd, hogy a hozzarendelési feladat a szallitasi feladat azon specialis esete, amikor minden
a; = 1 és minden b = 1,

A hozzarendelési feladat duidl feladata:

A hozzarendelési feladat dudl feladata a szallitasi feladat dual feladatabol konnyen szdrmaztathat6 és az alabbi
alakban irhat6:
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Meghatarozandok az 1.« - ti... .. Uy €3 U1+ - Ujee oo . Un egész szamok gy, hogy
v,y =t i=1l...m j=1....n

feltételek teljesiilése mellett a
™ ™

ey

=1 i=1

mennyiség maximalis legyen.

A hozzarendelési feladatra is ugyanazon elméleti dsszefliggések levezethetdk, mint amiket a szallitasi feladatra
lattunk. A megoldast is a [Jmagyar modszerrel” végezziik.

2.16.2. A [Imagyar médszer” eredetérol

A torténeti hiiséghez hozzatartozik, hogy a [Imagyar modszert” H. W. KUHN 1955-ben [10] a hozzarendelési
feladat megoldasara fejlesztette ki. Mivel a szallitasi feladat a hozzarendelési feladat altalanositasaként
kezelhetd, igy a szallitasi feladat megoldasara is alkalmas. A jegyzetbeli targyalasban a [Jmagyar mddszert”
szallitasi feladatra ismertettiik és a szallitdsi feladat specialis esetére, a hozzarendelési feladatra csupan
alkalmazzuk.

Mivel a mdédszernek magyar vonatkozasa van, érdemes a "magyar modszer" eredetérdl a felfedezének az 1991-

rrrrrr

”... A torténet 1953 nyaran kezdddik, amikor ...”. A szoszerinti idézés helyett roviden dsszefoglaljuk a cikkben
foglaltakat.

Ebben az idében H. W. KUHN a Bryn Mawr College-ban dolgozott és a nyari sziinetben tobb kivalo
kombinatorikust és algebristat hivtak meg a Kaliforniai Egyetemre, tobbek kdzott KUHN-t is. A nyar folyaman
C. B. TOMPKINS egy 10 = 10-es hozzarendelési feladatot probalt megoldani az akkori idészak egyik legjobb
szamitogépének (SWAC) segitségével az 0Osszes 10! = 3628 800 permutacié leszamlalasaval. Egyetlen
probalkozasa sem jart sikerrel.

A cikk ezen részében KUHN a hozzaredelési feladatot linearis programozasi feladatként irja fel, a
célfiiggvényben szerepld egylitthatokat @ii-vel jelolve és maximum problémaként megfogalmazva.

Ebben az idszakban KONIG DENES klasszikus miivét [9] olvasta KUHN és rajott, hogy egy graf két darab
egyenként n pontbdl allo részre particionaldsa és a két rész kozotti parositas problémaja pontosan megegyezik
egy olyan n x n-es hozzarendelési feladattal, ahol az A matrix minden eleme vagy %ii = 1vagy ai; =0, pDe
még ennél is fontosabb volt KUHN szamaéra, hogy KONIG DENES megadott egy olyan kombinatorikus
algoritmust, amellyel meghatarozhatok voltak a parositasi problémanak és kombinatorikus dudljanak az
optimalis megoldasai. KUHN a cikkben e helyen a mar klasszikusnak szamito KONIG-EGERVARY tételt ([9],
240. oldal, D Tétel) fogalmazza meg. KUHN megjegyzi: Ezek utan mar csak a kdvetkezd probléma megoldasa
maradt hatra: hogyan lehet az altalanos hozzarendelési feladatot 0-1 tipusura visszavezetni?

Figyelmesebben olvasva KONIG DENES konyvét [9] KUHN felfigyelt a 238. oldalon talalhato 2. labjegyzetre,
amely EGERVARY JENO magyar nyelvii cikkére [1] mutatott ra.. KUHN érezte, hogy a probléma
megoldasanak kulcsat éppen itt taldlhatja meg.

Amikor 3sszel visszatért Kaliforniabol a munkahelyére, a konyvtarbol kikolesonozte EGERVARY cikkének
egy masolatat valamint egy nagy magyar szotar és nyelvtan konyvet. Ahogy irja: Két hétig magyarul tanult és
kozben leforditotta Egervary cikkét. KUHN megérzése bevalt, mivel EGERVARY cikke valoban tartalmazott
egy modszert, amelynek alapjan az altalanos hozzarendelési feladat visszavezethetd véges sok 0-1 tipust
hozzarendelési feladatra. Felhasznalva EGERVARY redukcios eljarasat és KONIG parositasi algoritmusat 1953
8szén szamos 12 x 12-es hozzarendelési feladat megoldasat szamolta ki kézzel. Mindegyik feladatot meg tudta
oldani két 6ran beliil és ez meggy6zte KUHN-t, hogy az altala javasolt kombindlt algoritmus "j6". KUHN egy
érdekes megjegyzést tesz: Valosziniileg ez egyike volt azon legutolsod eseteknek, amikor papirral €s tollal le
lehetett gydzni a vilag legnagyobb és leggyorsabb elektronikus szamitogépét.
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Végezetil KUHN megjegyzi: Hogy teljesen nyilvanvald legyen, miszerint az altala javasolt algoritmust két
magyar matematikus, KONIG DENES ¢s EGERVARY JENO munkdja inspiralta, ezért ezt az eljarast "magyar
modszer"-nek nevezte el és ezen a néven is publikalta [10], [2].

Eddig a "magyar modszer" torténete.

3. 16.3. Algoritmus a hozzarendelési feladat
megoldasara. A [l/magyar modszer”

A szallitasi feladatnal leirtak szerint kell megoldani a hozzarendelési feladatot is. Az €iiTij = 0 optimalitasi
kritérium itt azt jelenti, hogy hozzarendelés csak az =ij = 0 cellakon lehetséges. Tehat egyetlen kiilonbség van,
nevezetesen amig a szallitasi feladatot altalanos Kénig feladatok sorozataval oldjuk meg, addig a hozzarendelési
feladatot egyszerii Kénig feladatok vagy masnéven [hazassag” feladatok sorozataval oldjuk meg.

4. 16.4. Nem standard hozzarendelési feladat kezelése

A gyakorlati problémak nagyon sokszor nem standard alakia hozzarendelési feladatként fogalmazhatok meg,
hanem annak kiilonboz6 variansaként. Ezek kezelése hasonldo modon torténik a szallitasi feladatnal latottakhoz.
A lényeg tehat itt is a standard feladatra valo atalakitas.

1. Egyedi tiltasok kezelése.

Ha valamely {i =+ J; viszonylatban valamilyen oknal fogva nem lehetséges hozzarendelés, akkor ott afij
iddt nagyon nagyra (M) valasztjuk.

2. Nem egyenld az egymashoz rendelenddk szama.
Két esetet kiilonboztetiink meg, attol fiiggden, hogy a személyek vagy a munkak szdma a nagyobb.
* A munkak szama meghaladja a személyek szamat.

Ekkor annyi un. fiktiv vagy virtudlis személyt iktatunk be, hogy a személyek szama megegyezzen a
munkak szdmaval. A beiktatott személyek soraiba zérus idéértékeket irunk. Az eredeti feladat optimalis
megoldasaban lesznek olyan munkak, amelyek elvégezetleniil maradnak. Ha a hozzarendelési feladat
olyan, hogy példaul a.J munka feltétleniil el legyen végezve, akkor a fiktiv személyek sorainak k-adik
oszlopaba zérus helyett nagyon nagy szamot (M) irunk.

* A személyek szama meghaladja a munkak szamat.

Ekkor annyi Un. fiktiv vagy virtualis munkat iktatunk be, hogy a munkak szama megegyezzen a személyek
szamaval. A beiktatott munkadk oszlopaiba zérus iddértékeket irunk. Az eredeti feladat optimalis
megoldasaban lesznek olyan személyek, amelyek nem lesznek hozzarendelve munkdhoz. Ha a
hozzarendelési feladat olyan, hogy példaul az I személy mindenképpen foglalkoztatva legyen, akkor a
fiktiv munkak oszlopainak k-adik soraba zérus helyett nagyon nagy szamot (M) irunk.

3. Maximum feladat kezelése.
A hozzarendelési feladatoknal stiriin el6fordul, hogy a célfiiggvényt maximalizalni kell. Példaul az 6sszid6
legkisebb felsé korlatjat akarjuk meghatarozni, vagy a tij értékek a személyek 4ltal eléallitott értéket jelentik,
stb. Ekkor egy 1Uj tablazatot allitunk el6 ugy, hogy a legnagyobb tablazatbeli elembdl kivonjuk a tablazat

elemeit és ezen tablazattal oldjuk meg a hozzarendelési feladatot.

Javasoljuk, hogy el6szor a minimumra valo visszavezetést végezziik el, ha tobb standard eléiras nem teljesedik.

5. 16.5. Példamegoldas

1. példa:

Oldjuk meg az alabbi hozzarendelési feladatot [ Imagyar modszerrel”!
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oL LI I T
L[ 1247374
LI 3535|609
L| 5| 4 0] 6|66
L[ 96 | 5|6 6|5
L[ 8 | 2] 0] 9| 47
L 6 | 6 | 9| 5| 7 |5

0. lépés: Ellendrzés

Ellendrizziik, hogy a sorok és oszlopok szama megegyezik-e, mert a ['magyar modszer” erre a standard alakra
lett kidolgozva.

1. lépés: A redukalt idétablazat meghatarozasa.

Sor- és oszlopredukcioval eléallitjuk az =i redukalt idotablazatot.

IR S S P L J, L LK 1 ) )
Li| 0 1 3 6 2 3 | 0 0 3 6 1 3
I 2 0 2 3 6 Ll 0 1 0 2 2 6
| 5 1 0 6 6 6 Ll 5 3 0 6 5 6
L| 4 1 0 ] 1 0 L 4 0 0 1 0 0
I;| 8 2 0 9 4 7 Is| 8 1 0 9 3 7
| 1 1 4 0 2 0 s 1 0 4 0 1 0

2. lépés: A [hazassag” feladat megkonstrualasa és megoldasa.

A kezdeti hozzarendelést az Eszak-Nyugati sarok modszerrel végezziik. Itt nem érdemes kiilon az Zij és a
hozzarendelési (0 vagy 1 értékekbdl allo) tablazatot is tarolni, a hozzarendelés az <ii tablazatban is megadhato a
[hazassag” feladatnal ismertetett bekarikazassal. Tehat ne feledjiik, hogy csak Zi; = 0 cellakon lehetséges
hozzarendelést végezni. A kezdeti hozzarendelés utan cimkézéssel megprobaljuk javitani a hozzarendelést.

L I I I
Ll o|3]e6]1]3 +],
L o1 |©@]| 2216 +J,
Ll s | 306 5] 6 +s
Ll4 @0 1]0]o0 -1
L8 | 1|09 ]3] 7 +s
L1 |04 |[@]|1]0
L[ [ [ L[-L |

Talaltunk utat, az Gt mentén a hozzarendelést eggyel javithatjuk. Az Utkeresés az I3 és 15 személyektdl indult ki
és vagy aJs vagy a-Js munkakhoz szerettiink volna eljutnunk. Sikeriilt eljutnunk mindkett6 munkahoz. Mivel
minket csak egy Ut érdekel, ezért tetsz6legesen valasztottuk meg az Gt végpontjat, legyen ez a -Js munka. A
cimkéken visszafelé haladva a kovetkezd ut adodott:

.I[:; — _!r; — .Ig — _!r] — .I] — _Er-) — .I;; — _Er;;

O O O O

Az Ut mentén az I — .J tipusu élen Uj hozzarendelést kapunk, a.J — I tipust élen pedig a régi hozzarendelés
megsziinik, ezt jeloltik a (0 és a @ szimbolumokkal. Mint ahogy a [héazassag” feladat targyalasanal lattuk, az
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utat nem irjuk le, hanem amikor a cimkéken visszafel¢ haladva felkutatjuk utat, egyszerre elvégezziik az 1j
hozzarendelés berajzolasat €s a régi hozzarendelés torlését. Ezt mutatja az alabbi tablazat.

oL L L s I
L[ @3 ]6]1]3 T,
L@ 1o 226 I,
L[5 |3 @ 6 |5 |6 Ts
L[4 00 10 @ T,
I;| 8 1 0 9 3 7 +s
L1024 @] 1]0

L |+t | Iy | -y

A régi hozzarendelés megsziintetését szaggatott korrel, az 1j hozzarendelést pedig vastagitott korrel jeloltiik. Ezt
a tablazatot csupan azért kozoltik, hogy az it mentén valé modositast kdnnyebben tudjuk nyomon kdvetni.
Természetesen az ut megtalalasa utdn azonnal a javitott tablazatot irjuk fel, amelyen el is kezdjiikk az jabb
utkeresést. Ezt mutatja a kdvetkezo tablazat.

0L, I3 I, Is o I
e 1 O O I o e
5 YT N W M Y M Y P
L 5|3 |@ |6 | 5] 6 +J,
P T O T Y T O B )
L8 | 1|09 ]3] 7 +s
Ty fre @G}

+1s =1

Nem talaltunk utat, igy az idétablazatot fogjuk mddositani a lefedés segitségével. A tablazatba be is rajzoltuk a
lefedést.

3. lépés: A redukalt idétablazat médositasa.

Mivel egyetlen tablazatot hasznalunk, igy a redukalt id6tablazat altal meghatarozott [1hazassag” feladatot is
azonnal elkezdjiikk megoldani. Tehat ellentétben a szallitasi feladat megoldasaval, itt elegendd egyetlen tablazat
hasznalata is. Ehhez a redukalt idétablazathoz az indulé hozzarendelést vagy Eszak-Nyugati sarok médszerrel
vagy egyszeriien az el6z6 hozzarendelés bemasolasaval végezziik el. A példaban az utdbbi szerint jartunk el.

L L 1)y I g
L[0 | ] 46 1]3 7,
LI@O@ | 1] 1]2]21]¢6 +1,
Ll 4 [ 2 |© |5 ]| 4] 5 s
:[4 i- ________ 1 1 0 .......
| 7 0 0 8 2 6 +5
Lt10 15 [©@ 1[0

+h | s | Hs =1

4. lépés: A redukdlt idétablazat meghatdrozédsa és a [hazassag” feladat megoldasa.
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Lo L1 I I
Lo || 4|5 |02 -1,
LI@ | 1] 1|1]1]S5
Ll 4|2 ]O 4] 3] 4 -1
LIs| 1] 2]1]0]0@
Ll 71007 ]1]S5 +5
Ll 2|16 |[O]1]0
- | s | s -1

Talaltunk utat, az Gt mentén a hozzarendelést javitjuk, ezt mutatja a kdvetkezo tablazat.

Jl J2 J3 J4 J5 Jﬁ
Llo]o|4]5]O]2
LIl 1] 1]1]1]5
Ll 4|2 ]| 4| 3] 4
LIsl1]2]1]0]@
Ll 7@ o] 7 ]1]S5s
Lkl 2116 |@ ]| 1] 0

Vége az algoritmusnak, mert sikeriilt az 0sszes személyt a munkdkhoz rendelni. A primal és a dual feladat
optimalis megoldasa az alabbi:

A primal feladat optimdlis megoldasa:

Az optimalis hozzarendelést a fenti legutolsé tablazat tartalmazza bekarikdzasokkal jeldlve. Az optimalis
hozzarendelés tehat:

H={(I1.J5). (I2..1). (Is. Ja). (Is. Js). (Is. J2). (Ts.Js)}

A minimalis 6sszidd szamitasa:

3 ti;=34+3+0+54+2+5=18
{i.J)eH
A dual feladat optimalis megoldasa:

A szallitasi feladatnal latottakhoz hasonl6an hatarozzuk meg a hozzarendelési feladat dual valtozoinak optimalis
értékeit. Ha azt akarjuk, hogy a dudl valtozok kozott ne legyen negativ, akkor adjunk mindegyikhez 3-at, ezt
mutatja a jobboldali tablazatrész.

2 o213 ]
L L1 T I

2

(4 [5[3]s5[6]5]

I
]
N E Y RPN ) e

0] 1 2 To 232 3
, 1
0l L 3
3L 0
3

0
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Hozzarendelési feladat

A dual feladat célfiiggvényének maximalis értéke:

G L
> v;=) wi=@d+5+3+5+6+5) -(3+1+3+0+3+0)=28-10=18.

_|:=|. i=1

2. Példa:

Az alabbi tablazat mutatja, hogy az egyes személyek (1) az egyes gépeken (G) dolgozva egy ora alatt hany darab
terméket tudnak eldallitani. Hatarozza meg a személyek gépekhez vald hozzarendelését ugy, hogy a gépeken
legfeljebb egy személy dolgozhat €s a lehetd legtobb termék legyen eldallitva egy ora alatt. Tovabba eldirjuk,
hogy az (I1.Gs), (I5. G5), (16. G2) hozzérendelés nem lehetséges. Azt is megkdveteljiik, hogy a harmadik
személy mindenképpen dolgozzon.

G, G, G; G, Gs

L[ 6 | 381475
LI 8 | 4 |9 |32
L[ 2 | 5|2 5]6
L[ 4 | 3|5 |6 | 4
L[ 3|27 |28
L| 7 |6 | 3|45

Megoldas:

A példa egy nem standard alak hozzarendelési feladat, amelyben az egymashoz hozzarendelend6k szdma nem
azonos, a célfiiggvény maximumat kell keresni és egyedi letiltdsok is vannak. El6szor a minimum feladatra
torténd visszavezetést végezziik el, azaltal, hogy a tablazat legnagyobb (esetleg annal nagyobb) elemébdl
kivonjuk a tablazat dsszes elemét. Masodszor egy fiktiv gépet iktatunk be zérus adatokkal. Harmadszor pedig az
egyedi tiltasokat egy M szimbdlum hasznalatdval kezelhetjiikk. A fentieket elvégezve, az alabbi sémaval adott
hozzarendelési feladatot kell megoldani [Imagyar modszerrel”.

G, G, Gi G, Gs Gg

Ii| 3 6 | M| 5 4 0
L 1 5 0 6 7 0
L 7 4 7 4 3 | M
L| 5 6 4 3 5 0
Is| 6 7 2 7 | M| 0
| 2 | M| 6 5 4 0

Mint ismeretes a [Tmagyar modszer” elsé 1épéseként sorredukciot majd oszlopredukeiot szoktunk alkalmazni. A
feladatban a sorredukcid csak a 3. sor adatait valtoztatja meg, ezaltal a 3. sor elemei a tobbihez képest kisebbek
lesznek és az oszlopredukcid soran altalaban ebben a sorban keletkeznek a zérusok. A zérusok jobb eloszlasa
miatt érdemes eldszor az oszlopredukciot elvégezni. Az oszlopredukcio elvégzése utan kovetkezhet a
sorredukcid, amely jelen példaban elmarad.

Ezutan a kezdeti hozzarendelést készitjiik el az Eszak-Nyugati sarok médszerrel, majd a [Imagyar modszer”
szokasos lépései (cimkézés, lefedés, modositas) kovetkeznek:
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G, G, G G. Gs G
IL| 2 2 M 2 1 © +Gg
L@ ]| 103 4]0
L6 @] 710 M
Li| 4 2 4 ) 2 0
I;| 5 3 2 4 M 0 +5
| 1 M | 6 2 1 0 +5

+s e=1

A lefedés segitségével az 0j tablazat elkészitése ¢és az el6z6 hozzarendelés bemasolasa kovetkezik. A
hozzérendelés trividlis modon javithaté az (6. Gs) hozzarendeléssel.

G, G, G: G; Gs Gg

IL| 1 1 M 0 0 V) +Gg

L| @ 1 0 3 4 1 -G

L6 |©@] 7 | 1] 0 | M

L| 4 2 4 © 2 1

| 4 2 1 3 M 0 +5

Ll o0 | M| 51 ©@]0 G
| s | | L | |+ | s |

A cimkézés soran talaltunk utat, amely mentén tovabb javithatd a hozzarendelés. Az alabbi tablazat az Uj
hozzarendelést tartalmazza.

G, G, G: G, Gs Gg
L1 1 [MmM]o0o @] 0
LIo| 1@/ 341
LI6 @7 1] 0 | M
Ll 4 |2 ] 4 @] 2 |1
L[4 |2 | 1] 3 | M]|©
Ll © | M| 5| 100

Vége az algoritmusnak, mert az 6sszes személyt hozzarendeltik a [gépek”-hez.
Az eredeti feladat optimalis hozzarendelése is a fenti tablazatbol olvashato ki. A megoldas szerint az {5 személy

lett a fiktiv géphez rendelve, ami azt jelenti, hogy az optimalis megoldasban az I5 személyt nem érdemes
foglalkoztatni, a tobbi személy pedig az alabbi modon lett a gépekhez rendelve:

H={(h.Gs). (I2,G3). (I3.G2). (1. G4), (Is.G1)}
Az egy Ora alatt eldallitott termékek maximalis szdma: 54+ 94+ 54+ 6+ 7 = 32,

Megjegyezziik, hogy amennyiben a dual feladaton keresztiil esetleges ellenérzést szeretnénk végezni, Ggy azt a
standard alaku feladaton kell elvégezniink.

3. Példa:
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Hozzarendelési feladat

Adott az alabbi A € R°*" matrix. Vélasszunk ki a matrix elemei koziil 6tot ugy, hogy minden sorban és
oszlopban legfeljebb egyet valaszthatunk és a kivalasztott elemek Osszege minél kisebb legyen! Tovakls

vegyiik figyelembe a kivalasztdsnal, hogy a harmadik oszlopban mindenképpen valasszunk szamot, az
elemet pedig ne valasszuk.

w 9 &8 13 11 7

8 12 9 11 10 6
A= 3 4 2 6 5 4

T8 6 9% 9 7

9 15 12 14 13 8
Megoldas:

A példa egy nem standard alakd hozzarendelési feladat, amelyben az egymashoz hozzarendelend6k szama nem
azonos ¢s letiltasok is vannak. Egy fiktiv sort kell beiktatnunk zérus adatokkal. Az egyedi tiltdsokat egy M
szimbolum hasznalataval kezelhetjilk. A fentieket elvégezve, az alabbi sémaval adott hozzdrendelési feladatot
kell megoldani [Imagyar modszerrel”:

01 02 03 04 05 06

Sip 10 | 9 & |13 |11 | 7
S 8 (121 9 |11 | 10 | M
S3| 3 4 2 6 5 4
Sq| 7 & 6 9 9 7
Ss) 9 (1512 | 14 | 13 | 8
Se| 0 0O | M| O 0 0

Els6 1épésként elvégezziik a sorredukciét, majd az oszlopredukciot és utana Eszak-Nyugati sarok modszerrel
készitink egy induld hozzarendelést. A kovetkezd 1épésben pedig cimkézéssel megprobaljuk javitani a
hozzarendelést. Ezt mutatja a kdvetkez0 tablazat.

O O O3 0Oy Os Og
S 3] 2]1 6] 4 +Os
S @ 4 -+ |3 +2-|M
S| 1 2 | | 4 3 2 +03
Sq 1 2 0 3 3 1 +5
Ss| 1 7 4 6 5 0 +5
Sﬁ 0 @ 1\,1 0 T — R
+S, +S;

Nem tudtunk javitani a hozzarendelésen, a cimkézés alapjan elvégezziik a lefedést és meghatarozzuk = értékét (

e = 1). Elvégezziik a tibla adatainak modositasat és az (1j tdblazaton Gjra cimkéziink.
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O O O3 0Oy 05 Ogp
s[2 11153 ]@ ey
S(@ | a4 232 | M -0,
Ss| 0 | 1 32 |2 05
S 0 | 1 2|2 | 1 +s
Ss1 0 6 4 5 4 0 +s
Sl 0@ 1 M 010

+S4 +S4 +Ss

Most sem sikeriilt javitani a hozzarendelésen, a cimkézés alapjan elvégezziik a lefedést és meghatarozzuk =
értékét (= = 1). Elvégezziik a tabla adatainak modositasat és az 0j tdblazaton ujra cimkéziink. Ezt mutatja a
kovetkezd tablazat:

O O O3 Oy Os Og

Ssf 210|142 |© +0¢ +0g
S@ | 3221 | M +0; +0
S;| 0 0 @ 2 1 2 +0s +0s3
S4 0 @ 0 1 1 1 +5 +Og
Ss| 0| 5| 4| 4| 3|0 +s +s
S¢{—1-—1-@- - M- @02 -0,

+S4 | 84| S5 -Sg | -Sg | 55

+S8s | +51 | +S4 +Ss

A fenti tablan két cimkézést is végeztiink a helytakarékossag miatt. Az els6 cimkézésnél talaltunk utat és
javitottunk a hozzarendelésen. A szaggatott kor a régi hozzarendelés megsziintetését, a vastag kor pedig az 1j
hozzarendelést mutatja. A masodik cimkézés mar a normal és a vastag korrel jelolt hozzarendelés javitasat
szolgalja. Nem sikeriilt javitani, igy Gjabb lefedés, majd modositas kovetkezik. Ezt mutatja a kdvetkezo tablazat.
El is kezdjiik a cimkézést és sikeriilt utat talalni, a hozzarendelés javithatd, amit végre is hajtottunk a
tablazatban.

O, 0O, 03 0, 05 O
S;l 21 0 1 3 1 | @ +0q
Sl 0| 3] 2 © | M -0,
S3| 0 0| O | 1 0 2
Sql o l@| o | o0 0O 1
Ssl @ | S|4 ]3]21]0 +s
Se| 2 1 | M| @ | 0| 3

+S5 'Sl -SZ ‘|‘Ss
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Hozzarendelési feladat

A fenti tablazatbol kiolvashatdo a feladat optimalis megoldasa, amely szerint az 16 @25, 233, 142 és az 51
matrixelemeket kell kivalasztani. A kivalasztott 6t elem 6sszege = 36.

Megjegyezziik, hogy az egy tablazaton vald tobbszori cimkézés helytakarékossag miatt hasznos lehet, de az
eligazodas viszont nehézkesebb. Ezért ezt a lehetdséget a gyakorlottabb példamegoldoknak javasoljuk.

6. 16.6. Feladatok

1. Legyenek f11. 2. R3. Ry raktarhelyek (vagy raktarak) és G1.G2. Gs. G4 pedig gépek helyei (vagy gépek).
Adott az alabbi tablazattal az egyes gépek és raktarak kozott a szallitasi utszakasz hossza. Homogén
raktarakat kell kialakitani, azaz az egyes raktarakban csak egy-egy gép altal megmunkalt alkatrészt akarjuk
tarolni. Adjuk meg a gépek és a raktarak kozotti kolcsondsen egyértelmii hozzarendelést ugy, hogy az
alkatrészek szallitasi utvonalainak 6sszhossziisdga minimalis legyen!

Ri R R Ry

G|5]6] 35
G, 10| 6 | 4 | 4
G| 7 | 1] 6 | 7
G100 1] 738

2. Az A.B.C.D gépeken az a.b.c.d alkatrésztipusokbol egy ora alatt az aldbbi tablazat altal adott
termékmennyiség (darab) készithetd el. Mindegyik alkatrésztipusbol egy 120 darabot tartalmazd
alkatrészsorozatot kell legyartani. Hogyan osszuk el a munkat, ha a gépek és az alkatrészek kozott
kolcsondsen egyértelmli megfeleltetést akarunk létrehozni és azt akarjuk, hogy a négy alkatrészsorozat
legyartasahoz sziikséges gépidok 6sszege minimalis legyen?

a b C d

2 5 6 4

12 |12 | 4 5

10 | 10 | 15 | 20

3 2 4 6

Cowe

3. Egy varos Ai.Az2. A3, A4 pontjAn egy-egy azonos tipusi teherautd all rendelkezésiinkre. A véros
B1. B2, B3, By pontjan egy-egy ugyanilyen tipusi autéra jelentkezik egy-egy igényld. Milyen utasitast
adjunk ki, ha a négy autdt a lehetd legkisebb koltséggel szeretnénk az igénylokhodz eljuttatni. Az alabbi
tablazat a megfeleld pontok kozotti tavolsagokat mutatja és feltételezziik, hogy a koltség aranyos a
tavolsaggal.

B, B, B; B,

Al 77637 4
AT 643
A1 1166
A 969 | 4

4. Adott az alabbi szamtablazat. Valasszunk ki 6t szdmot gy, hogy minden sorbdl és oszlopbol csak egy
szamot valaszthatunk és a kivalasztott szamok

a) Osszege minimalis legyen,

b) 0sszege maximalis legyen!
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10 | 9 8 | 13 | 11
g8 [ 12| 9 | 11 | 10
3 4 2 6 5
7 8 6 9 9
9 | 15|12 | 14 | 13

5. Adott az alabbi szamtablazat. Valasszunk ki 6t szamot gy, hogy minden sorbol és oszlopbdl legfeljebb egy
szamot valaszthatunk és a kivalasztott szamok

a) Osszege minimalis legyen,

b) 0sszege maximalis legyen!

10 | 9 8 |13 |11 | 7
& |12 | 9 |11 | 10 | 6
3 4 2 6 5 4
7 & 6 9 9 7
9 |15 12 |14 | 13 | 8

6. Négy gép (G) négy alkatrész (A) mindegyikét képes gyartani. Ismertek az alabbi @is és bij tablazatok. Az @ij
azt jelenti, hogy a G gépen egy ‘i alkatrész-sorozatot hany 6ra alatt lehet legyartani. A bij idé/koltség
dimenzi6ju, ha egy i alkatrész-sorozatot a G gépen munkéalunk meg, akkor a megmunkalas egy oraja 1/bi;
koltséggel jar. Minden alkatrészbol egy-egy sorozatot (tételt) kell legyartani. Hogyan kell a gyartast
megszervezni (melyik gép, melyik alkatrészt gyartsa), ha azt akarjuk, hogy a gyartasi 6sszkoltség minimalis
legyen?

Al iz % 531.3 A.; Al ;’313 A} :'31.4
G 8 [18] 9 | 4 Gl 2331
G, 18| 6 | 12| 6_| a; G| 2 | 1 |3 2|5
Gy 12 | 4 | 12 | 12 Gs| 2 4 2 2
Gy 9 | 5 [21]14 Gyl 1 5 3 12

7. Az A. B. C munkéasok az U. V. W munkak elvégzésére alkalmazhatok. Az 4 munkas kétszer olyan gyorsan
végzi az I/ munkat, mint a 1'-t és haromszor olyan gyorsan, mint a 1-t. A B munkas a V" munkat haromszor
olyan gyorsan végzi, mint [7-t és Otszor olyan gyorsan, mint W-t. A @ munkas az /-t és "-t egyforman
végzi, a W-t ezeknél 6tszor gyorsabban. Hogyan osszuk szét a munkakat a munkasok kozott, hogy azok a
leggyorsabban el legyenek végezve feltéve, hogy a munkékat egymas utan végeztetjiik?

8. Az alabbi tablazat azt mutatja, hogy az egyes személyek (I) az egyes munkakat (J) milyen hasznossaggal
tudjak elvégezni. Milyen kdlcsondsen egyértelmii hozzarendeléssel érhetjiik el, hogy az 6sszhasznossag a
lehetd legnagyobb legyen?

Jl J2 J3 J4 J5
L[ 4 715 | 2
LI 7 9 10|37
L| 5 10116 |6
L[ 2 6918
.| 9 | 8 | 7|5 |09
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9. Ismert az alabbi tablazat szerint, hogy az egyes szakemberek (S) az egyes feladatokat (F) mennyi id6 alatt
tudjék elvégezni. Hogyan kell a szakembereket a feladatokhoz rendelni (egy szakembert egy feladathoz 55
forditva), ha aFy akarjuk, hogy az 0ssziddsziikséglet minFralis legyen figyelembe véve azt, hogy az
szakembertaz  feladathoz nem lehet hozzarendelni és az ~ feladatot okvetleniil el kell végezni?

Fl Fg F3 F4 F5 Fﬁ
S0 14 |13 12 | 17 | 15 | 10
S0 8 121 9 |11 | 10 | 12
S;| 3 4 2 6 5 7
Sq| 7 8 6 9 9 6
Ss| 11 | 17 | 14 [ 16 | 15 | 2
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17. fejezet - Vegyes feladatok

1. Az alabbi tablazat 16 eleme koziil valasszon ki négyet ugy, hogy a kivalasztott szamok Osszege a lehetd
legnagyobb legyen! Minden sorban és minden oszlopban csak egyet valaszthat és a bal als6 elemet nem
valaszthatja! Mekkora ez az 6sszeg?

Ol 02 03 04
S1 4 6 8 4
S2 5 4 9 6
S3 7 7 7 7
S4 6 6 8 4

2. Egy épitbipari vallalat harom betonkeverd bazist (B) 1étesit négy épitkezés (E) betonnal val6 ellatasara. A
betonkeverdk naponta rendre 6, 5, 2 teherautonyi betont tudnak eldallitani. Az épitkezéseknek rendre 3, 4, 4
teherautonyi betonra van sziikségiik. Az egyes betonkeverd helyek és az egyes épitkezések kozotti
tavolsagokat az alabbi tablazat mutatja. A szallitasi koltség aranyos a tdvolsaggal, az aranyossagi tényez6 7.
A B1 ¢és B3 betonkeverdknek teljes kapacitassal kell dolgozniuk. Az épitkezések betonellatdsdhoz sziikséges
szallitas 6sszkoltségnek mi a minimalis értéke és ez milyen szallitassal valosithatdo meg?

El E2 E3
Bl |12 15 8
B2 6 3 11
B3 |17 12 8

. Adott az alabbi tablazattal egy halozat. Hatarozza meg az 5 pontot a 3 ponttdl elvalaszto minimalis
kapacitasu vagast! Adja meg a vagasbeli ¢leket, a vagas kapacitdsat, valamint irja fel a feladat parjanak
optimalis megoldasat is!

honmman| 1 2 4 4 5 5 6
hova| 4 4 3 6 1 2 3
kapacitas| 12 9 9 9 15 6 15

. Egy épitdipari vallalat harom betonkeverd bazist (B) 1étesit harom épitkezés (E) betonnal valo ellatasara. Az
épitkezéseknek 50-50 teherautonyi betonra van sziikségiik. A betonkever6k naponta 60-60 teherautonyi
betont tudnak eldallitani. Az egyes betonkeverd helyek és az egyes épitkezések kozotti tavolsagokat az alabbi
tablazat mutatja. A szallitasi koltség aranyos a tavolsaggal, az aranyossagi tényezo 2. A B2 nem szallithat az
E2-nek és a Bl-nek teljes kapacitassal kell dolgozni. Az épitkezések betonellatasahoz sziikséges szallitas
0sszkoltségnek mi a legkisebb felso korlatja (mas szoval mi a legnagyobb szallitasi koltség)?

El E2 E3
Bl1|20 20 20
B2 |11 17 11
B3| &8 &8 10

. Egy edz6 a kdvetkezd olimpian a 4x100 m-es vegyesvaltd csapatat akarja dsszeallitani Uigy, hogy a lehetd
legjobb idéeredményt érje el a 4 fOs csapat. Az eldzetes felmérések alapjan a valtoba valé bekeriilésre
kivélasztott 6t usz6 uszasnemenkénti eredményét mp-ben az alabbi tablazat mutatja. Az U2 Usz6 nem jo
startold, igy Ot nem inditja az els6 szamban. Az U5 0szd pedig rossz hajrazd, igy 6t nem inditja az utolsod
szamban. Mi lesz a legjobb csapat, kit nem indit az edz6 és mennyi lesz a varhatd idéeredmény?
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hat mell pill. gyors
Ul | 53 55 54 55
U2 56 56 57 54
U3 | 55 54 53 56
U4 | 51 53 51 52
Us| 54 55 54 56

6. Adott az alabbi tablazattal egy haldzat. Hatdrozza meg az 5 pontot a 3 ponttdl elvalasztd minimalis
kapacitasu vagast! Adja meg a vagasbeli éleket, a vagas kapacitasat, valamint irja fel a feladat parjanak
optimalis megoldasat is!

homman| 1 2 4 4 5 5 6
hova| 4 4 3 6 2 3
kapacitas| 4 3 3 3 5 2 5

[—

7. Egy fuvarozé vallalat harom telephellyel (T) rendelkezik, a telephelyeken rendre 28, 52, 40 szallitbeszkoz
van. A vallalat harom helyrél (H) kap megbizatast, ahova szallitbeszkozeivel el kell mennie. A
megrendelShelyek rendre 40, 32, 48 szallitoeszkozt igényelnek. Az alabbi tablazat mutatja a telephelyek és a
megrendelShelyek kozotti tavolsagot valamilyen tavolsagegységben. Vegye figyelembe, hogy a TI
telephelyrdl nem lehet eljutni a H2 megrendeléhelyre! A megrendeldhelyekre torténd kivonulds kdltségének
mi a legkisebb fels6 korlatja (maximuma), feltételezve, hogy a kiszallasi koltség a tavolsaggal aranyos, az
aranyossagi tényezo értéke 1? Milyen kivonulasi terv tartozik ehhez a koltséghez?

H1 H2 H3
T1 8 7 5
T2 9 10 &
T3 6 9 7

8. Az alabbi tablazat 16 eleme koziil valasszon ki négyet gy, hogy a kivalasztott szamok Osszege a lehetd
legkisebb legyen! Minden sorban és minden oszlopban csak egyet valaszthat és a bal also elemet nem
valaszthatja! Mekkora ez az 6sszeg?

Ol 02 03 04

S1 4 6 & 4
S2 5 4 9 6
S3 7 7 7 7
S4 6 6 & 4

9. Egy fuvaroz6 vallalatnak négy telephelye (T) van, mindegyikben 10 szallitbeszkdz van. A vallalat harom
helyrdl (H) kap megbizatast, ahova szallitoeszkozeivel el kell mennie. A megrendelShelyek mindegyike 12
szallitoeszkdzt igényel. Az alabbi tablazat mutatja a telephelyek és a megrendelShelyek kozotti tavolsagot
valamilyen tavolsagegységben. Hogyan ossza szét a vallalat a szallitoeszkdzeit, ha a legkisebb koltséggel
kivin a megrendelShelyekre kivonulni, feltételezve, hogy a tavolsdggal ardnyos a koltség? Mely
telephelyeken marad szallitdeszkoz és mennyi? Mennyi a kiszallasi koltség, ha az aranyossagi tényezo értéke
2?
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H1 H2 H3
T1 5 8 5
12 5 6 6
T3 3 4 3
T4 6 8 4
10. Adott az alabbi tablazattal egy halozat. Hatdrozza meg az 5 pontot a 3 ponttdl elvalasztd minimalis

kapacitasu vagast! Adja meg a vagasbeli ¢leket, a vagas kapacitdsat, valamint irja fel a feladat parjanak
optimalis megoldasat is!

._.
(]
N
e
N
N

honnan
hova
kapacitas| 4 3 3 3 5 2 5

.
|8
)
—
)
|8

11. Adott az alabbi tablazattal egy halozat. Hatarozza meg az 5 pontbdl a 3 pontba iranyuld 4 egységnyi
folyamot, amelynek koltsége minimalis!

honnan| 1 2 4 4 5 5 6
hova| 4 4 3 6 1 2 3
kapacitas| 4 3 3 3 5 2 5
koltség| 3 2 5 4 1 3 4

12. Adott egy matrix. Valasszon ki 3 elemet ugy, hogy minden sorban és oszlopban legfeljebb egyet

valaszthat és a kivalasztott 3 szam Gsszege minimalis legyen! Az elemet nem valaszthatja!

6 28 4 24
A=|20 6 6 6
6 30 30 26

13. Egyetemiink Gazdasagtudomanyi Karan o6t bizottsagba (B) kell hallgatokat (H) delegalni. Egy
bizottsdgba csak egy hallgatot és egy hallgatdt csak egy bizottsagba. Hat hallgatd van a jeldltek kozott, akik
rangsorolva vannak az egyes bizottsagokba vald bekeriilés szerint. A rangsorolast az alabbi tablazat mutatja.
a) Megoldhato-e a delegalas az els6 és a masodik helyen rangsorolt hallgatokkal?

b) Melyik hallgatokat melyik bizottsagba delegaljuk, ha azt akarjuk, hogy a rangszamok Osszege minél
kisebb legyen? Melyik hallgatot nem delegaljuk?

Hy H» Hz H4 Hs Hg

By 3 2 4 5 1 6
B 2 4 1 3 6 5
B3| 5 1 6 4 2 3
B4| 5 6 3 1 4 2
Bs| 3 2 5 6 1 4
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14, Adott egy matrix. Valasszon ki 3 elemet ugy, hogy minden sorban és oszlopban legfeljebb egyet
valaszthat és a kivalasztott 3 szdm Osszege maximalis legyen! Az elemet nem valaszthatja! A harmadik
oszlopban feltétleniil valasszon elemet!

5 5 5 19
A=127 3 23 5
29 29 25 5
15. Adott az alabbi tablazattal egy haldzat és azon egy megengedett folyam. Hatarozza meg az 5-b6l a 2-be

iranyulé maximalis folyam értékét és a folyam-matrixot! Adja meg a feladat dualjanak optimalis megoldasat!
A megoldasnal haszndlja fel, hogy ismert egy megengedett folyam!

honman| 1 1 3 3 3 4 5 5 6 6
hova| 4 6 1 4 6 2 1 3 2 4
kapacitas| 6 3 6 1 3 14 2 13 2 2
megengedett folvam| 6 0 4 1 3 8 2 8 2 1
16. Adott az alabbi tablazattal egy halézat. Hatarozza meg a 4 pontot a 2 ponttdl elvalasztdé minimalis

kapacitasu vagast! Adja meg a vagasbeli ¢leket, a vagas kapacitasat, valamint irja fel a feladat parjanak
optimalis megoldasat is!

homman| 1 3 4 4 5 5 6
hova
kapacitas| 3 5 2 5 3 3 4

2
—_
(=1
2
L
N

17. Egy varos 3 térségét (T) 3 kenyérgyar (K) latja el kenyérrel. A gyarak fajlagos termelési koltségei 50,
60, 70 Ft/t; mindegyik azonos termelési kapacitassal 30 t/nap rendelkezik. Minden térségnek egyforman 25
t/nap az igénye. A fajlagos szallitasi koltségeket (Ft/t) az alabbi tdblazat mutatja. Hatarozza meg az optimalis
termelési és szallitasi tervet, ha azt akarjuk, hogy az 6sszkoltség (termelési + szallitasi) minimalis legyen és a
K2 nem szallithat a T2-nek! Szamitsa ki a szallitasi és a termelési koltséget is!

T1 T2 T3
Ki1|10 14 12
K2| 6 12 B8
K3i| 6 10 6

18. A G1, G2, G3, G4, G5 gépeken az Al, A2, A3, A4 alkatrésztipusokbol egy Ora alatt az alabbi tablazat
altal adott termékmennyiség (darab) készithetd el. Mindegyik alkatrésztipusbol egy 120 darabot tartalmazo
alkatrészsorozatot kell legyartani. Melyik gépen melyik alkatrészsorozatot gyartsuk (egy gépen egy
alkatrészsorozatot és egy alkatrészsorozatot egy gépen), ha azt akarjuk, hogy a négy alkatrészsorozat
legyartasahoz sziikséges gépidok 0sszege minimalis legyen? Mennyi a minimalis gyartasi 6sszid6? Melyik
gépet nem érdemes igénybe venni?
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Al
A2
A3
A4

19.

R1
R2
R3
R4

20.

Gl G2 G3 G4 G5
2 5 6 4 4
3 4 |12 | 5 3
10 | 10 | 20 | 15 | 12
4 2 6 3 3

Az alabbi tablazat minden oszlopabdl valasszon ki egy szamot, de egy sorbol legfeljebb egyet ugy,
hogy a kivalasztott szamok 0sszege a lehetd legnagyobb legyen! Mekkora ez az 6sszeg?

Cl C2 C3
6 8 5
5 7 4
& 9 7
3 6 2

Ot munkat (M) kell szétosztani négy szakértd (S) kozott. Az aldbbi tablazat mutatja, hogy az egyes
munkakat a szakért6k milyen teljesitménnyel tudjak elvégezni. A szétosztasnal figyelembe veendok:

- egy szakérto csak egy munkat végezhet és egy munkat csak egy szakértd kaphat,

- az M3 munkat az S2 szakértd nem végezheti,

- az M2 munkat feltétlentiil ezek a szakértok végezzEk,

- a szétosztasnak megfeleld teljesitmények dsszege minél nagyobb legyen.

Mennyi a maximalis Osszteljesitmény és melyik munkat végeztessiik mas szakértovel?

S1
S2
S3
S4

21.

T1
T2
T3

22.

Ml M2 M3 M4 M5

4 8

5

3

2

1 6 6 5 4
3 7 4 2 5
2 5 3 2 3

Egy fuvarozo vallalatnak harom helyen van telephelye (T), amelyekben rendre 12, 12, 12
szallitbeszkdz van. A vallalat négy helyrdl (H) kap megbizatast, ahova szallitbeszkdzeivel el kell mennie. A
megrendel6helyek mindegyike tiz szallitbeszkozt igényel. Az alabbi tablazat mutatja a telephelyek és a
megrendelShelyek kozotti tavolsagot valamilyen tavolsagegységben. Mi a kiszallasi koltség legrosszabb
értéke feltételezve, hogy a tavolsaggal aranyos a koltség és a harmadik megrendelést feltétleniil teljesiteni
kell? A vallalat a szallitdeszkézeinek milyen kiosztasa mellett valosulna meg ez a legrosszabb koltség? Az
aranyossagi tényez0 értéke 297

Hl H2 H3 HA4
5 5 3 6
8 7 4 8
5 6 3 4

Az alabbi tablazat minden oszlopabodl valasszon ki egy szamot, de egy sorbol legfeljebb egyet ugy,
hogy a kivalasztott szamok dsszege a lehetd legnagyobb legyen! Mekkora ez az 6sszeg?
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23.

24.

25.

26.

Ol 02 O3
S1 4 7 5
S2 3 6 4
S3 6 8 7
S4 1 5 2

Egy telephelyrdl hat kiilonbozé helyre egy-egy teherautonyi mennyiségli gyorsan romld arut kell
szallitani. A szallitasra hat teherautot jeloltek ki. Az egyes helyekre (H) szallitandé aru rakodasdhoz
sziikséges 1d6t a baloldali tdblazat, mig a szallitdshoz sziikséges id6t a jobboldali tdblazat mutatja teherauto-
tipusonként (T). Melyik teherautot melyik helyre iranyitsuk, ha azt akarjuk, hogy minél gyorsabban célba
érjenek az aruk, feltételezve, hogy egyszerre kezdddik a rakodds minden teherautéondl és amikor egy
teherauton végeznek a rakodassal azonnal indul a teherauto.

Hy H H: Hs H: Hs Hy H, H: Hy H: Hs
Ty 2 3 1 1 2 2 T:| 7 6 3 3 6 6
T2 1 2 3 4 2 1 T2 1 1 7 6 3 2
Tz 1 1 1 1 3 2 T,/ 1 3 2 2 5 3
T,/ 2 1 3 2 3 1 T4/ 3 4 3 3 7 3
Ts| 3 1 1 1 2 2 Ts| 7 5 4 4 8 5
Tg| 3 2 1 1 2 1 Te| 6 5 4 4 4 3

A CHEM Kft. egy bizonyos kémiai terméket négy kiilonb6z6 helyen 1évo tizemében (U) termel, az
iizemek termelése 5-5 teherautonyi mennyiség. A termékeket harom gyar (G) vasarolja meg tovabbi
feldolgozasra, a gyarak igénye 6-6 teherautonyi mennyiség. A tobblettermelést az izemek maguk dolgozzak
fel, kivéve a harmadik lizemet, amelyben karbantartas miatt a feldolgozo részleg nem iizemel, igy ott tarolasi
lehetdség sincs. Az alabbi tablazat az lizemek €s a gyarak kozotti tavolsagokat mutatja. Hogyan elégitené ki a
feldolgozé gyarak igényeit, ha azt akarjuk, hogy a szallitasi &sszkoltség minimalis legyen, feltéve, hogy
egységnyi tavolsag esetén egy teherautonyi fuvar koltsége 1 pénzegység, kivéve az U1-G2 és az U4-G2
viszonylatokat, ahol 1,5 pénzegység? Mennyi a szallitasi koltség? Mely ilizemek milyen mennyiségben
végeznek tovabbfeldolgozast?

G Gy G
Uyl 6 6 6
U, 6 7 7
Us| 4 5 4
Uysl 7 6 5

Adott az alabbi tablazattal egy digraf. Hatarozza meg a 2 pontbol a 3 pontba vezetd azon utat, amely a
legkevesebb élet tartalmazza!

N2
EENES
N | =
B2 | th
| Lh
= | LA
| O
— N

Adott az alabbi tablazattal egy uthalozat egy-egy szakaszanak hossza. A 5 pontbdl a 4 pontba akarunk 5
teherautonyi arut szallitani. Melyik tton érdemes lebonyolitani a szallitast €s mennyi a szallitds 6sszkoltsége,
ha a széllitasi koltség aranyos a tavolsaggal, az aranyossagi tényezo értéke 2?
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homman|l1 1 2 3 3 5 5 6 6 6
hova|2 4 4 5 6 1 2 1 3 4
tavolsag|3 6 1 5 2 3 4 3 2 1

27. Az alabbi tablazat mutatja, hogy az egyes munkasok (M) az egyes gépeken (G) dolgozva egy ora alatt
hany terméket tudnak eldallitani. Hatarozza meg a kdlcsonosen egyértelmii munkas-gép hozzarendelést ugy,
hogy a lehetd legtobb termék legyen eldallitva egy ora alatt és adja meg az eléallitott termékek szamat! (A
tablazatbeli "-" jel azt jelenti, hogy az illetd munkas nem dolgozhat az illetd gépen)

Gl G2 G3 G4 G5

Ml| 5 2 - 7T 4
M2 2 3 3 6 1
M3| 6 o6 7 5 -
M4 1T 3 2 7 1
M5| 3 1 2 6 3
28. Eurdpa hat févarosat tekintve, bizonyos varosok kozott van csak kozvetlen 1égi dsszekdttetés, amelyet

az alabbi tablazat tartalmaz. Mely varosokat érintve, milyen jaratokat kell igénybe venni, ha a legkevesebb
atszallassal akarunk 1égi uton eljutni a 4 jeldi varosbol a 2 jelii varosba?

honnan| 1 1 2 4 4 5 5 5 6 6
hoval| 2 5 3 1 6 2 3 6 1 3

29. Négy raktarbol (R1, R2, R3, R4) rendre 4, 2, 3, 3 mennyiségii arut kell elszallitani négy feldolgozo
helyre (F1, F2, F3, F4), amelyeknek rendre 5, 3, 2, 2 mennyiségli drura van sziiksége. Adja meg, az egyes
raktarakbol melyik feldolgozohelyre mennyi arut szallitsanak ugy, hogy a legrovidebb id6 alatt befejez6djon
a szallitas, feltéve, hogy minden utvonalon egyidében kezdddik! Az egyes viszonylatokban a szallitasi idoket
az alabbi tablazat tartalmazza:

F1 F2 F3 F4

R1 5 3 4 2
R2 3 1 5 4
R3 3 4 2 1
R4 5 3 3 2
30. Adott az alabbi tablazattal egy haldzat. Hatarozza meg a 3 pontbol a 2 pontba vezetd legrovidebb utat
és az Ut hosszat!
honnan|1 1 3 4 5 5 6 6 6
hova|2 4 1 4 2 3 6 1 3 4
tavolsag|l6 3 3 4 1 5 2 3 2 1
31. Az alabbi tdblazat mutatja, hogy az egyes munkasok (M) az egyes gépeken (G) dolgozva egy oOra alatt

hany terméket tudnak eldallitani. Hatarozza meg a kdlcsdndsen egyértelmi munkas-gép hozzarendelést tigy,
hogy a lehet6 legtobb termék legyen eldallitva egy ora alatt és adja meg az eléallitott termékek szamat! (A
tablazatbeli "-" jel azt jelenti, hogy az illetd munkas nem dolgozhat az illetd gépen)
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32.

33.

34.

35.

36.

M1
M2
M3
M4
M5
M6

Gl G2 G3 G4 G5 Go
7 8 6 5 6 7
7 - 4 6 & 5
&g & 7 5 T 7
6 6 5 5 7 6
7 5 6 4 6 -
- 5 6 4 6 6

Adott az alabbi tablazattal egy halézat. Hatarozza meg a 2 pontot a 4 ponttdl elvalasztdé minimalis
kapacitasu vagast! Adja meg a vagasbeli éleket, a vagas kapacitasat, valamint irja fel a feladat parjanak
optimalis megoldasat is!

homman| 1 2 2 3 3
hova 5 5 6
kapacitas| 7 8 5 T 4

[N
[a—
[a—

Egy lizemben négy alkatrészbdl allo terméket gyartanak. Az egyes alkatrészeket (Al, A2, A3, A4)
négy gépen (G1, G2, G3, G4) lehet eldallitani. Ismert, hogy az egyes alkatrészek megmunkalasa az egyes
gépeken mennyi idot igényel. Melyik alkatrészt melyik gépen gyartsdk (egy gépen egy fajta alkatrészt, ill.
egy alkatrészt egy gépen készitenek), hogy egy termék eldallitasdhoz sziikséges gépidok dsszege minimalis
legyen? Mennyi ez a minimalis id6?

Al A2 A3 A4
Gl| 60 24 20 30
G2 10 10 30 24
G3| 12 12 8 6
G4| 40 60 30 20

Hét munkasnak (M) hét alkatrészt (A) kell elkészitenie. Az egyes munkasok a kovetkezd alkatrészek
elkészitéséhez értenek: M1 — Az, As » Mo — Ao, Az Ay As. Ay ;. My — As 0 My — Ay, Ay Ag
My — Az, As; Mg — Ay, Az; My — Az, As. Dontse el, hogy minden munkds megbizhaté-e egy olyan
alkatrész elkészitésével, amelyikhez ért, feltéve, hogy egy alkatrészt csak egy munkas készithet el! Ha ez a
megbizas nem lehetséges, akkor ezt indokolja meg és adjon meg egy legtobb munkast foglalkoztatd

hozzarendelést is!

Egy megye harom korzetét (K) harom husiizem (H) latja el tokehussal. Az {izemek napi termelési
kapacitasa rendre 20, 30, 40 tonna, mig a korzetek napi igénye rendre 40, 20, 10 tonna tékehus. Ismertek a
fajlagos szallitasi koltségek az egyes viszonylatokban, amely értékeket az alabbi tablazat tartalmazza.
Hatarozza meg az optimalis termelési €s szallitasi tervet, ha az egyes korzetek ellatasat minimalis szallitasi
0sszkoltséggel akarjuk megoldani! Melyik husiizem kapacitasa nincs kihasznalva?

K1 K2 K3
H |5 8 2
H2 | 24 23 21
H3 |16 20 13

Adott az alabbi tablazattal egy uthaldzat és az egyes utakon torténd szallitas koltsége. Milyen ttvonalon
lehet a legkisebb koltséggel szallitani az 1 pontbdl a 3 pontba és mennyi a szallitasi koltség?
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honnan

4

4

5

hova

2

5

3

1

6

2

3

6

1

2

koltség

S

3

2

5

6

3

7

4

4

2

37. Egy tevékenység sorozat esetében az egyes tevékenységek a kezdd és a befejezd eseményiik
sorszamaval, valamint a tevékenységi idejiikkel az alabbi tdblazattal adottak. Hatdrozza meg a kritikus utat,
az atfutasi idot, valamint a (3,4) tevékenység legkorabbi kezdési és befejezési idejét, legkésobbi kezdési és
befejezési idejét!

1 1 1 2 2 2 3 3 4 5

23 4 3 5 6 4 5 6 6

34 6 5 0 5 2 4 2 4

kezd6 esemény

befejezd esemény

tevekenysegi 1do

38. Egy lizemben négyféle gépet (G1, G2, G3, G4) négy miihelyben (M1, M2, M3, M4) gyartanak. Az M1-
ben a G1-et, M2-ben a G2-t, M3-ban a G3-t, M4-ben a G4-et. A legyartott gépek raktarozasa az R1, R2, R3,
R4 raktarakban torténik. Homogén raktarakat kell kialakitani, azaz az egyes raktarakban csak egyféle gépet
lehet tarolni. Adottak az egyes mithelyek és raktarak kozotti tavolsagok. Hol torténjen az egyes gépfajtak
tarolasa, hogy a raktarba vald szallitdsi utvonal Gsszhosszusaga a legkisebb legyen? Mennyi a keresett
0sszhosszuisag?

Rl R2 R3 R4

Ml| 4 6 3 4

M2| 9 6 4 3

M3| 6 1 6 6

M4| 9 1 7 7
39. Az alabbiakban adott az A € R'™ matrix és a b€ R, ¢ € R? vektorok. Hatirozza meg azt az

X € R matrixot, amelynek sorosszegei rendre a b vektor elemei, oszloposszegei pedig rendre a « vektor
elemei. Tovabba olyan legyen az X matrix, hogy az X matrix elemeinek az A matrix ugyanolyan pozicidoban
1év6 elemeivel vett sulyozott szamtani atlaga

a) minimalis legyen,

b) maximalis legyen!

o) 8] e
5 2
A=1474 =1 90 c=| 8
" 12
o 6 9 12
40. Az alabbiakban adott az A € R*** matrix. Hatirozza meg azt az X € R*** matrixot, amelynek elemei

zij =0 vagy Fij = 2, valamint minden sordban és oszlopaban pontosan egy darab *ii értéke 5. Tovabba
olyan legyen az X matrix, hogy az X matrix és az A matrix ugyanolyan pozicidban 1év0 elemei szorzatanak

a) 0sszege minimalis legyen,

b) 6sszege maximalis legyen,
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¢) maximalis értéke minimalis legyen!

30 12 10 15
5 5 15 12
A=14% 6 1 3
8 12 6 4

41.

5114 18 (16| 14| 10
412 12| 2 | 18
3130 14| 4 |20
2(10120(12 10| 8
164 |14]16 |20

a c d e

Tekintsiik az alabbi 6t sorbol és 6t vonalbdl allo sakktablarészletet, amelynek mezdiben szamok
vannak. Adott 6t vilagos és négy sotét bastya. Tegyiik a sotét bastyakat a tabla al.el. ad, ed mezdire.

a. Helyezziik el a fennmarado mezokre a vilagos bastyakat ugy, hogy egymast ne tamadjak és a felhasznalt
mezOkon 1évé szamok 6sszege minél kisebb legyen! (Két bastya akkor tAmadja egymast, ha egy sorban
vagy egy vonalban vannak.)

b. Hany szazalékkal csokken a minimum érték, ha a vilagos bastyakbol csak harom van, de azok a sotét
bastyakat sem tamadhatjak.

42. Tekintsiik az alabbi 6t sorbdl és hét vonalbdl alld sakktablarészletet, amelynek mezdiben szamok
vannak. Helyezziink el 6t darab gyalogot a mezdkre igy, hogy minden vonalban és minden sorban legfeljebb
egy gyalog lehet és a felhasznalt mez6kon 1évé szamok Osszege minimalis legyen! Vegye figyelembe a
gyalogelhelyezésnél, hogy a b vonalra mindenképpen keriilion gyalog és az a4.c2 mezdkon nem tehet
gyalog! Végezze el a gyalogelhelyezést tigy is, hogy a felhasznalt mezokon 1év6 szamok Osszege maximalis!

514 |8 |10]12| 8 12
4 (1711 (11| 7 |11 10
31181 2 |12 6 |28 |14 16
216 | 8 |10 18 9 5
1117|1311 6| 8

a | b|lc|dl]el| f]|eg
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