Adatstruktarak és algoritmusok gyakorlat
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Bevezetés

2020 marcius 23-t6l kezdddGen a koronavirus miatt Egyetemiinkon tavoktatas keretében
folyik az oktaté munka. Ez az oktatasi segédanyag az Onok felkésziilésében kivan segitséget
nyujtani.

A segédanyagot folyamatosan szerkesztem, illetve javitom, heti rendszerességgel toltom fel
a honlapomra.

A feltoltott segédanyag erésen tamaszkodik a Hazy Attila, Nagy Ferenc Adatstruktarak
és algoritmusok cimi jegyzetre, ami baki szamara hozzaférhets, illetve a sajat oldalamra is
felraktam. Hazy tanar tr honlapjéan is érdemes kortilnézni. Mindenkinek a figyelmébe ajanlom
a "Cormen-féle" Uj algoritmusok cimid kényvet is.

Minden hallgatémnak sikeres felkésziilést kivanok. Vigyéazzanak magukra illetve egymaésra.

Glavosits Tamés
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0.1. Lebeg6pontos szamabrazolas

A félév soran minden gyakorlaton atporgetjiik az elméleti fogalmakat. Ez jol fog jonni a szi-
gorlaton, viszont ha a késGbbiekben a szakméjukbol fognak élni, akkor is hasznos lesz.

Ezek a definiciok nem szigori értelemben vett matematikai definiciék, hanem hétkoznapi
fogalmakkal koriilirjuk, hogy mire gondolunk. Jobb megtanulni a definiciokat, mint [Q-hol
rogtonozni, ez utébbi nem mindig célravezetd. A definiciok a Nagy Ferenc és Hazy Attila
Adtstruktirak és algoritmusok cimii konyvbdél szarmaznak és elég jol! meg vannak fogalmazva.
A definiciokat nem kell szorol széra bemagolni (bar ajanlott), méasképpen megfogalmazott, de
a lényeget lefedd definicidkat is elfogadunk.

A feladatok megoldésa soran, fontos, hogy 1épésrél 1épésre definicio szerint szamoljunk, ne
kapkodjunk és ne akarjuk elére kitalalni az eredményt. A alsé és fels6 egészrész fliggvények
esetén az sem art, ha szdmegyenesen dbrézoljuk a szamokat, vagy legaldbbis elképzeljiik Gket a
szamegyenesen és atgondoljuk, hogy melyek a szam bal és jobb oldali egész szomszédai.

Also egészrész fiiggvény: || R —>7Z
|| :=max{z€Z | z<z} (x € R),

tehdat az alsé egészrész fiiggvény minden valos szamhoz hozzarendeli a szamnél kisebb vagy
egyenld egészek koziil a legnagyobbat.

Feladat Hatdrozza meg a |7.13] és az | —7.13] értékét.
Mo.:
17.13] =7,

|—7.13] = -8.
Fels6 egészreész fiiggvény: [-| R — Z
[z] =max{z€Z | v <z} (x € R),

tehdt a felsGegészrész fiiggvény minden valos szamhoz hozzéarendeli a szamnal nagyobb vagy
egyenld egészek koziil a legkisebbet.

Feladat Hatdrozza meg a [7.13] és [—7.13] értékét.

Mo.:
[7.13] =8,

[~7.13] = 7.

Kerekitsfiiggvény: round : R — 7Z

round(x) := [z + 0.5] (x € R).



Feladat Hatdrozza meg a round(7.13), round(7.56), round(—7.13), round(—7.56) értékét.
Mo.:

round(7.13) = |7.63] = 7,

round(7.56) = |8.06] = 8,
round(—7.13) = |—6.63] = —7,
round(—7.56) = |—7.06] = —8.

Lathat6, hogy a round fiiggvény nem pdratlan, ugyanis round(0.5) = [1| = 1, azonban
round(—0.5) = |0] = 0, igy round(—0.5) # —round(0.5).

Tortrészfiiggvény: {-}:R — [0, 1]
{z} =2 — |x] (r € R)

Feladat Hatdrozza meg az {7.13}, {—7.13} értékeket.
Mo.:
(713} = 7.13 — |7.13] = 7.13 — 7 = 0.13,

(—7.13} = —7.13 — | ~7.13] = —7.13 — (—8) = 0.87.
A div fiiggvény div:R x (R\ {0}) = Z

div(a,b) == a div b := L%J (@ €R,beR\ {0}).

Feladat Hatdrozza meg a 13 div 5, (—13) div 5, 13 div (=5), (—13) div (—5), értékét.
Mo.:

13 div 5 = ?J —|2.6] =2,
(—13) div 5 = —%?’J 26 = -3
13 div (=5) = i—?;J —|-26] = -3,
(—13) div (=5) = —__—153J =12.6] =2.
A mod fiiggvény mod(-,-) :Rx R —R
a, ha b =0,
mod(a,b) := a mod b := { b L%J  hab£0.

Feladat Szamoljuk, ki a 13 mod 5, (—13) mod 5, 13 mod 5, (—13) mod (—5) értékeket.
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13mod5=13-5- L;J =13-5-2=3,

(=13) mod 5 = —13 —5 - L—gJ = —13-5-(-3) =2,
13 mod (—5) = 13 — (=5) - L—BJ — 13— (=5) - (=3) = -2,
(—13) mod(—5) = —13 — (—5) - L J

A maradékos osztas tétele (Euklidész)
Ha a, b € R, b # 0, akkor egyértelmiien léteznek olyan q, r € 7Z szamok, amelyekkel

a=qgb+r, ahol  a <r < |b

Bizonyitas ¢ = adivb, r = a mod b megfelelGek.
Elnevezések: az a szamot osztandénak, a b szamot oszténak, a q szamot hanyadosnak,
az r szamot maradéknak nevezziik.

A maradékos osztast a Szamelméleti algoritmusok cimi gyakorlaton fogjuk alkalmazni az
Euklideszi algoritmus soran. Az Euklideszi algoritmus egy olyan algoritmus, amely maradékos
osztasok segitségével hatarozza meg két pozitiv egész szam legnagyobb kozos osztojat.

0.1.1. Az a € R szAm felirasa a b € Z, alapa szadmrendszerben

A 10-s szamrendszert mar kisiskolas korunk ota hasznaljuk. Ennek a szamrendszernek az a
lényege, hogy mindig 10 egységet sorolunk egy nagyobb egységbe, illetve az egynél kisebb
szamok esetén az egységet mindig 10 egyenls részre bontjuk. A szamok leirdsahoz sziikségiink
van 10 szamjegyre, melyek a kovetkezdk:

0, 1, 2, 3, 4, 5 6, 7, 8 9

Igy barmely szam (példaul a 113.625(10)) jegyeinek a 10-es szamrendszerben van alaki és helyi
értékiik. A helyi értékek a 10 megfelels egész kitevss hatvanyai.

Alapnak nemcsak a 10-t valaszthatjuk, hanem barmely méas 1-nél nagyobb pozitiv egészet.
(a 10 feltehetSleg az ujjak szama miatt alakult ki). Az alapszamot a tovabbiakban b-vel
jeloljiik. Szamjegyek: 0,1,...,b—1. Ha a szamrendszer alapszdma kisebb 10-nél, akkor hasz-
nalhatjuk a szokasos arab szamjegyeket, ha azonban az alapszam nagyobb 10-nél, példaul 16-os
szamrendszert hasznalunk, akkor tovabbi jegyekre van sziikségiink. A 16-os szamrendszerben a

0, 1, 2. 3, 4 5 6 7. 8 9 A B, C, D E, F

jegyeket hasznaljuk. Szamunkra legfontosabb a 2-es és a 16-os szamrendszer.



Egy tetszéleges a pozitiv valds szam rogzitett b alapszam esetén egyértelmien irhato fel
a:Cn...C().dldg...(b) icnbn—|—"'—|—Cob0—|—d1b71—|—d2b72+....

A feliras egyértelmtiségéhez sziikséges, hogy nem engedjiik meg, hogy valahonnan kezdve
csupa (b — 1) jegyek alljanak. Példaul a 10-es azdmrendszerben nem &llhatnak valahonnan
kezdve csupa 9-esek, a 2-es szamrendszerben nem &llhatnak valahonnan kezdve csupa 1-esek,
illetve a 16-os szamrendszerben nem allhatnak valahonnan kezdve csupa F' jegyek. Ennek oka,
hogy példaul a 10-es szamrendszerben, a mértani sor dsszegképlete alapjan kapjuk, hogy

9 </1\" 9 1
0.99999 ..o = —- S [—=) = 2. _q
RT) ; (10) 01—+

A kozépiskolaban tanultuk, hogy egy szam pontosan akkor racionalis, ha tizedestort alakja
véges, vagy végtelen szakaszos. Ez a karakterizécié nem csak a tizes, hanem tetsz6leges alapt
szamrendszerben érvényes marad.

Racionalis szamok karakterizacidéja FEgy r € R szam pontosan akkor racionalis, ha tetszo-
leges b alapti szamrendszerben véges, vagy vételen szakaszos b-adikus tort.

Tehat egy tetszbleges racionélis szam b alapt szamrendszereben a b alapszamtol fiiggéen
vagy véges, vagy végtelen szakaszos b-adikus tort.

Véges b-adikus raciondlis szamok karakterizacioja Legyen ¢ = = € Q, aholr € Z, s €
Z, éslnko(r,s) =1, azaz az = egy redukalt tort. A q szdm pontosan akkor véges b-adikus tort,
ha s =1, vagy s primtényezds eldallitasaban csak olyan primek szerepelnek, amelyek a b szam
primtényezds eldallitasaban is szerepelnek.

Példa Koénnyii latni, hogy az % a tizes szamrendszerben illetve a kettes szamrendszerben véges,
de a harmas szamrendszerben végtelen szakaszos tort.

1

- =0.5

2 (10)>»

L_ 0.1

9 = V1@

1 .

5 =01l = 0.1 -

Az utols6 egyenléség konnyen kijén a mértani sor Gsszegképlete alapjan:

00 k 00 k
. N Iy 1 13
'@ Z<3> 3Zk:0 (3) 37 1-1 32 2

1
k=1 3

Most megadjuk azokat az algoritmusokat, amelyek segitségével egy pozitiv valos szamot fel
lehet irni tetszéleges b alapil szamrendszerben.
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Egy pozitiv egész szamot gy irunk fel a b alapi szamrendszerben, hogy maradékos osztésok
sorozatat végezziik. Az oszté a b szdm. A maradékot a szam mellé, a hédnyadost a szam aléa
irjuk. Mindaddig ismételjiik az eljarast, amig a hanyados nem vélik nullava. A maradékok
sorozata adja a szam jegyeit, a kiolvasas lentrdl felfelé torténik.

Egy 0 és 1 kozé es6 szamot ugy irunk fel a b alapi szamrendszerben, hogy szorozzuk b-vel.
A szorzat egész részét a szam mellé, a tortrészét a szam ala irjuk. Az eljarast addig ismételjiik,
amig a tortrész nem valik nullava. Akkor is leallunk, ha a tortrészek ciklikus ismétldését
tapasztaljuk. Az egészrészek adjak a szamjegyeket, a kiolvaséas fentrdl lefelé torténik.

Irjuk fel az %—ot kettes alapti szamrendszerben.

[=l=]=1=

. |w|>—t |w|w |w|>—t |w|w |w|>—t

Lathaté, hogy szakaszos diadikus tértet kapunk, a szakasz hossza 2. Ezt kétféle modon tudjuk
jelélni, vagy a szakasz elsé és utolsé jegye [6lé pontot tesziink, vagy a szakaszt feliilvonassal
jeléljiik. Tehat

1 _

= =0.01(9).

3 2)

A kapott eredmény kénnyen ellenérizhetd a mértani sor dsszegképlete alapjan.

%) k o8] k
_ 1 1 1 1 1 1

1
1 .
k=1 4

Wl =

Feladat Irjuk fel a 113-at, a 2-es, a 3-as, a 4-es, a 8-as és 16-os szamrendszerben. A megoldés
kulcsa, hogy a 113-at fel kell irni a kettes szamrendszerbe, majd mivel a 2> = 4, 23 = 8,
2* = 16, igy a kettes szamrendszerbeli jegyeket kettesével, harmasaval négyesével csoportositva
megkapjuk a 113 jegyeit a 4, 8, 16 alapi szamrendszerben.

Kettes szamrendszerben: (b= 2)

113 | 1
56 | 0
28 10
14 10
7 11
3 |1
1 |1
0
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Igy kapjuk, hogy 113 = 1110001 2).
Héarmas szamrendszerben: (b= 3)

113 | 2
37 |1
12 10
4 |1
1 |1
0

Tehat: 113 = 1101 3).

A négyes szémrendszerben: (b=4) 113 = 1|11]00]|01(2) = 13014).

A nyolcas szamrendszerben: (b=8) 113 = 1|110[{001 ) = 161s).

A tizenhatos szamrendszerben : (b = 16) 113 = 11100012y = T1l@g). FEredményeinket
foglaljuk Ossze egy tablazatban:

2 || 1110001
3 11012
4 1301
8 161
10 113
16 71

A kapott tablazat jol illusztralja a az alabbi tételt, amely megmondja, hogy egy pozitiv egész
szamnak hany jegye van egy b alapi szdmrendszerben. Nyilvan minél nagyobb az alapszam,
annal rovidebb lesz a szam.

Tétel Egy a € Z., szam szamjegyeinek szama egy b alapa szamrendszerben |log,(a)]| + 1.

Példa |log,(113)| +1=7

Feladat Irjuk fel 2-es szamrendszerben a 0.625-Gt.

0.625 | 1
025 |0
05 |1
0

0.625(10) = 0.101 ).

Lebegdpontos szamabrazolas Az IEEE 754 (1985) (Ejtsd: "4aj tripl i") szabvéanyt ismer-
tetjiik, amely elbirja a szamok lebegépontos dbrazolasanak médjat. Az IEEE egy betitisz6, ami
az (Institute of Electrical and Electronics Engineers) szavak kezddbettiibdl all.

Négytéle lebegépontos szamformatum létezik, az egyszeres, a dupla, a kiterjesztett
és a négyszeres pontossagii. Ezek egymastél csak a komponenseinek bitszamaiban térnek el,
ugyantigy miikodnek, ezért csak az egyszeres pontossagi szamabrazolast ismertetjiik.
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Egyszeres pontossag esetén a szamot 32 biten (= 4 byte) abrazoljuk. A lebegépontos szam-
dbrézolashoz elGszor fel kell irni a szdmot 2-es szamrendszerben. Ha x € R (x # 0) a szdm,
akkor

r = :l:l.f(g) - 2.
Ezt az alakot normalt alaknak hivjuk.

s: 1 bit elGjelbit. Ha a szam pozitiv, akkor s=0, ha negativ, akkor s=1. (Kés6bb latni
fogjuk, hogy a 0 lehet pozitiv is és negativ is.)

Ezt kovetden kiszamoljuk az eltolt kitevét, ami k = e+ b karakterisztika, ahol k az eltolt
kitevé (kettes szamrendszerben), e a valés kitevd, valamint b = 127. Amennyiben az eltolt
kitevé nyolcnal kevesebb jegybél all, akkor az eltolt kitevd elé annyi nullat irunk, hogy dsszesen
nyolc bitet kapjunk. Tehat eddig 9 bitet hasznaltunk el a rendelkezéstiinkre all6 32-bél.

[ mantissza, ami a maradék 23 biten van tarolva. Mivel az x szam nem lehet 0, normalt
alakban a diadikus pont el6tt mindig all egy egyes, igy ezt az 1-est nem taroljuk, kidobjuk a
kukéba. Erre az atirds és a visszairds soran egyvarant oda kell figyelni. Az f bitjeit (a 32 db. bit
kéziil a tizediktdl kezdve) beirjuk a megfelelé helyre, ha f kevesebb bitbdl ll, mint 23, akkor a
hianyzo biteket nulldkkal potoljuk. A kapott bitsorozatot egy hexadecimaélis szammaé alakitjuk.
Ez a hexadecimalis szam a x szam egyszeres pontossagi lebegépontos alakja.

Erdemes atgondolni, hogy a misztikus 127 mibél jén ki, de elGtte jojjon egy kis jaték csupa
l-esekbdl all6 diadikus szamokkal.

2l —1=2-1= 1),
2 —1=4—-1=3=1lp),
22 —1=8-1=7=111),

2" —1=11...1(9), n darab egyes a kettes szamrendszerben.
Mivel az eltolt kitevé 8 biten tarolodik, igy
2; =1 =127 =11...1(9) n darab egyes a kettes szamrendszerben,

ami 7 darab egyes a kettes szamrendszerben. A valos kitevs lehet pozitiv is, negativ is, s6t még
0 is, de hozzaadva 127-et, bele tudjuk tolni a pozitiv tartomanyba.

Ha n jegyen tarolnank az eltolt kitevét, akkor 2" ' — 1-et kellene hozzdadnunk a valos
kitev6hoz, hogy megkapjuk belble az eltolt kitevét.

Az eltolt kitevd legkisebb értéke az 1, a legnagyobb értéke 11...10(9) = 28 — 2. tehat

1 < k= eltolt kitevé = e+ 127 < 2% — 2,
amibdl kapjuk, hogy
—126 < e = valés kitevd < 127,
gy
1.000 .. .(¢2) - 27120 ~ 1.1574 - 10 % < | lebegbpontos szam szam | <

22;; 1> 9127 _ (2 . 2—23) . 9127

<111, 12" = (

~ 3.4028 - 10%®,



13
Nézziik meg, hogy hogyan kezeli a szabvany a feliilcsordulést.

e Ha az eltolt kitevé 8 db egyes, a mantissza 23 db 0, akkor az elGjelbittdl fiiggéen +oo-t
vagy —oo-t kapunk. Ezekkel az értékekkel bizonyos bizonyos aritmetikai miiveleteket még
el tudunk végezni.

e Ha az eltolt kitevd 8 db egyes de a mantissza nem csak nullakbol all, akkor nem szamot
kapunk (NaN).

Ha a legkisebb (pozitiv) lebegépontos szambél levonunk 2 '9-et, akkor megkapjuk a legna-
gyobb olyan pozitiv szamot, amely olyan kicsi, hogy lebegépontosan mar nem abrazolhato.
Ezek az tigynevezett denormalt szamok. Ezeket tigy abrazoljuk, hogy az elGjelkitevd lehet
0, vagy 1; az eltolt kitevé csupa 0, (ami azonban az 1 eltolt kitevének felel meg, most azonban
a —126 valos kitevét jeloli), a mantissza (f), azaz a diadikus pont utéani rész egy tetszéleges 23
bitbdl 4ll6 bitsorozat, amely azonban nem lehet csupa 0. Igy

2719 %~ 1.4012...10* < | denormalt szam | <
<(1—272). 27~ 11754 - 107 %,

A 2719.n¢] kisebb abszolutértékii szamokat mér nem tudjuk megkiilonbéztetni a 0-tol.
Ezeknek a szamoknak az abrazolésa: elGjelbit és utdna csupa 0. Tehat van +0 és —0. Ugy
tudjuk a 0-t megkiilonboztetni a denormalt szamoktél, hogy a denormalt szamok mantissza
része nem lehet csupa 0.

A fentieket Gsszefoglaljuk egy tablazatban:

elgjelbit (s) | eltolt kitevé (k) | mantissza (f)
1 bit 8 bit 23 bit
NaN nem szam 0/1 11111111 #0...0
+végtelen 0/1 11111111 0...0
lebegépontos 0/1 00000001 és barmi
szam 11111110 kozott
denormélt 0/1 00000000 #0...0
Szam
nulla 0/1 00000000 0...0

Most megfogalmazunk néhany magéatoél értetédd szabalyt. Jeloljon x egy pozitiv lebegépon-
tos szamot. Ekkor

+oo + x = Fo0,
+oo -z = o0, +oo - (—x) = Foo,
+oo/x = £o0, +oo/(—x) = Foo,

/(£00) = %0, (—z)/(400) = F0,
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A 0/0, (+00) — (+00) sth. NaN-t eredményez. J5jjon még egy osszefoglalé tablazat.

s| k| £ |>

short real (egyszeres) 118 ] 23| 32
long real (dupla) 111 52 | 64
temporary real (kiterjesztett) || 1 | 15 | 64 | 80
quad real (négyszeres) 115] 112 | 128

Feladat Abréazoljuk a 113.625-6t levegdpontosan egyszeres pontossaggal (4 byte—32 bit).
Mo:.

1. lépés: Atiras 2-es szamrendszerbe.

113.625 = 1110001, 101 5

2. lépés: Atirds normalt alakra.

1110001.101 () = 1.110/0011]01y) - 2°

3. lépés: Az eltolt kitevd kiszamitasa. A valos kitevs: e = 6, az eltolt kitevs: k = e+ b =
6 + 127 = 133 = 100{0010|1(g).

4. lépés: Elhelyezés a megftelelé helyre
4 2 ‘ E

3 4 0 0 0
0100 | 0010

1110‘0011 0100 | 0000 | 0000 | 0000

5. lépés: visszatérés a hexadecimalis szimmal. A lebegépontos alak: 42FE34000.

A kovetkezé tablazat segit az inverz feladat megoldasaban.

0 | 0000 | 4 | 0100 || 8 | 1000 || C' | 1100
1]0001 501011 9 |1001 | D | 1101
210010 || 6 | 0110 || A | 1010 || £ | 1110
310011 || 7| 0111 | B | 1011 || F | 1111

Inverz feladat Melyik szam lebegépontos alakja a C28C0000.

C 2 8 C 0 0 0 0
1100 | 0010 | 1000 | 1100 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000
s =1, igy a szam negativ.

7 2)  0)
k=10000 10 12=2"+ 2%+ 1 =133 az eltolt kitevs
k=k—127 =133 — 127 = 6 a valos kitevd

6 2
A normalt alak: —1.00011() - 26 = — 1000 11 0= —(26 422 +2') = —(64 + 4+ 2) = =70



Feladat Abrazoljuk lebegépontosan a 117.875-6t.

1.
117

58
29
14

—_ == O = O =

O = W

117 = 1110101 )

2.
0875 | 1

0.75 |1
05 |1

0.875 = 0.1119)
117.875 = 1110101.111 = 1.1101011]11 - 25
valos kitevs: e = 6
eltolt kitevs: k = e + 127 = 64 127 = 5 + 128 = 100({0010|1 )

0100 | 0010 | 1110 | 1011 | 1100 | 0000 | 0000 | 0000
4 2 E B c 0 0 0

Feladat Abrazoljuk lebegépontosan a 0.1-et.

0.1
0.2
0.4
0.8
0.6
0.2

=0 O O

0.1= 0.00011(2) = 1.1001(2) .24
valos kitevs: e = —4
eltolt kitevs: k =¢e+ 127 = —4 + 127 = 123 = 11|1101|1(2)

123 | 1
61 |1
30 |0
15 |1
7 11
3 |1
1 |1
0




0011 | 1101 | 1100 | 1100 | 1100 | 1100 | 1100 | 1100
3 D C C C C C C

Feladat Abréazoljuk lebegépontosan a 0.2-6t.
0.2 =2-0.1, igy csak a kitevd valtozik, 1-el né.

0011 | 1101 | 0100 | 1100 | 1100 | 1100 | 1100 | 1100
3 E 4 C C C C C
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0.2. Algoritmus, pszeudokéd, novekedési rendek, ordé szim-
bolika

Absztrakt adat valamilyen halmaznak az eleme

Absztrakt adattipus egy leirds, amely megadja az absztrakt adatok halmazat és a rajtuk
elvégezhet6 miiveleteket, nem térédve azok konkrét (gépi) realizélasaval.

A kovetkez6 két fogalom azért fontos, mert szerepelnek a tantéargy nevében, és rém rossz
lenne fél évig olyannal foglalkozni, amirél nem tudjuk, hogy mi.

Adatstruktiara Adatstruktiiranak nevezziik az absztrakt adattipus konkrét megjelenési for-
majat.

Algoritmus egy meghatarozott szamitasi eljaras a szamitasi probléma megoldasi eszkoze.
Pszeudokoéd Az algoritmus lejegyzésének egy médja.

A leirtakbol kitiinik, hogy a félév soran algoritmusokat fogunk ismertetni pszeudokodjuk
segitségével. Az altalunk hasznalt pszeudokodd tokéletesen megfelel a célnak és néhany kisebb
eltéréstdl eltekintve hasonlit més egyetemeken hasznalt pszeudokdédokhoz.

Intellektualis kihivds megismerkedni a kiilonféle problémékra adott kiilonféle algoritmusok-
kal. Van kozottiik néhany, amire (kis nagyképtiséggel) azt is mondhatnank, hogy ezt akar mi is
kitalalhattuk volna, a tébbségiik azonban kicsit sem egyszeri, azonban zseniélis. Ugyanannak a
probléménak a megoldasara tébbféle modszer is adhato, tehat nincs univerzélisan j6 megoldés
(ahogyan univerzalisan j6 kocsi sincs...). Tanulméanyaink abba is bepillantast engednek, hogy
milyen szituacioban melyik modszert kell alkalmazni.

A pszeudokoddal adott algoritmust kis méretii inputokra kézzel futtatni jellemprobalo és
1élekols feladat. De talan ez az egyediili modja annak, hogy egy adott algoritmus miikodé-
sét megértsiik. Oktatoi oldalrol igy tudjuk mérni, hogy egy adott hallgaté valoban érti-e az
algoritmus miikodését, vagy csak érteni véli.

Egy pszeudokoddal helyesen leirt algoritmus csuklobol valé kodolasa altalunk ismert prog-
ramnyelven szintén fontos készség, azonban ez utébbihoz nem sziikséges ismerni az algoritmus
miikodését és ugy gondoljuk, hogy ennek a készségnek a fejlesztése, beleértve a felvet6ds szam-
talan technikai részletkérdés helyes megoldasat nem ennek a targynak a feladata.

WHILE DO ciklus egy eldlteszteld ciklus, a ciklusblokk akkor lesz elvégezve, ha a feltétel
igaz, és hamisnal 1ép ki a ciklusbol.

REPEAT UNTIL ciklus egy hatultesztels ciklus. A ciklusblokk mindaddig elvégzésre kertil,
amig a feltétel hamis, azaz akkor enged ki a ciklusbol, ha a feltétel igazza vélik.

A kovetkezé példa tanulsagos, de kihagyhato.
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Példa Irjunk algoritmust, amely egy
p() = ppa” + Pp1x” '+ -+ 1+ po
n-ed foki polinom helyettesitési értékét kiszamolja valamilyen o € R helyen.

Itt most egy kicsit nagyvonaliiskodunk a fokszam fogalmaval, ugyanis ha egy polinom kons-
tans, de nem azonosan 0 (azaz p(x) = ag, de ay # 0), akkor azt mondjuk, hogy a polinom
fokszéma 0, mig az azonosan 0 polinomra (azaz p(x) = ag és ag = 0) esetén azt mondjuk,
hogy a fokszama —oco. Mi most nem fogunk kiilonbséget tenni, a konstans, de nem azonosan
0, illetve az azonosan (0 polinomok kézétt, mindkéttélére azt mondjuk, hogy a fokszamuk 0.

A masik eltérés a késébbiekhez képest az, hogy kényelmi okokbdl, kizarolag ebben a példaban
egy tomb indexelését a 0-t6l kezdjiik, azonban a késébbiekben az indexelést 1-t61 fogjuk kezdeni.
Ha P egy tomb, akkor a Hossz[P| a P tombben tarolt elemek szamat fogja jelolni, azaz ha a
fenti polinom egyiitthatoit taroljuk a P tombben, akkor

P[?’L] = Pn, P[?’L— 1} = Dn—1y 5., P[O] = pp.

Konnyti latni, hogyha a p(x) egy n-ed fokt polinom, akkor Hossz[P] = n + 1.

Most megadunk négyféle megoldast a p(x) polinom « helyen felvett helyettesitési értékének,
azaz a p(«) kiszamitasara. Mind a négy esetben:
Input: P egy témb, amely a polinom egyiitthatéit tartalmazza; « a hely, ahol a polinom
helyettesitési értékét keressiik;
Output: y a keresett helyettesitési érték, azaz a p(«) értéke.
Mo.1. Favagé modszer. Elég egyszerti, bar nem biztos, hogy a legjobb modszer.

Poli L(P, a, y)
1. |y« 0,
2. | FOR i < (Hossz[P] — 1) DOWNTO 0 DO
3. 1,
1 FOR j « 1TOq
. T ax,
6. y <y + Pli]z,
7. | RETURN(y).

Az algoritmus miiveletigénye:
1
(1+2+---+n)+2n:§(n2+5n),

tehat az algoritmus négyzetes futasidejii (a polinom fokszaménak a fiiggvényében). Kicsit lehet
finomitani az algoritmuson:
Mo.2.

Poli IL.(P, v, y)

z 1,

y < P[0],

For i < 1 TO (Hossz[P] — 1) DO
z oz,
y <y + Pli]z,

RETURN(y).

S| S | o hof =
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Az algoritmus miiveletigénye: 3n, tehat ez egy linearis idGigénytd algoritmus.
Mo.3. Horner elrendezés:
Motivécié az algoritmushoz: Legyen példaul p(z) egy harmadfokii polinom.

pla) = psa® + paa® + pra+ po =
= (p3@® + pacv + pr)a + po =
= ((psa+pa)a+pr)a+po =
= (((0-a+ p3)a+ pa)a+ p1)a+ po

Az algoritmus:

Horner(P, o, y)

1. |y« 0,

2. | FOR i < (Hossz[P] —1) DOWNTO 0 DO
3. y < ya + PJi],

£ | RETURN(y).

Legyen p(z) egy harmadfokii polinom és futtassuk futtassuk kézzel az algoritmust:

1=3 y<+y-a+ P33,

3], (ekkor y = p3);
i=2 y+<vy-a+ P2

[

[

ekkor y = psa + po;
ekkor y = (psax + po)a +py = P30 + poay + p1);
ekkor y = (psa® + pac + p1)a + py =

= p3a3 + p2042 + p1& + po.

1=1 y<y-a+ Pl
1=0 y<y-a+ PO,

)

]
J
]
]

~~ I~/

Az algoritmus miiveletigénye: 2n + 2.

Végiil megadjuk a Horner elrendezés rekurziv valtozatat, amely semmivel sem jobb az ite-
rativ valtozatnal.
Mo.4.

RH(P, k, o, )

IF (Hossz[P] — k) = 1 THEN
y = P[k],

ELSE
INC(k),

RP(P.F, 1),

y < ay + Plk],

RETURN(y).

OO TN

k = 0 értékkel kell hivni.

Oszd meg és uralkodj elv. Ez a stratégia a kiindulé problémat kisebb méretii fiiggetlen
részproblémaékra bontja, amelyeket rekurzivan old meg. A kisebb méretii részproblémék meg-
oldasait egyesitve kapja meg az eredeti probléma megoldéasat. (Pl. Euklideszi algoritmus.)
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0.2.1. 1d6 és tarbonyolultsag

Definicié: Legyen A egy algoritmus. Jelolje

e D az algoritmus inputjainak a halmazat;

e |z| az x € D input méretét az, ami az x bitjeinek a szama;

e t4(x) az x input iddigényét (Pl. a miiveletek szamat);

e s4(x) az x input tarigényét.

Az algoritmus id6 és tarbonyolultsaga:

e Az algoritmus idébonyolultsaga:

Ty(n) =sup{ta(z) | x € D,|z| <n}

e Az algoritmus tarbonyolultsaga:

Sa(n) =sup{sa(z) | =€ D,|z| <n}

(n€Zy).

(n€Zy).

A tovabbiakban az idébonyolultsagot vizsgéljuk, a tarbonyolultsagot nem.

Novekedési fiiggvények A Ta, Sa: Z, — Z, fiiggvények monoton névekvd tiiggvények. Az

ilyen fiiggvényeket novekedési fiiggvényeknek nevezziik.

Feladat Van egy gép, amely 1 s alatt 10° miiveletet végez. Kénnyt kiszamolni, hogy adott

idGegység alatt hany miiveletet végez el a gép.

idd 1mp | 1 perc | 1 6ra 1 nap 1év 100 év
miiveletek szama || 10° | 6-107 | 3.6 - 107 | 8.64 - 10'° | 3.1563 - 10" | 3.1563 - 10

Példa T'(n) ismeretében adott idGegység alatt mekkora inputmérettel végez a gép?
Példaul: T'(n) = n? és idéegység 1 nap.

Mo.: n? = T'(n) = 8.64 - 10'°, igy kapjuk, hogy n = v/8.64- 100 = 2.9394 - 10°, tehat 1 nap

alatt 2.9394 - 10° inputmérettel végez a gép.

Foglaljuk tablazatba, hogy 1 masodperc, 1 perc, 1 éra, 1 nap, 1 év, 100 év alatt mekkora

inputmérettel végez a gép.

miiv. sz. 10° 6-10" 3.6-10° | 8.6-101° | 3.1-10% | 3.1-10"
T(n) 1mp 1 perc 1 6ra 1 nap 1év 100 év
log(n) | 10310 - - - - -

NG 102 [3.6-107 | 1.2-107 | 7.4-10% | 9.9-10% | 9.9 10%

n 10° 6-10" 3.6-10° | 8.6-101° [ 3.1-10' | 3.1-10"
nlog(n) | 62746 | 2.8 - 109 | 1.3-10% | 2.7-10° | 7.9-10" | 6.8-10%

n? 1000 7746 60000 2.9-10° | 5.6-10° | 5.6-107

n3 100 391 1532 4420 31603 1.4-10°

2" 19 25 31 36 44 51

n! 9 11 12 13 16 18
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0.2.2. Novekedési rendek, ord6é szimbolika

Legyenek f(n), g(n) novekedési fiiggvények. Példaul: f(n) egy vizsgalt algoritmus idGigénye,
g(n) valamilyen tipikus novekedési fliggvény. Szeretnénk megmutatni, hogy az f(n) és g(n)
fiiggvények koziil melyik né gyorsabban.

A fenti tablazat mutatja, hogy nem mindegy, hogy milyen algoritmust hasznalunk, példaul
egy logaritmikus idébonyolultsagi algoritmus 1 mésodperc alatt 10310° inputmérettel végez,
mig egy n! idébonyolultsagtu algoritmus 100 év alatt is csak 18 inputmérettel végez. Mindkét
id6bonyolultsidgi algoritmusra kénnyd példat mondani.

A logaritmikus keresés logaritmikus ideji. A logaritmikus keresés lényege, hogy van egy n
elemt tombiink, amelyben szamok vannak tarolva, azonban a tomb rendezett. Arra vagyunk
kivancsiak, hogy egy adott szdm benne van-e a témbben, illetve, ha benne van, akkor mi az
indexe. Erre a probléméra nagyon szép logaritmikus idébonyolultsagu algoritmus irhato.

Ha azonban n elem 0sszes lehetséges sorrendjét akarjuk elGallitani, akkor 19 elem esetén ne
akarjuk megoldani a problémat egy olyan gépen, amely masodpercenként 10° miiveletet végez,
ha csak nincs ra legalabb 100 éviink, hogy a futéasi id6t kivarjuk.

Ha egy n elemd halmaz Osszes részhalmazat akarjuk megkeresni, akkor - mivel az n ele-
mi halmaznak 2" részhalmaza van - ezért az algoritmus legalabb 2" idébonyolultsagu. Ilyen
id6bonyolultsidgi algoritmust konnyt irni, ugyanis, ha elszdmolunk a kettes szamrendszerben
00...0-tol 11...1 = 2™ —1-ig, akkor legyartottuk az sszes részhalmaz karakterisztikus fliggveé-
nyeit, példaul, ha az {A, B,C, D, E, F'} halmaz osszes részhalmazat keressiik, akkor a 001011
bitsorozat a {C, E, F'} részhalmazt allitja eld, ugyanis

A|B|C|D|E
0Ojoj1rjo1]1

Az altalunk vizsgalt ordo szimbolika a futéasi idéket aszimptotikusan (tehat hatarértékben)
vizsgalja, ami talan ugy értheté meg els§ kozelitésben, hogy a kapott eredmények "nagy n-
ekre" igazak. Kis n-ekre a futasi idébe még nagyon bele tud szolni az ng kiiszob, ami alatt nem
tudjuk, hogy hogyan viselkedik az algoritmus, illetve a ¢; és ¢y konstansok.

A pszeudokdddal leirt algoritmusok esetén konnyi futési id6t szamolni, hiszen minden 1é-
péshez odairjuk az elvégzendd miiveletek szamét, majd a kapott szamokat 6sszeadjuk.

Rekurziv modon irt algoritmus esetén T'(n)-re rekurziv Osszefiiggést kapunk. Ha elég tigye-
sek vagyunk, akkor fel tudjuk oldani a rekurziot, azonban van egy matematikai modszer, a
Mester tétel, amelynek alkalmazasédval mechanikusan szdmolhato, hogy egy adott rekurziv
modon definialt névekedési fiiggvény melyik fliggvényosztalyba tartozik. A Mester tétellel és
alkalmazésaival a kovetkezs gyakorlaton ismerkediink meg.

A matematikai definiciok soran hasznalni fogunk bizonyos matematikai jeleket (kvantorok),
melyek a kdvetkezsk:

V¥ = minden, d = létezik.

A kovetkezé jeloléseket hasznaljuk:
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Ezeket az alabbi médon olvassuk ki "O =nagy ordo", "{2 =nagy omega'", "o =kis ordo", "w=Kkis
omega".

Az egyenléségjel hasznalata egy kicsit suta, mivel rogzitett g(n) novekedési fliggvény esetén
a O(g(n)), Qg(n)), o(g(n)), w(g(n)), O(g(n)), O(g(n)) nem fiiggvényeket, hanem fiiggvényosz-
talyokat jelol. Sajnos még azt sem mondhatjuk, hogy f(n) abba a fiiggvényosztalyba tartozik,
amelybe g(n) ugyanis

g(n) # o(g(n)), és g(n) # w(g(n))

Azt is érdemes észrevenni, hogy a O-nak van kistestvére, a o és a (2-nak is van kistestvére, a w,
azonban a ©-nak nincs kistestvére. (Hogy miért nincs, azt latni fogjuk.)
Most kovetkezzenek a formalis definfciok:

f(n) = O(g(n)) f(n) = Q(g(n))
A(c>0)A(ng € Z)V(n = ng) : f(n) <cg(n) | (e > 0)I(ng € Z4)¥(n = ng) : cg(n) < f(n)
(" f(n) lassabban ng, mint a g(n (" f(n) gyorsabban ng, mint a g(n)".)
f(n) =o(g(n)) f(n) = w(g(n))
V(c>0)3(no € Zy)¥(n = no) : f(n) < cg(n) | V(e >0)3(no € Zy)¥(n = no) : cg(n) < f(n)
("f(n) szig. lassabban ng, mint a g(n)".) (" f(n) szig. gyorsabban ng, mint a g(n)".)

~—
o

illetve f(n) = ©(g(n)) akkor és csak akkor, ha
F(er > 0)3(ca > 0)3(ng € Zy)¥(n = ng) = f(n) < crg(n) és cog(n) < f(n).

Most megfogalmazzuk a fenti definiciék atfogalmazésait az analizis nyelvén, ehhez azonban
sziikségiik lesz a légyegében teljesiilé tulajdonsag fogalméara. Egy sorozatokra vonatkozo tu-
lajdonsag lényegében teljesiil, ha valamely kiiszobindextdl teljesiil.

Atfogalmazas Legyenck f(n) és g(n) névekedési fiiggvények. Az % hanyados viselkedését
kell figyelni.

1. f(n) = O(g(n)) akkor és csak akkor, ha L ((ni sorozat lényegében feliilrél korlatos pozitiv
felsé korlattal.

2. f(n) = Qg(n)) akkor és csak akkor, ha az J; g )) sorozat lényegében alulrél korlatos pozitiv
also korlattal.

3. f(n) = ©(g(n)) akkor és csak akkor, ha az % sorozat lényegében korlatos pozitiv alsé

és fels6 korlattal.
4. f(n) = ©(g(n)) akkor és csak akkor, ha f(n) = O(g(n)) és f(n) = Q(g(n)).

5. f(n) = o(g(n)) akkor és csak akkor, ha lim,_,. 12 = 0.
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A leirtakbol latszik, hogy a ©-nak miért nincs kistestvére. Most megadunk néhény elégséges
feltételt.

1. Ha az f(n) = o(g(n)), akkor f(n) = O(g(n)).
2. f(n) = wlg(n)), akkor f(n) = (g(n).

Talan érdemes megjegyezni, hogyha f(n) = ©(g(n)) és «, § pozitiv valos szamok, akkor
af(n) + 8 = O(g(n)). Analog osszefliggések fogalmazhatok meg a tobbi fiiggvényosztallyal
kapcsolatban is.

Konnyt latni, hogy az f(n) = ©(g(n)) egy ekvivalenciarelaciot hataroz meg a novekedési
fliggvények halmazan. A kapott ekvivalenciarelacié hatasara a novekedési fliggvények halmaza
ekvivalenciaosztalyokra esik szét. A kapott ekvivalencia osztélyokat névekedési rendeknek
nevezzik.

Nevezetes novekedési rendek:

Konstans f(n)=06(1)

Linearis f(n)=06(n)

Kvazilinearis | f(n) = ©(nlog(n))

Négyzetes f(n) =0O(n?

Kobos f(n) =0O(n?)

Polinomialis | f(n) = ©(n*) valamely k € R, esetén
Logaritmikus | f(n) = 0(log(n))

Exponencialis | f(n) = ©(a") valamely a € Ry a > 1 esetén

Feladatok Igazoljuk, hogy
1. "72 —3n = 0(n?),
2. 3.1 = ©(2m),
3. log(3n? + 2n) = O(log(n)).

Megoldas
1. Konnyii latni, hogy
fln) %5 —3n 1

= — = > 0.
g(n) n? 2

Az alkalmas c; és ¢y konstansok konstansokat tgy keressiik meg, hogy a hatarértéktdl kicsit
megyiink jobbra, kicsit megytink balra igy kapjuk, hogy a ¢; = 0.4, co = 0.6 valasztas megfelel§
lesz.
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A kiiszobindexek megkereséséhez egyszerii egyenlGtlenségeket kell megoldanunk.

"72 —3n ) n?
04 < 5 <— 04n“< — —3n <—
n 2
— 3n<0ln? < 3<0ln < 30<n
illetve )
T —3n n?
<06 <— ——-3n<06n? —
n? 2
— -3n<01ln® <= -—-3<0.1n,

az utolsé egyenl6tlenség azonban minden n € 7. esetén teljesiik. Igy a ¢; = 0.4, c; = 0.6,
nog = 30 valasztas megfeleld.
2. Kénnyt latni, hogy

f(n) 3.2t 3 3

= =—-—==>0.
g(n) 2n 2 2

Igy 3-2"1 = ©(2"). A konstansok megkeresését nem részletezziik.

3. Heurisztikus megoldas: log(3n?) = log(3) + 2log(n) = ©(log(n)).
Mas titon is el lehet jutni a megoldashoz. Elegendd belatni, hogy a

log(3x2+2x)

log(3n2+42n)
log(n)
fiiggvényhatarértéket.

sorozat pozitiv

hatarértékhez konvergal. Ehhez elegendd vizsgalni a limg,_, o

log(z)
A L’Hospital szabaly alkalmazéasaval kapjuk, hogy
Clog(32?+22) . m n(32’ +22)
lim —————~ = lim =
T—00 log(x) z—300 1n(2) In(x)
L (62 +2 622 + 2
— lim 3%t2e 1( ) = lim brter 2 >0,
r—00 P r—00 3I2 + QZ

azaz teljesiil az allitas.
Tovabbi feladatok Igazoljuk, hogy
4. 6n° + 2n = Q(n?),

5. 2n? + 3n = o(n?),

6. 27+ = Q(2"),
7. 2" = o(3"),
8. n* = o(2"),
9 = o(n!).
A bizonyitasok trivialisak az elemi analizis megfelel6 allitasai alapjan, azonban a feladatok

tanulsagosak.
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0.3. Rekurziv médon adott sorozatok, Mester tétel és alkal-
mazasa, Szamelméleti algoritmusok I

A Fibonacci sorozat Leonardo Pisano (a pisai Leonardo), ismertebb nevén Fibonacci (Bona-
cci fia) (1170(7)-1240), olasz szarmazast matematikus, téle szarmazik az igynevezett Fibonacci
sorozat.

Fibonacci a kozépkor idején élt és alkotott. A kozépkor id6ben koriilbeliil az V. szazadtol a
XV. szazadig tart, foldrajzilag Eurépara és a Mediterdanium térségére vonatkozik. Eurépaban
a tudomanyok hanyatlasa jellemzi. Itt mutatkozik meg az arabok (Eszak-Afrika) szerepe, akik
atmentették az okori tudoméanyok (példaul a gorog matematika) eredményeit, azonban nemcsak
atmentették, hanem bévitették és tovabb is fejlesztették ezeket az eredményeket.

Ebben a korszakban élt Fibonacci. Algirban tanulta meg a matematika alapjait, szerepe
volt a kozépkori arab matematika, illetve az arab szdmjegyek hasznalatanak Eurépaba vald
kozvetitésében.

Fibonaccitol szarmazik az alabbi feladat: Héany par nyul szarmazhat egy évben egyetlen
partol, ha minden par havonta egy 1j parnak ad életet, minden nyudlpar a mésodik hénaptol
lesz tenyészképes és egy nytlpar sem pusztul el.

A feladat messze meghaladta a korat. Ugyanis Fibonacci feladataban egy rekurziv médon
definialt sorozat 12. elemének a kiszdmitasa a cél.

A Fibonacci sorozat egy masodfoku rekurzié. Ma mér ismerjiik az n-edfoku linearis rekurzié
explicit alakjanak a felirasat is.

A Fibonacci sorozat ezen tulmenden a mai napig fontos, ugyanis a természet maga produkal
Fibonacci sorozatot, illetve taldlkozhatunk a Fibonacci sorozattal a természettudomanyokban
és kiilonféle miivészeti 4gakban (zene, épitészet, festészet) is.

Megoldas Jeldlje F(n) az n-edik hénapban a nyulpéarok szamat. Ekkor a Fibonacci sorozat
eleget tesz az
F(1) =1, F(2)=1

Fin+2)=F(n)+ F(n+1) (n>1)
kezdeti érték és rekurzi6 feltételeknek. A rekurzié alapjan kénnyt kiszamolni a sorozat alabbi

tagjait.
n o |o|1]2|3|4|5]|6] 7| 8| 9]10]11] 12
Finy[ol1|1]2[3]5|8]13[21[34]55]89] 144

Tehat valaszolva Fibonacci kérdésére 144 par nyulunk lesz. A rekurziv definicié felhasznalasaval
az Floo kézzel torténd kiszamolasa mar egy kicsit nehezebb.
Az alabbi Binet formula mutatja a rekurzi6 feloldasat, azaz az explicit alakot.

A rekurzi6 feloldasa (Binet formula)
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A rekurziv definici6 és az explicit forma kozott az a kiilonbség, hogy a rekurziv forma esetén,
ha Fig kiszamitasa lenne a cél, akkor szépen el kellene 1épegetniink egyesével 100-ig, az explicit
Osszefiiggés viszont "kapasbol" megadja az eredményt.

Utmutatas Keressiik a Fibonacci sorozatot F(n) = 2™ alakban. Ekkor a rekurziv ésszefiiggés

alapjan kapjuk, hogy
n+2 _ " + $n+1.

x
A kapott egyenletet osszuk el x™-el. Ekkor kapjuk, hogy
2 =x+ 1.

Ennek az egyenletnek két gycke van:

S
i
S

1+
xr1 =

=Ty 2

Tehat tetszoleges o, 8 € R esetén a

Fn:a<1+2\/5> +6<1_2\/5) (0,1,2,...).

maédon definidlt sorozat teljesiti a rekurziv feltételt.

Most valasszuk meg az « és B értékét ugy, hogy Fy = 1, Fy = 1 feltételek (vagy az
Fy = 0,Fy, = 1) feltételek teljesiiljenek. Ez egy kétismeretlenes két egyenletbdl allo linedris
egyenletrendszer megoldasat jelenti.

fgy kapjuk, hogy

1 1

A

=
Ezzel bebizonyitottuk a Binet formulat.

A Binet formula alapjan lathato, hogy F(100) = 3.5422 - 10, azaz ha a nyulak valoban
ugy szaporodnanak, ahogyan azt a Fibonacci féle rekurziv formula el6irja, akkor 100 honap
elteltével mindent elboritanédnak a nyulak.

F,, elsallitasa kerekitéssel

F(n) = Round (%@ﬂ)

Utmutaté Konnyd latni, hogy

tovabba

amibdl kovetkezik az allitas.
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Kovetkezmény F(n) = © (<1+—2\/§)n)

Szorgalmi feladat Oldjuk fel az alabbi masodfokt linearis rekurziékat. Mindharom esetben
legyenek T'(1) =1, T'(2) =1,

1. T(n+2)=2T(n+ 1)+ T(n);
2 Tn+2)=T(n+1)+2T(n);

3.3In+2)=2T(n+1)+T(n);

Igazolja, hogy tetszbleges T(1) = a és T'(2) = b kezdeti érték feltételek esetén az T'(n)
sorozat konvergens.

Hatéarozza meg a T'(n) sorozat hatarértékét az a és b szamok fiiggvényében; (1 kis piros-
pont)

Szorgalmi feladat Hatarozzuk meg az alabb rekurziv definiciéval adott sorozat 100-adik tag-
jat (szamitogép hasznélata nélkiil).

G(1)=G((2) =1, Gn+2)=Gn+1)+Gn)+1 (n>1).
(Tehat a szomszédtol is kapunk minden hénapban egy tenyészképes nyulpért.)

Feladat Adjuk meg rekurziv definiciéval az alabbi sorozatokat:

1. szamtani sorozat (a1 = a, illetve adtt még a d differencia. A rekurziv definicio: a,i1 =
an + d. A rekurzio6 feloldasa: a, =a+ (n—1)d, (n =2,3,...).

2. mértani sorozat;
3. faktorialis fiiggvény;

4. binomialis allando;

Feladat Oldjuk fel az alabbi rekurziot: F(1) =1, T(n) =T (g) +1
o T(1)=1
¢ T(2)=T(1)+1=1+1=2
T(3) = —
e T(4)=T2)+1=2+1=3
o T(5) = —
o T(6)=T(3) +1=—
o T(7) = —
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e IT'8)=TM4)+1=3+1=4
Sejtés: 7

A rekurzi6 feloldasa T'(n) csak akkor szamolhaté, ha n = 2*. Definialjuk az U(k) sorozatot
U(k) := T(2¥) médon. A rekurzio:

Uk)=T2" =T2"HY+1=Uk-1+1 (k=1,2,...)

U(0)=1,U(1) = 2. Igy U(k) egy szamtani sorozat U(1) = 2, d = 1 paraméterekkel. A kapott
Osszefiiggés k = 1 esetén is érvényes.

Ekkor T(2%) = k + 1. Irjunk k helyére log(n)-et, amibél kapjuk, hogy T(n) = log(n) + 1
n=1,2,..., azaz T(n) = ©(log = (n)).

0.3.1. A mester tétel és alkalmazasa
Definicié Legyen p > 0 és f(n) egy novekedési fiiggvény. Azt mondjuk, hogy

e az f(n) polinomialisan lassabban né, mint a n” tesztpolinom, ha 3¢ > 0: f(n) =
O(nP~e)

e az f(n) polinomialisan gyorsabban né, mint a n? tesztpolinom, ha3c > 0: f(n) =
Q(np+5)

Feladat Bizonyitsuk be, hogy ha € > 0, akkor
log(n) = O(n%),
igy log(n) polinomiéalisan lassabban nd, mint az n° tesztpolinom.

Megoldas A L’Hospital szabaly alkalmazasaval kapjuk, hogy

1 1
log(n) _ . m@e _ 1 . 01

1 o 7

= m
r—o00 ¢ z—00 g1 1n(2) r—o00 £X€

=0,

azaz log(n) = o(n®), amibdl kapjuk, hogy log(n) = O(n®).
Feladat Legyenek f(n) = nlog(n), g(n) = n? valamely p > 0 esetén. Ekkor

a. Hap > 1, akkor f(n) = nlog(n) polinomialisan lassabban nd, mint a g(n) = n? tesztpoli-
nom.

b. Ha p = 1, akkor f(n) = nlog(n) gyorsabban né, mint a g(n) = n? tesztpolinom, de nem
polinomiélisan.

c. Ha 0 < p < 1, akkor f(n) = nlog(n) polinomiilisan gyorsabban ndé, mint a g(n) = n?
tesztpolinom.
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Mo.:

a. Legyen p > 1. Ekkor létezik 6 > 0 dgy, hogy 1 + 0. Ekkor van olyan kicsi pozitiv € hogy
§—e>0. Igy

nlog(n)  log(n)

nltd—e - nd—¢

— 0,

azaz nlog(n) = O(nP~°).

b. Nyilvanvalé, hogy

azaz f(n) = nlog(n) = Q(nt).
Azonban, ha ¢ > 0, akkor
f(n) _ nlog(n) _ log(n)

= = — 0.
gln) — mlt T e

azaz nlog(n) = O(n'®), amibdl kapjuk, hogy nlog(n) # Q(n'*e).

c. Végiil legyen 0 < p < 1. Ekkor Iétezik ¢ > 0 tigy, hogy p+¢ < 1, azaz 0 <1 — (p +¢). Igy

1
lim =~ og(n) = lim n' ) . log(n) =
n—oo nPte n—00
= (hm nl’(p”)) : (hm log(n)) = (400) - (+00) = +00.
n— 00 n—oo

A Mester tétel arra hasznalhato, hogy bizonyos specialis alaktu rekurziv moédon adott no-
vekedési fiiggvényrdl a rekurzio feloldasa nélkiil meg tudjuk mondani, hogy milyen névekedési
rendd.

A mester tétel Legyenek a > 1, b > 1, p = log,(a), a,b € R, f : Z, — R, egy névekedési
fiiggvény, g(n) = n® a tesztpolinom.
Rekurziés Osszefiiggés:

T(n)=aT (%) + f(n)

M1 Ha f(n) polinomiélisan lassabb névekedésii, mint a g(n) = n” tesztpolinom, akkor T'(n) =

M2 Ha f(n) = ©(g(n)), akkor T'(n) = O(g(n)log(n)).

M3 Ha f(n) polinomialisan gyorsabb névekedésii, mint a g(n) = n? tesztpolinom és teljesiil
az ugynevezett regularitasi feltétel, azaz

(e < 1)I(ng € Zy)¥(n = no) : af (%) < cf(n)

akkor T'(n) = ©(f(n)).
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Feladatok

1. T(n) =T(Z)+1.

a=1,b=2p=1log,(1) =0, f(n) =n® =1, g(n) = n® = 1. Ekkor f(n) = O(g(n)). Igy
a M2 alapjan T'(n) = ©(1.log(n)).

. T(n) =4T(5) + n.

a=4,b=2 p=logya) = log,(4) = 2, f(n) = n', g(n) = n*. Az f(n) = n!
polinomiélisan lassabban nd, mint g(n) = ng tesztpolinom, igy a M1 alapjén T'(n) =

O(g(n)) = O(n?).

. T(n) =4T(%) + n2.

=4, =2 p=loga) = logy(d) = 2, f(n) = n, gn) = w2 f(n) = Og(n)), M2
alapjan T(n) = ©(g(n)log(n)) = ©(n*log(n)).

. T(n) =4T(3) + n3.

a=4,b=3, p=1log,(a) =logs(4), f(n) =n3, g(n) =nP. p=1logs(4) < log;(27) = 3 (itt
hasznaltunk egy kis becslést, de elég lett volna logs(4)-et beiitni a szdmolégépbe ahhoz,
hogy megkapjuk, hogy log;(4) < 3). f(n) = n® polinomidlisan gyorsabban nd, mint a
g(n). Az M3-hoz még ellendrizni kell még a relgulatitési feltételt:

n 4

it (3) =4 (5) =g =g S0 o=

Igy kapjuk, hogy T'(n) = ©(f(n)) = ©(n?).

. T(n) =3T(%) + nlog(n).

a=3,b=4,p=log,(a) =log,(3), f(n) =nlog(n), g(n) =n”
p =logy(3) <log,(4) =1

Ekkor f(n) = nlog(n) polinomialisan gyorsabban nd, mint a g(n) = n'°&®). Az M3-hoz
ellendrizni kell még a regularitasi feltételt.

Regularitasi feltétel:

af (%) :3glog(g) <anog(n):§f(n), c:z<1

Igy T(n) = ©(f(n)) = ©(nlog(n)).

. T(n) =2T(5) +nlog(n)

a=2,bb=2 p=logla) =log,(2) =1, f(n) = nlog(n), g(n) = n? = n'. Ekkor
f(n) gyorsabban nd, mint a g(n), de nem polinomélisan, igy a Mester tétel nem
alkalmazhaté.
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A rekurzié6 feloldésa:

T(1)=a>0

T(2) =27T(1) + 2log(2) = 2a + 2

T(4) =2T(2) + 4log(4) = 2(2a + 2) + 8 = 4a + 12
T(8) =2T(4) + 8log(8) = 2(4a + 12) + 24 = 8a + 48.

A T(2") fiiggvényt
T2") =2"a+ a,

alakban keressiik. Felirjuk az a,, sorozatot definidl6 rekurziét.
T(2") =2T(2" ') + n2" =
=2 (2"*1a + an,l) +n2" =
=2"a + 2a, 1 + n2".
Igy kapjuk, hogy
a; =2, an = 2a,—1 +n2" (n>1).
Oldjuk fel az a,-re vonatkozo rekurziot.

an = 20, 1 + 12" =220, o+ (n—1)2"" 1) +n-2" =
= 2%(ap o+ (n—1)2" +n2" =2%a, o+ [n+ (n —1)]2" =

=2%a, p+n+m—1)+ -+ n—k+ 12" sepn =

e e A A L R T U
n(n+ 1)

—

="

(Tehat a,, a 2 n-edik hatvanyanak és az n-edik haromszogszamnak a szorzata.)

Igy kapjuk, hogy T(2") = 2"a + 2"%. Végezziik el a n < log(n) helyettesitést. Igy
kapjuk, hogy

T(n) =na+ %nlog(n)(log(n) +1)=

= na + %nlog(n) + %nlog(n) log(n) = ©(nlog(n)log(n)).
. T(n) =8T(%)+2")

a=8,b=2 p=log,(a) =1logy(8) =3, f(n) =2, g(n) =n3 Az f(n) = 2" polino-
midalisan gyorsabban né, mint a g(n) = n® tesztpolinom. A mester tétel alkalmazasahoz
ellendrizni kell a regularitasi feltételt.
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10.

11.

Regularitési feltétel:

n n n 1 1
—) =822 =22 <conl = —.on = —
“f(b) T 2 5/ ()

ha §+3 <n—1, mert 4 <7, mivel 8 <mn.

Igy M3 alapjan kapjuk, hogy T(n) = ©(f(n)) = ©(2").

T(n)=2T(%)+n

a=2,b=23, p=1log,(a) =logs(2), f(n) =n', g(n) =n?.
p = logs(2) <logs(3) =1

Az f(n)n' polinomialisan gyorsabban né, mint a g(n)n'°s®)

Regulatitasi feltétel:

TCOYRCTIE W P A

igy az M3 alapjan kapjuk, hogy T'(n) = ©(f(n)) = ©(n).

T(n)=3T(35)+n

a=3,b=2,p=logy(a) =logy(3), f(n) =n', g(n) =n?
p =log,(3) >logy(2) =1

f(n) = n' polinomialisan lassabban ndé, mint a g(n) = n'°&2®) tesztpolinom, igy M1
alapjan T(n) = ©(n'%s20)).

T(n)=2T(35)+n

a=2,b=2p=logy(a) =log,(2) =1, f(n) = n, g(n) = n. Ekkor f(n) = ©(g(n)), igy
M2 miatt T'(n) = O(g(n)) = O(n).

Tn)=T(%)+n

a=10=2 p =log(a) = logy(l) =0, f(n) =n, gln) =n® =1. f(n) =n
polinomiélisan gyorsabban nd, mint a g(n) = 1.

|3

Regularitéasi feltétel:

=
=
S
=
S
2,
©
S,
N
=
=
=
Il
2
g
=
Il
2
=
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0.3.2. Szamelméleti algoritmusok 1.

Szamelmeéleti definicidokat (fogalmak) és tételeket (allitasok) a Z halmazon fogalmazzuk meg,
az algoritmusok Z, U {0} halmazon futtatjuk. Ez egy nagyon szerencsés targyalasmod, mivel
az egész szamok halmazanak nagyon jo algebrai tulajdonsagai vannak. Példaul Z = Z(+, -) egy
gytrd, igy az egész szamok halmaza helyett jobb lenne az egész szdmok gytirije elnevezés. Ra-
adasul Z(+, -, <) egy rendezett gytrid, tovabba Z(+, -) egy integritas tartomany, s6t Euklideszi
gylrd, azaz érvényes benne az Euklideszi osztés tétele. A szamelméleti algoritmusok részben a
szam sz6 mindig egész szamot jelent.

Definicié Oszthatésagi relacié Z-n.
Legyenek a,b € Z. "a" osztéja "b"-nek (illetve "b" tobbszorose "a"-nak), ha dc € Z : b =
ac. Jele: alb.

Szorgalmi feladat Bizonyitsa be, hogy a|0 akkor és csak akkor, ha a = 0.

Definicidé Egyp € Z,, p > 1 szimot primszamnak neveziink, ha 1-en és 6nmagan kiviil nincs
mas pozitiv osztoja.

Megjegyzés A primszam szokasos definicidja: egy p 0-t6l és +1-t6l kiilonboz6 egész szamot
primszamnak neveziink, ha valhanyszor osztéja egy szorzatnak, mindannyiszor osztéja a szorzat
valamelyik tényezdjének, azaz

plab = pla vagy p|b.

Mi ezt a tulajdonsagot a késébbiekben primtulajdonsagnak fogjuk nevezni.

Egy p 0-t6l és £1-t6l kiilonboz6 egész szamot felbonthatatlannak, vagy irreducibilisnek
neveziink, ha nincs valédi faktorizaciéja, azaz p = ab-bdl kovetkezik, hogy a = £1, vagy a = %p.

Lathaté, hogy az altalunk kovetett felépitésben az irreducibilis szamokat nevezziik primek-
nek. (Ugyanezt tettiik a kozépiskolaban is, bar az ott tanult szamelmélet elég hézagosan volt
felépitve.) Ebbdl a késébbiekben nem fog baj szarmazni, ugyanis lathato, hogy az egész szamok
halmazaban a primszamok és az irreducibilis szamok ugyanazok.

Koénnyti bizonyitani, hogy az egész szamok halmazan minden primszam irreducibilis.

Koénnyti bebizonyitani, hogy az egész szamok halmazan érvényes az tgynevezett altalanosi-
tott primtulajdonséag, mely szerint ha plab és Inko(p,a) = 1, akkor p|b.

Az altalanositott primtulajdonsag felhasznalasaval kénnyt bizonyitani, hogy az egész sza-
mok halmazan minden irreducibilis szam prim., tehat a primszamok és az irreducibilis szamok
valéban egybeesnek.

Definicié Az a, b € Z szamok legnagyobb k6z6s osztéja

0, haa=06ésb=0
Inko(a,b) =
max{d € Z, | d|a és d|b} egyébként
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Megjegyzés Ha az a és b szamok koziil nem mindkettd 0, akkor egy 0 szamot az a és b szamok
kitiintetett kozOs osztéjanak neveziink, ha a 6 szam

1. az a és b szamok k6zds osztdja;

2. az a és b szamok barmely kozos osztéjanak a tobbszorose.

Koénnyii latni, hogy a kitiintetett kozos oszté elGjeltdl eltekintve egyértelmiien létezik. A kitiin-
tetett kézos osztd jobb fogalom, mint a legnagyobb kézds oszté, mert a definicié nem hasznalja
fel a rendezési relaciot, hanem kézvetleniil az oszthatosag fogalmara épiil.

Elemi szamelméletben meg szoktdk mutatni, hogy ha az a és b szamok koziil nem mindkettd
0, akkor az a és b szamok legnagyobb ko6zés osztéja egytittal a kitiintetett kozds osztojuk is. Ez
a bizonyitas az altalunk adott felépitésben is szerepelni fog.

0.3.3. Elméleti ismeretek

Jelolés Tetszoleges a, b € 7 szamok esetén legyen
L(a,b) :=={ua+vb|ueeZ, vel}.

Az L(a,b) halmazt az a és b elemekbdl képzett linearis kombinaciok halmazanak nevez-
zlk.

Most megismerkediink a reprezentacios, a redukcios és a rekurzios tétellel. A redukcios tétel
az alapja a redukcios algoritmusnak, amely segitségével ki lehet szdmolni két szam legnagyobb
koz0s osztojat.

Ez az algoritmus elég régi, mar szerepel Euklidész altal irt Elemek cimt kényvben (i. e. 300
koriil), ami egy okori egyetemi tankonyvnek tekinthets. Mai a kényvben szerepld felépitésben
tanuljuk a kozépiskolaban a geometriat.

A redukcios tételbdl konnyen kijon a rekurzios tétel (illetve az Euklidészi algoritmus), mivel,
ha 0 < b < a (egész szamok), akkor az amodb értéke ismételt kivonasok segitségével kiszamit-
hato.

A /2 irracionalis voltanak els6 bizonyitésa is az Euklideszi algoritmushoz kéthets.

A reprezentacios tétel azt mondja ki (t6bbek kozott), hogy az a és b egész szamok legnagyobb
kozos osztoja felirthato az a és b szamok linearis kombinaciojaként, ennek a felirasnak a meg-
keresésére fog szolgalni a Euklidészi algoritmus egy tovabbfejlesztett valtozata, az tugynevezett
kib&vitett Euklidészi algoritmus.

A kibgvitett Euklidészi algoritmus segitségével fogjuk meghatarozni a linearis kongruencia
rendszer alaprendszerét, ez fogalmi tton elvezet minket a multiplikativ inverz fogalméhoz. Ez
utobbira az RSA algoritmus miikodtetéséhez lesz sziikségiink. (A maésik sziikséges algoritmus
a modularis hatvanyozas lesz.) Illetve a matematikai alapot az Euler-Fermat tétel szolgéltatja.
(Szoktak kiszenvedni a kis Fermat tételbdl is de ez az ut nem tul elegans.)

Az RSA algoritmus egy titkositésra hasznalt algoritmus, amely azért alkalmas a titkositasra,
mert a (nagy) pozitiv egészek primfakrorizacioja a jelenleg hasznalt gépekkel és algoritmusokkal
nem kivitelezhets a nagy futasi id6 miatt. Ha majd kivitelezhets lesz, (remélem) akkor sem
fognak elttinni az algoritmikus szamelmélet elemei a tananyagbol.
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1. Reprezentacios tétel Ha a és b egyidejiileg nem 0, akkor
Inko(a, b) = min{z € L(a,b) | z > 0}.
Kovetkezmény A legnagyobb kézos oszté barmely kézds oszté tébbszordse.
2. Redukcios tétel Legyenek a,b € Z. Ekkor
Inko(a, b) = Inko(a — b, b)
3. Rekurzios tétel Legyenek a,b € 7. Ekkor

Inko(a, b) = Inko(b,a mod b)

0.3.4. Algoritmusok

1. Redukciés algoritmus

REDUK(a,b || d*)
INPUT a,b e Z, U{0}
OUTPUT | d*
1. WHILE (b # 0)
2. IF' b > a THEN CSERE(a,b)
3. a+—a—>
4. d"+—a
5. RETURN(d")
2. Fuklideszi algoritmus
EUK(a,b || d*)
INPUT a,b € 72,y U{0}
OUTPUT | d*
1. WHILE (b # 0)
2. (Z) — (a n?lod b)
3. d"+—a
4. RETURN(d")

Példa Hatarozzuk meg a redukciés algoritmus és a rekurziés algoritmus segitségével a 90 és
a 24 legnagyobb ki6z0s osztéjat. A bulet médon megjelolt 1épések azok, amelyeken keresztiil a
rekurziés algoritmus eljut a legnagyobb kézos osztohoz.

Inko (90, 24) = Inko(66, 24) = Inko(42,24) = Inko(18,24) =Inko (24, 18) = Inko(6, 18) =
=Inko (18, 6) = Inko(12,6) = lnko(6,6) = Inko(0, 6) =Inko (6,0) = 6
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A rekurzios algoritmus, mint Euklideszi osztasok sorozata A rekurzios algoritmust le-
het tigy értelmezni, mint Euklideszi osztasok sorozatat, melyben

e Minden egyes lépésben az osztobdl lesz az osztando és a maradékbél lesz az 0szto;
o FEzt az eljarast addig iteraljuk, amig a maradék nem valik nullava;
e A legnagyobb kézds oszté a maradékok sorozataban az utolsé zérustél kiilonb6zé maradék.

ap = qobo + 1o
by = qiro + 11

To = @21 + 72

Tn—2 = qnTn—1 +

Tn—1 = qn4+1Tn + 0

Lamé tétele Ha az euklideszi algoritmusban a > b > 0 és Fj1 > b, akkor a rekurziv hivasok
szama kevesebb, mint k.
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0.4. Szamelméleti algoritmusok II

0.4.1. Egy kis szamelméleti alapozas

A gyakorlatoknak nem feladata az allitdsok bizonyitésa, azonban bizonyos ravasz egy-két soros
bizonyitasok esetén a hézagmentesség kedvéért kivételt tesziink.

Jel6lés: Ebben az alfejezetben az a és b szamok legnagyobb kézos osztéjat (a,b) médon fogjuk
jelolni.

Az oszthatdsagi relacio tulajdonsagai:

1. Ha d|a és d|b, akkor d|a + b.

2. alb és bla akkor és csak akkor, ha a = =£b.

A legnagyobb k6z6s osztd tulajdonsagai
1. Asszociativ, azaz (a, (b,c)) = ((a,b),c).
2. (ca,chb) = c(a,b).
Az altalanositott primtulajdonsag Ha d|ab és (d,a) = 1, akkor d|b.
Bizonyitas
d = (ab,d) = (ab, (db,d)) = ((ab,db),d) = (b(a,d),d) = (b,d),

tehat d|b.
Tétel Ha (a,b) = 1, akkor (a,bc) = (a,c).

Bizonyitas Legyen d = (a,bc).
Mivel
d|(ac,be) = c(a,b) = ¢,

amibdl kapjuk, hogy d|(a,c).
Az (a,c)|(a,be) relacié trivialis médon teljesiil.

Az utolso tétel, illetve a redukciés algoritmus egyszert kovetkezménye az alabbi, tgyneve-
zett Binaris legnagyobb ko6zos oszté algoritmus, amelyet sokan azért szeretnek, mert a kettes
szamrendszerben péros szam 2-vel valé osztasa konnyen kivitelezhetd.
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Binaris legnagyobb ko6zos oszt6 algoritmus Legyenek a,b € Z, U {0}
a, hab=0
Inko(a,b) =< b, haa=0

¢, egyébként,
ahol a ¢ szam az alabbi tabldzatban van definidlva:
a\b| ps pt

ps 2Inko (%, g) Inko (%, b)
pt Inko (a, g) Inko (“T*b, b)

Feladat A binaris kézos oszté algoritmussal szamoljuk ki a 90 és a 24 legnagyobb kézos osz-

t6jat.
Mo.:
Inko(90, 24) = 2lnko(45, 12) = 2Inko(45,6) =
= 2lnko(45,3) = 2lnko(21,3) =
= 2Inko(18,3) = 2Inko(9, 3) =
— 2lnko(3, 3) = 2lnko(0,3) =2 -3 = 6

0.4.2. A kibdévitett euklideszi algoritmus rekurziv valtozata

Két nemnegativ egész szam a és b legnagyobb kézos osztéjat d* = Inko(a,b) médon jeldljiik.
A reprezentacios tétel alapjan d* elGallithaté az a és b szamok linedris kombinaciéjaként, ahol
az egylitthatok Z-beliek, azaz

z" €Z)Iy" €Z):d" =z"a+ y"b.

A kibdvitett euklideszi algoritmus a d*-ot és az x* és y* egyiitthatokat is szolgaltatja.

KREUK(ab || d*, z*, y*)
INPUT | a,b € Z; U{0}
OUTPUT | d* € Z, U{0},z*,y* € Z : d* = lnko(a,b),d" = z"a + y*b
1. IF (b =0)
2. THEN d" <— a
3. zr+—1
4. y'<—20
5. ELSE KREUK (b,a mod b,d*,z*,y")
6. (o) < (o Vo)
7. RETURN(, =, 4

1. Feladat Futtassuk a kibévitett euklideszi algoritmust az (a,b) = (133,157) szampéaron.



E: (=72)133 461 - 157 = 1.

2. Feladat (a,b) = (90,24).
E: (—1)-90+4-24 =6.

3. Feladat (a,b) = (628,44)
E: (—19) - 628 + 27 - 442 = 2.

Ell ae| bplae| 7| d] o Yk
O 133157 0] 133 1| -72|61—0-(=72) =61
1) 157|133 | 1 24| 1 61| —-11—1-61=-72
21 133 24| 5 13 11 -11 6—5- (—11) =61
3 24 13| 1 111 1 6 —-5—1-6=-11
I 13| 11| 1| 2|1 5] 1-1-(—5) =6
5 11 21 5 1|1 1 0—5-1=-5
6 2 1| 2 01| 1 0 1-2-0=1
7 1 0| - -1 1 0

Ellar | b | qu| me | d| z Yk

0190 24] 3[18] 6 -1|1-3 (—1)—4

1) 24| 18| 1 61| 6 1 0—1-1=-1

21181 6| 3| 0] 6 0 1-3-0=1

3 6| 0| - -1 6 1 0
kol ae| be|age| ™| d| Yk
0| 628 | 442 1118 || 2| -19|8—1- (—19) =27
11 442|186 | 2 70| 2 8 —3—2-8=-19
21186 70| 2| 46| 2| 3| 2-2-(—3) =38
3 70| 46 1 24 2 2 —-1-1-2=-3
4 46 | 24 1 220 2 -1 1—-1- (—1) =2
5 24 22 1 21 2 1 0—1-1=-1
6 22 2111 ol 2 0 1—-11-0=1
7 2 0 - -2 1 0

4. Feladat (a,b) = (988,610)

39
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E: (=71)-988 + 115 - 610 = 2.

k ay br | qx || d | T Yk

0988|610 1378 2| -71|44—1-(=71)=115
111610378 11232\ 2| 44| —27—1-44=-71
21378232 1| 146 || 2| -27| 17—1-(=27) =44
3232|146 1| 86| 2| 17| —10—1-17= =27
41 146 | 86| 1 60| 2| -10 7—1-(-10)
5 86| 60| 1| 26| 2 7 —3—-1.-7=-10
6 60| 26| 2 81 2 -3 1—-2-(=3)=7
71 26 8| 3 20 2 1 0—-3-1
8 8 2| 4 0| 2 0 1—-4-0=1
9 2 0| - - 2 1 0

0.4.3. A kongruencia fogalma

Definicié Legyenek a, b € Z, m > 1. Definidljuk az m modulus szerinti kongruencia relaciét
az alabbi médon
a=b mod (m) = nlb — a.

Megjegyzés Konnyii latni, hogy a = b mod (m) akkor és csak akkor, ha a és b m-mel
maradékosan osztva ugyanazt a nemnegativ maradékot adja.

A kovetkez6 tulajdonsigok trividlisak, de nagyon fontosak.

Tétel A kongruencia relacié tulajdonsagai

1. a=a mod (m);

2. a=b mod (m) = b=a mod (m);

3.a=b mod (m)ésb=c mod (m), akkor a =c¢ mod (m).

Az 1.,2.,3., tulajdonsagok azt fejezik ki, hogy régzitett m modulus esetén a kongruencia reldcioé
egy ekvivalencia relacié Z-n. Ennek hatasara 7. ekvivalencia osztalyokra esik szét.

4. a=b mod (m) ésc=d mod (m), akkor (a +¢c) = (b+d) mod (m).
5. a=b mod (m) ésc=d mod (m), akkor ac = bd mod (m).

A 4.,5. tulajdonsagok azt fejezik ki, hogy az ekvivalencia relacié kompatibilis a miiveletekkel,
igy a faktorhalmazon miivelet definialhato a reprezentans elemek segitségével.

Magyarazat Az egész szamok halmazan értelmezve van két miivelet, az dsszeadas és a szorzas.
A fenti tétel alapjan a Z szétesik ekvivalencia osztalyokra. Ez azt jelenti, hogy 7Z olyan halmazok
unidja, melyekre teljesiil, hogy
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1. Egyikiik sem fires;

2. Paronként diszjunktak, azaz kézos elem nélkiiliek;

3. Uniéjuk kiadja a Z halmazt.
Ezek kozott az tigynevezett maradékosztalyok kézott miiveletet értelmezhetiink a reprezentans
elemek segitségével. A reprezentans elem a maradékosztaly tetszdleges elemét jelenti. Legyen
a, b két maradékosztaly. Ekkor a € a ésb € b. Ha a1, as € a, by, by € b, akkor

a1 + b1 és as + b2

ugyanabba a maradékosztalyba esnek. Illetve anal6g médon

aj - b1 és as - b2

is ugyanabba a maradékosztalyba esnek. Igy a reprezentans elemek segitségével miiveletet
definidlhatunk a maradékosztalyok halmazan, azaz a faktorhalmazon:

at+b:=a+b ésa-b:=a-b.

0=1{...,—12,-6,0, 6,12,...} = {0+ 6k | k € Z},
1={...,—11,-5,1, 7,13,...} = {1+ 6k | k € Z},
2=1{...,—10,-4,2, 8,14,...} = {2+ 6k | k € Z},
3={..,—-9,-3,3,9,15...} = {3+6k | keZ},
4=1{.., —8,-24,10,16,...} = {4+ 6k | k € Z},
5={.., -7,—-1,511,17,...} = {5+ 6k | k € Z} .

A miiveletek Cayley tablazata Zg-ban

[ +Jol1[2]3[4]5] L Jol1[2]3[4]5]
0l[0[1]2][3]4]5 ojfoJoJo0]o]0]0
T1]2(3[4]5]0 To[1]2[3[4]5
2 2[3[4[5|0]1 2(0[2[4]0|2]4
3 3(4[5|0[1]2 A NEIEIE
1(4(5]0(1]|2]3 1ol 4[2[0|1]2
5150 1]2[3]4 ANEBEEE

Miel6tt tovabbhaladnéank, atismételiink néhany korabban tanult fogalmat.
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0.4.4. Absztrakt algebrai fogalmak

A most kovetkezd fogalmakat mar tanultuk Diszkrét Matematika tantéargy keretében és nem
azért tanultuk, hogy ne hasznaljuk. Ezek nélkiil a fogalmak nélkiil is elboldogulnank, de azt
gondolom, hogy egy egyetemi jegyzetnek nem kell egy kozépiskolai matematika szakkor stilusé-
ban ir6édnia, masrészt nem art egy kis kitekintés. "Nagyobb altalanossag, nagyobb tisztasag."

Legyen X egy nemiires halmaz, * egy binér algebrai mtivelet X-en, azaz egy olyan fiiggvény,
amely minden (z,y) X-beli elemekbdl alkotott parhoz hozzarendel egy x*y modon jelolt X-beli
elemet. Ekkor azt mondjuk, hogy X = (X, *) egy algebrai struktura.

Most megismerkediink néhany fontos egy, illetve kétmitiveletes algebrai struktaraval, melyek
a kovetkezdk: félcsoport, csoport, gytrid, test.

Ezek definicidihoz sziikségiink lesz bizonyos miiveleti tulajdonsidgok ismeretére.

Miiveleti tulajdonsagok Azt mondjuk, hogy a * miivelet
¢ Kommutativ, ha x xy = y xx minden z, y € X esetén;

e Asszociativ, ha v x (y x z) = (x * y) * z minden z, y, z € X esetén;

Fontos eleme egy algebrai strukturanak az igynevezett egységelem, illetve sziikségiink lesz
még egy elem inverzének a fogalmaéra.

Egységelem és elem inverze FEgy X = (X, ) struktira e € X elemét egységelemnek
nevezziik, ha minden x € X esetén

exTr =T *xe=1=x.

Ha egy struktiiranak van egységeleme, akkor az egyértelmiien létezik.
Legyen X = (X, %) egy egységelemes struktiira (e az egységelemmel). Ha egy x € X elemhez
létezik olyan y € X elem, amelyre

Try=yrT=e,

akkor azt mondjuk, hogy az y elem az x elem inverze.
Ha az X = (X, ) struktirdban a * mivelet asszociativ és egy x € X elemnek van inverze,
akkor az egyértelmiien létezik.

A 4 fontos strukturatipus koziil kettét maris tudunk definialni:
Félcsoport, csoport Egy X = (X, x) struktirat
o Félcsoportnak nevezziik, ha a x miivelet asszociativ;

e Csoportnak nevezziik, ha asszociativ, létezik egységeleme és minden elemének van in-
verze.
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Egy egységelemes félcsoportot monoidnak, egy kommutativ csoportot Abel csoportnak ne-
veziink. Ha M = M(*,1) egy monoid, akkor az M invertalhato elemei csoportot alkotnak,
amit az M monoid egységcsoportjanak nevezziik.

Ha a binér algebrai miiveletet + modon jeloljiik (Osszeadés), akkor additiv irasmodrol be-
széliink. Ha a miiveletet - modon jeloljiik (szorzas), akkor multiplikativ frasmodrol beszéliink.

Additiv irasmod esetén az egységet 0-val jeloljiik és nullanak vagy zérusnak nevezziik, illetve
egy x elem additiv inverzét —z modon jeloljiik.

Multiplikativ irasmod esetén az egységet 1-gyel jeldljiik és egy-nek olvassuk. Egy z elem
multiplikativ inverzét x—* moédon jeldljiik.

Tovabbi miiveleti tulajdonsagok
Ha X = X(+,) egy kétmiiveletes algebrai struktira, akkor a azt mondjuk, hogy

e A szorzas az Osszeadasra nézve balrél disztributiv, ha x(y + z) = xy + xz minden
z,y, 2 € X esetén.

e A szorzas az O6sszeadasra nézve balrol disztributiv, ha (x + y)z = xz + yz minden
z,y, 2 € X esetén.

Mivel gyakran taladlkozunk olyan kétmiiveletes struktiurakkal, amelyekben a szorzas kommu-
tativ, igy ha az egyik irdanyu disztributivitas teljesiil, akkor a mésik is, igy na ketts kézott nem
tesziink kiilonbséget és csak annyit mondunk, hogy a szorzas disztributiv az 0sszeadasra nézve.

Gytrd
Egy R = R(+,-) kétmiiveletes algebrai strukturat gytrinek neveziink, ha rendelkezik a
kovetkezd tulajdonsagokkal:

o R(+) (kommutativ) csoport;
e R() egy félcsoport;
o A szorzas az Osszeadasra nézve disztributiv.

Ha a gytri tovabbi tulajdonsagokkal rendelkezik, akkor kiilonféle jelzékkel illetjiik. Egy
gylrit kommutativnak nevezziik, ha a szorzds kommutativ, egységelemesnek nevezziik, ha a
szorzésnak van egységeleme, illetve zérusosztémentesnek nevezziik, ha nincs benne zérusoszto.
(Az x, y zérustol kiillonbozs gytribeli elemeket zérusosztoknak nevezziik, ha x # 0, y # 0, de
xy = 0.) A kommutativ, egységelemes zérusosztomentes gytirtiket integritastartomanynak
nevezziik. Integritastartomanyra szép példa az egész szamok gytirtje. (Az integritastartomany
rendelkezik azokkal a tulajdonsagokkal, amelyek sziikségesek ahhoz, hogy benne szamelméletet
épitsiink fel.)

Koénnyt latni, hogyha R egy egységelemes gytirt, és a szorzas az Osszeadasra nézve balrol
is és jobbrol is kommutativ, akkor az Gsszeadas sziikségszertien kommutativ (HF, szorgalmi).

Végiil eljutottunk a test fogalmahoz:

Test Egy ' = F(+,-) kézmiiveletes algebrai strukturat testnek nevezziik, ha
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o [ egy kommutativ egységelemes gyurii;
e [ minden nemzérus elemének van multiplikativ inverze.

Testekre mar ismeriink példakat: Q(+,-) a racionalis szamok teste, R(+, ) a valos szamok
teste, C(+,-) a komplex szamok teste mind olyan test, amelyekrsl mar tanultunk. A Kvater-
niok mar nem testet, hanem tgynevezett ferdetestet alkotnak, mivel benne a szorzas méar nem
kommutativ. Erdemes megjegyezni, hogy rengeteg koztes test van a Q és az R kozott. Példaul

a Q(v?2) := {a+ W2|lacQbe Q} szintén test (biz: HF. szorgalmi).

0.4.5. Modulo m maradékosztalygytiri

A (Z,+,-) (egész szamok gytirtje) egy gytird. Ha m € Z,, m > 1, akkor (Z,,,+,") szintén
gytri, amit mod (m) maradékosztaly gytirinek neveziink.

Ha az m modulus reducibilis (azaz Gsszetett szam), akkor a Z,, maradékosztalygytirtd nem
zérusosztomentes. Példaul Zg-ban a 2 és a 3 zérusosztok.

Feladat Keressiik meg az invertalhaté elemek Zg-ban és hatarozzuk meg az inverzeiket.

v |0f1]2]3]4]5]
| -] -]-1-15]

Két invertalhat6 elem van, az 1 ésazb. 171 =1,51 =5.

Altaldban elmondhat6, hogyha Z,, maradékosztalygytirithen a elemnek pontosan akkor 1é-
tezik multiplikativ inverze, ha Inko(a,m) = 1. A most bevezetett multiplikativ inverz fogalma
azonos a azzal a multiplikativ inverz fogalommal, amelyet a kés6bbiekben a linedris kongru-
enciaegyenlet segitségével fogunk bevezetni. A Zh-ban ez utobbi fogalmat kérjiik. (Némileg
kevesebb elSkésziiletet igényel.)

A leirtakbol kovetkezik az alabbi egyszeri tétel.
Ha p prim, akkor Z, test.

A fenti tétel alkalmat ad arra, hogy véges testeket konstrualjunk. A legkisebb elemszami
test a kételemt {0, 1} amelyben a mtiveletek mod 2 szerint vannak definialva.

Példa p = 5. Zs = {0,1,2,3,4}.
A miiveletek Cayley tablazata Zs-ben.

[ +]o[1]2[3]4] L o[1]2[3]4]
0f0]1]2]3]4 of0J0]0J0]0
T 1[2[3[4]0 1012 3[4
223401 2(0(2[4[1|3
3|3 4[0[1]2 3l0|3[1[4]2
1|4]0]1]23 103 [1[4]2

A szorzas Cayley miivelettablazatabél kapjuk, hogy Zs-ben minden nemzérus elemnek van
multiplikativ inverze, tehat Zs valoban test.
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0.4.6. Linearis kongruencia egyenletek

Feladat Tekintsiik a 3z = 2 egyenletet. Oldjuk meg ezt az egyenletet kiilbnbéz6 maradékosz-
talygytriikben.

m=4:3-0=0,3-1=3,3-2=2,3-3=1, tehat nincs megoldas.
m=25:3-0=0,3-1=3, , 3:-3=1, 3-4 =2, tehat megoldhaté a kongruencia
egyenlet.

m=5:3-0=0,3-1=3,3-2=2,3-3=1,3-4=2, 3-5=3, tehat megint nincs megoldas.
Nincs megoldas.

Kovetkezzenek a formalis definfcidk és a tételek.

Linearis kongruencia egyenlet Legyenek a, b € Z, m € Z, tugy, hogy m > 1. Ekkor az
ar =b mod (m) (LKE)
egyenletet linedris kongruencia egyenletnek nevezziik.

A linearis kongruencia egyenletnek keressiik az dsszes egész szam megoldasat, ha egyéltalan
megoldhato. A megoldhatosag kritériuma viszonylag egyszertien megoldhato.

Maésrészt, ha megoldhat6 a linearis kongruencia egyenlet és egy z; egy egész megoldasa, a
2o pedig olyan, hogy z; = z; mod (m), akkor z; is megoldas. Tehat elég megkeresniink az
egyméssal paronként modulo m inkongruens megoldasokat. Azt is elGirhatjuk, hogy minden
egyes ilyen megoldas nemnegativ, de m — 1-nél kisebb vagy egyenld legyen. Ezeket a szamokat
nevezzilk alaprendszernek. Az alaprendszer birtokdban az 6sszes megoldast ismerjiik, mivel ha
taldlunk egy tetszbleges megoldéast, akkor az az alaprendszer valamelyik tagjaval lesz kongruens
modulo m.

A(z) (LKE) megoldhatosaga és a megoldas szerkezete Tekintsiik az ax = b mod (m)
(LKE)-t.

e A(z) (LKE) egyenlet megoldhatésidganak a kritériuma: A(z) (LKE) pontosan
akkor oldhaté meg, ha Inko(a, m)|b.

o A megoldas szerkezete: Megoldhatésaga esetén a linearis kongruencia egyenlet egy
alaprendszere

b

xog=2a"- - mod (m)

wi:xo—ki-% mod (m) (i=1,2,...,d" —1),
ahol d* = Inko(a,m) és az x*, y* olyan egész szamok, amelyekkel z*a + y*b = d*. (Az y*
szamot nem hasznéljuk fel az alaprendszer felirdsakor.)

Ebbél az is latszik, hogy az (LKE)-nek megoldhatésaga esetén d* = Inko(a, m) elemii az
alaprendszere (azaz az egymaéssal modulo m inkongruens megoldasainak a szama.)
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A multiplikativ inverz Legyen a € Z, m € Z,., m > 1 olyanok, hogy Inko(a,m) = 1
(azaz relativ primek). Ekkor az ax = 1 mod (m) linedris kongruencia egyenlet modulo m
egyértelmiien létez6 megoldasat az a szam m modulusra vonatkozé multiplikativ inverzének
nevezziik és a~' médon jeléljiik.

Erdemes megjegyezni, hogy:

e Amikor multiplikativ inverzrél beszéliink, mindig meg kell mondani, hogy a multiplikativ
inverz milyen modulusra vonatkozik.

e Multiplikativ inverz keresésekor is mindig a legkisebb pozitiv egész multiplikativ inverzet
keressiik.

o Ha egy a egész szam multiplikativ inverze adott m modulusra a b pozitiv egész, az azt
jelenti, hogy létezik olyan k egész szam, amelyre ab = km + 1.

0.4.7. Példa linearis kongruencia egyenlet megoldasara

Feladat Oldjuk meg a 84z = 16 mod (44) linedris kongruencia egyenletet kibévitett eukli-
deszi algoritmussal.

kla|m/|q|r|dJaz y*
08444 1 40| 4| -1]1—1-(—1)=2
1144140 1 | 4|4 1| 0—-1-1=-1
2140 4110 0 || 4] 0| 1—-10-0=1
31 4]0 - 4| 1 0

Ellenérzés: (—1) -84+ 2-44 = 4.

Alaprendszer
b 16
44
i :moﬂ'% =40+i— =40+i-11  mod (4)  (i=123),

azaz xo = 40, 1 =7, r9 = 18, x3 = 29.

T anultunk két hasonlé fogalmat, a mod(-, -) fiiggvényt és aza =b mod (m) relaciét. Nyilvin
mast jelent a kettd, ugyanis a neviikben is benne van, hogy az elsé egy fiiggvény, a masodik
egy relacié. mégis van kozottiik kapcsolat, mivel ha a = b mod (m) és 0 < b < m, akkor
mod(a, m) = b.
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0.5. Az RSA algoritmus

RSA algoritmust Ron Rivest, Adi Shamir és Leonard Adleman altal kidolgozott titkositasi el-
jaras. Az eljaras matematikai alapja az, hogy a primfaktorizacid, azaz egy nagy egész szam
primszamok szorzataként valo felbontésa a jelenleg rendelkezésre 4llo szamitogépekkel és algo-
ritmusokkal nem megoldhaté.

A sziikséges matematikai elGismeret annak a ténynek az ismerete, hogy ha p, ¢ primszamok,
a egy olyan egész szam, amelyre Inko(a, pg) = 1, akkor

a? M@ =1 mod (pq)

Ett6l a képlettdl miikodik az RSA algoritmus. Az RSA algoritmus az az algoritmus, amelyet
ha megismeriink, némi nagyképtiséggel mondhatjuk, hogy erre akar mi magunk is rajohettiink
volna. Utolag persze sok minden egyszert. (Van ami utolag sem.) Az RSA algoritmus primitiv,
de éppen a primitivségében rejlik a szépsége és nagyszertiisége.

Ismét egy kicsit megkapargatjuk a felszint, hogy megértsiik a hattérben megbivé matema-
tikat. Enélkiil csak annyi marad meg az egész algoritmusboél, hogy megadtunk egy szamot,
csindltunk vele valami hokusz-pokuszt, lett bel6le egy masik szam, azzal is csinaltunk valami
hokusz-pokuszt és visszakaptuk az eredeti szamot. Az eredeti szam ugy jon ki a szadmolasok
végén, mint ahogy a btivész huzza ki a nyulat a cilinderbdl.

Ebben a gyakorlatban egy kicsit koriiljarjuk a matematikai hatteret, nem kotelezd velem
tartaniuk, de mint tudjék, "gondolkodni mend". Akiket a matematikai hattér nem érdekel,
azok elégedjenek meg az a® V@D =1 mod (pq) Osszefiiggéssel, és a MODHAT algoritmus
miikodésével, és fogjak tudni kézzel futtatni az RSA algoritmust.

Akiket érdekel, hogy mitsl miikodik, azoknak adok egy kis segitséget a megéréshez, de ez
nem lesz szamon kérve, ez csak egy lehetGség érdekl6ds hallgatdk szamara.

A kovetkezg felépitést kovetjiik:

A MODHAT (modularis hatvanyozas algoritmus ismertetése;

Az RSA algoritmus ismertetése;

Az RSA algoritmus matematikai alapjai (kihagyhato);

Primtesztek, Carmichael szamok;
0.5.1. A modularis hatvanyozas algoritmusa

A MODHAT algoritmus az mod(a® n) értékét szamolja ki.
INPUT: a € Zy, b€ Zy,n € Z,. A bszam a 2-es szamrendszerben

k
b=bby_1,....bo azaz b= ZbiQ’“.
1=0
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OUTPUT: ¢ = mod(a®, n).

MODHAT (a,b,m || ¢)
c+—1
FOR i <— k£ DOWNTO 0 DO
¢ +— mod(c?,n)
IF b, — 1 THEN
¢ <— mod(ca, n)
RETURN(c)

SR Rl e

1. Példa. Szdmoljuk ki a a mod(63%°,17) értékét.
eldszor dtirjuk a 90-et 2-es szdmrendszerbe. 90 = 1011010e. FEzt kévetden alkalmazzuk a
MODHAT algoritmust.

bi | mod(c?, 17) mod(63¢, 17)

1 | mod(1%,17) = mod(63-1,17) = 12
0 [ mod(127,17) = 8 -

1 [ mod(s%, 17) - 13 mod(63 - 13,17) = 3
1 | mod(3%,17) = mod(63-9,17) =6
0 | mod(62,17) = —

1 | mod(2%,17) = mod(63-4,17) = 14
0 mod(142,17) = 9 -

Tehdt mod(63%°,17) = 9.

2. Példa. Szimoljuk kia a mod(2%°,41) értékét.
eldszor dtirjuk a 40-et 2-es szdmrendszerbe. 40 = 1010000e. FEzt kévetden alkalmazzuk a
MODHAT algoritmust.

b; | mod(c?,41) mod(2c, 41)

1 | mod(1%,41) =1 mod(2-1,41) =2

0 | mod(2%,41) =4 —

T [ mod(4%,41) = 16 | mod(2- 16,41) = 32
0 | mod(32%,41) =40 | —

0 | mod(40%,41) =1 | —

0 | mod(1%,41) =1 —

Tehdt mod(2%°,17) = 1, de ez szdmolgatds nélkiil is ldthaté a kis Fermat tétel alapjdn.

0.5.2. Az RSA algoritmus

Alice uzenetet ir Bobnak.

o )M az iizenet;
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e (' a titkositott lizenet;

ugyanis Alice azt szeretné, ha az lizenetét csak Bob tudné dekodolni. Titkositani a P, dekédolni
az S figgvénnyel fogunk. Azaz

A P és az S fiiggvények egymas inverzei, ugyanis
M =S(C)=S(P(M))=SoP(M).

A szoveges lizenetbdl elGszor egy bitsorozatot készitiink, ami a kettes szamrendszerben egy
pozitiv egész szam. Ez a szam az M. Titkositani az n és e pozitiv egészekkel fogunk. Ezek
nyilvanosak, mindenki szamara lathatoak, tehat az n és e szamok segitségével mindenki
tud titkositani. Fontos még, hogy Inko(M,n) = 1 teljesiiljon, azonban ez kénnyen elérhetd,
(az n két nagy primszam szorzata, ha ezeknél a primeknél kisebb az M szam, akkor biztosan
teljesiil, hogy Inko(M,n) = 1. Ebbdl arra kovetkeztethetiink, hogy hosszu tizenet titkosité-
sara nincs lehetGségiink, de ez nincs igy, a hosszu iizenetet részekre bontjuk, a részek mar
titkosithatok.) A titkositas a kévetkez6 modon torténik:

C = P(M) =mod(M® n)

(szavakba Ontve: az M et az e-edik hatvanyra emeljiik és vessziik a kapott szam n modulus
szerinti maradékat.) Ez a MODHAT algoritmussal konnyen elvégezhets, mivel a MODHAT
algoritmus gondoskodik arrol, hogy a hatvany "ne szalljon el", azaz végig kezelhetd méreti
maradjon.

Bob megkapja a titkositott lizenetet, azaz azt, hogy C. Most jon a csavar a torténetben.
Ahhoz, hogy dekédolni tudja az {lizenetet, sziiksége van az n és d szamokra. A d az n és
az e szamokbol szamolhato. Az n két prim szorzata, n = pg. A p és q primeket csak Alice és
Bob ismerik. A dekodolashoz el6szor ki kell szamolni az f értékét:

f=m@-Dlg-1),

majd az d értékét. A d szam az e szam f modulusra vonatkoz6 multiplikativ inverze. Ehhez
persze teljesiilnie kell az Inko(e, f) = 1 feltételnek, ennek megfelelGen az e szamot eleve igy kell
megvalasztanunk. A dekddolas a kovetkezd modon torténik:

S(C) = mod(C% n).
A miikédés tényleg nagyon egyszertd, csak két dolgot kell megjegyezni hozza:

e a d az e szdm f-re vonatkozé multiplikativ inverze, azaz létezik olyan k egész szam,
amellyel de =1+ kf;

o f=(p—1)(¢—1),igy alkalmazhato a kis Fermat tételt kovets kovetkezmény.
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Ugorjon el6 a nytl a cilinderbél: Idézziik fel, hogy C' = M¢. Szamoljuk ki a C¢ n re vonatkozé
osztasi maradékat.

S(C) =04 = (M) = M = MR = M(MPDEDY = A mod (n)
és ezt kellett bizonyitani.

3. Példa. Legyen M = 65 az tizenet, amit Alice kiild a Bobnak, n = 899 és e = 11. FEzek
nyilvinosak. Az n primfaktorizdcioja szigorian titkos, ezt csak Alice és Bob ismerik. n =
899 =29-31, azazp=29,q=31. f=(p—1)(¢q—1) =28-30 =840. Legyen e = 11. Ekkor
Inko(M, n) = Inko(65,899) = 1 és Inko(e, f) = Inko(11,840) = 1, tehdt teljesiilnek a titkositds
€s a dekddolds feltételei.

Elészor titkositsunk: C = P(M) = (M n), ami a moduldris hatvinyozds algoritmussal
szdamolhato.

b; | mod(c?, 899) mod(65¢, 899)

I [ mod(1?,5%) = mod(65 - 1,899) = 65

0 | mod(65%, 899) = 629 -

T [ mod(6207,899) — 81 | mod(65 - 81,899) = 770
1 [ mod (7707, 899) = 459 | mod(65 - 459, 899) = 168

Tehdt a tikositott iizenet: C' = 168.

Most nézziik meg, hogy Bob tudja-e dekddolni az tzenetet. Ehhez eldszér szamoljuk ki d-
t, ami az e-nek az fre vonatkozo multiplikativ inverze. FEz kibévitett euklideszi algoritmussal
szdamolhato.

hilew | fe |qu|me | d |2 y"

0111 840 | 0 111 —22913—-0- (—229) =3
1840 11 76 | 4 1 3 —1—-76-3=-229
5111 [4 |2 |3 |1 |1 [1-(-1).2=3
314 3 1 1 1 1 0—1-1=-1
413 1 3 10 1 0 1-3-0=1

511 0 - | - 1 1 0

Ellendrzés: 11 -(—229) + 840 -3 = 1. Tehdt d = —229 + 840 = 611.
A dekddoldshoz az S(C) = mod(C¢,n), ami a moduldris hatvinyozds algoritmussal szdmol-
hato.

b; | mod(c?,899) mod(168c, 899)

1 | mod(1 2, 899) = mod(168 - 1,899) = 168

0 | mod(1682 899) —355 | _

0 [ mod(355%,899) = 165 | _

1 mod(1652 899) = 255 | mod (168 - 255,899) = 587
1 mod(5872 899) = 252 | mod (168 - 252,899) = 83
0 [ mod(33%,899) = 506 | _

0 | mod(5962,899) = 111 | —

0 [ mod(1112,899) — 634 | —

1 mod(6342 899) = 103 | mod(168 - 103, 899) = 223
1 mod(2232 899) = 284 | mod (168 - 284,899) = 65
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Tehdt az eredeti tizenet "M = 65" volt.

0.5.3. Matematikai alapok az RSA algoritmus miikodéséhez

Mint ahogy azt a korabbi részben emlitettiik, az RSA algoritmus miikddése az
aP Db = mod (pq)

képlet ismerete, ahol p, ¢ primszamok, a egy olyan egész szam, amelyre Inko(a, pg) = 1. Most
két bizonyitast adunk az allitasa. (Ez az a bizonyos kihagyhato rész.) Az els§ bizonyitas a kis
Fermat tételen keresztiil vezet, a masodik esetén a bizonyitandé allitas az Euler-Fermat tétel
specialis esete.

A kis Fermat tételben 1évé kis jelz6 nem arra utal, hogy a felfedezés a gyermek Fermat-
nak tulajdonithaté (hasonlatosan a kis Gauss Osszefiiggéshez, ami nem mas, mint a szamtani
sorozat Osszegképlete), hanem ezzel a jelzével kiilonbozteti meg a tudomanytorténet a Fermat
altal talalt és bizonyitott Osszefiiggést az tgynevezett nagy Fermat tételtsl. Errdl a tételrdl
ennek a résznek a végén mondunk par szot.

Pierre de Fermat (Beaumont-de-Lomagne, 1601. augusztus 17. — Castres, 1665. januar 12.)
francia jogasz, miikedvel¢ matematikus. Jogéaszként dolgozott, nem akart kapcsolatba keriilni
olyan emberekkel, akikkel kés6bb peres tigyekkel kapcsolatban talalkozhat. Ezért hobbiként a
matematikat valasztotta, amelyben maradandét alkotott.

Leonhard Euler (Bazel, 1707. aprilis 15. — Szentpétervar, 1783. szeptember 18.) svajci
szarmazasi matematikus és fizikus. Az egyik legnagyobb (taldn a legnagyobb) matematikus.
1771-ben mindkét szemére megvakult, tudoményos eredményeinek csaknem felét vakon hozta
létre. Vajon Euler hallgathatta-e Haydn zenéjét? Igen, hiszen kortarsak voltak.

Most atnézziik az a® D@D =1 mod (pq) (p, q kiilénb6z6 primek, Inko(a, pg) = 1) képlet
igazolasadhoz vezets két utat. Az elsé a kis Fermat tételen keresztiil vezet. Ezt szoktak javasolni
miiszaki egyetemeken. Kevés elGismeretet igényel, azonban itt is kell egy kicsit szamolgatni.
Kezdjiik ezzel az uttal. Pontokba szedtiik a bizonyitas lépéseit:

1. Ha p prim, a € Z,, akkor a”? = a modulo (p). (Tehet ehhez az éallitdshoz még arra sincs
sziikséglink, hogy az a és p szamok relativ primek legyenek.)

Utmutatas Az a szam szerinti teljes indukciéval bizonyitunk. Az allitds a = 0, 1 —1 esetén
nyilvanval6. Innen akar folfelé, akar lefelé teljes indukcioval bizonyithaté. Az 6roklédés részhez
elegendd észrevenni, hogyha p prim, akkor

py _plp—1...(p—k+1)
Igy a binomialis tételt is felhasznalva kapjuk, hogy
p _ P p p—1 p _
(a+1)P =a +<1>a +---+< 1>a+1:a+1 mod (p),
p—

Ha lefelé megyiink, akkor a p = 2 esete kiilon kell vizsgalnunk. Illetve, ha p egy paratlan prim,
akkor a fent leirtakkal analég médon kapjuk, hogy (a —1)? =a — 1 mod (p).
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2. Haac=bc mod (n), akkor a =b mod (m
Utmutatas Az allitds egyszerii szamolas segitségével kénnyen ellendrizhet6. (A bizonyités
szorgalmi feladat.)

Ebbdl az allitasbol méar konnyen kijon a kis Fermat tétel. A kis Fermat tételt azért hivjuk kis
Fermat tételnek, hogy megkiilonboztessiik a nagy Fermat sejtéstd, ami mara méar nagy Fermat
tétel, errél késébb még frunk.

3. Kis Fermat tétel Ha p prim, a € Z ugy, hogy Inko(a,p) = 1 (azaz a p prim nem osztdja
az a szamnak), akkor
a?'=1 mod (p).

Ismét sziikségiink van egy kis allitasra.
4. Haa=b mod (n1),a=b mod (ns), akkor a =b mod (Ikkt(ny,nsg)).

Utmutatas Egyszert szamolassal konnyen kijén (Szorgalmi feladat.)

5. Ha p, ¢ primek, Inko(a,pq) = 1, akkor a» D@1 =1 mod (pq).

most nézziink egy kicsit elegansabb utat, ami az Euler Fermat tételen alapul.

Az Euler Fermat tétel bizonyitasa minddssze egy sor, azonban igényel egy kevés elGismeretet.
Most a sziikséges fogalmakat és elGismereteket szedjiik pontokba:
1. Csoport rendje, elem rendje. Ha (G, ) egy csoport akkor a G csoport rendjének a G
halmaz szamossagat nevezziik és |G| modon jeldljiik. Csoport rendje lehet véges, vagy végtelen.
Példaul a (Z, +), tehat az egész szok halmaza az 6sszeadés miveletére nézve egy végtelen rendii
csoport.

Az elem rendjének a fogalmahoz induljunk ki egy (G,-) legyen g € G egy egységelemtsl
kiilénb6z6 elem. Képezziik a g elem hatvanyaibol alkotott

g9, 9% ¢ g' ...

sorozatot. Ekkor két eset van. A sorozat tagjai paronként kiillonbozéek. Ekkor azt mondjuk,
hogy a g elem rendje végtelen.

a masik eset az, amikor ennek a sorozatnak van két egyenls eleme, mondjuk 1éteznek olyan
k., | pozitiv egészek, amelyekre k < [ és g* = ¢'. Ekkor, ¢ ¥ = 1, azaz van olyan pozitiv egész
z, amelyre g* = 1. Ekkor a g elem rendjét

lg| :== min{z € Z,|¢° = 1}

modon értelmeziink.

Ha a G egy véges rendii csoport, akkor nem é&llhat fenn az az eset, hogy egy tetszGleges
egységtdl kiilonbozd elem pozitiv egész kitevSj hatvanyai paronként kiilonbozsk legyenek, igy
egy véges rendd csoport minden egységtdl kiilonboz eleme véges rendd.

Az is konnyt latni (a hatvanyok ciklikus ismétlédése miatt), hogyha valamely n-re ¢ = 1,
akkor a g rendje osztdja az n-nek, bar erre az 6sszefiiggésre nem lesz sziikségiink.

Most nézziink példat véges rendd csoportra. Tudjuk, hogy rogzitett m modulus esetén a
Z,, a szorzasra nézve félcsoportot alkot. Ebbdl a félcsoportbol vegyiik ki az 1-et és azokat a
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maradékosztalyokat, amelyeknek van multiplikativ inverziik. Tanultuk, hogy egy a elemnek
pontosan akkor van multiplikativ inverze az m modulusra nézve, ha a és m relativ primek.
Tehéat egy a maradékosztalynak pontosan akkor van multiplikativ inverze, ha valamelyik (és
ebben az esetben minden eleme) relativ prim m-mel.

Altalaban is igaz, ha egy tetszéleges (S, -) félesoportban Gsszegytijtjiik az 1-et és az invertél-
hat6 elemeket, akkor a kapott elemek egy csoportot alkotnak, ugyanis, ha az a és b elemeknek
van inverziik, akkor az ab elemeknek is van, mivel (ab) ' =b'a .

Tehat, ha rogzitett m modulus esetén a (Z,,, ) félcsoportbodl indulunk ki, akkor az inver-
talhato elemek altal alkotott csoportot redukalt maradékosztalycsoportnak vevezziik. A
kapott csoportnak annyi eleme van, ahany elem relativ prim m-hez a

o, 1, 2, ..., m-—1

sorozat tagjai koziil. Azt a fiiggvényt, amely egy m pozitiv egész szamhoz a 0, 1,2, ..., m—1
sorozatban az m-hez relativ primek szaméat rendeli Euler-féle ¢ fiiggvénynek nevezziik és p(m)
modon jeloljiik.

Tekintsiik az m = 12 elemet, és hatarozzuk meg a redukalt maradékosztéalycsoport elemeit.

0, [1], 2 3 4 [5, 6 [7], 8 9, 10, [11]

Nyilvan szebb lett volna egy nagyobb alapszam, mondjuk a 42 hasznalataval, de tovabb tartana
begépelni. Tehat a modulo 12 redukalt maradékosztalycsoport elemei {1,5,7,11}, a csoport
Cayley tablazata:

[ t[5]7 U]
T 1[5 ]7]11
55| 1117
AESEERE
111751

Tehat a modulo 12 redukalt maradékosztalycsoportnak ¢(12) = 4 eleme van. Még két aprod
lépés kell a bizonyitashoz.

2. Legyen (G,-) egy csoport, H a G halmaz egy nemiires részhalmaza. Az mondjuk, hogy H
egy részcsoportja a G csoportnak, ha H maga is csoport (G-beli csoportmiiveletre nézve), azaz
rendelkeznek a kovetkezs tulajdonsaggal:

1. 1€ H;
2. Ha hy, ho € H, akkor hihe € H, azaz a H halmaz zart a csoportmiiveletre nézve;

3. Minden h; € H elemhez létezik olyan hy € H elem, amelyekkel hihy = hohy = 1, azaz
minden H-beli elem elem inverze is H-beli.

3. Lagrange tétele Legyen (G, -) egy véges csoport. Ekkor
a. Részcsoport rendje osztdja a csoport rendjének;

b. Elem rendje osztéja a csoport rendjének.
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Utmutatas

a. Szorgalmi hazi feladat. Nem valészint, hogy a bizonyitdashoz sziikséges oOtletre barki
segitség nélkiil rajon, azonban maga a bizonyitas nagyon egyszert, minden elemi algebra kényv
tartalmazza.

b. maéar nagyon kénnyen kijon az a. allitasbol. Ugyanis, ha g € G egy tetszdleges elem,
amelynek rendjét jelolje k, akkor

(9)>={1, 9. ....6""}

egy részcsoportja G. Ezt a részcsoportot a g elem altal generalt csoportnak nevezziik. Az egy
elem altal generalt csoportot, tehat azt a legsziikebb csoportot, ami ezt az elemet tartalmazza
ciklikus csoportnak nevezziik. Ciklikus csoport rendje egyenld a general6 elmének a rendjével,
igy alkalmazhaté a Lagrange tétel a. része.

Joseph-Louis Lagrange grof, eredeti olasz nevén Giuseppe Luigi Lagrangia (Torino, 1736.
januar 25. — Péarizs, 1813. aprilis 10.) olasz sziiletésd francia matematikus; a szamelmélet, a
matematikai analizis és az égitestek mechanikaja teriiletén elért eredményeirsl hires. Csendes,
a tudomanynak €16 tudos volt. Egy, a nevét visels tétellel (a Roll- , Lagrange-, Cauchy tételek
kozépss tagja) mar alkalmunk volt megismerkedni az Analizis I targy keretében.

Euler-Fermat tétel Haa € Z, n € Z,, n > 1, Inko(a,n) = 1, akkor

a?™ =1 mod (n)
Utmutatas Legyenek a és m relativ primek. Ekkor az a elemmel reprezentalt maradékosztaly
eleme a p(m) rendii redukalt maradékosztaly csoportnak. Felhasznélva Lagrange tételét, mely
szerint elem rendje osztdja csoport rendjének, bebizonyitottuk a tételt.

Az Euler Fermat tétel specialis esete az altalunk bizonyitandé allitds, mivel ha p és ¢ két
(kiilonb6z6 primszam), a pdig egy pozitiv egész, amelyre Inko(a, pg) = 1, akkor mivel ¢(pq) =
(p—1)(q — 1), igy az Euler-Fermat tétel egyszerii kovetkezményeként kapjuk a bizonyitandd
allitast.

A ¢ egy szamelméleti fiiggvény, amely tetszéleges n nemnegativ egész szamhoz a 0, 1,

.., n — 1 sorozatban n-hez relativ primek szaméat rendeli. A ¢ fiiggvény egy tgynevezett
multiplikativ szamelméleti fiiggvény, ami azt jelenti, hogyha a és b relativ primek, akkor ¢(ab) =
w(a)p(b). Sajnos ez a tény nem segit a ¢ fiiggvény értékének a kiszdmitasaban, ugyanis elGszor
meg kell hataroznunk a ¢ fiiggvény értékét tetszéleges n helyen, és ebbdl vezethets le az a tény,
hogy a ¢ fiiggvény multiplikativ.

Tétel Legyen n = pi™* ...po*, ekkor

Utmutatas Szita formulaval némi szamolassal kijén. (Szorgalmi hazi feladat)
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Végiil néhény gondolat a nagy Fermat tételrsl. A nagy Fermat tétel Fermat sejtésként kezdte
foldi palyafutasat. Fermat foglalkozott az alabbi problémaéval: hatéarozzuk meg az " + y" = 2"
egész megoldasainak a halmazat, ahol n > 2 rogzitett egész. Fermat sejtése az volt, hogy ennek
az egyenletnek csak trivialis (azaz 0, vagy 1) megoldasai vannak és egy konyv margojara azt
irta (szabad forditasban), hogy ennek a ténynek egy csodéalatosan szép megoldasat talaltam,
de a hely kevés, hogy a bizonyitast befogadja. Eltelt vagy 300 év, amig Sir Andrew John
Wiles (Cambridge, 1953. aprilis 11.) az Amerikai Egyesiilt Allamokban ¢l6 angol matematikus
bizonyittota a nagy Fermat tételt. Eredményét 1993-ban publikalta, ami azonban hibasnak
bizonyult. Wiles két évre bezarkozott a hazaba, és 1995-ben publikalta a hibatlan bizonyitést.

0.5.4. A kis Fermat tételen alapul6 primteszt

A kis Fermat tétel azt mondja ki, hogyha p prim és Inko(a,p) = 1, akkor a?! =1 mod (p).
Ebbél kontrapozicioval kapjuk, hogyha Inko(a,p) = 1 de a? ! # 1 mod (p). Ha egy pozitiv
egész megbukik egy ilyen primtesten, akkor az biztosan Osszetett szdm, tehat nem prim. Ha
azonban atmegy egy ilyen primteszten, akkor az még nem biztos, hogy prim. azok a szamok,
amelyek az Osszes kis Fermat tételen alapul6é primteszten atmennek, mégsem primek, az ugy-
nevezett Carmichael szamok. Ilyen szam példaul az 561, amelyet maga Carmichael talalt meg
1910-ben.

Definicié A p € Z,, p > 1 szamot alprimnek nevezziik, ha létezik a € Z., tgy, hogy
Inko(a,p) =1 és
a?'=1 mod (p).

Charmichael szamok A p € Z, p > 1 szamot Carmichael szamnak nevezziik, ha
a?'=1 mod (p).

minden olyan a € Z, esetén, amelyre Inko(a,p) = 1, de p nem prim, azaz a Charmicha-
el szamok azok az 1-nél nagyobb pozitiv egész szamok, amelyek minden olyan primteszten
atmennek, amelyek a kis Fermat tételen alapulnak, mégsem primek.

Charmichael szamok: 561, 1105, 1729, 2465, 2821, 6601, 8911, ... végtelen sok van belsliik.
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0.6. Dinamikus halmazok: tomb és lancolt lista implemen-
tacid
0.6.1. Dinamikus halmazok

4. Definicio. A dinamikus halmaz eqy olyan halmaz, amely az 6t felhaszndlo algoritmus
sordn vdltozik (béviil, szikil, mddosul).

5. Definicié. A sorozat adatstruktira objektumok olyan tdroldsi mddja, amikor az elemek
a miveletek dltal kijelolt linedris sorrendben kévetik eqymdst. Tipikus miveletek: keresés, be-
szurds, torlés.

Sorozat implementalasa
e tomb
e lancolt lista
— egyszeresen vagy kétszeresen lancolt, szentineles
6. Definicio. Specidlis sorozat adatstruktirdk: verem (STACK), sor (QUEUE)

7. Definicid. A verem (STACK) olyan dinamikus halmaz, amelyben elére meghatdrozott az
az elem melyet a TOROL eljdrdssal eltdvolitunk. Ez az elem mindig az idében legutoljdra a
struktirdba helyezett elem lesz. (LIFO last in first out adat szerkezet). Mdveletei: beszirds:
PUSH, torlés POP.

8. Definicid. A sor (QUEUE) olyan dinamikus halmaz, amelyben elére meghatdrozott az az
elem, melyet TOROL eljardssal eltdvolitunk, és az az elem is, amelyet a BESZUR eljdrdssal a
halmazba tesziink. Torlésre mindig az elemek kézil a legrégebben beszurt keril. A beszirt elem
lesz a legfrissebb. (FIFO szerkezet). Miuveletei: beszirds, torlés.

0.6.2. Tomb

Legyen A egy tomb.
Attributumok:

fej [A] = az els6 elem indexe.

vége [A] = az utolso elem indexe.

hossz [A] = a tombelemek szama (a tarolt elemek szama).

tombméret [A] = annak a memoriateriiletnek a nagysidga tombelem egységben mérve, ahova
a tombot elhelyeztiik.

ACloAoOADOATIOALDOADOCATOOALOADOCALOALOALDOCATOALOALOALO
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Beszaras tombbe algoritmus: BESZ(A, z, r, hibajelzés)
INPUT: A a tomb, z a témb indexe, amely elem elé torténik a beszuras, r a beszurando elem.
OUTPUT: hibajelzés - a beszturas eredményességét jelzi.

BESZ(A, x, r, hibajelzés)
IF hossz [A] # 0
THEN IF (fej[A] < x < vége [A]) és (tombméret [A] > hossz [A])
THEN FOR i <— vége [A] DOWNTO 2z DO
Ali + 1] «— Ali]
Alz] «— r,INC(hossz[A]), INC(vége[A])
hibajelzés «— "sikeres besziras"
ELSE hibajelzés <— "sikertelen besziras"
ELSE fej [A] «— 1, vége [A] <— 1 hossz [A] «— 1, A[z] ¢—r
RETURN(hibajelzés)

e B R B el N B R

Példa:
TOMB A = [5,9,10,23,92, ., ., ]
fej[A] = 1, vége[A] = 5, hossz[A] = 5, tombméret[A] = 8.
Szurjuk be az x = 3 helyre az r = 8-at. (BESZURAS, T'(n) = ©(n))
1. 1épés: van-e hely?
2. lépés: ciklusi=5...3 Ali + 1] «— AJi]

A[6] +— A[5] A[5,9,10,23,92,92, ., ]
A[5] +— A[4] A[5,9,10,23,23,92, ., ]
A[4] +— A[3] A]5,9,10,10,23,92, ., ]

3. lépés: A[3] «— z A =[5,9,8,10,23,92, ., ]
INC(vége[A]): vége[A] = 6.
INC(hossz[A]): hossz[A] = 6.
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Torlés tombbdl algoritmus: TORL(A, z, hibajelzés)

INPUT: A a tomb, x a térlendd elem indexe.
OUTPUT: hibajelzés - a torlés eredményességét jelzi.

TORL(A, z, hibajelzés)
IF hossz [A] # 0
THEN IF fej [4] < = < vége [A]
THEN FOR i <— = TO vége [A] — 1 DO
Ali] «— Ali + 1]
DEC(hossz[A]), DEC(vége[A])
hibajelzés «— "sikeres torlés"
ELSE hibajelzés <— "nem létezs elem"
ELSE hibajelzés +— "iires tomb"
RETURN hibajelzés)

O PN Y | Lo o) =
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Példa:
TOMB A = [5,9,10,23,92, ., ., ]
fej[A] = 1, vége[A] = 5, hossz[A] = 5, tombméret[A] = 8.
Toroljiik az eredeti témb 3. elemét. (TORLES, T'(n) = ©(n))
1. 1épés: fej[A] < 3 < vége[A]
2. lépés: ciklus i =3...4 Afi] «— Ali + 1]
A[3] +— A[4] A[5,9,23,23,92, ., ., ]
Al4] +— A[5] A[5,9,23,92,92, ., ., ]
3. lépés:
DEC(vége[A]): vége[A] = 4.
DEC(hossz[A]): hossz[A] = 4.
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Linearis keresés tombben algoritmus: LINKER(A, k, x)
INPUT: A a témb, k a keresett kulcs.

OUTPUT: z a k kulcst elem indexe, vagy NIL, ha nincs ilyen elem..

LINKER(A, £, 7)
IF Hossz|A]# 0
THEN z «— fej[A4]
WHILE (x < vége[A]) és Alz] # k) DO
INC(x)
IF (x > vége[A])
THEN z <— NIL
ELSE z <— NIL
RETURN (2)

I SRl Bl Mol S R e
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Binaris keresés rekurziv valtozata: BINKER(A, 1,7, k, x)
INPUT: A a rendezett tomb, i a keresés kezdgindexe, j a keresés végindexe (i és j nem vesznek
részt a keresésben).
OUTPUT: z, ahol x a k kulcst elem indexe, ha Afx] = k, vagy NIL, ha k kulcsi elem nincs a
témbben.

BINKER(A, i, j, k, )
L— 5]
IF i = | THEN z «— NIL, RETURN(2)
ELSE IF A[l] = k
THEN z «— [, RETURN(z)
ELSE IF A[l] < k
THEN BINREK(A, [, j, k, z)
ELSE BINREK(A, 1,1, k, 7)

I SR Bl B B R




Példa: (Megtalalja)
TOMB A = [5,9,10,23,92, ., ., .]

fej[A] = 1, vége[A] = 5, hossz][A] = 5, tombméret[A] = 8.
Keressiik a k£ = 23 kulcsa elemet a tombben.

Bin(A4,0,6,k =23, z)

v o] =3

i=1 (0 a8 3)  hamis

A[3] =23  hamis

A[3] < 23 igaz = Bin(A4, 3,6,23,x)

L+ 28] =4.

i =1 (3 a8 4)  hamis

A[4] = 23 igaz = RETURN(4).

Példa: (Kisebb, mint a témb elemeti)
TOMB A = [5,9,10,23,92, ., ., .]

fej[A] = 1, vége[A] = 5, hossz[A] = 5, tombméret[A] = 8.
Keressiik a £ = 1 kulcst elemet a tombben.

Bin(A,0,6,k = 1,2)

[+ |H8] =3

i=1 (0 a8 3)  hamis

A[3] Z1  hamis

A[3] < 1 hamis = Bin(A4,0,3,1,z)

L+ |22 =1

i = (0 a8 1) hamis

Alll]=1  hamis

A[l] < 1 hamis = Bin(A,0,1,1, z)

L+ |2 ] =o0.

i=1  (0=0)igaz = RETURN(NIL).

Példa:
TOMB A = [5,9,10,23,92, ., .,.] (Nagyobb, mint a témb elemei)

fej[A] = 1, vége[A] = 5, hossz[A] = 5, tombméret[A] = 8.
Keressiik a k£ = 100 kulcst elemet a tombben.

Bin(A, 0,6, k = 100, z)

[+ |H] =3

i=1 (0 a8 3)  hamis

A[3] =100  hamis

A[3] < 100 hamis = Bin(A4, 3,6, 100, x)

L+ [36] =4

i =1 (3 a8 4)  hamis

A[4] =100  hamis

A[4] < 100 igaz = Bin(A, 4,6,100,x)
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[+ |55] =5.

i=j (4<5) hamis

A[5] =100  hamis

A[5] < 100 igaz = Bin(A, 5, 6,100, x)

[+ |28] =5.

i=j  (5=5)igaz = RETURN(NIL).
Példa:

TOMB A = [5,9,10,23,92,.,.,.] (Van kisebb elem is és nagyobb elem is a témbben, de a
keresett elem nincs a témbben.)

fej[A] = 1, vége[A] = 5, hossz[A] = 5, tombméret[A] = 8.
Keressiik a k = 8 kulcst elemet a témbben.

Bin(A, 0,6,k = 8, )

[+ |%6] =3

i=1 (0 a8 3)  hamis

A[3] =8  hamis

A[3] < 8 hamis = Bin(A4,0,3,8,z)

L+ |22 =1

i=1 (0 a8 1) hamis

At =

A[l] < 8igaz = Bin(A4, 1, 3,8, x)

L+— |2 =2

8 hamis

i=1 (1£2) hamis

A2l =8  hamis

A[2] < 8 hamis = Bin(A4,1,2,8, )
L+ 2] =1.

i=1 (1=1)igaz = RETURN(NIL).
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Binaris keresés iterativ valtozata: BINIT(A, 1,75, k, z)

INPUT: A a rendezett tomb, i a keresés kezdgindexe, j a keresés végindexe (i és j nem vesznek
részt a keresésben).

OUTPUT: z, ahol = = k kulcst elem indexe, ha k-t megtalaltuk, illetve NIL, ha k nincs benne
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a tombben.

BINIT(A, 1,7, k, )

1|1« [52]

2. | WHILE 7 < { DO

3. IF A[l] = k, THEN z <— [, RETURN(z)
Iy IF A[l] < k THEN i «— |

5. ELSE j +— 1

6. [+ [ 52]

7. | © +— NIL

8. | RETURN(z)
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0.6.3. Lancolt lista

Kétiranyban lancolt lista:

| els | kules | kov |

Az egyiranyban lancolt lista hasonlé, de hianyzik belSle az el6re mutaté mutato, tehat csk egy
irdnyban tudunk lépkedni az elemeken.

El6szor foglalkozunk a lancolt listaval, de nem irjuk le részletesen a miiveleteket (besziras,
keresés, torlés), ezeket a miveleteket csak a szentineles lancolt lista esetén ismertetjiik.

Jelolje L = a lancolt listat. Egyetlen attribtituma van a fej[L] =, ami a legelsé listaelemre
mutatdé mutato.

fej 1]

oypjusnjusz
Tehat:

fej[L]: az elsd listaelemre mutat (vagy NIL, ha a lista iires).

elG: az el6z6 listaelemre mutat, illetve a lista els§ eleme esetén NIL
kov: a kovetkezd listaelemre mutat, illetve az utolsé listaclem esetén NIL

ACloAoOADOATIOALDOADOCATOOALOADOCALOALOALDOCATOALOALOALO

A szentineles lancolt lista. Szentinel: strazsa vagy 6rszem, amely zart lancolt listava teszi
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a listat.

NiL [

e U Td RLTY OLE

A szentineles lancolt listanak egyetlen attributuma van a NIL(L), ami a szentinelre mutato
mutatd. A szentinelnek NIL a kulcsa. A szentinel is rendelkezik eld, illetve kév mutatokkal,
amelyek jelentése:

e cl6[NIL[L]] az utolsé elemre mutat, illetve NIL, ha a lista tires;
e kov [NIL[L]] az els6 elemre mutat, illetve NIL, ha a lista iires.

A kovetkezd miiveletekkel ismerkediink meg kétszeresen lancolt szentineles listaban:
1. Keresés;

2. Beszuras elsg elemként. (Kiilon vizsgaljuk azokat az eseteket, amikor a lista iires, illetve
nem iires);

3. Beszuras utolso elemként (Szorgalmi hazi feladat);
4. Beszurés adott mutatoju elem elé;
5. Beszuras adott mutatoju elem utan (Szorgalmi héazi feladat);
6. Adott mutatoju elem torlése.
1. Keresés:KERES(L, k, )

INPUT: L a lista, k a keresett kulcs.
OUTPUT: z, ami a kulcs mutatdja, ha a kulcs a listaAban van, vagy NIL, ha nincs a listaban.

KERES(L, k, x)

1. | z +— kov [NIL[L]]

2. | WHILE (2 # NIL[L] és kulcs[z] # k) DO
3. x +— kov|z]

1. [1IF 2 = NIL[L] THEN 2 «— NIL

5. | RETURN(z)

ALloAOALDOALIOALOALIOATOALOALOALOALOALOATOALOALIOALO
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2. Beszuras els6 elemként iires listaba Az x mutatoja elemet szurjuk be.

elg[x] «— NIL[L]

kov[z] «— NIL[L]
el6 [NIL[L]] ¢— =
kov [NIL[L]] +— =

= W oo
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Besziiras elsé elemként nemiires listaba Az x mutatoju elemet szirjuk be.

elg[x] «— NIL[L]
kov[z] «— kov [NIL[L]]
el6 [kov [NIL[L]]] «— x
kov [NIL[L]] +— =

= Lo

ACloAoOADOATIOALDOADOCATOOALOADOCALOALOADOCATOALOALOALO

Mindkét fenti esetet magéba foglalo pszeudokéd: Besziiras elsé elemként: BESZUR(L, x)
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INPUT: L a lista, x a beszurandé elem mutatéja.
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3. Besziras adott mutat6ji elem elé: x mutatdji elem elé szurjuk be az y mutatdja
elemet.

= W=
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4. Beszuras adott mutatéju elem utan elem utan: Szorgalmi hazi feladat. Konnyen

BESZUR(L, z)

IF (kov [NIL[L]] = NIL

THEN elg[x] <— NIL[L]

kov[z] «— NIL[L]

el [NIL[L]] «— =

kov [NIL[L]] +— =

ELSE elé[z] «— NIL[L]

kov]e] «— kov [NIL[L]]

ol6 [k6v [NIL[L]]] +— =

O RN Gy B o =

kov [NIL[L]] +— =

—_
<

RETURN

kov [els[x]] «— vy
elsly] «— els[z]
kov]y] «— x
els[z] «+—y

visszavezethets az elézé feladatra.
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5. Adott mutatéji elem torlése: TOROL(L, x)




L

INPUT: L a lista, x a torlend§ elemre mutaté mutato.

| L

@

TOROL(L, 2)
1. | kov [el§[z]] «— kov[z]
2. | elg [kov]z]] «— els]z]
3. | RETURN
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Példa: Végezziik el a kovetkezs miiveleteket szentineles listaban. (a beszuras mindig els6

elemként torténd beszurast jelent)

236, 546, 223, T546
NIL[L] = 1 szabad—[2, 3, 4, 5]

236
NIL[L] = 1 szabad—[3, 4, 5]

256
NIL[L] = 1 szabad—[4, 5]

1[NIL| NIL | NIL
2

3

4

5

1] [2]] N (2]
2 [(1]] NIL [[1]

3

4

5

12| NiL (3]
2[(3]] 236 |1

31(1)] 256 |[2]
4

5
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223

[5]

1 szabad

NIL[L]

236

1546

= 1 szabad=[5, 3]

NIL[L]

236
546
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0.7. Hasitotablak, feloszt algoritmus

0.7.1. Hasit6tabla

A hasitotabla azt a szituaciot kezeli, amikor nagy a kulcstartomany, de csak kevés kulcsot kell
kezelniink. Erre példa egy kis valalkozas, amely 20 embert alkalmaz. Minden alkalmazottjanak
a kulcsa a személyi igazolvany szama. Ha minden lehetséges személyi igazolvanyszamhoz tarte-
riiletet rendelnénk, akkor til nagy tarteriiletet vennénk igénybe. Szamunkra elegendd, ha csak
akkora tarteriiletet foglalunk, amelyben 25-30 dolgoz6 adatait lehet tarolni. Természetesen egy
dolgozohoz sok mez8 van rendelve, pl név, lakeim, beosztas, stb. ezek koziil csak egy mezd a
kulcsmezd.

Ekkor sziikségiink van egy hasitofliggvényre. A hasitofiiggvény kuleshoz memoriacimet ren-
del. A példankban a kulcs a személyi igazolvany szam.

Mivel nagy a kulcstartomény (azaz sok lehetséges kulcs van), de csak kevés a tarteriilet, igy
sziikségszertien bekovetkezik az a probléma, hogy a hasitofiiggvény tobb kulcshoz ugyanazt a
memoriacimet rendeli. Ezt a jelenséget nevezziik iitkozésnek. Tehat:

9. Definicié. Hasitéfiiggvény kulcshoz memdriacimet rendel.
Utkozés: a hasitofiigguény tébb kulcshoz ugyanazt a cimet rendeli.

Az iitkozésfeloldas tipusai:

o Ko6zvetlen cimzés: iitkozés feloldasa: lancolt lista alkalmazéséaval torténik. Tehét a tab-
lazat rései memoriacimeket tartalmaznak. Ezek lancolt listdk fejei. A dolgozo adataihoz
a megfelels lancolt listan keresztiil lehet eljutni. Kulcsot tordlni a lancolt listaknal tanult
modon lehet.

e Nyiltcimzéses hasitas Tombos implementaciot hasznalunk. Haromféle modszert tanu-
lunk, ezek a kovetkezdsk:

1. linearis kiprobalas
2. négyzetes kiprobalas

3. dupla hasitas

Miiveletek: besziras, keresés, torlés.
Allapotok: Sz (szabad), F (foglalt), T (térolt).

Barmelyik modszert alkalmazzuk a fenti harom koziil (linearis kiprobalas, négyzetes kipro-
balas, dupla hasitas) van két fiiggvénytink: a hg(k) amely a k& kulcshoz memoriacimet rendel,
illetve a h(k,i), amelynek ¢ = 0 esetén az értéke azonos a ho(k) értékével, mig i = 1, 2, ...
;m—1 esetén a h(k, 1) fiiggvény segitségével végig lehet vele ugralni a k kulcs altal meghatérozott
sorrendben a tablazat 0sszes résén.

Beszuras: Kezdetben minden rés allapota Sz. Ekkor a hg(k) és a h(k,0) ad egy cimet,
ahova a k kulcsot beszirjuk és a rés allapotat Sz-rél F-re allitjuk. Altalaban a besztras ugy
torténik, hogy a h(k,i) fiiggvény altal elgirt sorrendben addig ugralunk résrél résre, amig Sz,
vagy T allapotu résre taldlunk, ide beszirjuk a kulcsot, majd a rés allapotat F-re allitjuk.
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Keresés: A k kulcsa rekordot keressiik. A ho(k) és a h(k, i) fliggvények altal meghatéarozott
sorrendben F, vagy T allapotu réseken ugralunk. Az F allapotu rések esetén ellendrizni kell,
hogy megtaléltuk-e az k kulcstu rekordot. T allapot esetén tovabb kell folytatni a keresést. A
keresés kétféle eredménnyel zarulhat:

Valamely F allapotu rés esetén megtalaljuk a k kulcsti rekordot.

Sz allapotu rést kapunk, ami azt jelenti, hogy a tabldzatban nem szerepel az adott kulcsu
rekord. A keresés miivelete ravilagit arra, hogy miért van sziikségiink az T allapotra. Ha a
torlés alkalméaval a rés allapotat F-rél Sz-re allitanank, akkor ez az Sz allapotd rés olyan kulcs
esetén is leallitana a keresést "nincs a tablazatban" eredménnyel, amely szerepel a tablazatban.

Torlés: Megkeressiik az adott kulcsi rekordot és az allapotat F-rél T-re allitjuk. Ez tulaj-
donképpen egy logikai torlés, az adatok fizikailag még jelen vannak, de az adott kulcsu rekord
maéar nem elérhetd. Fizikai torlésre akkor keriil sor, amikor rekordot szurunk be erre a résre,
ekkor a rés fizikailag feliilir6dik az 4j rekorddal, és a rés allapota T-r6l F-re allitodik.

Most kovetkezzenek a numerikus példak. A tablazat a végeredményt tartalmazza, de leirtuk
a szamolast is. m a téblazat sorainak a szamét jeloli, ezek 0-t61 m — 1-g vannak indexelve. A
k a kulcsot (nemnegativ egész), a kulcs mogotti T betii az adott kulest elem torlését jeloli. A
kovetkezd 3 numerikus feladatban az m értéke mindig 7 lesz.

1. Linearis kiprébalas

ho(k) = k mod m,
h(k,1) (ho(k) +1¢) mod m (t=0,1,...,m—1).

m =7 (a tdblazat sorainak a szdma).
Feladat. k= 17,127,20,45,17T,81,127T, 3,10 (T=torlés). Végezziik el a kijelolt miiveleteket
lineéaris kiprébalas esetén.

Az iires tablazat:

Sz
Sz
Sz
Sz
Sz
Sz
Sz

| T | W[ N~ O

Beszirjuk a k = 17-et.
ho(17) =17 mod 7 =3
h(17,0) = (34+0) mod 7=3

Sz
Sz
Sz
Szl | 17
Sz
Sz
Sz

DT | W N+~ O




Beszirjuk a k = 127-et.
ho(127) =127 mod 7 =1
h(127,0) = (140) mod 7=1

Beszirjuk a k = 20-at.
ho(20) =20 mod 7=6
h(20,0) = (64+0) mod 7=6

Beszirjuk a k = 45-6t.

ho(45) =45 mod 7=3
h(45,0) = (34 0) mod 7=3
h(45,1) =(34+1) mod 7=4

Toroljiik a k = 17-et.

ho(17) =17 mod 7 =3

0| Sz
1|8zl | 127
2| Sz

3| SzF | 17
4| Sz

51| Sz

6| Sz

0| Sz
1|8zl | 127
2| Sz

3| SgF | 17
4| Sz

51| Sz

6 | S=F | 20
0| Sz
11|8zF| 127
2| Sz

3| SgF | 17
4| Szl | 45
51| Sz

6 | S=F | 20
01 Sz

1| SgF 127
2| Sz

3| S£ET | 17
4| SzI' | 45
51 Sz

6| Szl | 20

69



70

Besziirjuk a k = 81-et.
ho(81) =81 mod 7=4

h(81,0) = (4 +0)
h(81,1) = (4 + 1)

Toroljiik a k = 127-et.
127T) ho(127) =127 mod 7 =1

Besziirjuk a k = 3-at.
ho(3) =3 mod 7=3

h(3,0)

Beszirjuk a k = 10-et.
ho(10) =10 mod 7=3

h(10,0) =
h(10,1) =
h(10,2) =
h(10,3) =
h(10,4) =

mod 7=14
mod 7=5
0| Sz
1| SzF 127
2| Sz
3| SzET | 17
4 | SzF | 45
5| SzF | 81
6| SzF | 20
0| Sz
1| S=ET | 127
2| Sz
3| SzET | 17
4 | SzF | 45
5| SzF | 81
6| SzF | 20
=(340) mod7=3

0| Sz
1| SzET | 127
2| Sz
3 | S=EFF | 443
4 | SzF 45
5 | SzF 81
6 | SzF 20

(3+0) mod7=3

(3+1) mod7=4

(3+2) mod7=5

(3+3) mod7=6

3+4) mod7=0
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0|SsF 10
11S£T 127
2| Sz

3|1 S=ETLF| 473
4|8z F 45
518 F 81
6|SsF 20

AloADOADOATOOATOOAOOAIOADOADOADOALOATOATOATOADOADIO
2. Négyzetes kiprobalas

ho(k) = k modm.,.
hk,i) — (ho(k)+w> modm  (i=0,1,...,m—1).

Allapotok: Sz (szabad), F (foglalt), T (torolt).
m =7 (a tablazat sorainak a szama).

Feladat. k = 17,127,20,45,17T,81,127T,3,10. Végezziik el a kijelolt miiveleteket négyzetes
kiprobalas esetén.

Sz
Sz
Sz
Sz
Sz
Sz
Sz

| T | W[ N~ O

Beszirjuk a k = 17-et.
ho(17) =17 mod 7=3
h(17,0) = (34+ %) mod 7 =3

Sz
Sz
Sz
Szl | 17
Sz
Sz
Sz

O T | W[ N~ O

Beszirjuk a k = 127-et.
ho(127) =127 mod 7=1
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Beszirjuk a k = 20-at.
ho(20) =20 mod 7 =6
h(20,0) = (64+ %) mod 7=6

Besziirjuk a k = 45-6t.

ho(45) =45 mod 7 =3
h(45,0) = (3+ %) mod 7=3
h(45,1) = Eg + 12—23 mod 7 =4

Toroljiik a k = 17-et.
ho(17) =17 mod 7 =3
h(17,0) = 3+ %) mod 7=3

0| Sz
1|8zF| 127
2| Sz

3| SgF | 17
4| Sz

51| Sz

6| Sz

01| Sz
1|8zF| 127
2| Sz

3| SgF | 17
4| Sz

51| Sz

6 | S=F | 20
01| Sz
1|8zF| 127
2| Sz

3| SzF | 17
4| Szl | 45
51| Sz

6 | SsF | 20
01 Sz

1| SgF 127
2| Sz

3| S£ET | 17
4| SzI' | 45
51 Sz

6| Szl | 20




Beszirjuk a k = 81-et.

ho(81) =81 mod 7=4
h(81,0) = (4+ %) mod7=4
h(81,1) = (4+12) mod7=5

0| Sz
1| SsF | 127
2| Sz
3| S=ET | 17
4| SzF | 45
5| SzF | 81
6| SzF | 20

Toréljiik a k = 127-et.

ho(127) = 127 mod 7 =1

h(127,0) = (1+ %) mod 7=1

0| Sz
1| S&ET | 127
2| Sz
3| S=ET | 17
4| SzF | 45
5| SzF | 81
6| SzF | 20

Beszirjuk a k = 3-at.

ho(3) =3 mod 7=3
h(3,0)=(3+%) mod7=3

0| Sz
1| ST | 127
2| Sz
3 | SzLF | 473
4 | SgF 45
5 | SzF 81
6 | SzF 20

Beszirjuk a k = 10-et.

ho(10) =10 mod 7=3
h(10,0) = 3+ %) mod 7=3
h(10,1) = 3+ 42) mod7=4

h(10,2) = 3+ 3%) mod7=6
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h(10,3) = 3+ 2!) mod 7 =2

01| Sz

11S£T 127
2|8z F 10
3| SsETLF|1£3
4|8z F 45
5|8z F 81
6| Sz F 20

ALloAOALOALIOALOALIOATOALOALOALOALOALOATOALOALIOALO

3. Dupla hasitas

ho(k) = k mod m,
hi(k) = 14+ (k mod (m—1))
h(k,i) = (ho(k)+ihi(k)) mod m (1=0,1,...,m—1).

m =7 (a tablazat sorainak a szama).

Feladat. k = 17,127,20,45,17T,81,127T,3,10. Végezziik el a kijel6lt miiveleteket dupla ha-
sitas segitségével.

Sz
Sz

T | W N+~ O
@

Beszirjuk a k = 17-et.

ho(17) =17 mod 7 =3

hi(17) =1+ (17 mod6):6} (17,0) = (3+0-6) mo

Sz
Sz
Sz
Szl | 17
Sz
Sz
Sz

DT | W N+~ O




Beszirjuk a k = 127-et.

ho(127) =127 mod 7=1
hi(127) =1+ (127 mod 6) =2

75

} = h(127,0)=(140-2) mod7=1

0| Sz
11|8zF| 127
2| Sz
3| SgF | 17
4| Sz
5| Sz
6| Sz
Besziirjuk a k = 20-at.

ho(20) =20 mod 7= 6

hi(20) = 14 (20 mod 6) = 3 = h(20,0)=(6+0-3) mod7=6
0| Sz
1|8zF| 127
2| Sz
3| 8SzF | 17
4| Sz
5| Sz
6 | SgF | 20

Besziirjuk a k = 45-6t.

ho(45) = 45 mod 7= 3 h(45,0) = (3+0-4) mod 7= 3

h(45) =14+ (45 mod 6)=4(  h(45,1)=(3+1-4) mod7=0
0| SgF | 45
1|8zl | 127
2| Sz
3| 8SzF | 17
4| Sz
5| Sz
6 | SgF | 20

Toréljiik a k = 17-et.

ho(17) =17 mod 7= 3

17T
hi(17) =1+ (17 mod 6) =6

} = h(17,0)=(340-6) mod 7=3
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0|SzF | 45
1| SzF 127
2| Sz

3| SzET | 17
4| Sz

51 Sz

6|SzF | 20

Beszirjuk a k = 81-et.

ho(81) =81 mod 7= 4
o(81) o } ~  A(BL,0)=(4+0-4) mod T =4

hi(81) =1+ (81 mod 6) =4

0| SzF | 45
1|8zl | 127
2| Sz

3| SzET | 17
4| SzI' | 81

51 Sz

6|SzF | 20

Toroljiik a k = 127-et.

ho(127) =127 mod 7 =1

127T By(127) = 1 4 (127 mod 6) 2} = h(127,0)=(1+0-2) mod 7=1

0| SzF | 45

1| SeET | 127

2| Sz

3| S=ET | 17

4| SzI' | 81

51 Sz

6|SzF | 20

Beszirjuk a k = 3-at.

ho(3) =3 mod 7=3

hi(3) =14 (3 mod6):4} = h(3,00=3+0-4) mod7=3

0| Sz 45
1| S=ET | 127
2| Sz

3| Sz£TF | 173
4 | Szl 81

51| Sz

6 | Szl 20
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Beszirjuk a k = 10-et.

ho(10) =10 mod 7= 3  h10.0)=(340-5) mod7=3
hi1(10) =1+ (10 mod 6) =5 h(10,1) =(3+4+1:5) mod 7=1

0|SzF 45
1|SsETLF | 12710
2| Sz

3| SzETF|1£3
4|18z F 81

51| Sz

6|SzF 20

ACloAoOADOATIOALOADOCATOOALOADOCATOALOALDOCATOALOALOALO

0.7.2. A FELOSZT algoritmus

A FELOSZT algoritmus Egy A tomb Alp...r| résztémbjét egy adott x € R szam koriil
felosztja az Alp...q|, Alq...r] két résztémbre olyan médon, hogy az Alp...q| résztémbbe az
A tombnek azok az elemei keriilnek, amelyek kisebbek vagy egyenl6ek x-nél, az Alqg+ 1...r]
résztombbe azok az elemek keriilnek, amelyek nagyobbak vagy egyenldek x-nél.

Feloszt algoritmus: FELOSZT(A, p,r, x,q)
INPUT: A a tomb, amelynek az Alp...r] résztombjét felosztjuk, 2 € R az elére megadott
érték, amely a felosztast szabalyozza.
OUTPUT: A a megvaltozott tomb, ¢ a felosztas hatara, Alp...q], Alg+1...7] a kapott rész-
tombok.

FELOSZT (A, p,r,x,q)
1¢—p—15+«—r+1
WHILE IGAZ DO
REPEAT j «— j —1
UNTIL A[j] < =
REPEAT ¢ <— i+ 1
UNTIL z < A[]
Fi<
THEN CSERE(A[1], A[j])
ELSE ¢ «— j, RETURN(A4,q)

O N | T | WO D] =

©

A feloszt algoritmus miikddése:

Gondolatban két nyilat mozgatunk. A nyilak indexeket jelolnek, a nyilak a vizsgalt indext
elemre mutatnak. A bal oldali nyilacska az i (index), a jobb oldali a j. A nyilakat kiindulo
helyzetben tartoméanyon kiviilre, a tartomany szélére allitjuk. Mindkét nyilat befelé mozgatjuk.

A j indexet jelols nyilacskat mindaddig mozgatjuk balra, (azaz csokkentjiik), amig az elem
amire mutat nagyobb z-nél. Amint olyan elemre mutat, ami egyenlé z-el, vagy kisebb néla,
megallunk.
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Az i indexet jel6ls nyilacskat mindaddig mozgatjuk jobbra, (azaz noveljiik), amig az elem
amire mutat kisebb z-nél. Amint olyan elemre mutat, ami egyenld x-szel, vagy nagyobb néla,
megallunk.

Ekkor megvizsgaljuk a két indexet. Ha i kisebb j-nél, akkor megcseréljiik azokat az elemeket,
amelyekre az i illetve a j mutat és tovabb mozgatjuk befelé a nyilacskidkat. Ha azonban az i és
a j atfedik egymast (i=j), vagy j megel6zi az i-t (j<i), akkor leall az algoritmus, a ¢ megkapja
a j értékét és visszatériink g-val és a megvaltozott témbbel. A ¢ jeldli a felosztas hatarat.

Erdemes megtanulni a feloszt algoritmust, hiszen ez miikodteti a gyors rendezést, ami fontos,
illetve a kivalasztas linearis idében algoritmust, ami érdekes.

Példa. Legyen A = [17,127,20,45,81,3,10,49,50,28,12,81,9]. Osszuk fel A-t az x = 20
koril.

1712720 45| 81| 3 [10[49[50[28]12]81] 9
T T
T T
9 [20]45[ 81 3 [10[49]50][28]12]81]127
T T
1245 81 [ 3 [10[49[50 | 2820
T T
10 81 [ 3 [ 45
Tt
3 [81
Tj|Te

g <— j =5, RETURN(A,5), A = [17,9,12,10,3 | 81,45,49, 50, 28, 20, 81, 127]

AloAToAOAOAOALDOATOALOALOALIOALDOALOOALOATOALOALO
Kivalasztas linearis idében

10. Definici6. Kivdlasztdsi probléma: Legyen adott egy A halmaz (n db paronként kiillonbozd
szdm). Adott tovdbbd 1 < i < n pozitiv egész. Keressiik az A halmaznak azt az x elemét,
amelynél pontosan i — 1 db kisebb eleme van a halmaznak.

A kivalasztés linearis idében algoritmushoz sziikségiink lesz az (als6) median fogalmara.

11. Definicié. Medidn pdratlan elemszimi A halmaz esetén a rendezett A halmaz kozépsd
eleme, mig pdros elemszdm esetén a két kozépsd kizil a kisebb vagy egyenld (alsé medidn).
A=A{xy,...z,} ~ rendezziik: r; < xy < --- <z

med = x*[ﬂ
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0.8. Rendezések 1

Ezen a gyakorlaton elkezdjiik a rendezési algoritmusok ismertetését. Rakjuk sorrendbe a rende-
zéseket. Logikailag el6szor kellene targyalni a buborék rendezést, utana talan a minimumkeresé-
seset, majd a beszurédsosat, utdna kovetkezhetne a shell, mert az a végén atmegy beszturasosba,
majd johetne a négyzetes. Folytathatnank a sort két jopofa rekurzivval, tgymint gyors és
Osszefésiiléses rendezésekkel. Ezeket kovethetnék azok az algoritmusok, amelyek nem &sszeha-
sonlitason alapulnak, hanem a rendezendé elemek valamilyen specialis tulajdonsagat hasznéljak
ki. Ilyenek a leszamlalo és a radix. Végiil a teljesség igénye nélkiil befejezhetnénk a sorozatot
a kupacrendezéssel.

Ezt a szép tervet felboritja az a tény, hogy a kivalasztéast el6bb targyaljuk, mint a rendezést
és még adosak vagyunk a kivalasztas linearis id6ben algoritmussal. Ez az algoritmus alkalmazza
a feloszt algoritmust, melynek futtatasiban mér rutint szereztiink az el6z6 gyakorlaton.

A kivalasztasi probléma jozan paraszti ésszel gy oldhatoé meg, hogy megkeressiik a témb
legkisebb elemét, ezt egy cserével a tomb elejére rakjuk, majd megkeressiik a masodik legki-
sebbet, ezt egy cserével a masodik helyre rakjuk, és ez igy megy az i-edik elemig. Sajnos ez
egy négyzetes futasi ideji algoritmus, szemben a kivalasztas lineéris id6ben algoritmussal, ami
a nevének megfelelGen linearis idejd.

A leirtaknak megfelelGen elGszor vessziik a minimumkeresést, aztan ha mar itt vagyunk, a
minimumkeresésre épiilé négyzetes futasi idejii minimumkereséses rendezést.

Ezt kévetGen bepotoljuk a hianyossdgunkat, atnézziik a kivalasztas linearis idében al-
goritmust, majd ezt koveti a gyorsrendezés, mert ez az algoritmus is a feloszt algoritmusra
épil. A gyorsrendezés valoban gyors, bar a futasi ideje négyzetes, de az atlagos futasi ideje
nlog(n), ami egy elméleti also korlat az 6sszehasonlitason alapul6 rendezésekre. Az algoritmus
rekurziv. A rendezendd tombot az elsé eleme koriil felosztjuk, majd két résztémbre bontjuk
a felosztas hatara szerint. Ezt kovetGen a résztombokon futtatjuk az algoritmust mindaddig,
amig egy elemt résztomboket nem kapunk. Ezaltal a tomb rendezetté valik.

Ezt kévetSen vegyiik elére a leszamléalo rendezést, mert a gyors, a leszamlélo és a kupacren-
dezés talan a legkevésbé trividlisak, viszont a kupacrendezésre nem mindig marad idé.

A Leszamlalo rendezés egy linearis idejt rendezési algoritmus, ami nagyon kecsegtet&en
hangzik, azonban nagy ara van. Csak kis fels§ korlattal rendelkezd pozitiv (vagy akar nemne-
gativ) szamok rendezésére alkalmas. Rendkiviil 6tletes, (marmint ha szabad ilyet mondanom).
Hatalmas elénye, hogy stabil rendezés, azaz az azonos kulcst elemek eredeti sorrendjét meg6rzi.
Ezért ezt a rendezd algoritmust felhasznélja més rendezd algoritmus is.

A buborékrendezés szintén négyzetes ideji. Rendkiviil egyszerd. Tomb elemeinek a
rendezésére alkalmas. Vagy lentrdl folfelé vagy fentrsl lefelé haladunk végig a tomb elemein.
Ha az egymaést kovets elemek nem a megfelel6 sorrendben vannak, akkor megcseréljiikk Gket.
Igy ha lentrs] felfelé haladunk, akkor a legnagyobb elem a témb "tetejére" mig ha fentrsl lefelé
haladunk, akkor a legkisebb elem a tomb legaljara keriil. Ez a buborék, amely vagy lentrdl
felfelé, vagy fentrdl lefelé halad. Ezt az eljarast kell ismételni mindaddig, amig rendezetté nem
valik a tomb. Van lehetGség az algoritmus finomitasara. Az egyik egy logikai tipusa valtozo
bevezetése, ami azt figyeli, hogy volt-e csere. Ha nem volt csere, akkor mar rendezett a tomb.
A masik moédszer az, hogy valtogatjuk az Osszehasonlitas iranyat. Ez utébbi algoritmus a
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koktélrendezés, amivel azonban méar nem foglalkozunk.

A beszardé rendezés egy négyzetes futasi ideji rendezés. El sem tudok képzelni jobb
rendezést, ha Zh-kat kell rendezniink betiirend szerint.

A Shell rendezés egy n'?® futasideji algoritmus, amely gyorsabb, mint a négyzetes, de
lassabb, mint az nlog(n) idejd. Teljes neve: Shell rendezés csokkend novekményekkel. Az
algoritmus elGszor a rendezendd tomb tavoli elemeit mozgatja, ez a tavolsag a névekmény.
Amikor a névekmény eléri az egyet, akkor egy besziro rendezés valosul meg, de eddigre a tomb
mar majdnem rendezetté valik.

A négyzetes rendezés szintén n'® futasi idejd.

Osszefésiils rendezés. Ehhez az algoritmushoz sziikségiink van egy 6sszefésiil algoritmus-
ra. Az Osszefésiil algoritmus rendezett tombok rendezett Gsszefésiilésére szolgal. Tehat van két
rendezett tombiink, ezeket egy tobbé fésiiljiik 6ssze tgy, hogy megint csak rendezett tombot
kapjunk. A Batcher-féle paros-paratlan Osszeftizés "csupan" egy gyors és oOtletes modszer a
rendezett Osszefésiilés kivitelezésére. Az Gsszefésiils rendezés egy rekurziv, nlog(n) futasi ide-
ji algoritmus. Ugy mukodik, hogy a tombot (valahol kézépen) kettévagjuk. A kettévagést
mindaddig folytatjuk, amig egy elemid résztomboket nem kapunk. Az egyelemi résztémbok
rendezettek. Ezt kovetSen a rendezett résztomboket rendezett modon Osszeftizziik. Ezaltal a
tomb rendezetté valik.

A szamjegyes, vagy radix rendezés szintén linearis futési ideji. Ez a rendezés alkalmas
ugyanannyi szamjegybdl allo szamok rendezésére. A radix rendezés stabil rendezés, tehat az
azonos kulcsu elemek eredeti sorrendjét megérzi. A radix rendezéshez sziikség van stabil ren-
dezésre, példaul a leszamléalo rendezésre. Az algoritmus roppant egyszerii. A stabil rendezéssel
a rendezendd szamokat a legkisebb helyiértéki (tehat utolso jegyiik) szerint rendezziik. Ezt ko-
vetGen a szamjegyeket a masodik, harmadik, legkisebb, végiil a legnagyobb helyiértékd jegytlik
alapjan rendezziik. Ezaltal a szdmok sorozata rendezetté valik.

Az edényrendezés is linearis ideji. Ez az algoritmus is akkor fut gyorsan, ha a rendezendd
elemek (matematikailag valos szamok) egyenletes eloszlastak egy [a, b intervallumban. (Az
egyenletes eloszlas azt jelenti, hogy nagy elemszam esetén az adatelemek részintervallumba
esésének valoszintisége aranyos a részintervallum hosszaval.) Mivel egy [a, b] intervallum mindig
attranszformalhato a [0, 1[ intervallumba, igy csak a [0, 1[ intervallum esetét targyaljuk. A [0, 1]
intervallumot osszuk fel n egyenld hosszusagn részintervallumra. Ezek a kis intervallumok az
edények. Létrehozunk egy n elemtii tombot, amely lancolt listdk fejeit tartalmazza. Van egy
igyes fiiggvényiink, amely egy tetszdleges [0, 1[-beli valés szarol kapasbol megmondja, hogy
melyik % hosszisagu részintervallumba tartozik, majd beszirjuk a megfelel6 lancolt listéaba.
Ezutan a lancolt listdkat rendezziik, majd egymés utan flizziik.

A kupac rendezés egy nlog(n) futasi idejii rendezés, amely a kupac adatstruktaran alapul.
a kupac adatstruktura egy fagraf, amely sok érdekes tulajdonsaggal rendelkezik, példaul a graf
gyokere a legnagyobb elem. A gyokérelem lesz a tomb legutolso eleme. Ezéltal elromlik a kupac
struktara. Helyreéllitjuk a kupac struktarat és iteraltan alkalmazzuk az eljarast.

Most ismételjiik at a rendezési algoritmusokat és a futési idejiiket.

Rendezé algoritmusok:

1. Minimum kivalasztasos rendezés: T'(n) = ©(n?).
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2. Gyorsrendezés: T'(n) = ©(n?), de atlagosan T'(n) = O(nlog(n)).
3. Leszamlalo rendezés: T'(n) = O(n).

4. Buborék rendezés: T(n) = ©(n?).

5. Besztro rendezés: T(n) = O(n?).

6. Shell rendezés: T'(n) = O(n").

7. Osszefésiils rendezés: T(n) = ©(nlog(n)).

8. Négyzetes rendezés: T'(n) = O(n'?).

9. Szamjegyes (radix) rendezés: T'(n) = O(n).
10. Edény rendzés: atlagosan T'(n) = O(n).

11. Kupac rendezés: atlagosan T'(n) = ©(nlog(n)).

0.8.1. A rendezés absztrakt fogalma

Most elevenitsiik fel a rendezés és a rendezett halmaz fogalmat.

Definicié. Legyen X egy halmaz és < egy relacié X-en. Az < relaciét rendezésnek nevezziik,
ha rendelkezik a kovetkezd tulajdonsagokkal:

1. reflexiv, azaz © < x minden x € X esetén.
2. antiszimmetrikus, azaz ha x <y és y < x akkor x = y minden x,y € X esetén.
3. tranzitiv, azaz x <y ésy < z, akkor x < z minden x,y,z € X esetén.

4. dichotom, azaz v <y vagy y < x minden x,y € X esetén.

Yy
Azt mondjuk, hogy az (X, <) egy rendezett halmaz, ha < egy rendezés az X -en.

Példa. A valés szamok R halmazéan a szokasos < relacié egy rendezés. Ez a rendezés gy
magyarazhaté meg, hogy x < y pontosan akkor teljesiil, ha a azamegyenesen az x pont azonos
az y ponttal, vagy az y pont az x pont jobb oldalan talalhaté. Persze ezt a fogalmat az Analizis
I targyban egy jobban részleteztiik.

Ha X egy halmaz, < egy olyan relaci6 X-en, amelyre a fenti definicié tulajdonsagai koziil
csak az elsé harom tulajdonség teljesiil, akkor a < relaciét parcialis rendezésnek, illetve az
X halmazt parcialisan rendezett halmaznak nevezziik.

Ha ki akarjuk hangsilyozni, hogy a < relaci6 a fenti definiciéban felsorolt tulajdonségok
koziill mind a négy tulajdonsaggal rendelkezik, akkor azt mondjuk, hogy a < relacié linearis
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rendezés X-en. A (4) tulajdonsag, azaz a rendezés dichotom tulajdonsaga azt jelenti, hogy az
X halmaz barmely két eleme 0sszehasonlithato.

A tovabbiakban az esetek tébbségében valamilyen szamhalmaz elemeit rendezziik és a szo-
kéasos linearis rendezést hasznaljuk. Azonban az olyan parcialis rendezés, amely nem lineéris,
sem egy valosagtol elrugaszkodott fogalom. Erre vonatkozik a kévetkezd egyszerd példa.

Példa. Jelolje X az {1,2,3} halmaz Gsszes részhalmazanak a halmazat. Ekkor

X ={0.{1} {2}, {3} ,{1,2} . {1,3} ,{2,3},{1,2,3}}.

Az X halmazon a rendezés legyen a szokasos halmazelméleti tartalmazas, jele: C. A tartal-
mazas reflexiv, szimmetrikus, tranzitiv, de nem dichotom, mert példdul a {1,2} és a {2,3} a
tartalmazas szempontjabol nem 6sszehasonlithatok.

A tovabbiakban szamokat tartalmazo tombok elemeit rendezziik. Ez aldl csak a szamje-
gyes, vagy mas néven radix rendezés lesz a kivétel, mert akkor egy abécé betiiibsl alkotott n
hosszusagi szavakat is fogjuk tudni rendezni. A lexikografikus rendezés az, ami a neve. Ha
az 4bécé betli rendezettek, akkor a betiik rendezése segitségével rendezés definidlhaté az az n
ezt majd latni fogjuk a radix rendezésnél.

Most minden tanult rendezésnek megadjuk a pszeudo-kodjat és az algoritmus miikodését
numerikus példak segitségével illusztraljuk.
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0.8.2. Minimumkeresés tombben

Minimum keresés tombben: Egy A témb Alp. .., r| résztémbében keressiik a minimumot.
Az algoritmus a minimum indexével tér vissza.

MINKER(A, p, r, minindex)

INPUT: A, p, r.

OUTPUT: minindex.

MINKER(A, p, r, minindex)
minindex <— p
FOR j <—p+1TOr DO
IF [A]j] < Alminindex] THEN minindex <— j
RETURN(minindex)

| o) hof =
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A minimumkeresés algoritmusa elvileg alkalmas a kivalasztasi probléma megoldaséara, de
ennél sokkal jobb lesz a kivalasztas linearis idében algoritmus. A minimumkeresés algoritmus
miikédteti a minimumkivalasztésos rendezést, ami egy négyzetes futési ideji rendezés.
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0.8.3. Minimumkivalasztiasos rendezés

1. Minimumkivalasztasos rendezés:
MINREND(A)

INPUT: A[1,...,n] a rendezendd tomb.
OUTPUT: A[l,...,n] a rendezett tomb.

MINREND(A)
FORi+—1TOn—1DO

MINKER(A,i,n, minindex)

IF' i < minindex THEN CSERE (A[i|, A[minindex])
RETURN(A)

| o hof =

Feladat. Minimumkivalasztasos rendezés segitségével rendezziik az

A = [13,22, 8,315, 3]

témbét.
i=1 MINKER(A,1,5) minindex=4 CSERE(A[1],A[4]) A =[3]|22,8,315,13]
i=2 MINKER(A,2,5) minindex=3 CSERE(A]2],A[3]) A =[3,8|]22,315,13]
i =3 MINKER(A,3,5) minindex=15 CSERE(A[3], A[5]) A =]3,8,13]|315,22]
i=4 MINKER(A,4,5) minindex=5 CSERE(A[4],A[5]) A =3,8,13,22,315]

0.8.4. Kivalasztas linearis id6ben algoritmus

Kivalasztasi probléma Adott egy A halmaz, amelynek n darab paronként kiilonbézé eleme
van, tovabba adott egy i € Zy szam (nem index, hanem darabszim), amelyre 1 < i < n.
Keressiik az A halmaznak azt az x elemét, amelyre teljesiil, hogy pontosan (i — 1) darab néla
kisebb kisebb eleme van a halmaznak.

Az algoritmus leirdsahoz sziikségiink lesz a median fogalméra.

A median paratlan elemszam esetén a rendezett adathalmaz kozépsé eleme. Paros elemszam
esetén a két kézépsd koziil a kisebb vagy egyenld. Azaz alsé mediant keresiink.
Kissé részletesebben: Legyen a minta x1,...,x, a rendezett minta: xj < --- < x, . Ekkor

med = ac’fgw.

Kivalasztas linearis idében
KIVALASZT (A, p,r,i, )
INPUT: A a tomb, amelynek az Afp...r] résztombjének keressiik az i-edik legkisebb elemét.
i€Z,,1<i<r—p+1.
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OUTPUT: z a keresett elem.

KIVALASZT (A, p,r, i, x)
1. | IF p = r THEN z <— A[p]
2. | ELSE Az A[p..r] témb elemeit 5 elembdl allo csoportokba soroljuk.
A kapott csoportok medianjait elhelyezziik egy M tomb M[1..k] résztombjébe,
ahol k = [
3. | medmed <— med (M[1],..., M[k]).
Ennek a mediannak a szamara k < 5 esetén kozvetleniil torténik,
ellenkezd esetben a KIVALASZT (M L1k, [g} ; medmed) modon, tehat rekurzivan.
4. | FELOSZT(A, p,r, medmed, q).
IF i < q—p+ 1 THEN KIVALASZT(A, p,q,i, )
ELSE KIVALASZT(A,q+ 1,7,i— (g —p+1),2)
5. | RETURN(x)

Magyarazat Az Alp..r] tomb i-edik eleme a p+i— 1 elem. Azt kell megvizsgalnunk, hogy ez
az elem a q indexii elemhez képest hol van a tombben. Nézziik meg a 4. pontot.
4. IF p+i—1<q THEN KIVALASZT(A,p,q,i,x)

ELSE KIVALASZT(A,q+ 1,7r,i— (g —p+ 1), z).

Azonban a p+ i — 1 < q feltétel ekvivalens az i < q— p+ 1 feltétellel.

Feladat Vailasszuk ki az
A =[17,127,20,45,81, 3,10, 49, 50, 28,12, 82, 9]

tomb 9. elemét.
1. KIVALASZT(A,p=1,r =13,i =9,2)
Felosztjuk a tombdket 5-6s csoportokra, med, medmed.

17,127,20, 45,81 3,10,49,50,28| 12,82,9
med 45 28 12
medmed 28

FELOSZT(A, 1,13,28,q) z = 28

9 12 28 81 45 12¢

A=[17, Lzl'f 20, 4, A, 3, 10 49, 50, 28, M, &2, sla]
T




?
i=9<q—p+1=7-1+1=7 (nem) =

2.KIVALASZT( A, 8, 13, 9-(7-1+1)=2, 1)

p r i

49, 50, 81, 45, 82| 127
med 50 127
medmed 50

45 50
A:['B'?'?'?'?'?'?4gj ] 81, ? 82} 127]

j=9 i=10 returnq{—9

?
i=2<q—p+1=9-8+1=2 (igaz), =

3.KIVALASZT( A, 8, 9, 9-8+1-2, x)

p r i
49, 45
med 45
medmed 45

FELOSZT(A,p=8,r =9,z = 45,q)

45 . 49

A:[ "33 "3=3"=3"3"93 P E - Al i ]

i=8 =9 q&8

?
IFi=2<p—q+1=8-8+1=1 (nem) =

AKIVALASZT( A, q+1=8+1=9, r=9, 2(88+1)=1, 1)

p r i
IF p=r THEN x «— A[p| = 49 RETURN(q = 49).

Tehat az A tomb 9. eleme a 49.
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Ellenérzésképpen minimumkivalasztas rendezés segitségével megkeressiik az A tomb 9. ele-
meét.

A = |(TD).127,20,45,81,(3], 10,49, 50, 28, 12, 82, 9:
A= :3||, 20,45,81,17, 10,49, 50, 28, 12, 82,@:
A= 3 9]|(20), 45, 81,17, (10), 49, 50, 28, 12, 82, 127:
A= 3 9,10/|(45), 81,17, 20, 49, 50, 28, (12), 82, 127:
A= 3 9,10, 12/|(81),(17), 20,49, 50, 28, 45, 82, 127:
A= 3 9,10, 12,17]|(81),(20), 49, 50, 28, 45, 82, 127:
A= 3 9,10, 12,17, 20/|(31), 49, 50, (28), 45, 82, 127:
A= 3 9,10, 12,17, 20,28]|(29), 50, 81, (45), 82, 127:
A= 3 9,10,12, 17,20, 28, 45/((50), 81, (49), 82, 127:

A= [3, 9,10,12,17,20, 28, 45,(49), 81, 50, 82, 127}

Lathato, hogy A[9] = 49, azonban ehhez az eredményhez majdnem rendezni kellett az egész
tombot.
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0.8.5. A gyorsrendezés

Talan a legtriikktsebb rendezés a gyorsrendezés, ami a nevéhez hiven valéban gyors a maga
nlog(n)-es atlagos futési idejével. Ez a rendezés is hasznalja a feloszt algoritmust.

2. Gyorsrendezés: T(n) = O(n?), 4tlagosan T (n) = ©O(nlog(n)).
GY(A,p,7)
INPUT: Az A témb Alp, ..., r] résztémbjét rendezziik.



OUTPUT: Az A tomb a rendezett Alp,...,r] résztémbokkel.

GY(A,p,r)
IFp<r
THEN FELOSZT(A,p,r, Alpl, q)
GY(A,p,q)
GY(A,q+1,7)
RETURN(A)

G| S0 Ny =

Feladat. A gyorsrendezés segitségével rendezziik az alabbi A tombdt.

A =[84, M3, 52, 1,63, 53]
GY(A,4.6)

OFelonk (4,46, x=AId=34, F)

1.) FELOSZT(A, 1,6,z = A[1] = 91,¢)

49 117 91
A=] 94 M7 52, 11, 63, 49 ]
it 1 Tt z =091
T T
T T
qg—j=4

A =[84, M3, 52, M,63, h3]
GY(A4.6)
O Felort (b, 4,6, x=AL] =31, F)
p=T43, 63,52, 4, 43, 4], +=5

Y (M 4) ¢Y (4, 5¢)

@ Felonk (A, 4,4, AT41=49 F)

2.) FELOSZT(A, 1,4,z = A[l] = 49, q)

11 49
A=[ 49, 63, 52, 1 |
0 0 x =49
) )

87
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RETURN (q +— j = 1),

A =[34, M2, 52, M,¢3, 43]

&84, 8)
O Felort (8, 4,6, x=Al1]= %4, F)
p=T48, 63,52, 44 4%, U], =5

GY (A4 4)

© Felond (A, 4,4, AT41249 F)
A=TM,63,52,49, - ) ¢=1
\

@‘f(f.w/ cY(h 2

B:[44)'}')')’)'] @F&M(ﬁlzi(—,))(%ALZJ’?‘)
3.) FELOSZT(A, 2,4,z = A[2] = 63,q)

49 63

A=[ -, 63, 52, 49, ]

T 1 z =63

T T
T7 Ti

RETURN (q +— j =3),

¢Y (A, 5,¢)



A =[34, M3, 52, M, 63, 53]

GY(A, 4, 6)
O Felort (4, 4,6, x=Ali1=%, )
A= [49, 63,52, 14, 13, 34]/ ¢=4

GY (A4 4)

@ Fetonk (A, 4,4, AT41249 1)
A=[M63,52,49,.1-) ¢=1
\
cw(m)// E(hay)
B:T_M)'i')')‘)'} @Felon,}(qu?,l,)x=AL23,‘f)
A=L, 49,5263 )] 423
/\
GY(B, 2,3) D)
@del}(g\zlz‘)x:%)@ A=I""'}“7’)')']
4.) FELOSZT(A, 2,3,z = 49, q)
A=] 49, 52 ]
1 T _
7 7 r =49
Ty Ti

RETURN (q +— j = 2),

¢V (4, 5.¢)

89



90

A =34, M2, 52, M, 63, b3]

GY(A, A, 6)
O Felons (4, 4,€) x=AL]= %1, %)
p=T43 63 52,44 13, U], +=5
/ \
O GY (4
© Felonk (A, 44, PT4143 F)
A=[H63,52,43,,-) =1

¢Y (4, 5¢)

\
G‘f(m/ €4(A,2,4)
/331._44)')'»’)‘)'] @Fdon*(ﬂ'at')x:ADJ'?‘)
RRANEERES
\
D AR

@Fdoﬂf(ﬁ\zvz‘)xﬂﬁ)‘f‘) Az[’l‘l')“)')']
A=T:)43,52)))" ]
e .
GY(A‘Z,Z) G‘{@ﬂ:?’)
A=[-.‘19;-J-)-r] A“Ln-)ﬂl')'l']
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A =[34, M2, 52, M, 63, b4]
GY(A ) /’\ 6)

O Felowt (4, 4,6, x=Al] =31, F)
p=T43, 63,52, 4 413, 1], +=5

Ny
: s cY (4, 5,¢)
Felont f 2 3, i 2
A@= #, éa(As‘zA 4? h}[ﬂ) ;L) © llak (4,56 %43 t)
\

c%(fm>/ cilhay)
ATy ) ® Felenk (A, 2.4, x=~ATL ¢)

A=E, 49,5 63} £ ] cf_\:_?,

/\

@F%W(A\Z,S,X=H‘3,?~) A‘[-;-;-)€3)~)-]
A‘:t‘) 53,5'2, ‘) .)-]

/ \ .
GY(A,2,2) ¢10,33)
I#=T;.‘r9;-r)-r] A’Lmﬂ»')')']

5.) FELOSZT(A,5,6,z = 117, q)

91 117

T’ ) x =117

T T

RETURN (q +— j = 5),
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A =[%4, #3, 52, M, €3, b3]

GY(A 4.6)
O Felont (p,4,€) x=Al1]= 3, %)
p=T49, 63,52, 4, 413, 1], =5
/’ \
O GY (A
@ Flonk (A, 4,4 PTT=43 1)
A=[#M63,52,49, 1) ¢=1

¢Y (4, 5¢)
® llouk (4,56, %4h 1)
A=Lig 3, 41) g §

@‘f(m m.z,t.)
B=TMys ) ® Fetent (A, 214 X*ADJ:?‘) G1(A,5,5) C1(A,56)
/Ai’/"w JRERE B=Tyyiy 351 Moy #]
G, 2/3) AT

6 Felont (8:2)3, X =19, ) A:I.,.,.)ﬁ).).]
A=1:)43,52).) .,.]
/ \
GY(A22) G133
A=[‘|(19)')-)~)-:] A:I-,-,S-Z)-)q.]

RETURN
A=[M,49,52,63, 94, M¥]



Feladat. A gyorsrendezés segitségével rendezziik az alabbi A tombdt.

Fotadels B=(8,14,6,52,/0]
GY(AM(‘C)
D fotont (A4, 5= 8, 1)
A-Te,15,8,52,40) L
A6, 0] A= 49,8,62,70]
@ Fetont (A, 2,5, %44, 3
14"[')10; 8,2, 44], ¢-=3

S408,4,5)
CY(A,4%)
@Fd(flj (ﬁ;z,S,X:‘squ) @ Felont (A, 4,5, %252, ?.)
\ AL.,810-,.] 32 Aa/h@j,%"
W
C‘{(ﬂ,zm,s,s) ST AA AR

A<0%)70)7) IRV ATy 7]

J RETuRN = A= 16, 8, {0, 44,52],

1.) FELOSZT(A,1,5,2 = 8,q)

6 8
A=[ & 14, 6 52, 10, |
) 1 x =28
) )
tj=1 1

RETURN (¢ +— j =1),
2.) FELOSZT(A, 2,5,z = 14,q)

10 14
A= - X, 8, 52, 18, ]
) r =14
T T
ti=1 1

RETURN (¢ +— j = 1),
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3.) FELOSZT(A,2,3,2z = 10,q)

8 10
A = [ ) '1'97 8’7 ]
0 0 x =10
T T
fi=2 1

RETURN (q +— j = 2),
4.) FELOSZT(A, 4,5,z = 52,q)

14 52
A=[ - - - 52 14, |
0 0 x =52
T T
fi=1 1

RETURN (q +— j = 4),
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0.9. Rendezések 11

0.9.1. A leszamlalo rendezés

El6szor megismerkediink a leszamlalo rendezéssel. A "bicaj, decaj" mondoka segit a pszeudokod
memorizéaldsaban. A leszamlalé rendezés egy linearis idejt stabil rendezés. Ennek persze ara
van. Olyan pozitiv egészek rendezésére alkalmas, amelyek kis felsé korlattal rendelkeznek. Bar
at lehet irni gy az algoritmust, hogy egy intervallumbol szarmazé egészeket rendezze, feltéve,
hogy az intervallum nem tal hosszii a rendezendd tomb elemszdmahoz képest. Az algoritmus
erGsen kihasznélja azt a tényt, hogy pozitiv egészeket rendez, mert egy pozitiv egész szamrol
kapéasbol meg lehet mondani, hogy hdnyadik a pozitiv egészek rendezett sorozataban. Ugyanez
példaul nem mondhato el a pozitiv racionélis szamok rendezett halmazarél, mivel ez utébbi
halmaz (matematikai értelemben) str.

3. Leszamlalo rendezés LESZREND(A, B)
INPUT: A[l..n] a rendezendd témb, k = max {A[i] |i=1,2,...,n}.
OUTPUT: Bll..n], ami az A elemeit tartalmazza rendezve.
(Az algoritmus hasznal egy C|1..k] segédtombét, ahol k a rendezends elemek egy felsé
korlatja.)

LESZREND(A, B)
FOR i <+— 1, TO k DO
Cli] +—0
FOR j «— 1 TO n DO
INC (C[A[F]])
FOR i +—2 TO k DO
Cli] «— C[i — 1] + C[q]
FOR j «— n DOWNTO 1 DO
BICTAL]] < A[j]
DEC (C [A[;]])
RETURN(B)

N| S| G | | Do =

~| QO Co

Az algoritmus miikodését egy konkrét példa segitségével magyarazzuk el.

1. feladat. Rendezziik leszamlalo rendezéssel az aldbbi témbot

A=1[4,2,4,1,4,6,1,4].

1. 1épés. A C tomb inicializaléasa.

FOR i <— 1 TO hossz[C| DO

: ¢ =10,0,0,0,0,0,]
Cli] «—0
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2. lépés.

FOR j <— 1 TO hossz[A] DO

INC (C'[A[5]])
j= INC(C[A[1]]) : C =10,0,0,1,0,0]
j= INC(C[A[2]]) : C =10,1,0,1,0,0]
j= INC(C[A[3]]) : C =10,1,0,2,0,0]
j= INC(C[AM4]]) : C=11,1,0,2,0,0]
j=5 INC(C[A[5]]) : C=11,1,0,3,0,0]
j= INC (C [A[6]]) : C=11,1,0,3,0,1]
j= INC(C[A[7]]) : C=12,1,0,3,0,1]
j=28 INC(C[A[8]]) : C=12,1,0,4,0,1]

A 2. Iépés hatasara a C|i] azt mondja meg, hogy hany darab i szam van az A tobben, azaz
képletekkel C[i] = [{k | A[k] =i}
3. lépés.

FOR i <— 2 TO hossz[C| DO
Cli] «— Cli] + Cli — 1]

Ez a lépés egy részletosszeg-sorozat képzést valosit meg. A felsé sor mutatja a C' témb elemeit
a részletbsszeg sorozat képzés el6tt, az alsé utana:

C =12,1,0,4,0, 1]

C=12241,24140,24+14+04+4,2+14+0+44+0,24+1+0+4+0+1
—— —— ~ > v ~ >

~

3 3 7 7 8

i = C2l«+—C2|+C[l]]=1+4+2=

i CB]«—C[B]+C[2]=0+3=3

i = Cl4] +— C[4]+C[3]|=4+3=

i CB]«—Cph|+C4]=0+7=

i = Cl6] «+— C[6]+C[5]=14+T7=38
Tehat a megvaltozott C' tomb:

C=123"7"7108|

A 3. lépés hatasara most C[i| = [{k | A[k] < i}|. Ez azt jelenti, hogy ha A[j] =i és ez az j a
legutolsé index az A témbben, amelyre A[j] = i, akkor C[i] megmondja azt az indexet, hogy
az Alj] elemnek a B témbben hova kell kertilnie.

Az elsé 3 lépést nem kell ennyire részletezni a Z.H.-ban, persze a pszeudokod és a futas
eredménye kell. A most kivetkezd részt viszont valamilyen médon kérem kiirni.



4. lépés. (a bicaj decaj rész)

FOR j <— Hossz|A] DOWTO 1 DO

BCTAGI «— Alj]
DEC (C [A[5]])
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Ezt a lépést most egy kicsit részletezziik. j = 8, A[8] = 4. A 2. lépés végén C[4] = 4 volt,
ami azt jelentette, hogy a 4-es szambdl (index) 4 darab (érték) van az A tombben. A 3. lépés
végére C'[4] = 7, ami azt jelenti, hogy a legnagyobb indexii 4-es az A tombben, ami az A[8| a
B-ben - ami az A tomb elemeit tartalmazza - a 7. helyre kell keriilnie. Ugyhogy az A[8] = 4-et
besziirjuk a B|[7]-be, majd ezt kivetSen a C[4] értékét 7-rél 6-ra csokkentjiik, hogy a masodik

legnagyobb indexti 4-es a B[6]-ba tudjon keriilni. Futtassuk tovabb az algoritmust.

j=T
j=6
j=5
j=4
j=3
j=2
j=1

~— ~~
21 1
B — 48
6 6

1
C =1[23,3,6,7,8]

7
C=1,3,3,6,7,§
5
C=11,3,3,61,7

0
C=[43,3,57,7]

4
C=10,3,3,5,7,7]

2
C =10,33,4,7,7]

3
C=10,2,3,4,7,7]



98

Az eredeti tomb: A =[4,2,4,1,4,6,1,4].

A rendezett témb: B =[1,1,2,4,4,4,4,6].

2. feladat. Rendezziik leszamlélo rendezéssel az

A=1[2,1,2,4,3,3]

témbét.

1. 1épés. A C tomb inicializaléasa.

FOR i <— 1 TO hossz[C| DO

C =10,0,0,0
Cli] «— 0 10,0,0.0

2. lépés.
FOR j <— 1 TO hossz[A] DO
INC(C[A[]])
C=11,221]
Cli]: az i értékbdl hany darab van.
3. Iépés.
FOR i <— 2 TO hossz|C| DO
Cli] «— C[i]+ Cli — 1]
C=11,3,5,6]
Cli] = {k|A[K] < i}
4. lépés.

FOR j <— Hossz[A] DOWTO 1 DO
BCTAGI «— Alj]
DEC (C [A[5]])
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~— ~—~
3 3
N——

—~— ~—~
3 3
N —

~—— ~—
4 4
N —

Az eredeti tomb: A =[2,1,2,4,3,3].
A rendezett témb: B =[1,2,2,3,3,4].

ACloAoOADOATIOALDOADOCATOOALOADOCATOALOADOCATOALOALOALO

0.9.2. 4. A buborék rendezés

4. Buborékrendezés : BUBIREND(A), T(n) = ©(n?) helyben rendezés, stabil rendezés. A
buborékrendezés szomszédos cserékkel rendezi a tomb elemeit.

INPUT: A[l..n] a rendezendd tomb.
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OUTPUT: A[l..n] a rendezett témb.

BUBIREND(A)
14— 2
REPEAT

nemvoltcsere <— igaz

FOR j «— n DOWTO i DO

IF Alj] < Aj — 1]
THEN CSERE (A[j], A[j — 1))
nemvoltcsere «— hamis

R I R R

INC (i)
UNTIL nemvoltcsere
RETURN(A)

~| | Co
Stk

Feladat. Rendezziik buborékrendezéssel az aladbbi tomboét:

A =[315,22,8,3,13].

=2
3 8
A =[315,22,8,3, 13]
3 22
A = (315,22 3,8,13]
3 315
A=[35 3,22,3,13]
1 =3
8 22
A = [3||315,22, 8, 13]
8 315
A= [3|| 35, 8,22,13]
1 =4
13 22
A =[3,8]||315,22 43
13 315
A = [3,8|| 345,43, 22]
1=25

22 315
A = [3,8,13|| 345, 22]

1 = 6 A for ciklus nem indul be, a nemvoltcsere igaz marad, igy kélép az algoritmus a repeat-
until ciklusbol és visszatér a rendezett tombbel.
RETURN(A)

Az el6z6 feladat egy kicsit részletesebben lefrva:
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i=2 A =[315,22,8,3,13] nemvoltcsere <— igaz

j=5 A[5] <A[4] hamis
j=4  A[4] <A[3] igaz — CSERE(A[4], A[3])

A = (315,22, ﬁ, 13], nemvoltcsere <— hamis
j=3 A[3] <A[2] igaz — CSERE(A[3], A[2])
A = [315, 52, %, 8,13], nemvoltcsere <— hamis
j=2 Al2] <A[1] igaz - CSERE(A[2], A[1])
A= [§15, %, 22,8,13], nemvoltcsere <— hamis
1=3 A =[3,315,22,8,13] nemvoltcsere <— igaz
=5 A[5] <A[4] hamis
= Al4] <A[3] igaz — CSERE(A[4], A[3])
A3, 315, 52, §, 13], nemvoltcsere <— hamis
j=3 A[3] <A[2] igaz - CSERE(A[3], A[2])
A =3, §15, §, 22,13, nemvoltcsere <— hamis
i=4 A =[3,8,315,22,13] , nemvoltcsere <+— igaz

j=5 A <A[4] igaz =  CSERE(A[5], A[4])

A3, 8,315, 52, 1§}, nemvoltcsere <— hamis
j=4 Al4] <A[3] igaz — CSERE(A[4], A[3])
A =[3,8,315,13,22], nemvoltcsere <— hamis
1=5 A =[3,8,13,315,22] nemvoltcsere <— igaz

j=5 A5 <A[4] igaz =  CSERE(A[5), A[4])
Al3,8,13, §15, 23}, nemvoltcsere <— hamis

1=6 A =[3,8,13,22,315] A for ciklus mar nem indul be.

ACloAoOADOATIOALDOADOCATOOALOADOCALOALOADOCATOALOALOALO

0.9.3. A beszur6 rendezés

5. Beszur6 rendezés : BESZREND(A), T'(n) = ©(n?) helyben rendezés, stabil rendezés.
INPUT: A[l..n] a rendezendd tomb.
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OUTPUT: A[l..n] a rendezett témb.

BESZREND(A)
FOR i <— 2 TO n DO
x «— Alfif
i ——
WHILE (5 > 0 és x < A[j]) DO
A + 1 — A[j
DECT)
Aj+ 1] +—=x
RETURN(A)

O O] Gl | Lo Do) =

Feladat. Besziiro rendezéssel rendezziik a
A =[315,22,8,3,13]
témbét.

ElGszor csak nagy vonalakban atfutjuk, hogy hogyan miikédik az algoritmus.
A = [315]|22,8, 3, 13]

i = z— APl =22  A=[223158,3,13]
i= z+— A3 =8 A = [8,22,315||3, 13]
i= z+— Ald] =3 A = [3,8,22,315||13]
i=5 w+— A =13  A=[3,8,13,22, 315

ALloAOALDOALIOALOALIOATOALOALOALOALOALOATOALOALIOALO

Most nézziik meg egy kicsit részletesebben:

=2
22 315
A=[ 315, 22 8, 3, 13]
) {
7 x
=3
8 22 315
A=] 22 315 8 3, 13]
) ) ) {
J J J x
1 =4
3 8 22 315
A=[ 8 22 315, 3, 13]
) () ) {
J J 7 J x
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1=295
13 22 315
A=[ 3 8, 22 3i5||, 13]
T T 7 1
JoJ J x
RETURN A = [3,8,13,22, 315]
Ugyanez még részletesebben:
A =[315,22,8,3, 13]
A = [315]22, 8, 3, 13]
i=2 x4 A2 =22
j=1 (1>0¢sA[l] >z)igaz — A2] «+— A[1] (A[315,315,8,3,13])
j=0 (0> 0) hamis — All] «— = (A[22,315]]8, 3, 13])
i=3 oz A3 =8
j=2 (2>0¢s A2] > 2)igaz =  A[3]«+— A[2]  (A[22,315,315,3,13])
j=1 (1>0¢s A[l] >z)igaz — A2] «— A[l] (A[22,22,315,3,13])
j=0 (0> 0) hamis — All] «— = (A[8,22,315]|3,13])
i=4 x+— A[4] =3
j=3 (3>0¢s A}3] >x)igaz — Al4] «— AJ3] (A[8,22,315,315,13])
j=2 (2>0¢s A2] >z)igaz — A[3] «— AJ2] (A[8,22,22,315,13])
j=1 (1>0¢s A[l] >z)igaz — Al2] «— All] (A[8, 8, 22,315, 13])
j=0 (0> 0) hamis — All] «— = (A[3,8,22,315]|13])

i=5  w+— A5 =13
j=4 (4>0¢s A4] > z) igaz —> A5
j=3 (3>0¢és A[3] > x) igaz — Al4
j=2 (2>0¢és A[2] > z) hamis = Al3]

— A[4]  (A3,8,22,315,315))
— A[B]  (A[3,8,22,22,315))
— (A[3,8,13,22, 315))

A =[3,8,13,22,315] RETURN

ACloAoOADOATIOALDOADOCATOOALOADOCALOALOADOCATOALOALOALO

0.9.4. A Shell rendezés

6. Shell rendezés fogyo névekményekkel:

Egymastol tavoli elemeket mozgat. (Hasonlitsuk 6ssze a Shell rendezés pszeudokédjat a
besziiré rendezés pszeudokodjaval.)
Novekmények: h[l..t] (t = [log(n)] — 1)
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h[1] < h[2] < --- < h[t] novekmények témbjei csokkené médon jarjuk be.
Osszegyiijtottiink néhany tipikus modszert, amelynek segitségével a névekmények tombjét fel
tudjuk tolteni.

h[1] =1, hli+ 1] = 2h[] — h=[1,24]
W1 =1, hli+1]=3n[]+1 = h=][1,4,13]
W1 =1, hli+1=2h]-1 = h=][137]

Az algoritmus:
SHELLREND(A, h)

INPUT: A[l..n] a rendezendd témb, h[l..t] névekmények.
OUTPUT: A[l..n] a rendezett témb.

SHELLREND(A, h)
FOR s «—t DOWNTO 1 DO
m <— h[s]
FORi<+—m+1TOn DO
x +— Ali
Je—1—m
WHILE (j > 0 és z < A[j]) DO
AT +m] — AJ)
jé—j—m
Alj+m] «—z
RETURN(A)

NS G | o R =

~| O Co

Feladat. Rendezziik Shell rendezéssel az alabbi tombot:
A =[315,22,8,3,13,4, 29|

legyen tovabba h := [1,2,4], a rendezend6 témb hossza: n = 1.

[s=3]m =h[3] =4 FORi=5 TO 7 DO

13 315
i=5: A=[ 315, 22, 8, 3, 43, 4, 29] (WHILE Ix)
T |
] x
4 22
i=6: A=[ 13 22 8 3, 315, 4, 29| (WHILE Ix)
T |
] x
29
i=7: A=[ 13 4, 8, 3, 315, 22, 29] (WHILE 0x)
T |

7 T



[s=2]m = h[2] =2 FOR i =3 TO 7 DO

8 13
i=3: A=[ 13, 4, & 3, 315, 22, 29] (WHILE Ix)
t 1
] xXr
3 4
i=4: A=] 8, 4, 13, 3, 315, 22, 29] (WHILE Ix)
t 1
] xXr
315
i=5: A=] 8, 3, 13, 4, 315, 22, 29] (WHILE 0x)
t 1
] xXr
22
i=6: A=] 8, 3, 13, 4, 315, 22, 29] (WHILE 0x)
t 1
] xXr
29 315
i=T7: A=[ 8 3, 13, 4, 315, 22, 29] (WHILE Ix)
t t 1
j j x

m = h[l] =1 FOR i =2 TO 7 DO (Innen egy besztrasos rendezés valésul meg.)

3 8
8, 3,
T4
] x

13,
13

+3,
!
xXr

29,

4

)

22

—_
<. — W

29, 22, 315] (WHILE Ix)

29, 22, 315] (WHILE 0x)
j=3A=1[3,8,13,13,29,22,315]

, 315] j=2A=138,8,13,29,22, 315]

J = 1 nem indul be

29

29 22, 315] (WHILE 0x)

{

x

105



106

22 29
i=6: A=] 3, 4, 8, 13, 20, 22 315] (WHILE 0x)
I N
i =
315
i=T7: A=] 3, 4, 8, 13, 22, 29, 315] (WHILE 0x)
t 1
] xXr

RETURN A = [3,4,8,22,29,315]
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0.10. Rendezések I11I.

0.10.1. Az oOsszefésiloé rendezés

Az Osszefésiil rendezés az OSSZEFESUL algoritmuson alapul, amely két rendezett tombot
rendezett tombbé fésiil 6ssze. Ennek az algoritmusnak most két véltozatat irjuk le. Az elsé
valtozatban egy A és egy B rendezett tombot rendezett modon Osszefésiiljiik. A kapott tomb
a C tomb.

A masodik valtozatban ezt az algoritmust atirjuk ugy, hogy alkalmas legyen egy témb
két egymashoz csatlakozo rendezett résztombjének rendezett moédon torténd Osszeftizésére. A
kapott rendezett tomb visszairodik az eredeti tomb megfelel§ helyére.

OSSZEFESUL1(A, B, C) algoritmus.

INPUT: A[l..n], B[1l..m] a rendezendd tombok.
OUTPUT: C[l..n + m] rendezett tomb, az A és B téombok rendezett Gsszefésiilése.

OSSZEFESUL1(A, B, C)
1— 1, j«— 1, k+—1
REPEAT
IF Ali] < Blj]
THEN C[k] «— Al[i], INC(7), INC(k),
ELSE C[k] «— B[j], INC(j), INC(k),
UNTILi=n+1vagyj=m+1
IFi=n+1
THEN FOR [ «— j TO m DO
C[k] «— B[] INC(k)
ELSE FOR [ «— i TO n DO
C[k] «+— A[i] INC(k)
RETURN(C)

OO | S| G B o

= =
— O

—_
i

A fenti algoritmusnak csak az 1.-6. sora érdekes, a 7.-t6]1 11.-ig csak a "szédlak elvarrasa
torténik."

Feladat. Az OSSZEFESULI algoritmus alkalmazésaval fésiiljiik ossze az
A=1[3,511,14,17,22,25,33], és B =[1,2,6,8,9,15,16]

tomboket. Az eredmény jelenjen meg egy C' tombben.

IF Ali] < B[]
THEN C|k] «— A[i] INC(i),INC(k)
ELSE C[k] +— Blj] INC(j),INC(k)
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i|j| k| Ali] < Blj] Clk] «—
11| 1 | A[l]< B[l] hamis | C[1] +— BJ[1] =1
12| 2 | A[l] < B2] hamis | C]2] «— B[2] =2
13 [ 3 [ Al] < B[3] hamis | C[3] +— A[1] = 3
2 13| 4 | A[2] < B[3] hamis | C[4] «+— A]2] =5
3131 5 | A[3] < B[3] hamis | C[5] «— B[3] = 6
314 6 | A[3] < B[4] hamis | C[6] +— B[4] =8
3151 7 | AB3| < B[] hamis | C[7] «— B[5] = 9
316 8 | A[3] < B[6] hamis | C[8] +— A[3] =11
416| 9 | A[4] < B[6] hamis | C[9] «— A[4] = 14
516 |10 | A[5] < B[6] hamis | C[10] +— BI[6] = 15
5171 11| A[5] < B[7] hamis | C[11] «— B[7] = 16
58|12

O[12] +— A[5] = 17

O[13] «— A[6] = 22

O[14] +— A[7] = 25

C[15] «— A[8] = 33

A kapott rendezett tomb: C' =[1,2,3,5,6,8,9,11, 14, 15, 16].

OSSZEFESUL2 (A, p,q,r) algoritmus.

INPUT: A[1,...,n] tomb, amelynek az Alp, ..., q], Alg+1,...,r]| résztémbjei rendezettek. Eze-
ket a rendezett résztomboket rendezett médon sszefésiiljiik. Az eredmény atmenetileg bekertil
egy C[1,...,r —p+ 2] tombbe, ahonnan az elemeket visszairjuk az Alp, ... ,r] résztombbe.
OUTPUT: C[1,...,n] rendezett tomb, az Alp,...,r| rendezett résztombokkel.

OSSZEFESUL2(A, p, q,r)

1. |i¢—p,j+—q+1, k+—1

2. | REPEAT

3. IF Ali] < Alj]

4. THEN C|[k] <— Ali], INC(7), INC(k),
5. ELSE C[k] «+— Alj], INC(j), INC(k),
6. | UNTILi=q+1vagyj=r-+1

7. | IFi=q+1

8. THEN FOR 1l <— j—1TO r DO

9. C[k] «— A[l] INC(k)

10. ELSE FORl+—1¢—1TO q DO

11. C[k] «— A[l] INC(k)

12.| FOR1l+—1TOr—-p+1DO

13. Ap—1+1+—C]l]

14. | RETURN(A)




7. Osszefésiils rendezés (MERGE SORT)

T(n) = © (nlog(n)) OR(A,p,r)
INPUT: A egy tomb, amelynek az Alp, .. .,r] résztémbjét kell rendezni.
OUTPUT: A témb, a Alp, ..., q] rendezett résztéombikkel.

OR(A,p,r)
1.|IFp<r

THEN ¢ «—
OR(A,p,q)
OR(A,q+ 1,1)

OSSZEFESUL2(A, p, q,r)
RETURN(A)

p+r
2
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0.10.2. Butcher-féle paros paratlan osszefésiilés

Butcher-féle paros-paratlan osszeftizés
BATCHER(A, B, C)
INPUT: A, B rendezett témbdok.
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OUTPUT: C az A, B rendezett tombok rendezett Gsszeftizése.

Az algoritmus gy miikédik, hogy az A tomb elemeibdl létrehozzuk az Ay és Ay tombdket
gy, hogy az A témb paratlan indexi elemei az Ay, paros indexti elemei az Ay tombbe keriilnek.

Hasonlé moédon eléallitjuk a B tomb elemeibdl a By és By tombdket.

Ezutédn az U témbbe rendezett médon ésszefésiiljiik a A, és By rendezett tombdket, illetve
a V téombbe rendezett médon Gsszetfésiiljiik az Ay és By rendezett tombdket.
Ezutéan jon a triikk: A C témbbe kell rendezett médon dsszetésiilniink az U és a V' témbdket.

Ez az dsszefésiilés azonban mar konnyen megtehetd az alabbi médon:

C[2i — 1] := min(U[i], V'[i]),
C[2i] := max(U[i], V]i]).

BATCHER(A, B, C)

1+— 1, k+—1

WHILE (i < Hossz[A])

AL[k] «— A[i], INC(k), i +— i + 2

11— 2, k+—1

WHILE (i < Hossz[A])

A2[k] «+— A[i], INC(k), i +— i+ 2

1+— 1, k+—1

DN S| Gl o| N =

WHILE (i < Hossz[B])

B1[k] «— BIi], INC(k), i +— i + 2

1+— 2, k+—1

WHILE (i < Hossz[B])

B2[k] «— B[], INC(k), i «— i + 2

OSSZEFESULI(A1, B2,U

)
OSSZEFESUL1(A2, B1,V)
n <— min(Hossz[U], HOSSZ[V])

1+— 1, k+—1

WHILE (i < n)

CTh] +— min (U], V[i]), INC(E)

C[k] «— max (U[i], V'[i]), INC(k)

IF' n < Hossz|U]|

THEN Clk] <— Uln + 1]

IF n < Hossz|V]

THEN Clk] «+— Vn + 1]

RETURN(C)

Feladat a Batcher-féle paros-paratlan osszefésiilésre

A =[3,5,11,14,17,22, 25, 33]

A, = [3,11,17,25)

T 4, =[5, 14,22, 33]
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’_é B] = [1.,6-_ 9._ lﬁ]
™ B, -p23 1]

B =11,2,6,8,9,15,16]

OSSZEFESULI1(A1, B2,U),
OSSZEFESULI1(A2, B1,V).

A U=[23,8,11,15,17,25]
Ay

B, V =[1,5,6,9,14, 16, 22, 33
By

C[2i — 1] = min(U[z], V']i]),
C[2i] = max(U[i], V'[i]).

U238 (1115|1725
V1569 |14]16|22]|33

Tehéat a rendezett tomb: C' = [1,2,3,5,6,8,9,11,14,15,16, 17, 22, 25, 33].
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0.10.3. A Négyzetes rendezés

8. Négyzetes rendezés
T(n)=0© (n%) A témb elemeit alcsoportokra osztjuk tigy, hogy minden alcsoportnak ké-

riilbeliil annyi eleme legyen, amennyi az alcsoportok szama. Ez gy érhetd el, hogy n hossziisagt
tomb esetén a [/n] elemenként alkossanak a tomb elemei egy-egy alcsoportot.

Ezt kovetéen minden alcsoportnak kivalasztjuk a legkisebb elemét. FEzeket az elemeket
egy segédtéombben atmenetileg taroljuk, ezek alkotjak a fécsoportot. A kivéalasztott minimalis
elemeket el is tavolitjuk az eredeti tombbdl.

Ezt kévetGen megkeressiik a f6csoport legkisebb elemét, amelyet eltavolitunk a f6csoportbdl
és beirjuk az eredménytémbbe. Az eltavolitott elemet abbél az alcsoportbdl potoljuk, amelyik-
b6l az eltavolitott elem szarmazik. Az alcsoport sorszamat (tehat, hogy hanyadik alcsoportrél
van sz0), a fécsoportbdl eltavolitott elem indexe adja. Illetve, ha az alcsoportnak mar nincs ele-
me, akkor nem potoljuk. Az eljarast iteraltan alkalmazzuk mindaddig, ameddig a fécsoportbol
el nem fogynak az elemek.

Az eredménytémb az eredeti tomb elemeit tartalmazza rendezett moédon.

Rendezziik a négyzetes rendezés alkalmazasaval a

A =[315,22,8,3, 13,4, 29]
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tombot. Mivel n =7 és [\/n] = 3, igy 3 elemenként fognak alcsoportotokat alkotni az A. tomb
elemei és 3 alcsoportot kapunk. Ezek a kovetkezbk:

A = [315,22,83,13,4|29].

Az alcsoportok minimalis elemeibdl megalkotjuk a f6csoportot. A f6csoportnak annyi eleme
van, amennyi az alcsoportok szama, tehat szintén 3.

A f6csoportbdl kivalasztjuk és el is tavolitjuk a minimalis elemet. Ez az elem bekertil
az eredménytombbe (ami most egy B tomb), majd a megfelel6 alcsoportbol visszapotoljuk,
amennyiben a megfelelé alcsoportnak van eleme, ha nincs, akkor nem pétoljuk. Ezt az iteraciét
tartalmazza a kovetkezd tablazat.

8 [ 329 A=1[31522,],13,4]]
8 | 429 A=1[31522,-],43,]]
8 [13]29] A=[31522 "], ]
22 |13 29| A=[315-,]-,-, ]
2 [ - [29 [ A=[315,-,]|]
315 | - (29[ A=T1, ],

315

Tehéat a rendezett tomb: B = [3,4,8,13,22,29,315].
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0.10.4. A lexikografikus rendezés

Lexikografikus rendezés: de el6tte elevenitsiik fel a rendezés fogalmat.

Ismétlés Legyen X egy halmaz, < egy relacié X-en. Azt mondjuk, hogy a < relacio egy
rendezés X-en, ha

1. Reflexiv, azaz x < x minden x € X esetén.

2. Antiszimmetrikus, azaz ha x < y és y < x, akkor x = y minden z, y € X esetén.
3. Tranzitiv, azaz ha x < y és y < z, akkor x < z minden z, y, z € X esetén.

4. Dichotém, azaz x < y vagy y < x minden z, y € X esetén.

Most megismerkediink a lexikografikus rendezés fogalméaval.

Legyen > egy véges abécé, amelyen értelmezve van egy < rendezési relacié. Jeldlje > a >.
abécé elemeibdl alkotott n hosszisagi stringek halmazat.

Sztringek egyenlésége: Legyenek o, 8 € X" a = ay,...,a,; B=">01,...,b,.

(,Y:B < ai:bi (Z:1,2,,TL)



113

Lexikografikus rendezés >."-n: Legyenek a, 3 € »"
a<p = a=8 wvagy Jke{l,....n}:a1="0b,...,a5-1=bx1 de ap <byg,
ahol az a;, < by azt jelenti, hogy ay < by, de ay # by.

Eddig megismerkedtiink a linearis rendezés fogalmaval. A linearis rendezésnek van egy
szigoru valtozata, amely az alabbi médon axiomatizalhato:

Szigoru rendezés. Legyen X egy halmaz, < egy relaci6 X-en. Azt mondjuk, hogy < egy
szigorui rendezés az X -en, ha

1. Irreflexiv, azaz x < x minden x € X esetén (azaz nincs olyan x eleme az X halmaznak,
amelyre © < x teljesiil). Ez azt jelenti, hogy egy elem sem nagyobb sajat maganal.

2. Tranzitiv, azaz ha v < y és y < z, akkor x < z minden x,y,z € X esetén.

3. Tricichotém, azaz vagy x < y, vagy * = y, vagy y < x minden z,y € X esetén. A
trichotémia most is azt garantalja, hogy barmely két (nem feltétleniil kiilonbézd) elem
osszehasonlithaté legyen.

A kovetkezs két tétel azt mutatja, hogy rendezésbdl mindig el tudunk allitani szigoru
rendezést, illetve szigori rendezésbdél rendezést.

1.Tétel. Legyen X egy halmaz és < egy rendezés az X -en. Definidljuk a < relaciét az alabbi
médon:
r <y = r<y de x#y (r,y € X).

Ekkor a < egy szigori rendezés az X halmazon.

2.Tétel. Legyen X egy halmaz és < egy szigori rendezés az X-en. Definidljuk a qleqslant
relaciot az alabbi médon:

r<y = r<y wvagy xTr=1y (r,y € X).
Ekkor a < egy rendezés az X halmazon.

A fenti két tétel bizonyitasa szorgalmi hazi feladat.

Ezeknek az egyszert tényeknek az ismeretében a lexikografikus rendezés gy értheté meg,
hogy el6szor az 1. tételiink segitségével 1étrehozunk egy szigoru rendezést a > dbécén. Ennek
a szigoru rendezésnek a segitségével szigoru rendezést értelmeziink az n hosszusagu sztringek
> halmazan az aldbbi moédon:

a<f = a1<b1vagyEIk;E{1,...,n}:a1:bl,...,ak,lzbk,ldeak<bk,

azaz « < 3, pontosan akkor, ha balrél jobbra haladva a sztringekben elGszér a-ban taldlunk
nagyobb bettt. Igy a n hosszisagi sztringek halmazan kapunk egy szigort rendezést. Ebbdl a
szigord rendezésbdl a 2. tétellink segitségével allitjuk el6 a lexikografikus rendezést.

Feladat. A Cormen-kényvben (vagy legalabbis annak magyar forditasaban) szerepel az alabbi
feladat: Rendezziik a lexikografikus rendezéssel az alabbi szavakat: ORA, LAP, TEA, GEP,
ING, SZO, FUL, ORR, LAB, SOR, KES, AGY, ViZ, RAK, CEL, FIU.
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0.10.5. A Radix, vagy szamjegyes rendezés

9. Radix rendezés : Szamjegyes rendezés.

Azonos hossziisagu szavak rendezésére alkalmas. (Azonos hossziisagi szavak helyett gondol-
hatunk ugyanannyi jegybdl allé pozitiv egészekre.) Ha azonos hosszisagu szavakat rendeziink,
akkor lexikografikus rendezést valésitunk meg. A radix rendezés felhasznal egy stabil rendezést.
A szavakat a betiiik alapjan rendezziik jobbrél balra haladva (tehat az utolsé karaktertdl az
elsé felé). Mire elérjiik a legelsd, tehat a bal szélsé betiit, akkor a szavak rendezetté valnak.

A kévetkezé numerikus példaban az

235,144, 474, 508, 133, 175, 200, 741

szamokat rendezziik a radix rendezés segitségével.

EN B G R e L B N )
N W Ww o o
Gt & = Ot W 00 O
N UL NN ===
O g W o b Ww
= 00 = Ot O Ot i W

B O~ WO 1w
— O Ul W 00 i i Ot
O W WO
-SSP I RSOSSN

0O O UL = = W~ O

G DN B = — = b
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0.10.6. Az edényrendezés

Kordbban beszéltiink arr6l, hogy egy matematikai értelemben stirti szamhalmaz (példaul a
racionalis szamok halmaza) elemei leszamlalo rendezéssel nem rendezhetk. Az edényrendezés
egy olyan rendezés, amely példaul racionalis szamokbol 4ll6 sorozatot is képes rendezni linearis
id6ben. Ennek is ara van, a rendezendd sorozatnak egyenletes eloszlastunak kell lennitik valamely
[a, b[ intervallumon.

Azt mondjuk, hogy egy z1,...,x, egy n-tagu adatsorozat egyenletes eloszlasu egy [a,b]
intervallumon azt jelenti, hogy a részintervallumba esés valoszintisége aranyos a részintervallum
hosszéaval.

Mivel a valoszintiség fogalma leginkabb a relativ gyakorisiag segitségével foghato meg, a fenti
definici6 az alabbi modon 6nthetd matematikai forméba:
kn {ie{l,....n} |z €lc,d]} _ d-c

n n b—a

(a<ec<d<D).

Ha az egyenletes eloszlasra vonatkozo feltétel nem teljesiil, akkor is miikodik a rendezési
algoritmus, csak ebben az esetben a futasi idé nem lesz lineéaris.
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Mivel tetszdleges [a, b| intervallum egy egyszerti affin transzformacioval beletranszformal-
hato a [0, 1[-be, ezért most feltételezziik, hogy a sorozat tagjai eleve a [0,1[ intervallumbol
szarmaznak.

Az edényrendezés arrol kapta a nevét, hogy a [0, 1[ intervallumot n darab egyenld részinter-
vallumra bontjuk, ezek lesznek az edények. Tehat az edények az

pal B [

intervallumok. Van tovabba egy n elemt tombiink, amelyben lancolt listak fejei vannak. Hasz-
nalunk egy iigyes fliggvényt, amely egy [0, 1[-beli elemr6l kapasbol megmondja, hogy melyek
edénybe tartozik. Ez a fiiggvény:

Az x; adatelemet a kapott lancolt listahoz hozzaftizziik. Ezt kovetSen a n darab lancolt listat

rendezziik, majd egyetlen listava fiizziik 0ssze. Az algoritmus azzal a lancolt listaval tér vissza,
amely a eredeti tomb elemeit rendezett médon tartalmazza.

10. Edény rendezés :
EDENYREND(A, L)

INPUT: A egy tomb, amely a rendezendd elemeket tartalmazza.

OUTPUT: L egy lancolt lista, amely az A elemeit tartalmazza névekvs sorrendben.
B[0,...,n — 1] a listafejeket tartalmazo6 témb.

EDENYREND(A, L)

1. | B-be beszir.

2. | B listait rendezi.

3. | B listait dsszefiizi L be.
24. | RETURN(L)

Feladat. Edényrendezés segitségével rendezziik a kévetkezd témbét:
A=1[0.741, 0.522, 0.579, 0.251, 0.180, 0.446, 0.619, 0.107, 0.827]
Legyen n = 4, azazn = 4 db edény van.
0 1 2 3
050 il Bal Bl

Alj] elemet lancoljuk hozza a B[|nA[j]]] feji listahoz.

0,741 —  |4-0471] =2
0,522 —  [4-0.522] =2
0,579 >  |4-0.579] =2
0,251 +—  [4-0251] =1
0,180 +~»  [4-0.180] =0
0,446 —  |4-0.446] =1
0,619 >  |4-0.619] =2
0,107 +  [4-0.107] =0
0,827 +  |4-0827] =3
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Igy az alabbi lancolt listdkat kapjuk:

B0] (z€[0,4]) | NIL | —{0,180| —0,107

Bll] (ze|i,2]) | ME| {0,251 —{0,446

B2l (ze[33]) | M| —0,741] —{0,522| —{0,579| —{0,619]
BB (ze[2,7]) | NIL | — 0,827

Rendezziik a kapott lancolt listakat.

B0] (ze€0,1]) | NIL | —{0,107| —{0,180

B[] (ve[L2]) | NIL| —[0,251] —]0,446

B[2] (ze[%2])| NIL | —(0,522] —{0,579| —{0,619] —{0,741]
BB (ze[3,7]) | NIL | — 0,827

Majd a rendezett lancolt listakat egyetlen listava fiizziik Gssze.

—10.107| —0.180| — [ 0.251| — [ 0.446| — | 0.522| — | 0.579| — | 0.619] — | 0.741| — | 0.827|
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0.11. A Huffman-ké6d

Fix hosszusagua kédok
Szeretnénk kédolni az ABRAKADABRA szét. Az elsé lehetség az, hogy minden karakter-
hez hozzarendeliink egy fix hossziisagu kédot. Ha k jeloli a kod hosszat, akkor teljesiilnie kell
a
ok 1 <5 2k — k= [log(5)] =3
egyvenlStlenségnek. Igy kapjuk, hogy 3 hosszisagu kédot kell hasznalnunk.

N

a 000
b 001
r 010 kédok
k011
d 100

/

Koédolas: 000 001 010 000 011 000 100 000 001 010 000

Ez egy 33 bites kddszo. Természetesen nincsenek szokézok, ez csak a konnyebb attekinthe-
téség miatt irtam. A dekdodolas rendkiviil egyszertd. A kodszot 3 bites részekre kell bontanunk,
és konnyen visszakapjuk a kodolt szoveget.

011 | 000 | 100 | 000, | 001 | 010|000
= N R S I T e R
a b r a k a d a b r a

Ezen a gyakorlaton a koédolasra egy ennél gazdasagosabb modszert ismeriink meg. Ez a
Huffman-kod.

0.11.1. A Huffman koéd

A Huffman-kod elkészitéséhez elGszor is ismerniink kell a karakterek gyakorisagait (illetve relativ
gyakorisagait). Ezek az értékek fliggnek a kivéalasztott szovegtdl, a szerzd szohasznalatatol, ...
tehat sok mindentdl azonban tegyiik fel, hogy a birtokunkban van egy ilyen statisztika. Ezt
kovetGen felépitiink egy binaris fat. Ennek a fanak a cstuicsaiban szamok allnak, a levelek a
karakterek, az élekhez a 0 vagy az 1 értékek valamelyike van rendelve (a bal gyerekbe mutato
élhez 0-at, a jobb gyerekbe mutato élhez az 1-et rebdeljiik). Adott karakter kodjat a gyokértsl
a karakterig vezetd ut élehihez rendelt bitsorozat adja.
A faépités kodolas és dekodolas 1épései:

¢ Elindulas: A gyokér legyen a két legkisebb gyakorisagu karakter gyakorisidgénak az 6ssze-
ge. A levelek legyenek a két legkisebb gyakorisagu karakter.

e Tovabbhaladas:

— Maér vannak részfaink illetve karaktereink gyakorisagokkal. Ezeket nagysag szerint
rendezziik a részfak gyokerében szerepld széam illetve a karakterek gyakorisagai alap-
jan.
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— A kapott sorozat két legkisebb elemébdl binaris fat épitiink, a kapott graf gydkerébe
a két szam (relativ gyakorisag, vagy gyokérben allo szam) osszege kertil.

e Leallas: A rendezések és a faépitések sorozatat addig folytatjuk, mig az Osszes karakter
illetve részgraf elfogy és egyetlen binaris fat alkotnak.

o Kiértékelés: A kapott fagraf éleihez 0-kat és 1-ket rendeliink. A bal oldali gyermekre
mutato élhez 0-t, a jobb oldalihoz 1-t rendeliink. A kapott fagraf levelei a karakterek.
Minden karakterhez hozzéarendeliink egy kodot. Ezt a kodot a gyokértsl az adott levélig
vezetG élsorozat bitjei szolgaltatjak.

e Dekodolas: A binéaris fa ismeretében egyértelmii.

A binéaris fa létrehozasanal mindig épitiink, aztan rendeziink, aztdn megint épitiink, megint
rendeziink, és igy tovabb. Gyakori hiba, hogy az épités és rendezésnek ezt a valtakozasat nem
tartjak be. Mi sem frjuk ki mindig, ha a rendezettség nem borul fel.

Erdemes még megjegyezni, hogy a Huffman-kod nem egyértelmd. Példaul, ha az azonos
gyakorisadgu kodokat permutéljuk, akkor kiilonbéz6 Huffman kédokat kapunk, azonban ezek a
Huffman kédok ugyanarra a szora azonos hosszisagu kddszavakat eredményeznek.

Bar nem életszert, de a modszert az ABRAKADABRA sz6 kodolasaval illusztraljuk. A
gyakorisagokat nyilvan nem egy sz6boél, hanem valamilyen hosszi szévegbdl kell szarmaztatni,
vagy eleve adott.

Valtoz6 hosszu kédok

a 5 db
b 2db
r 2db
k 1db
d 1db

k:1 d:1 b:2 r:2 a:5
N
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A kapott fagrafot kédfanak nevezziik. A kédtfabél kiolvashatok a kodok:

N

0
111
10 kédok
1100
1101 )

QU T I o 2

Koédolas: 0 111 10 0 1100 0 1101 0 111 10 0.
Dekédolas: A kapott kod prefix kéd, tehat mindig egyvértelmiien dekédolhato.

0 |111].10 | 0 ]1100]_0 [110L]_0 |111] 10 | 0
a b r a a a r a

Lathato, hogy révidebb (23 bit) kédot kaptunk, mint a fix hosszisdgu kédoldsnal (33 bit).
A fa kéltsége optimalis.
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