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1. fejezet

Bevezetés

1.1. A targyrol

Az adatstrukturdk, algoritmusok targy fontos helyet foglal el az informati-
kdban. Egy informatikai alkalmazasi rendszer kifejlesztése soran harom f6
szintet szokas megkiilonboztetni, amit egy helyjegyfoglalasi rendszer példa-
javal illusztralunk. Mondjuk az InterCity vonatjaratra akarunk helyjegyet
venni. Sematikusan az alabbi tablazattal lehetne jellemezni a hdrom {6 szin-
tet. A kozépsG szint az, amivel a jelen konyvben foglalkozunk.

A szint neve | A szint jellemzése A szint fogalomrendszere
Fels6 szint Alkalmazo6i szint modellalkotés utvonalak,
szerelvények, datumok,
helyfoglalasok
Ko6zépst szint | Modellezési szint, al- | file-ok, tablazatok, listak,
goritmizalas adatrekordok, stringek, fak
Als6 szint Csupasz gépszint objektumok, mitiveletek, gé-
pi reprezentalasuk, bitek,
byte-ok

A fels6 szint az alkalmazo teriilete. O tudja, neki van meg, hogy milyen
utvonalakon, mely napokon kozlekedtet szerelvényeket, és milyen ezen sze-
relvények Osszetétele a helyfoglalas szempontjabol. A helyfoglalasi rendszer
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kereteit neki kell kijel6lni, 6 kell, hogy megmondja, hogy mi a fontos a rend-
szerében, mi az el nem hagyhato6 tény és mi az ami elhanyagolhato. Tudjon-e
majd a rendszer mondjuk olyan igényt is kielégiteni, hogy ablaknél akar iilni
az utas, de csak a menetirannyal azonos iranyban, ne hattal. Az alkalmaz6 a
valésagnak egy modelljéhez a kereteket alkotja meg. A késébbi tizemel6 rend-
szer paramétereit, képességeit, rugalmassagat és hasznalhatosagat ez a szint
dontGen meghatarozza. A kozépss szinten a modell gyakorlati megvalositésa
kovetkezik, amely mar az egyes adatkezelési, szdmitasi, tarolasi modszereket
is magaba foglalja. Itt tisztazodik a file-ok rendszere. Rogzitik a hasznélan-
do tablazatokat, listdkat és azok szerkezetét, az adatrekordok felépitését. Az
egyes esetekben hasznélt keresési modszerek, az adatmodositasok modszerei
is kialakitésra keriilnek, miutan eldontétték, hogy mit és hogyan tarolnak.
Az also6 szint a gépek, berendezések szintje, amelyek fizikailag meg is tudjak
valOsitani, amit a kozépsd szinten elterveztek. Ezen a szinten nincs modell,
nincs szerelvény, datum, utvonal. Az adatok, a tarolasi szerkezetek és a
rajtuk végzett mitveletsorok bitek és byte-ok O6zoneként és atalakitasaiként
jelennek meg. Itt mar minden a biteken, a byte-okon mulik. Azon, hogy az
egyes adatainkat milyen elvek alapjan transzforméaltuk bitekké és byte-okké,
hogy ezek majd akar a legfels6 szint fogalomrendszere alapjan is értelmez-
hetsk legyenek. Nem kevésbé fontos az esetleg egymastol térben és idében
is nagy tavolsagra 1évé eszkozok kozott a kommunikacié lehetGsége, ténye és
milyensége.

Tekintslink most egy elemi probléméat és annak megoldasait. Legyen adott
egy n s tarsasag. Az egyes tagok idénként pénzt kérnek kolcson egymastol.
Mindenki felirja, hogy kit6l mennyit kért koleson, amikor kolcsonkér és ki-
nek mennyit adott kéleson, amikor kolcson ad. A tarsasag tagjai idérél-idére
Osszejonnek az Osszegytlt tartozasokat kiegyenliteni. Mindenki 0sszegytijti a
sajat listajan mindenkivel kapcsolatban, hogy kinek mennyivel tartozik. Ez-
utan némi kavarodast okozva mindenki megkeres mindenkit, hogy kifizesse
a tartozasat, ami nem kis idébe telik, ha a tarsasdg létszdma nem lebecsii-
lend6. Ha 0Osszegytjtenénk egy tablazatba a tartozik-kovetel Gsszesitéseket,
akkor egy ilyen tabla valahogy igy nézhetne ki mondjuk 5 személy esetén, aki-
ket rendre Aladarnak, Bélanak, Cecilnek, Davidnak és Edének-nek hivnak.
A tablazat sora mutatja, hogy ki tartozik, az oszlopa, hogy kinek tartozik.
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Aladar | Béla | Cecil | David | Ede
Aladar - 5 3 1 2
Béla 1 - 2 3 4
Cecil 5 1 - 1 2
David 2 3 4 - 6
Ede 5) 5) 1 4 -

Ha ennél a tablanal maradunk, akkor ennek tarolasara n {6 esetén n-n —n
rekesz sziikséges, miutdan mindenki kigytdjtotte a sajat nyilvantartasabol a
tobbiekkel kapcsolatos meglévs tartozésat. A kolesonok kiegyenlitésére pe-
dig n(n—1)/2 talalkozot kell 1étrehozni, ahol a két fél kélesonosen kiegyenliti
az egymassal szembeni addssagat. Mind a két formuldban szerepel egy négy-
zetes tag, ami arra utal, hogy ha a tarsasig mérete mondjuk 10-szeresre
ng, akkor a vele kapcsolatos szervezési és tarolasi munka egyarant kortlbeliil
100-szorosra emelkedik. Nem éppen biztato kovetkeztetés. Van azonban jobb
megoldas is. Nem kell minden alkalommal mindenkinek feljegyezni, hogy ki-
t6l mennyit kért, vagy kinek mennyit adott. FElegendd, ha mindenki csak
egyetlen szamot tarol és azt modositja kolcsonzés esetén, ez pedig az éppen
aktuélis Ossztartozésa a tobbiek felé. Ennek a tarigénye n rekesz és a kigytj-
tés sem sziikséges. A fenti tablazatbol ez a kovetkez6 modon kaphatd meg. A
sorokban is és az oszlopokban is képezziik az 6sszegeket, majd mindenkinél
kivonjuk a tartozasbol (sordsszeg) a kovetel (oszloposszeg) értékeket:

Aladar | Béla | Béla | David | Ede | Sordsszeg | Ossztartozas
Aladar - 5 3 1 2 11 11-13 =-2
Béla 1 - 2 3 4 10 10-14 =4
Cecil 5 1 - 1 2 9 9-10=-1
David 2 3 4 - 6 15 15-9=6
Ede 5) 5) 1 4 - 15 15-14=1
Oszloposszeg 13 14 10 9 14
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Tarolni csak az Ossztartozas oszlopot kell, ami n szam. A tartozasok ki-
egyenlitéséhez sziikséges taldlkozok szama is drasztikusan csokkenthets. A
példéanal maradva Aladarnak tartoznak 2-vel, ezt Béla megadja Aladarnak.
Mostmar Bélanak tartoznak 6-tal, azt Cecil adja meg Bélanak. Cecilnek
tartoznak 7-tel, amit megad neki David, igy Davidnak lesz 1 hianya, amit
pedig Ede éppen meg tud adni. Ha n {6 van, akkor a sziikséges talalkozok
szama legfeljebb n — 1. Ennél a megoldasnal nem art, ha Béla és Cecil ren-
delkeznek némi plusz pénzzel, hogy fizetni tudjanak az elején. Ez elkeriilheté
azzal, hogy akik tartoznak (David és Ede), azok mindegyike mondjuk Ala-
darnak adja oda a tartozéasat és ebbdl a pénzbdsl Aladar egyenliti ki a hianyt
azoknal, akik pénzre varnak (Aladar, Béla, Cecil). Itt tehat ha a méretek
10-szeresre nének, akkor a tarolas és a tartozas kiegyenlitéssel kapcsolatos
szervezési munka is csak koriilbeliil 10-szeresre fog néni. Erdemes tehéat azon
elgondolkodni, hogy milyen adatokat milyen forméban tarolunk, azokon mi-
lyen mtveleteket végziink, hogy a kivant eredményre jussunk és az a lehetd
legkisebb erdforréas lekotéssel és energia felhasznalasaval valosuljon meg.

1.2. Alapvets fogalmak, definiciok

1.1. definicié. Az alsé egészrész fliggvény minden valés szamhoz egy
egész szamot rendel hozza, éppen azt, amely a t6le nem nagyobb egészek
koziil a legnagyobb. Az als6 egészrész fiiggvény jele: |x], ahol x valés szam.

Tomoren:
|x| = maxk

keZ
k<z

Mas szavakkal formalisan: |x| = k, ahol k olyan egész szam, hogy k < x <
k+1.

1.2. példa.
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1.3. definici6é. A fels6 egészrész fliggvény minden valos szamhoz egy
egész szamot rendel hozzé, éppen azt, amely a téle nem kisebb egészek koziil
a legkisebb. A felss egészrész fiiggvény jele: [x], ahol x valos szam. Tomoren:

[z] = min k
k>x

Mas szavakkal formalisan: [z] = k, ahol k olyan egész szam, hogy k — 1 <
z < k.

1.4. példa.

1. Ha a egész szam, akkor

Ha z valods, a egész szam, akkor

Ha x valos szam, akkor

I

|z £
Ha x és y valos szamok, akkor | |z &

]

I

AR ol I

Ha z < y val6s szamok, akkor

1.5. definici6. A kerekité fliggvény minden valos szamhoz a hozza legko-
zelebb es6 egész szamot rendeli hozza. Ha a legkozelebbi egész szam nem egy-
értelmd, akkor a nagyobbat vélasztja. A kerekitd fliggvény jele: Round(z),
ahol x val6s szam.

Round(z) = {x + %J
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1.6. példa.

x —6|—-58|—-5,5|-5,2|-5]5(5,2|5,5|5,8]|6
Round(z) | 6| —6 | =5 | =5 | =5|5| 5 | 5 | 6 |6

1.7. definici6é. A tortrész fliggvény minden valés szdmhoz azt a szamot
rendeli hozza, amely azt mutatja meg, hogy a szdm mennyivel nagyobb az
also egészrészénél. A tortrész fliggvény jele: {x} , ahol z valos szam. Tomo-

| {2} = — ]

Mindig fennall a 0 < {z} < 1 egyenl&tlenség.

1.8. példa.

x | —58]-52[-5]5]52]5,8
{z}[ 0,208 00/0,2]0,8

1.9. definici6. Legyen a és b egész szam, b # 0. Definicié szerint az egész
osztas miiveletén (div) az a/b osztas eredményének alsé egész részét értjik.

Tomoren: a
divh — H
adiv 2
1.10. példa.
—9divd = -3
9divd = 2.

1.11. definicié. Legyen a és b egész szam. Definici6 szerint az egész ma-
radék képzését (mod), az alabbi formulaval definialjuk:

a, hab=0

amode{ a—b-la/b] =a—b-(adivb), hab#0
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1.2.1. A szAmitégép programozasarol

A szamitogépes programozas teriiletérsl tobb fogalomra lesz sziikségiink an-
nak ellenére, hogy igazan egyetlen programozasi nyelv mellett sem kotelezziik
el magunkat. A szamitasaink, adatokon végzett tevékenységeink elvégzésé-
hez gépi utasitasok, parancsok rogzitett sorozatara lesz sziikségiink. Ezeket
Osszefogva programnak fogjuk nevezni. A programot valamilyen magas szin-
t programozasi nyelven (az ember gondolkodasmodjahoz kozel 4116 nyelven)
irjuk meg, majd azt a gép nyelvére egy forditoprogram (compiler) segitsé-
gével forditjuk le (remélhetGen jol). Ha van interpreter program, akkor azzal
is megoldhat6 a feladat elvégzésének a gépre torténd atvitele. A programok
altalaban procedurak (eljarasok) sokasagat tartalmazzak. Ezek a zéart prog-
ramegységek egy-egy kisebb feladat elvégzésére specializaltak. A program
tobbi részével csak a paramétereik révén tartjik a kapcsolatot. Fekete do-
boznak kell 6ket tekinteniink. A dobozra ra van irva, hogy mibd&l mit csinal.
Vannak (lehetnek) bemend (input) és vannak (lehetnek) kimens (output)
paraméterei. A bemenetet alakitjik at a kimenetté. Ha ismerjiik a procedira
belsé szerkezetét — mert mondjuk mi készitettiik —, akkor fehér doboz a neve,
ha nem ismerjiik — mert nem vagyunk kivancsiak ra, vagy méasoktol kaptuk —,
akkor fekete doboz szerkezet a neve. Példaul készithetiink olyan procedurat,
amely bekéri (input) az a, b, c harom valés szamot, melyeket egy ax? + bx + ¢
kifejezés (itt = valos szam, valtozo) konstans egyiitthatoinak tekint, majd
eredményiil (output) meghatérozza a kifejezés valos gyokeinek a szaméat és
ha van(nak) gyok(ok), akkor az(oka)t is megadja. Példa egy lehetséges mé-
sik proceduréara: egy file nevének ismeretében a procedura a file rekordjait
valamilyen szempont szerint megfelels sorrendbe rakja (rendezi). A procedu-
rak altal hasznalt memoriarekeszek — a paramétereket kivéve — a zartsagnak
koszonhetGen lokalisak a procedurara nézve. Csak addig foglaltak, mig a
procedura dolgozik, aktiv. A procedurat munkéra fogni az aktivizalo utasi-
tassal lehet. Ezt eljarashivasnak is nevezik. Az aktivizalt procedura lehet
sajat maga az aktivizalo is, ekkor rekurziv hivasrol beszéliink, a procedi-
rat pedig rekurziv proceduaranak nevezziik. A procedira munkaja végén a
vezérlés visszaadodik az aktivizald utasitést kovets utasitasra. Ezt a mecha-
nizmust a verem (stack) révén valositjuk meg. A verem a memoria egy erre
a célra kivalasztott része. A procedira aktivizalasakor ide keriilnek beirés-
ra a procedura paraméterei és a visszatérési cim (az aktivizalo utasitast
kovets utasitas cime). A procediurabol valo visszatéréskor ezen cim és infor-
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méaciok alapjan tudjuk folytatni a munkat, a programot. A visszatéréskor
a verembdl az aktivizalasi informaciok torlédnek. Ha a procedura aktivizal
egy masik procedurat, akkor a verembe a korabbiakat kdévetSen az 1j ak-
tivizalasi informéciok is bekeriilnek, azt mondjuk, hogy a verem mélyiil, a
veremmélység szintszama eggyel ng. Kezdetben a verem iires, a szintszam zé-
rus, procedurahivaskor a szintszam né eggyel, visszatéréskor csokken eggyel.
verembe szokta helyezni, csak ezt kozvetleniil nem érzékeljiik, mivel a vissza-
téréskor ezek onnan torlédnek, a helyiik felszabadul. Idénként azonban a
hatas sajnalatosan latvanyos, amikor verem tulcsordulas (stack overflow)
miatt hibajelzést kapunk és a program futéasa, a feladat megoldasanak me-
nete megszakad. Adoédhat azonban gy is, hogy mindenféle hibajelzés nélkiil
"lefagy a gép". A veremnek a valésdgban van egy fels§ mérethatara, amelyet
nagyon nem tanacsos tullépni.

1.12. példa. Nézziink egy példat a veremhasznalatra. Tegyiik fel, hogy van
még olyan elvetemiilt informatikus, aki nem tudja, hogy

n-(n+1)
2 )

és ezért egy kis procedirat ir ennek kiszamitasara.

1+2+3+...+n=

Amennyiben az illeté a fent emlitett hibaja mellett teljesen normalis, akkor
igen nagy eséllyel az alabbi moédon oldja meg a problémat. A procedira
neve legyen Summa és legyen az input paramétere az n, ami jelentse azt,
hogy 1-t6l kezdve meddig torténjen az Osszeadas. Feltételezziik a procedura
johiszemt hasznalatat és igy az n pozitiv egész szam kell legyen. (Nem irjuk
meg a procedurat elss lépésben még "bolondbiztosra".) Kirészletezziik egy
kissé a procedira teenddit. Sziikség lesz egy gytijtérekeszre, ahol az Gsszeget
fogjuk képezni és tarolni. Legyen ennek a neve s. A procedtura munkajanak
végén ez lesz a végeredmény, ezt kapjuk vissza, ez lesz a procedira output
paramétere. Sziikség lesz tovabba egy szamlalora, legyen a neve k, amellyel
egytdl egyesével elszamolunk n-ig és minden egyes értékét az s-hez a szam-
lalas kozben hozzédadjuk. Az s-et a munka kezdetén természetesen ki kell
nullédzni, hiszen nem tudjuk, hogy mi van benne az induléskor.

Ezek utan a kosza meggondolasok utan egy kissé rendezettebb alakban is
irjuk le a teenddket.

A Summa procedira leirasa
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Osszefoglalé adatok a procedararol:

A procedira neve | Summa.

Bemend paraméter | n, megadja, hogy 1-t6] meddig kell az Gsszeadast elvégezni.

Kijov6 paraméter s, tartalmazza az Osszeget a végeén.

Lokalis valtozo k, szamlalo, amely egytdl elszamol n-ig egyesével.

A procedira tevékenysége:

lépés: | s kinullazasa

lépés: | k beallitasa 1-re, innen indul a szamlalas

lépés: | s megnovelése k-val (s-hez hozzaadjuk a k-t és az eredmény s-ben marad.

lépés: | Eggyel megnoveljik a k szamlalo értékét

AN Rl Il B N

lépés: | Ellendrizziik, hogy a k szdmlalé nem 1épett-e til az n-nen, a végértéken.

Ha még nem, akkor folytatjuk a munkat a 3. 1épésnél.

Ha igen, akkor pedig a 6. 1épéshez megyiink.

6. lépés: | Készen vagyunk, az eredmény az s-ben talalhato.

Ezutan ha sziikségiink van, mondjuk, 1-t6l 5-ig a szdmok Osszegére, akkor
csak lefrjuk, hogy Summa (Input:5, Output s), vagy rovidebben Summa(5,s).
Esetleg fliggvényes alakot hasznalva az s=Summa (5) is irhato. Az aktivizalas
hatasara a verembe bekeriil az 5-0s szam, valamint az s rekesz memoriabeli
cime és a visszatérési cim, hogy a procedira munkaja utan hol kell folytatni
a tevékenységet. Miutan most nincs tébb teendd, ezért ez a cim olyan lesz,
amelybdl ez a tény kideriil. Jelezhetjiik ezt formalisan mondjuk egy a STOP
utasitas cime-pal. Valahogy igy néz ki a verem formalisan:

5| s cime | STOP utasitas cime

Kezdetben iires volt a verem, most egy szint keriilt bele bejegyzésre. Amikor
a procedira munkaja véget ér, akkor ez a bejegyzés a verembdl torlgdik, igy
az Ujra tres lesz. (Tulajdonképpen a szamlalo szaméara lefoglalt helyet is fel
kellett volna tiintetni a bejegyzésben, de ez a szaimunkra most nem fontos.)
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Minden nagyon szép, minden nagyon jo, mindennel meg vagyunk elégedve,
és akkor jon egy rekurzidval megfert6zott agyt ember, aki igy gondolkodik.
Egytol n-ig 6sszeadni a szamokat az ugyanaz, mint az egytél n — 1-ig Gssze-
adott szamok Osszegéhez az n-et hozzaadni. A feladatot visszavezettiik sajat
magéra, csak kisebb méretben. Egytsl n — 1-ig persze megint ugy adunk
Ossze, hogy az n — 2-ig képezett Osszeghez adjuk az n — 1-et. Ez a rekurzio.
Arra kell vigyazni, hogy valahol ennek a visszavezetésnek véget kell vetni.
Amikor mar csak egytdl egyig kell az Gsszeget képezni, akkor azt nem vezet-
jiik vissza tovabb, hiszen ott tudjuk az eredményt, ami trividlisan éppen egy.
Tehat a rekurziv agyi ember egy fiiggvényt alkot, mondjuk RekSumma néven,
és az alabbi moédon definialja azt:

RekSumma(n) := { 1 han =1

RekSumma(n — 1) +n han>1

Ha most leirjuk, hogy s = RekSumma(5), akkor ezt gy kell kiszdmolni,
hogy:

s = RekSumma(5) = RekSumma(4)+5

(RekSumma(3) +4) +5
((RekSumma(2) +3) +4)+5
((RekSumma(l) +2)+3)+4)+5
(

(

(1+2)+3)+4)+5
B3+3)+4)+5
(64+4)+5

1045

= 15

Lassuk ezekutan hogyan alakul a verem torténete. A RekSumma(5) hatasara
az iires verembe egy bejegyzés kertil:

5 | eredmény | Az eredmény s-be irési cime

A tovabbiakban pedig a verem az egyes rekurziv hivasok hatésara a kovetke-
z6képpen alakul:
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RekSumma(5): | 5 | eredmény | Az eredmény s-be irési cime
RekSumma(4): | 4 | eredmény | Osszeadas helye
RekSumma(3): | 3 | eredmény | Osszeadas helye
RekSumma(2): | 2 | eredmény | Osszeadas helye
RekSumma(1): | 1 | eredmény | Osszeadas helye

Itt a rekurzié megakad, tovabbi rekurziv hivas mar nem lesz, a végleges
veremmeélység 5, a rekurziv hivasok szama 4 (a legels§ aktivizalas még nem
rekurziv hivas). A legutolso hivas mar tud szamolni, és az eredmény 1 lesz,
ami a veremben meg is jelenik:

RekSumma(5): | 5 | eredmény | Az eredmény s-be irasi cime
RekSumma(4): | 4 | eredmény | Osszeadas helye
RekSumma(3): | 3 | eredmény | Osszeadas helye
RekSumma(2): | 2 | eredmény | Osszeadas helye
RekSumma(1): | 1 | 1 Osszeadés helye

Ezutan az utolso el6tti hivasbeli 6sszeadas (1+2) elvégezhetd, a hivas befe-
jezddik és a verembdl a legutolsd bejegyzés torlgdik. A tovabbiakban rendre
az alabbi veremallapotok allnak els:

RekSumma(5): | 5 | eredmény | Az eredmény s-be irasi cime
RekSumma(4): | 4 | eredmény | Osszeadas helye
RekSumma(3): | 3 | eredmény | Osszeadas helye
RekSumma(2): | 2 | 3 Osszeadas helye

RekSumma(5): | 5 | eredmény | Az eredmény s-be iréasi cime

RekSumma(4): | 4 | eredmény | Osszeadas helye
RekSumma(3): | 3 | 6 Osszeadas helye
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RekSumma(5): | 5 | eredmény | Az eredmény s-be irési cime
RekSumma(4): | 4 | 10 Osszeadas helye

RekSumma(5): | 5| 15 Az eredmény s-be irési cime

Innen a visszatérés az értékadéshoz, az s-be torténd eredmény elhelyezéshez
torténik, miéltal a verem kitiriil. Az elmondottak alapjan latszik, hogy a fel-
adat elvégzéséhez sziikséges maximélis veremmélység 5 és Osszesen 4 rekurziv
hivas tortént.

Itt akér fel is lélegezhetnénk, de ekkor egy tjabb, még silyosabb allapot-
ban 1évs fazon jelenik meg, aki azt mondja, hogy lehet ezt még szebben is
csindlni. O a rekurziét arra épiti, hogy az Gsszeg képezhets tgy is, hogy
az Osszeadandod szamok halmaza els6 felének 6sszegéhez hozzéadja a halmaz
masodik felének Gsszegét. A felezést tovabbi felezéssel szamolja, migesak az
aprozodas révén el nem jut egytagu Gsszegekig. Roviden és tomoren 6 egy
masik fliggvényt definial, amely kétvaltozos, neve RekSum(m,n), és m-t6l n-ig
adja Ossze a szamokat. Ezzel az éltalanosabb fiiggvénnyel egytsl n-ig Ossze-
adni RekSum(1,n)-nel lehet. Specidlisan a mi fenti probléméank esetében:
RekSum(1,5) szamoland6. Az & definicidja igy néz ki:

m han=m
RekSum(n,m) := RekSum (n, VL —; mJ) + feksum <VL —; mJ i l,m) ham =

Nézziik csak hogyan is szdmol ez a ravasz md&dszer a mi specialis s=RekSum(1,5)
esetiinkben?

s = RekSum(1,5) = RekSum(1,3)+ RekSum(4,5)
(RekSum(1,2) + RekSum(3,3)) + (RekSum(4,4) + RekSum(5,5))
((RekSum(1,1) + RekSum(2,2)) + 3) + (4 +5))
(14+2)+3)+4)+5
(
(
1

34+3)+ (4+5)
6+9)
5
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Hogyan alakul a verem sorsa ebben az esetben? Az els6 aktivizald hivas utan
a verem:

RekSum(1,5):

eredmény

Az eredmény s-be frasi cime

Ezutan kovetkezik a RekSum(1,3) hivas. A hatésa:

RekSum(1,5):

eredmény

Az eredmény s-be irési cime

RekSum(1,3):

eredmény

Osszeadasjel

Most jon a RekSum(1,2) hivas a RekSum(1,3)-on beliil. A hatas:

RekSum(1,5): | 1 eredmény | Az eredmény s-be irasi cime
RekSum(1,3): | 1 eredmény | Osszeadésjel
RekSum(1,2): | 1 eredmény | Osszeadésjel

Ez megint nem szamolhaté kozvetleniil, tehat jon a RekSum(1,1), mire a
verem 1j képe:

RekSum(1,5): | 1 | 5 | eredmény | Az eredmény s-be irasi cime
RekSum(1,3): | 1 | 3 | eredmény | Osszeadasjel
RekSum(1,2): | 1 | 2 | eredmény | Osszeadasjel
RekSum(1,1): | 1 | 1 | eredmény | Osszeadasjel

Itt méar van eredmény, atmenetileg nincs tobb rekurziv hivas. Az eredmény
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RekSum(1,5): | 1 | 5 | eredmény | Az eredmény s-be irési cime
RekSum(1,3): | 1 | 3 | eredmény | Osszeadasjel
RekSum(1,2): | 1 | 2 | eredmény | Osszeadasjel
RekSum(1,1): [ 1] 1] 1 Osszeadésjel

A hivas befejezte utan a verembdl kiiiriil a legutolsé bejegyzés, visszatériink
az Osszeadasjelhez, amely utdn azonban egy tjabb rekurziv hivés keletkezik,
a RekSum(2,2). Hatasira a verem képe:

RekSum(1,5): | 1 | 5 | eredmény | Az eredmény s-be irési cime
RekSum(1,3): | 1 | 3 | eredmény | Osszeadasjel

RekSum(1,2): | 1 | 2 | eredmény | Osszeadasjel

RekSum(2,2): | 2 | 2 | eredmény | Osszeadas befejezése

Az innen torténd visszatérés utan a verem képe:

RekSum(1,5): | 1 eredmény | Az eredmény s-be irasi cime
RekSum(1,3): | 1 eredmény | Osszeadésjel
RekSum(1,2): | 1 3 Osszeadasjel

Az 6sszeadas elvégzéséhez itt azonban egy tjabb rekurziv hivas sziikséges, a

RekSum(3,3).
RekSum(1,5): | 1 | 5 | eredmény | Az eredmény s-be irési cime
RekSum(1,3): | 1 | 3 | eredmény | Osszeadasjel
RekSum(3,3): | 3 | 3 | eredmény | Osszeadas befejezése
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RekSum(1,5): | 1 | 5 | eredmény | Az eredmény s-be irési cime
RekSum(1,3): | 1|3 |6 Osszeadasjel

kovetkezik, majd pedig egy djabb hivas, a RekSum(4,5). A veremallapot:

RekSum(1,5): | 1 | 5 | eredmény | Az eredmény s-be irési cime

RekSum(4,5): | 4 | 5 | eredmény | Osszeadasjel

Ujabb hivas sziikséges a RekSum(4,4). A veremallapot:

RekSum(1,5): | 1 | 5 | eredmény | Az eredmény s-be irasi cime

RekSum(4,5): | 4 | 5 | eredmény | Osszeadas vége
RekSum(4,4): | 4 | 4 | eredmény | Osszeadasjel

Ennek befejezte utan és a verembdl torténd torlést kivetGen még kell egy
hivasnak lennie, ez pedig a RekSum(5,5). A veremallapot:

RekSum(1,5): | 1 | 5 | eredmény | Az eredmény s-be irési cime

RekSum(4,5): | 4 | 5 | eredmény | Osszeadas vége

RekSum(5,5): | 5 | 5 | eredmény | Osszeadas vége

Innentsl kezdve a verem mér csak iirtl, tovabbi rekurziv hivasokra nincs
sziikség. A feladat elvégzéséhez kevesebb szintbdl allo verem is elég volt, mint
az el6z esetben, most a maximélis veremmélység csak 4 volt. A rekurziv
hivasok szama azonban megndétt, osszesen nyolc rekurziv hivas volt. Ebben
a rekurzioban minden hivas, kivéve a legalsobb szinten levéket két tjabbat
eredményezett, de ezek a veremnek ugyanazon szintjét hasznaltak. A hivasok
szerkezetét egy tigynevezett hivési fa sémaval tudjuk dbrézolni, melyben csak
a paraméter értékeket tiintetjiik fel. Ime:
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(1.5)
(1.3) (4.5)
(1.2) (3.3) (4.4) (5.5)

(1.1) 2.2)

Az abran jol latszik a verem négy szintje. A legfelsd szint kivételével a tobbi
szinten lév6 hivasok rekurzivak. Az azonos szinten 1évé hivasok a verem
azonos szintjét hasznaljak, csak eltérd idében.



2. fejezet

Az absztrakt adattipus és az
algoritmus

2.1. Az absztrakt adat és adattipus

Az adat fogalma az értelmezd szotar szerint:

"Az adat valakinek vagy valaminek a megismeréséhez, jellemzéséhez hozza-
segité (nyilvantartott) tény vagy részlet." (Lasd [1]).

Mi adatnak fogunk tekinteni minden olyan informéaciot, amelynek segitsé-
gével leirunk egy jelenséget, tanulmanyunk targyat, vagy annak egy részét.
Az adat formai megjelenésére nem lesziink tekintettel, ettdl lesz absztrakt.
(Absztrakt adat.) Egy rad hosszat megadhatjuk ugy is, hogy mondjuk széz-
huszonhét centiméter. Itt nem fontos, hogy a szazhuszonhét a 127 formaja-
ban van-e megadva, esetleg 11111115, vagy 7Fjs alakban. (Egy szamitogépes
program szaméara persze ez egyaltalan nem mindegy.) Ez a fejtegetés sem
sokkal konkrétabb. Példaul mi az az informéaci6? Erre a kérdésre a valaszt
nem feszegetjiik. Az adat fogalma az alkalmazasok, példak és feladatok soran
lesz tisztabb. Tulajdonképpen azt is nehéz megmondani, hogy mi nem lehet
adat.

2.1. definici6é. Az absztrakt adat valamely halmaznak az eleme. Ezen
halmaz barmely elemét felhasznélhatjuk a munkankban, szamitdsainkban,

az alkalmazott valosdgmodellben, objektumainak leirasdban, megadasaban.

23
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2.2. definicié. Az absztrakt adattipus egy leiras, amely absztrakt ada-
tok halmazat és a rajtuk végezhets miiveleteket adja meg (definialja) nem
torédve azok konkrét (gépi) realizalasaval.

2.3. definici6. n-valtozos (n-aris) miiveletnek nevezzik az A" — A a
leképzést, fliggvényt, ahol A az absztrakt adat halmazat jeloli. Azaz ez a
leképzés egy absztrakt adat n-eshez szintén egy ugyanolyan absztrakt adatot
rendel hozza.

A miiveletek koziil kiemelkednek a binaris (binér) mtveletek, amelyekben te-
héat az elnevezés alapjan is érthetGen a mitvelet elemparokhoz rendel hozza
egy elemet eredményképpen. Példaul a valos szamok esetén ilyen mivelet
lehet két szam Osszeadasa. Szamunkra fontosak az egyes mitveletek tulaj-
donsagai. A tulajdonsagok megléte, vagy meg nem léte lehetévé teszi vagy
éppen nem teszi lehet6vé, hogy a formulédinkat atalakitsuk, egyszertsitsiik.
Ilyen tulajdonsagok példaul az asszociativitas, kommutativitas, disztributi-
vitas, idempotencia, stb., melyeket az alkalmas helyeken targyalunk.

Példak absztrakt adattipusokra:

logikai érték,

e természetes szam,
® cgész szam,

e racionélis szam,

e valos szam,

e komplex szam,

e sorozaft,

e halmaz,

e dinamikus halmaz.

— tomb
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— verem
— sor

— lista
— fa

— graf

2.1.1. A logikai absztrakt adattipus

A logikai absztrakt adattipus egy olyan halmazt ad meg, amelynek két eleme
van, a hamis és az igaz. Jeldlésben L={hamis, igaz}. Roviden az elemeket
a h (hamis) és az i (igaz) jellel jeloljik.

A tipus miveletei lehetnek unéris (unér) és binaris (binér) aszerint, hogy

hany operandusuk van. (Lehetnek tébboperandust miiveletek is, de ezek a
korabbiakkal kifejezhetdk.)

Unaris miiveletek

Unaris miivelet a Negacio, (tagadas, NEM, NOT). Jele: feliillvonas a logikai
adat neve folott. Pl.: x és T. Mivelettablaja:

T | T
h |1
T | h

Tovabbi harom unaris mtvelet alkothatd, amelyek azonban trividlisak. Ezek
az identikus mtvelet, a hamis és az igaz miivelet. Ez utobbi ketts konstans
eredményt ad.

Miivelettablaik:

x | Identikus | Hamis | Igaz
h|h h i
it h i
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Binaris miiveletek

Miivelet neve Jele Miivelettabléaja

Diszjunkcio zVy

(VAGY, OR) xly|lxVy
hih| h
hl1 i
i h 1
1|7 1

Kpnjunkcié AN

(ES, AND) xly|lxAy
hih| h
h|i h
i |h| h
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Miivelet neve Jele Miivelettablaja
Antiv/aleqcia TDy
(KIZARO VAGY, T|Yy|rDYy
XOR) hih| h
h|i i
i|h i
aw h
Ekvivalencia Ty
Tl ly|lxey
h|h i
h|i h
i|h h
Implikacio T —y
Tl ly|lx—y
h|h i
h|i i
i |h h
Peirce nyil xly
(NEM  VAGY, clylzly
NOR) h|h| i
hli| h
it |h| h
tli| h
Scheffer vonas x|y
(NEM ES, z|y|zly
NAND) hih| i
hlil| i
i |h| 1
ili| h

27
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Binaris miiveletbdl 16-ot lehet felirni. A miiveletek erésorrendje csokkend erd
szerint (prioritas, zarojelezés nélkiil irhatok) a kovetkezs: NEM, ES; VAGY,
KIZARO VAGY, Ekvivalencia, Implikacio.

A NEM, ES, VAGY miiveletek tulajdonsagai:

1. | Kettss tagadas T=ux
2. | Kommutativitas rVy=yVz TANYy=yAzx
3. | Asszociativitas (xVy)Vz=xzV(yVz) (xAY)Nz=xAN(yAz)
4. | Disztributivitas eNVyNz)=(xVyA(xVz) | zA(yVz)=(xAy)V(zAz2)
5. | Idempotencia rNVr==x rTANTr==1x
6. | Konstansok hatasa |z Vi=1 TNl =1
xVh=x xANh=h
7. | Elnyelés zV(zAhy) =z zA(zVy) =z
8. | Ellentmondés T ANT=h
9. | Harmadik kizardsa | xV T =1
10. | De Morgan cNVNYy=TAy TANy=TVy

Ezen harom miivelettel (NEM, ES, VAGY) az sszes tobbi (a tobbvéltozosak
is) kifejezhetdk.

2.4. példa.

Szintén kifejezhets az 6sszes miivelet csupan a (NEM, VAGY), vagy a (NEM,
ES), vagy a (NEM, KIZARO VAGY), vagy a (NEM VAGY) vagy a (NEM
ES) miiveletekkel.

2.5. példa.

T—yY=rDy
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A diszjunktiv normalforma

2.6. definici6. Elemi konjunkcié
Valtozok vagy tagadottjainak a konjunkcidja, melyben a véltozok legfeljebb
egyszer fordulnak elg.

2.7. definici6é. Diszjunktiv normalforma (DNF)
Elemi konjunkciok diszjunkcioja.

Miivelettabla alapjan DNF elGallitasa: Ahol az eredmény oszlopban ¢ van,
azokat az eseteket diszjunkcioval kotjiik 0ssze tigy, hogy a valtozok konjunk-
ci6ibol formulat alkotunk. A formuléban i esetén a valtozo szerepel, h esetén
a valtozo negaltja.

2.8. példa.
z Y rTDYy
h |h |h
h |1 i
i h |1
i 0 h

Innen z®y=(TAy)V (xAT).

A logikai valtozo realizalésa torténhet bitekkel: hamis — 0, igaz — 1.

2.9. definicié. Izomorfizmus

Két algebrai strukturat tzomorfnak neveziink, ha létezik olyan kélcsonosen
egyértelmd megfeleltetés a két struktura elemei kozott, amely esetén a mii-
veletek is szinkronizalodnak. Ez azt jelenti, hogy ha az egyik struktura az
(A, 0), a méasik struktura a (B,), a kolcsonosen egyértelmi megfeleltetés
pedig f : A — B, akkor fennall, hogy f(a; o as) = f(a1)Of(az) minden
a; € A és as € A esetén. Az f megfeleltetést nevezziik 1zomorfizmusnak.

2.10. példa. Legyen A = R, a pozitiv valos szamok halmaza a szorzéas mu-
velettel felruhdzva, és B = R az Osszes valos szam halmaza az Osszeadéas
miivelettel. Akkor az f : Ry — R megfeleltetés, ahol f(z) = log(z), izo-
morfizmust valésit meg, hiszen a logaritmus azonossagai szerint: log(zy) =
log(z) + log(y) minden pozitiv x és y esetén.
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Legyen most az A halmaz az L logikai adattipus a negécid, a konjunkcio és a
diszjunkci6 miiveletével felruhazva. Legyen a B halmaz a {0,1} szamokbol
alloé halmaz, amelyen értelmezziik az alabbi hdrom muveletet:

e Ellentett elem képzése unaris mivelet : e(b) =1 —b, b € B a kivonas
miivelete révén.

e Szorzas binaris mivelet: by-by, b1, by € B a szamok szorzési miiveletének
megfelelGen.

[ ] BitéSSZQgZéS binaris mtvelet: bl D b2 = b1 + bQ - b1 . bg bl,bg € B
a szamokra érvényes szokasos Osszeadés, kivonés és szorzas miivelete
révén.

Ekkor a most definidlt harom mivelet a negécid, konjunkcio, és diszjunkciod
miiveletének megfeleltetve, valamint a logikai mennyiségeknek a biteket a
fenti modon megfeleltetve a logikai adattipus és a bit adattipus kozott izo-
morfizmust hoztunk létre. Azt mondjuk, hogy a logikai adatokat bitekkel
modellezziik. Amilyen torvényszeriiséget talalunk az egyikben, az izomorfiz-
mus révén megtalaljuk a torvény parjat a masikban.

A logikai tipus nagyon fontos, mert az értékeket fesziiltségszintekhez lehet
tarsitani, a miveleteket pedig tgynevezett kapuaramkorokkel valésithatjuk
meg. A kapuaramkor fizikai (technikai) felépitése lényegtelen a szamunkra, az
valtozott az idék folyaman (relék, diodak, tranzisztorok, sth.). Sematikusan
ugy jelolhetjiik Gket, mint egy dobozba zart atalakité szerkezet, amelynek
vannak bemenetei és kimenetei. A bemeneteken bemend jeleket dolgozzék
fel a rendeltetésiiknek megfelelGen, és az eredmény megjelenik a kimeneteken.

Példa kapuaramkorokre:

. | NEM | ; 2 vagy S

et
=
ot

Kapuaramkorokbdl felépithets az tugynevezett félosszead6 (Half Adder). Fel-
adata egyetlen bitpozicion képezni a két bit Osszegét és az atvitelt, tehat a
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miivelet mindig kétjegyd eredményt képez, melynek alacsonyabb helyiértéki
bitje az Osszegbit, magasabb helyiértéki bitje az atvitelbit (Carry bit).

% . Miivelettabla ettt

— > 1A —> HA ; '

H s g X ! - Al ]
—L > x|ylc|s X ES —»

, , olololo i '

Lathatoan ol1]o]1 : E
C=XAY i (i (1) (1] vy > @ .Sy

T > 1

s=X@y ! '

_______________________

A félosszeadd tobb-bites szamok Osszeadéasakor csak fél munkat végez, helye-
sen csak a legalacsonyabb bitpozicion miikodik. A tovabbi pozicidkon harom
bitet kell 6sszeadni, a két 6sszeadando bitet és az el6z6 poziciordl joves atvi-
telbitet. A teljes 6sszeadd (Full Adder) ezt valositja meg.

Niuvelettablaja:

0
9
g
5

CO‘I.I
X ol FA T

lm
= OO = O|O]|H
QOO = oM

=== OO0

HIEHOQOHO OO

=IQIQOIMO =IOV

Felirva a két eredményoszlopra a diszjunktiv normalformakat, tulajdonkép-
pen megkapjuk a miveletek egy lehetséges kapuzaséat.

Cout = (X ANYNC)V(@TAYNCin) V((TAGACin) V(TAYN Cin)

S=@ANYANC)V (@ AGACr)V (TAGACin)V (xAY A cin)
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Ezt a latszolag bonyolult formulét le lehet egyszertisiteni és a teljes 6sszeado
felépithets két félosszeadd és egy VAGY kapuaramkorbsl. ElStte azonban
egy segéd formulét vezetiink le.

2.11. lemma.
Cot = (TAG)V(xAy)=2Dy

Bizonyitas. Lattuk, hogy
z®y=(TAY)V(zAY)

Akkor

Ezutéan a teljes 0sszead6 levezetése az alabbi lehet:

Jelolje &', ¢ és ", " az els6, valamint a méasodik félosszeadd altal adott ered-
mény Osszegbitet és az atvitelbitet. Akkor

Cout = (TNYNCR)V(TAYANCin)V((TAGACin) V(TAYACn) =

=(xAy)A aAcn v (fAy)X(xA@Z /\cm: AcCpm =0V
(2 z@y

S=TANYANCn)V@AGACR)V(TAGACin) V(ZTAYACin) =

= |EAY) V(@AY | NGV | EAY)V (@ Ay)| Acin = (£ Yy) Bein = 5" S Cin

Dy Dy s’

A teljes Gsszeadd sematikus dbraja:
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P FA i
1 S A M VAGY
. 1 Y, g’ c’’ s T1 I
Cin HLAX s’ : s

2.1.2. A karakter absztrakt adattipus

A karakter absztrakt adattipus a szoveges informéacié megjelenitést teszi le-
hetévé. A szovegeinket elemi egységekbdl épitjiik fel.

2.12. definici6. Karakter
A karakter a tagabb értelemben szovegesen lejegyzett adat legkisebb, elemi
egysége, egy tovabb mar nem bonthaté szimbolum.

A karakterek halmazat X-szel fogjuk jel6lni.

A karaktereket osztalyozhatjuk jellegiik szerint. Eszerint a karakterek lehet-
nek: szamjegyek, bettk, irasjelek (pont, vesszd, felkialto jel, sth.), specialis
jel (félgrafikus jel, matematikai jelek, hieroglifak, szimbolumok, stb.), vezér-
16jel (csengd, soremelés, lapdobas, kocsi vissza, file vége, escape, stb.).

A karakter absztrakt adattipusra jellemzs, hogy az X halmaz elemei kozott
rendezettséget vezetiink be, amely konvencion, megéllapodason alapul. Elére
rogzitjiik a sorrendjiiket. (Ezt a sorrendet nevezhetjitk abécé sorrendnek.) A
sorrend szerint az egyes karaktereket sorszammal lathatjuk el. Két mtiveletet
be is vezethetiink ezaltal. Az egyik lehet a Héatrabb &llo, a masik lehet
az Elébb_all6. A Hatrabb allo a két karakter koziil azt adja eredményiil,
amelyik az X-ben hatrabb all, azaz amelyiknek a ketté koziil nagyobb a
sorszama, mig az Elébb all6 azt adja, amelyiknek kisebb a sorszdama. A
sorszamot a karakter kodjanak nevezziik.

2.13. példa. Elsbb_allo('K’,’C")='C’, és Hatrabb_allo('K’,'C7)='K’
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Ha bevezetiink binaris mtveleti jeleket a két miiveletre, példaul legyen az
Elsbb _4llo jele <, a Hatrabb &llo jele >, akkor az elézéleg felirt példa lehet

IK/ <]/ Cl :/ Cl éS IK/ l>/ C/ :/ K/

Civilizacionkban rendkiviil sok karakterrel taldlkozhatunk. Az informatika-
ban kezdetben nem sokat hasznéltak fel ezek koziil. Szoritott a tarolohely
hianya. JelentGs 1épés volt, amikor az akkor legfontosabbnak tekintett jel-
készletet egységesitették, szabvanyositottak. Ez volt az ASCII kodtablazat
(American Standard Code for Information Interchange, az informéaciocsere
amerikai szabvanyos kodja), amely hétbites kod volt. Jellemz6je, hogy 0-t6l
127-ig terjed az egyes karakterek kodja és az els§ 32 jel (0-31) vezérlgjel.
Ilyenek példaul a csengd (7), a soremelés (10), a lapdobéas (12), a kocsi vissza
(13), a file vége (26), az escape (27). Vezérlgjel még (torlgjel) a 127-es kodu
karakter. A tobbi jel lathato. Ilyenek a helykoz (32), a szamjegyek névekvd
sorrendben (48-57), az angol abécé nagybetiii (65-90), az angol abécé kisbetiii
(97-122). A kisbet kodja 32-vel nagyobb, mint a neki megfelel§ nagybetiié.
A teljes ASCII kodtablazat a mellékletben lathato. Az ASCII kédok tarolé-
sa a byte-os memoria és tarszervezés kovetkeztében az egy byte egy karakter
elvet kovette. Mivel egy byte-on 256 féle bitmintazat helyezhetd el, ezért
kihasznélatlan maradt a 127-es kod feletti 128-255 szamtartomany 128 ele-
me. Ugyanakkor az informatika nemzetkozivé valdsa miatt sziikségessé valt a
nemzeti abécék jeleinek az alkalmazésa is, amelyet az ASCII tabla bévitésével
igyekeztek megoldani. Az ASCII tabla bgvitése sajnos rossz iranyba tortént,
A 128 elemii eredeti készletet joval tébb, mint tovabbi 128 jellel kellett volna
béviteni. Megtartottak az egy byte-os szerkezetet. Ezért a 127-es kod feletti
kodokat tobb célra kellett hasznalni, hogy mindenkinek az igényét kielégit-
sék. Bevezették a kodlap fogalmat. Definidltak példaul Latin-1 koédlapot,
amelybe sok ékezetes betii is belefért, persze felrugva ezzel a betiik abécé
sorrendjét. A magyar & és 1 betti azonban ebbe sem fért bele. Azt a Latin-2
kodlapra tették. Az eredmény az lett, hogy ha a széveget megjelenits prog-
ram nem tudta, hogy a szovegfile eredetileg milyen kédlap alapjan késziilt
(honnan tudta volna, amikor ez az informéacio a file-okban nem szerepel),
akkor amennyiben & méas kodlap szerinti megjelenitésre volt beallitva, a szo-
veg akar olvashatatlannd is valt. Ugyanannak a koédnak tobbféle karakter is
megfelelt a kodlapoknak megfelelGen. Mésik probléma volt az, hogy vannak
nyelvek, amelyeknek tobb ezer irasjel szimboéluma van, amelyek eleve nem
férnek el egy ilyen 256-o0s tablazatban. Ezeket kétbyte-os abécében helyezték
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el. Azonban ezek a torekvések bar bevezetésre keriiltek, a problémékat nem
sziintették meg mar csak azért sem, mert egy szoveg tartalmazhat kiilonb6z6
nyelven megirt részleteket is.

A megoldast a Unicode (UCS — Universal Character System) szolgaltatja.
Ebben a rendszerben minden egyes szimbélumnak sajat sorszama van, azaz
a kod (sorszam) egyértelmien azonositja a szimbolumot. A Unicode 31-bites
kod, ezért minden karakter (szimbolum) négy byte-ot foglal el. Millidrdnal
is tobb karakter szdmara van itt hely biztositva, ebbe tigy gondoljuk minden
hasznalt szimbolumunk belefér. Val6jaban az informatikaban eddig hasznéalt
szimbolumok ketts byte-on is elférnek. A karakter UCS kodjanak a jelolése:
U-xxxx, ahol az xxxx legalabb négyjegyid hexadecimalis szdm, a karakter sor-
szama. (A hétbites ASCII karakterek kodjai megorzédtek a Unicode-ban.)
Ez a kodformatum egy kissé pazarlova valik a karakterenkénti négy byte al-
kalmazasaval. Ezért egy tomorebb formatumot is bevezettek, amely f6ként
akkor hatékony, ha a hagyomanyos karaktereinket hasznaljuk, mondjuk eu-
ropai nyelvek keverékével irunk szoveget. Ez a forméatum az UTF-8 (UCS
Transformation Format). Egy Unicode file-t atirhatunk UTF-8 formatumura
megdrizve ezzel a karakterek egyediségét és altalaban jelentds helyet takaritva
meg. Az atiras szabalyai az alabbiak.

Ha a karakter Unicode kodja legfeljebb hét biten is elfér, akkor a négy byte
helyett az als6 nyolc bitet tartjuk meg. Ezt az esetet nevezik az egyediili
byte esetének. Ha hét bitnél hosszabb a kod, akkor az atkodolas sorédn a
kodot kett6tsl hat byte-ig terjedd hosszan kodoljuk at attol fiiggéen, hogy
mennyire hossztt a Unicode. Az atkodolas ilyenkor egy byte sorozat, amely
egy kezddébyte-tal indul, melyet egy vagy tobb nem kezdd byte kévet. A
kezdd byte felépitése: 1...10x...x, ahol a byte magasabb helyiértékd végén
annyi egyes van, ahany byte-bol all a sorozat, az x-ek pedig mar a Unicode
bitjeit tartalmazzak. A nem kezd§ byte-ok mindegyike 10xxxxxx alakt, ahol
az x-ek a Unicode bitjei. Az alabbi séma mutatja az atkodolas menetét an-
nak fliggvényében, hogy a Unicode karakter maximalisan hany értékes (nem
vezetd nulla) bitet tartalmazhat. Feliilrdl lefelé az els6 alkalmazhato szabalyt
kell alkalmazni.
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Unicode UTF-8

00000000 00000000 00000000 Oxxxxxxx | 0XXXXXXX

00000000 00000000 00000xxx xxxxxxxx | 110xxxxx 10XXXXXX

00000000 00000000 xxxxxxxx XxxXXXXXX | 1110xxxx 10xx%xxxXx 10XXXXXX

00000000 000xxxxx xxxXXXXX XXXXXXXX | 11110xxx 10xxxxxxX 10xxxx%xX 10XXXXXX

000000xx XxxXXXXXX XXXXXXXX XXXXXXxX | 111110xx 10xxxxxx 10xxxxxxX 10XXXXXX
10xxxxxx

OXXXXXXK XXXXXXXKX XXXXXXXX XXXXXxxxX | 1111110x 10xxxxxx 10xxxxxx 10XxXXxXXX

10xxxxxx 10XXXXXX

2.14. példa. Példaul az 6 betti Unicode-ja U-00F3, ezért az UTF-8 atirasa:

00000000 00000000 00000000 11110011-bsl 1100 0011 1011 0011 lesz. Az
alahtzott bitek a unicode-bdl keriltek at az UTF-8-ba.

Tulajdonsagok:

1. az angol UTF-8 és ASCII file azonos

2. t6bb byte-os sorozat bels6 byte-ja sem lehet 128-nal kisebb
3. minden szimboélum legfeljebb hat byte.os

4. tipikus magyar szoveg esetén kb. 10% hossznovekedés van

5. nem minden file érvényes UTF-8 file (nem lehet benne 254-es és 255-0s
byte)

6. a programokat fel kell késziteni az ilyen file-ok kezelésére (egy karakter

nem egy byte)

2.1.3. Az egész szam

Az egész szam esetén nagyon megszoktuk a 10-es alapu szamrendszer hasz-
nalatat. Valojaban nem torédiink a szam leirdsaval. Egy szam esetében a
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szamitogép nem a 10-es, hanem a 2-es alapot hasznélja a szam reprezenté-
lasara. Attol még az a szam ugyanaz a szam. Nincs értelme absztrakt egész
szam esetén beszélni példaul egy szam szamjegyeir6l. Més a helyzet abban
a pillanatban, amikor az absztrakt adattipus szerinti adatot konkrétan meg
akarjuk jeleniteni. Akkor mar nem lényegtelen az abrazolasi forma. Probal-
juk meg példaul 6sszeszorozni papiron kézzel és ceruzaval a hetvenkilencet és
a negyvenhetet ugy, hogy a két szamot 79 és 47 alakban adjuk meg, valamint
ugy is, hogy LXXIX és XLV II alakban. Az els6 esetre van egy modszer,
egy konnyen megjegyezhets séma, amely szerint a kisiskolés is el tudja vé-
gezni a szamitast, a masik esetben pedig nehéz ilyet adni, holott a szorzat
létezik az abrazolastol fliggetleniil. Adhato persze az abrazolastol fiiggetlen
modszer is két nemnegativ egész szam Osszeszorzasara. Ennek a modszernek
a neve ma gyakran gy olvashatd, hogy "orosz paraszt" modszer. Az elneve-
zés nem teljesen jogos, mert a modszert mér az 6kori egyiptomiak is ismerték
és hasznaltak [3]. A modszer 1ényege, hogy a szorzatot fokozatosan gytijtjik
Ossze és a zérusbol indulunk ki. A szorzot vizsgéljuk. A vizsgalat abbol tart,
hogy megnézziik, hogy paratlan-e. Ha igen, akkor a szorzandot hozzéadjuk
a szorzathoz, ha nem, akkor nem adjuk hozza. Ezutan a szorzot lecserél-
jik a felének az egész részére, a szorzandot pedig lecseréljiik a dupldjara. A
vizsgalat mindaddig ismétlédik, mig a szorzo zérussa nem valik. (Lassuk be,
hogy a mddszer mindig a helyes szorzathoz vezet két nemnegativ egész szam
esetén!)

2.15. példa. Szorozzuk Ossze a 79-et és a 47-et az "orosz paraszt" modszer-
rel!

Szorzando | Szorzd | Szorzo paratlan? Szorzat
79 47 igen 04+79=179
158 23 igen 79 + 158 = 237
316 11 igen 237 + 316 = 553
632 5 igen 553 + 632 = 1185
1264 2 nem = 1185
2528 1 igen 1185 4 2528 = 3713

0 = 3713

Az absztrakt adattipus egy fekete doboz, amelybe beletessziik az adatot téaro-
lasra és kivessziik, ha sziikségiink van ra. Nem érdekes, hogy a doboz hogyan
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végzi a tarolast. Ami viszont fontos az az, hogy az absztrakt adattipushoz
elvilaszthatatlanul hozzatartoznak azok a miiveletek, amelyeket az adatokkal
végezni lehet.

2.16. definici6. Adatstruktiranak nevezziik az absztrakt adattipus konk-
rét megjelenési formajat.

A miiveletek az adatstruktirahoz ugyanigy hozzatartoznak, mint az abszt-
rakt adattipushoz. Példak adatstrukturara:

e lista, verem,
e sor, els6bbségi (prioritasos) sor,
e binéaris kupac, binomialis kupac,

o fa graf, halozat.

Adatstruktira a szamébrazolas modja is. Az elnevezésekben azonban az
absztrakt adattipus és az adatstruktira nevek gyakran keverednek, hiszen
tartalmilag hasonl6é dolgokroél van sz6.

2.2. Az algoritmus fogalma

Az adatainkon &altalaban kilonféle miiveleteket, atalakitasokat szoktunk vé-
gezni azzal a céllal, hogy ezéltal kozvetleniil nem kiolvashatd Osszefiiggése-
ket, eredményeket kapjunk. A tevékenységeket logikai sorrendbe rakva az
algoritmus matematikai fogalmahoz keriiliink kozelebb. Az algoritmus mély
matematikai fogalom. Mi nem adunk preciz definiciét ra, mivel ebben a
kényvben erre nincs sziikségiink. Azok szaméra, akiket a téma mélyebben
érdekel ajanlhatjuk a [4, 5, 6] konyveket.

Most megadunk egy heurisztikus (nem tudomanyos) definiciot az algoritmus
fogalmara.
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2.17. definici6. Az algoritmus egy meghatarozott szamitasi eljarés, a sza-
mitasi probléma megoldési eszkoze.

Az algoritmus pontos elGirds, amely megad egy tagan értelmezett szamitési
folyamatot. Az algoritmus valamely el6re meghatarozott adathalmaz vala-
mely tetszéleges kiindulo elemébdl kezdve az ezen elem &ltal meghatéarozott
eredmény elérésére torekszik. Lehet, hogy a lépések sorozata azzal szakad
meg, hogy nincs eredmény. Az algoritmus is tekinthets egy fekete doboznak,
melynek a bemenetére adjuk a probléma, a feladat kiinduld adatait, a kime-
netén pedig megjelennek a végeredmények, ha vannak, vagy az jelenik meg,
hogy nincsenek. Az algoritmus fekete dobozénak bels§ szerkezete azonban
érdekelni fog minket ebben a konyvben. Az algoritmusnak véges id6 alatt
(véges sok lépés utan) véget kell érnie.

Input Algoritmus output

2.18. példa. Négyzetgyok kiszamitasa egy szambol papiron kézzel.

Hatarozzuk meg az x = /s szamot megadott szamu értékes jegy pontossagig,
ahol s > 0 valos szam. KEgy kézi algoritmus az aldbbi formulara épitkezve
adhato:

(10a + b)? = 100a* + 20ab + b*> = 100a* + (2 - 10a + b)b

c stz

Az algoritmus leirasa (ez az algoritmus épit a szam reprezentaciojara, azaz
arra, hogy helyiértékes szamrendszert hasznalunk):

1. Az s szam szamjegyeit a tizedesvessz6tdl balra és jobbra kettes csopor-
tokra osztjuk.

2. A balszélsé (els6) csoportnak vessziik az egyjegyd négyzetgyokét és az
eredménybe irjuk.
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. A kapott egyjegyt szam négyzetét kivonjuk az elsé csoportbol.

. A maradék mellé leirjuk a kovetkezd kétjegyii csoportot, ha van. (A

tizedesvessz6t kovetGen mindig lehet zérust, vagy zérusparokat irni, ha
méar nem lennének tizedesjegyek.)

. Az eddig kapott eredmény kétszereséhez hozzaillesztiink egy proba-

szamjegyet, majd az igy kapott szamot a probaszamjeggyel megszo-
rozva a szorzatot kivonjuk a 4. pontnal kapott legutébbi maradék és
kovetkezs csoport altal meghatarozott szambol. A probaszamjegy a
lehetd legnagyobb olyan szdmjegy legyen, amely még nemnegativ kii-
lonbséget ad.

A probaszamjegyet az eredményhez hozzéirjuk 1j szamjegyként.

Ha a pontossiag megfelels, akkor leallunk, egyébként a 4-es pontnél
folytatjuk.

2.19. példa. Konkrét szampélda a kézi négyzetgyokvonas algoritmusara,
miikodésének bemutatasa.

Szamitsuk ki az x = /14424804 értékét! A szam csoportokra osztasa: 14
42 48 04. Az algoritmus tovabbi 1épései az alabbi tablazatban talalhatok. A
probajegyeket és a hozzairt csoportot alahtztuk.

lépés | csoport | maradék szamjegy duplazas szorzat maradék
és csoport | (probajegy) | (1. lépést kivéve)
1 14 14 3 3%=9 - 14-9=5
2 42 542 7 2-3=6 67 -7 = 469 542-469=T73
3 48 7348 9 2.31="174 749 -9 = 6741 | 7348-6741=607
4 04 60704 8 2-379 =758 7588 - 8 = 60704 | 60704-60704=0

Kiolvashato, hogy x = /14424804 = 3798. Az eredmény pontos, mivel a
végsé maradék zérus.
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2.20. példa. Szamitsuk ki az x = /2 értekét négy tizedes jegyre!

A szam csoportokra osztasa: 2, 00 00 00 00.

lépés | csoport | maradék szamjegy duplazas szorzat maradék
és csoport | (probajegy)
1 2 2 1 12=1 - 2-1=1
2 00 100 4 2-1=2 24 -4 =96 100-96=4
3 00 400 1 2-14 =28 281 -1 =281 400-281=119
4 00 11900 4 2141 = 282 2824 -4 =11296 | 11900-11296=604
5 00 60400 2 2-1414 = 2828 | 28282 -2 = 56564 | 60400-56564—=3836

T =2 ~ 1.4142.
sebb.

Ezen kozelités négyzete a 2-t61 csak 0,00003896-tal keve-

A targyalt algoritmus kellemes, az eredmény jegyei egymas utéan egyenként
jonnek els. Neuralgikus pont viszont a probajegyek helyes megvalaszasa-
nak a kérdése, Igaz, ez a probléma megoldodik, ha a szamitasokat kettes
szamrendszerben végezziik. Mégsem ragaszkodunk a négyzetgyokvonés ezen
modjahoz, mivel itt lényeges a szam reprezentéicioja. Adunk egy maésik al-
goritmust, amely 1ényegesen jobb mutatokkal rendelkezik. Ez az algoritmus
az ugynevezett Newton modszernek egy specialis esete. Ez az algoritmus
nem szamjegyenként csalja el6 a végeredményt, hanem egy szamsorozatot
képez, amely meglehetGsen gyorsan konvergél a végeredményhez. Nem art
persze kell6en jo kezdd kozelitésbdl kiindulni. Erdemes megjegyezni, hogy
ha a modszer altal képzett sorozatban valamely elem mar tartalmaz értékes
jegyeket a megoldast leird szam elejébdl, akkor minden tovabbi elemben az
értékes jegyek szama legalabb duplajara né a megel6z6hoz képest. Maga az
algoritmus egyszerti és jol programozhato, valamint nem igényli a szam rep-
rezentaciojat. Ime (a leirdsban az alkalmazé eldre rogzit egy € > 0 szamot,
amit pontossagi el6irdsnak neveziink):

1. Vélasztunk egy tetszéleges pozitiv xy valés szamot és legyen k£ = 0.
(Az zo = 1 mindig megfelels, csak esetleg a kapott sorozat kezdetben
lassan kezd kozeliteni a megoldéshoz.)
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1 s
Tht1 = 5 | Tk +—
Tk

szamot és k értékét eggyel noveljiik.

2. Képezziik az

3. Ha |z, — x_1| < e, akkor megallunk és = ~ xy, egyébként pedig foly-
tatjuk a 2-es pontnal.

2.21. példa. Hatarozzuk meg az x = /14424804 értékét négy tizedesjegyre,
azaz legyen € = 0,0001!

Heurisztikus meggondolasbol valasszuk kezdGértéknek az xq = 2048 szamot!

k Tk x), kiszamitasa
0 2048 -
1 14424804
1| 454 4 = — (204 _
545,68066 5 ( 048 + 5018 )

14424804
2 | 3859,489842 | = (4545,680664—1——80)

4545, 680664

14424804
489842 4+ —— ——
(3859’ 59842 + 3859,489842)

14424804
(3798, 489832 + —80)

3| 3798,489832 | =

N = (N = (N

4 2| =
3798,00003 3798, 489832

2.22. példa. Hatarozzuk meg az x = /2 értékét négy tizedesjegyre, azaz
legyen € = 0,0001!

Mivel 1 < /2 < 2, ezért valasszuk a kezds kozelitést zq = 1, 5-nek!
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k T x, kiszamitasa
0 1,5 -
1] 1,416666667 _ ! 1,5+ 2
’ 2\ 1,5
1
2 | 1,41421 =—11,41 _
, 5686 5 ( , 416666667 + 1,416666667)
1
1,414213562 | = = | 1,41421 _
3L 356 2 < ’ o086 + 1,414215686>

2.3. Az algoritmus megadasi modja: a pszeudo-
kéd és a folyamatabra.

Az algoritmust szovegesen adtuk meg a fenti esetekben. Ez egy lehetség
altaldban az algoritmus lejegyzésére. Elterjedt azonban a pszeudokédos meg-
adas is, mely kozelebb viszi a leirast a szamitgogépes megvalositashoz anélkiil,
hogy elkotelezné magat egy konkrét programozasi nyelv mellett. (A progra-
mozasi nyelvek divatja valtozik - ma mar t6bb programozasi nyelv van, mint
a beszélt emberi nyelvek szadma, - de a méar lejegyzett algoritmus lényege nem
valtozik.) Alabb ismertetiink néhany pszeudokod konvenciot, megallapodast,
amely segit az ilyen médon megadott algoritmusok megértésében.

1. Blokkszerkezeteket fogunk hasznalni, amint az sok programozasi nyelv-
ben elterjedt. A blokk zardjelezése helyett a bekezdés eltolasanak mod-
szerét fogjuk hasznalni.

2. Az alabbi strukturalis (strukturalt vagy kvazistrukturalt) utasitasokat
fogjuk hasznalni:
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Utasitas szerkezete

Utasitas magyarazata

IF feltétel
THEN blokk

(Utasitaskihagyasos elagazas.) Ha a feltétel igaz, akkor
a THEN blokk végrehajtodik, egyébként nem.

IF feltétel
THEN blokk
ELSE blokk

(Kétiranyu elagazéas.) Ha a feltétel igaz, akkor a THEN
blokk hajtodik végre, egyébként az ELSE blokk.

CASE kifejezés
feltétel;: blokk

feltétel,,:blokk

(Tobbiranyu elagazas.) A kifejezéssel kapcsolatos igaz
feltétel utdn megadott blokk hajtodik csak végre. Ha a
feltételek listajan egyik sem igaz, akkor egyik blokk sem
hajtodik végre. Egyidejtileg legfeljebb egy feltételnek
szabad csak igaznak lenni.

CASE kifejezés
feltétel;: blokk

feltétel,,:blokk
ELSE blokk

(Tobbiranyn elagazas.) A kifejezéssel kapcsolatos igaz
feltétel utan megadott blokk hajtodik csak végre. Ha a
feltételek listajan egyik sem igaz, akkor az ELSE mo-
gotti blokk hajtodik végre. Egyidejtleg legfeljebb egy
feltételnek szabad csak igaznak lenni.




2.3. AZ ALGORITMUS MEGADASI MODJA: A PSZEUDOKOD ES A FOLYAMATABRA .45

FOR ciklusvaltozo kezdéérték
TO végértéek DO
Blokk

(Elérehalado leszamlalo, eloltesztels ciklus.) A
ciklusvaltozo bedll a kezdGértékre. Ellendrzésre ke-
riil, hogy a ciklusvaltozé nagyobb-e, mint a végér-
ték. Ha kisebb, vagy egyenls, akkor a DO blokk
végrehajtodik és a ciklusvaltozo értéke eggyel ndg,
majd az ellenérzésnél folytatjuk. Ha nagyobb a
ciklusvaltozo értéke a végértéknél, akkor kilépiink
a ciklusbol.

FOR ciklusvaltozo kezdsérték
DOWNTO végérték DO
Blokk

(Visszafelé halado leszamlalo, eloltesztels ciklus.)
A ciklusvaltozo beéll a kezdéértékre. Ellendrzésre
keriil, hogy a ciklusvaltozo kisebb-e, mint a végér-
ték. Ha nagyobb, vagy egyenls, akkor a DO blokk
végrehajtodik és a ciklusvaltozo értéke eggyel csok-
ken, majd az ellenérzésnél folytatjuk. Ha kisebb a
ciklusvaltozo értéke a végértéknél, akkor kilépiink
a ciklusbol.

FORALL elem € Halmaz DO

Ciklus, amely a véges Halmaz minden elemére,

UNTIL feltétel

Blokk azok felsorolasi sorrendjében végrehajtando.
WHILE feltétel DO (Elolteszteld iterativ ciklus.) Ha a feltétel igaz,
Blokk akkor végrehajtodik a DO blokk és visszatériink a
feltétel ellenérzéséhez. Ha a feltétel hamis, akkor
kilépiink a ciklusbol.
REPEAT (Hatultesztels iterativ ciklus.) Végrehajtjuk a
Blokk blokkot, majd ha a feltétel hamis, akkor visszaté-

riink a blokk ismétlésére. Ha a feltétel igaz, akkor
kilépilink a ciklusbol.

RETURN (paraméterlista)

Kilépés a procedurabol. A felsorolt paraméterek
atadasa a hivo rutinnak.

3. Az értékadas jele a < jel lesz. Batran alkalmazzuk tombok, struktirak

értékadaséra és tobbszoros értékadésra is.

4. A magyarazatokat, megjegyzéseket // kezddjellel fogjuk jelezni. Ez

lehet egy teljes megjegyzés sor, vagy lehet egy adott sorhoz hozzaftizott

megjegyzés.
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5. Az eljarasokban hasznalt valtozok lokalisak lesznek.

6. Tombelemet indexeléssel adunk meg. Lehet egy index (vektor), két
index (méatrix), vagy tobb. Az indexek résztartomanyét . . .-tal jeloljiik.
Példaul 3...6 jelenti a 3,4,5,6 indexeket.

7. Az 6sszetett adatok (objektumok) mezdkkel rendelkeznek, amelyekben
az objektum attributumait, tulajdonsagait taroljuk. A mezdére a nevé-
vel hivatkozunk. A mezénév mogott szogletes zardjelben feltiintetjiik
az objektum nevét.

8. A tombok vagy objektumok mutatok révén lesznek megadva. A NIL
mutato sehovd sem, semilyen objektumra sem mutat. Ha x mutat egy
objektumra, y egy méasikra, akkor az x < y értékadés utan az x is és az
y is ugyanarra az objektumra mutat, nevezetesen az y altal jelzettre.
Az x altal korabban mutatott objektum ezaltal elvész, mivel a mutatoja
eltiint.

9. Az eljaradsok az input paramétereiket érték szerint kapjik meg, azaz
a paraméterrsl egy masolat késziil (ami a verembe helyezsdik el). Az
eljardsnak a paramétereken végzett valtoztatésai a hivo rutinban nem
lathatok emiatt, hiszen a verembdl ezek a visszatéréskor torlédnek. Ob-
jektum paraméter esetén azonban az objektum mutatéjanak méasolata
keriil a verembe, nem maga az objektum, ezért az objektum mez&in
végzett valtoztatasok a hivo rutinban is lathatoak lesznek a visszaté-
rés utdn. Nem lathatok viszont maganak a mutatonak a megvaltoza-
sai. Az input és output paramétereket a paraméterlistan feltiintetjiik
és megjegyzés sorokban irjuk le azokat. Az output paramétereket a
visszatérési RETURN utasitasban is megadjuk.

10. A pszeudokod nem zarja ki, hogy az algoritmus egyes részeit szoveges
modon tiintessiik fel.

A fenti iterativ négyzetgyokvonési algoritmus pédaul igy nézhetne ki. A
jobboldalon egy praktikusabb valtozat lathato.
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1.2.1 algoritmus
Négyzetgyokvonas iteracioval 1.2.2 algoritmus
1 | NEGYZETGYOK (s, z) Négyzetgyokvonas iteracioval
2 | // Input: s - nemnegativ szam 1 | NEGYZETGYOK (s, z)
3 | // Output: z - nemnegativ szam 2 | // Input: s - nemnegativ szam
4 | xg1 3 | // Output: z - nemnegativ szam
5 | k<0 41 z«1
6 | REPEAT 1 — (24 + 5/71)/2 5 | REPEAT 7 « 2
7 k—k+1 6 z— (x+s/x)/2
8 | UNTIL |zy — 21| < & 7| UNTIL |2 — 2| < &
9 | z—uxy 8 | RETURN (z)
10 | RETURN (z)

A folyamatabra az algoritmust folyamataban a sik kétdimenzios tulajdonsa-
gat kihasznalva grafikus szimbolumok felhasznalasaval teszi szemléletessé. Az
alabbi, vizszintes vagy fligg6leges folyamatvonalak révén egymashoz kapcsol-
hat6 szimbolumokat hasznaljuk: A folyamatvonalak 6sszefutasat kis korokkel
jeloljiik.
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Szimboélum Szimbdélum magyarazata

STOP

Kezdgszimbolum (az algoritmus kezde-
te, pontosan egy van) és a befejezd
szimbolum (az algoritmus megéllasi he-
lye, legalabb egy van)

| Tevékenység

Dontés a szimbolumba irt feltétel mi-
lyensége alapjan

Alprogram, procedira
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[l S

| Input - output

O O

Kapcsol6 szimbolumok az abra téavolabbi részeinek
Osszekapcsolasara. A korokbe irt jel, - altaldban
szém - mutatja az Osszetartozéd szimbolumokat.

Folyamatvonalak talalkozasa, Gsszefutésa

A folyamatvonalakon a haladas iranya balrél-jobbra, vagy fentrél-lefelé, ha-
csak a vonalra kitett nyil masként nem mutat. Megjegyzést a szimbolumok-
hoz szaggatott vonallal a szimbélumhoz kapcsolt, megfelel6en méretezett kez-
dé szogletes zarojel jellel lehet hozzédkapcsolni. A szdveg a szogletes zérojel
mogé kertil.

A négyzetgyokvonas fenti praktikusabb valtozata folyamatabraval:
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-

Input parameter; s

NEGYZETGYOE oo ] Outputparaméter:z
1= \/E kiszamitisa
Newton teracioval
1«1
X1

ze(x1s5/x)/2

A strukturalis utasitdsoknak megfelel§ folyamatabra részletek:

IF feltétel THEN blokk IF feltétel THEN blokk ELSE blokk

igaz

THEN blokk

hamis

hamis ELSE blokk

THEN blokk

%4




2.3. AZ ALGORITMUS MEGADASI MODJA: A PSZEUDOKOD ES A FOLYAMATABRA .51

FOR ciklusvaltozo « kezdsérték TO | FOR ciklusvaltozo < kezdgérték DOWNTO

végérték DO blokk végérték DO blokk
ciklusvaltozd<«—kezddérték ciklusvaltozoe«—kezddértéek

ciklusvaltozo =
végertek

ciklusvaltozo =
végertek

DO blokk DO blokk
L ciklusvaltozéndvelese eggyel ciklusvaltozd csd kkentése eggyel

v +

WHILE feltétel DO blokk REPEAT blokk UNTIL feltétel

4 T

REPEAT blokk ‘

igaz

DO blokk

hamis

Az algoritmusok koziil kittinnek a rekurziv algoritmusok és az iterativ algorit-
musok. Mindkét fajta algoritmus hatékonyan realizalhatd szamitogépen. Az
iterativ algoritmusok hasonlo, vagy azonos miiveletek sorozatat ismétlik (a
latin iteratio sz6 ismétlést jelent). A rekurziv algoritmusokban azt ismerjik
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fel, hogy a probléma mérete redukalhaté kisebb méretre, majd még kisebb
méretre, stb. és a kisebb méreti feladat megoldésa utan visszatérhetiink
(a latin recursio sz visszatérést jelent) a nagyobb méretiinek a megoldasa-
hoz, amely ezaltal 1ényegesen egyszertibbé valik. Iterativ algoritmus volt a
Summa algoritmus. és a kézi négyzetgyokvonas algoritmusa. Ugyancsak ite-
rativ algoritmusok az 1.2.1 és 1.2.2 algoritmusok. Rekurziv algoritmus volt a
RekSumma és a RekSum algoritmus. A rekurziv algoritmusok mindig atirhatok
iterativ formara is. Az emlitett algoritmusoknak a pszeudokodjat az alabbi
modon készithetjiik el procedira formaban:

1 | RekSumma ( n, s )
1 | Summa (n, s )
2 IFn=1
25«0
3 THEN s «— 1
3 | FOR k «+ 1 TO n DO
4 ELSE s <« RekSumma(n — 1,u)
4 s<—s+k
5 S—u+n
5 | RETURN (s)
6 | RETURN (s)
1| RekSum (m , n, s )
21 IFm=n
3 THEN s «—m
4 ELSE RekSum(m, [(m +n)/2],u)
5 RekSum(|(m+n)/2] +1,n,u)
6 S—u+v
7 | RETURN (s)

Egy probléma megoldasara nem mindig kénnyd algoritmust talalni még ak-
kor sem, ha ismert, hogy van megoldasa a probléméanak és hogy csak egy
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megoldasa van. (Ha nincs megoldasa a problémanak, akkor persze nincs ér-
telme algoritmust keresni.) MegemlithetSk azonban altalanos elvek, amelyek
figyelembe vehetSk egy-egy algoritmus kidolgozésakor. Ez persze nem jelen-
ti azt, hogy ezen elvek figyelembe vételével biztosan mindig célba is ériink.
Az intuiciénak tovabbra is korlatlanok a lehet&ségei és a szerepe nem csok-
ken. Ilyen altalanos elvet, algoritmus tervezési stratégidt harmat emlitiink a
kényvben:

1. Oszd meg és uralkodj Ez a stratégia a kiindulé problémat kisebb méreti, figget-
len, hasonlo részproblémdkra bontja, amelyeket rekurzivan
old meg. A kisebb méreti részproblémak megoldasait egye-
sitve kapja meg az eredeti probléma megoldésat.

2. Moho algoritmus Ezt a heurisztikat altalaban optimalizalasra hasznaljak. A
moho stratégia elve szerint az adott pillanatban mindig az
ott legjobbnak ting lehetGséget valasztjuk a részprobléma
megoldéaséra, azaz a pillanatnyi lokdlis optimumot vdlaszt-
guk. z a vdlasztas fiigghet az el6zd vdlasztdsoktol, de nem
fiigg a késdbbiektdl. A moho stratégia nem mindig vezet
globélis optimumra.

3. Dinamikus programo- A stratégia a kiindulé problémat nemfiggetlen (kozds)

zas részproblémdkra bontja, amelyek egyszer oldodnak meg és
az eredmények az tjabb felhasznéalasig tarolodnak. Alta-
laban optimalizalasra hasznaljuk, amikor sok megengedett
megoldas van. Lépései:

1. Jellemezziik az optimalis megoldas szerkezetét.

2. Rekurziv médon definialjuk az optimélis megoldés ér-
tékét.
3. Kiszamitjuk az optimalis megoldas értékét alulrol fel-

felé modon.

4. A kiszamitott informaciok alapjan megszerkesztjiik
az optimélis megoldést.
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2.4. Az algoritmus jellemzd vonasai (tulajdonsa-
gai)

Minden algoritmusnak vannak jellemz§ tulajdonsagai. Ezek kozott vannak
olyanok, amelyek altalanosnak tekinthetGk. Ezeket az alabbiakban soroljuk
fel:

1. A kiindulé adatok lehetséges halmaza (D)
Ez a halmaz azon adatokat tartalmazza, amelyeket az algoritmus
megkaphat mint input adatokat, tehat ezek el6jchetnek egy prob-
léma konkretizaladsa soran.

2. A lehetséges eredmények halmaza
Ezt a halmazt az input adatok halmaza hatarozza meg. Minden
input adathoz tartozik eredmény adat, amit majd az algoritmus
meg kell, hogy taléljon.

3. A lehetséges kozbiilsd eredmények halmaza
a halmaz a nevében is mutatja, az algoritmus végrehajtasa kozben
keletkez6 kozbiilsé eredményeket tartalmazza. Menet kozben ebbél
a halmazbol nem léphetiink ki.

4. A kezdési szabdly
Az algoritmus els6 (kezd) miiveletét szabja meg.

5. A kézvetlen dtalakitdsi szabdlyok
Azok a szabalyok, amelyeket menet kozben torvényszertien hasz-
nalhatunk egy-egy adott szituacioban.

6. A befejezési szabdly
Az a szabaly, amelybdl egyértelmten kideriil, hogy az algoritmus
végrehajtésa végetért.

7. Az eredmény kiolvasdsi szabdlya
Az a szabaly, amely alapjan a kelekezett adatokbol eldonthets, hogy
mi az eredmény és az hol, milyen forméban talalhato, hogyan nyer-
heté ki.

2.23. példa. A gyokvonas 1.2.2. algoritmusa (2.3) esetében a 7 pont igy
nézhetne ki:
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1. Kiindul6é adatok lehetséges halmaza tetszéleges pozitiv szam.
2. A lehetséges eredmények halmaza tetsz6leges pozitiv szam.
3. A kozbiils§ eredmények tetszéleges pozitiv szam.

4. A kezdési szabaly a k = 0 szamléalo beallitas és az o = 1 kezdGértékbdl
torténd indulas.

5. Atalakitasi szabély a Newton iteracios formula: zpq = (25 + 8/21)/2
és a szamlalo novelése.

6. A befejezési szabaly a pontosséag ellendrzése és annak teljesiilése esetén
a befejezés.

7. Az eredmény kiolvashat6 a legutoljara kapott xj értékbol.

2.5. Az algoritmus hatékonysagi jellemz6i

Amikor egy algoritmust keresiink egy feladat megoldasara a kdvetkezs két
kérdés fel kell, hogy vet&djon:

1. Megoldhato-e a probléma és ha igen, akkor egy vagy tébb megoldasa
van-e? (Ezt hivjak a megoldas egzisztencia és unicitas probléméajanak.)

2. Ha mar talaltunk a problémara megoldasi algoritmust, akkor van-e a
meglévonél hatékonyabb mésik megoldasi algoritmus? (A megoldasi
modszer, algoritmus effektivitasi problémaja.)

A masodik kérdés csak akkor jogos, ha a megoldas létezik. Meghatarozasra
szorul az, hogy mit értiink egy megoldé algoritmus hatékonysagan, mikor
mondhatjuk, hogy egy probléma egyik megoldé algoritmusa hatékonyabb,
mint a masik. Az is tisztdzando, hogy milyen szempont szerint tekintjiik a
hatékonysagot. A hatékonysagot mérészammal lehet jellemezni. Kivalaszt-
va a mérlegelési szempontot, amely alapjan az algoritmust vizsgaljuk, az
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algoritmus minden bemend adatara egy mérdszamot konstrualunk. Az az al-
goritmus a hatékonyabb egy rogzitett input esetén, amelyikre ez a mérgszam
a jobb eredményt adja. Meérlegelési szempontnak altaldban az algoritmus
idsigényét (lépésszamat, miiveletszamat) szokas tekinteni, hiszen az idének
vagyunk altalaban sztikében. Nem elhanyagolhato azonban egy mésik szem-
pont sem, az algoritmus tarigénye a szamitdogépes realizacid szempontjabol.
Egy algoritmus lehet egy bizonyos inputra jobb, mint egy maésik algoritmus,
egy masik input esetében pedig lehet rosszabb. Ezért a hatékonysagi mérs-
szam fogalmat egy kicsit drnyaltabban kell megkozeliteni. ElGszor is be kell
vezetni az inputok Osszehasonlitaséra alkalmas valamiféle mérgszamot. Tel-
jesen nyilvanvalo, hogy példaul egy szazjegyl szambol altalaban tovabb tart
négyzetgyokot vonni, mint egy tizjegyibdl. Be kell tehat vezetni a probléma
méretének a fogalmat.

2.24. definici6é. Az algoritmus inputjanak a mérete (problémameé-
ret)

Legyen adott egy probléma, amely megoldhat6 egy A algoritmussal. Legyen
D az A algoritmus lehetséges inputjainak a halmaza. Legyen x € D egy
input. Az x input méretének nevezziik az x konkrét megadésakor hasznalt
bitek szdmat. Ez egy nemnegativ egész szam, mérGszam. Jelolésben az x
input mérete |z|.

Meglepd, de ez a bizonytalannak, nem egészen egyértelmiinek ting méretde-
finici6 mégis hatékony fogalomnak bizonyul.

2.25. példa. A négyzetgyokvono algoritmusunk inputja legyen az egyszert-
ség kedvéért az s pozitiv egész szdm, amelybdl gyokot akarunk vonni. Ekkor
az algoritmus inputjanak mérete |s| = |logy(s)| + 1, a szamot leiro bitek
szama.

Vezessiink be most néhéany jelolést. Legyen A egy algoritmus, D az algoritmus
Osszes lehetséges input adatainak a halmaza és x egy lehetséges input. Az
x input esetén t4(z)-szel fogjuk jeldlni az A algoritmus probléma megoldasi
idsigényét (t-time, id6) és s4(z)-szel a tarigényét (s-storage, tar).
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2.26. definici6é. Az algoritmus idébonyolultsaga

A
Ta(z) = sup ta(z)
e

szamot az A algoritmus idébonyolultsaganak nevezziik.

Az id6bonyolultsag megadja, hogy az n-nél nem nagyobb méretd inputok
esetén mennyi a legnagyobb idGigény.

2.27. definici6. Az algoritmus tarkapacitas bonyolultsaga

Az
Sa(z) = sup sa(x)
=

szamot az A algoritmus tarkapacitas bonyolultsaganak nevezziik.

A tarkapacitas bonyolultsag megadja, hogy az n-nél nem nagyobb méretti
inputok esetén mennyi a legnagyobb tarigény.

Mindkét mérdszam hatékonysagi mérdszam. A gyakorlatban ma méar inkabb
az els6t hasznaljak algoritmusok hatékonysdgénak az Osszehasonlitdsaban,
ami nem csokkenti a masodik szerepének a fontossagat. Elég nagy méreti
tarak allnak ma mar rendelkezésre, de nincs olyan tar, amit pillanatok alatt
ki ne lehetne néni egy "iigyes" algoritmussal. Lathatéan a bonyolultsagok
a probléma méretének monoton novekedd fiiggvényei és az adott méretet
meg nem halad6 méreti esetek koziil a legrosszabb esettel jellemzik az algo-
ritmust. Ha ugyanazon probléma megoldasara két vagy tobb algoritmus is
létezik, akkor a koziiliik torténé valasztas megalapozasahoz ad segitséget az
algoritmusok bonyolultsagi fiiggvényeinek a vizsgalata, osszehasonlitasa. Az
egyes bonyolultsdgok Gsszehasonlitasa az egyes fliggvények novekedési iite-
mének, rendjének az Osszehasonlitasat jelenti, mely fogalmat aldbb defini-
aljuk. A fenti mérészamoknak létezik olyan kevésbé pesszimista valtozata is
amikor a legrosszabb eset helyett az inputok szerinti dtlagolt értéket vessziik,
vagy ami realisztikusabb, hogy ismerve az egyes inputok gyakorisagat (va-
l6szintiségét) sulyozott atlagot (varhato értéket) szamolunk. Ez utobbi nem
tartozik az anyagunkhoz, mivel valoszintiség-szamitasi ismereteket (sajnos)
nem tételeziink fol.
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2.6. A novekedési rend fogalma, az ordo szim-
bolika

Egy algoritmus id6bonyolultsaga (vagy akar a tarkapacitas bonyolultsaga) az
input méretének monoton névekvé fiiggvénye. Az ilyen fliggvényeket nove-
kedést leiro fliggvényeknek (réviden novekedési fiiggvény) nevezziik.

2.28. példa. A kézi négyzetgyOkvonés algoritmusa esetén ha az input az s
(egész szam), akkor az input mérete n = |log,(s)| + 1. A négyzetgyokot
csak egész jegy pontossagig hatarozzuk meg. Ebben az esetben k = [n/2]
szamu szamjegyet kell meghatarozni. Minden 1j szamjegy esetén eggyel né a
visszaszorzando szam jegyeinek a szama, tehéat linearisan né minden 1épésben
a miveleti id6. A mitveleti id6k Osszege ezaltal ¢- (1 +2+ -+ k) = ¢ -
(k(k+1))/2 idGegység, ahol ¢ az egy szamjegyre esd miiveleti id6. Az input
méretével ez kifejezve: Ta(n) = ¢ ([n/2]([n/2] + 1))/2. Lathatoan ez az
n-t6l fiiggs fiiggvény monoton névekva.

Az egyes fliggvények novekedését a novekedés rendjével jellemezziik, amely
valamely eldre rogzitett fiiggvényhez (etalonhoz) torténd hasonlitést jelent. A
hasonlitast az alabbi igynevezett ordo szimbolika altal el6irt médon végezziik
el. Legyen f,g: N — 7Z két novekedést leiro fiiggvény.

2.29. definici6é. Az ordo szimbolika szimbélumai
Azt mondjuk, hogy az f(n) fliggvény novekedési rendje:
nagy ordo g(n), ha létezik olyan pozitiv ¢ konstans és pozitiv ng
probléma kiiszobméret, hogy ha n a probléma mérete
egyenl6 a kiiszobmérettel, vagy annal nagyobb, akkor
az f(n) fliggvényérték nemnegativ és a g(n) fliggvény-
érték ¢ konstansszorosatdél nem nagyobb. Tomoren:
f(n) =0(g(n)), ha létezik ¢ > 0 és ng > 0, hogy

minden n > ng esetén 0 < f(n) < cg(n).
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nagy omega g(n), ha létezik olyan pozitiv ¢ konstans és pozitiv ng
probléma kiiszobméret, hogy ha n a probléma mérete
egyenld a kiiszobmérettel, vagy annal nagyobb, akkor
az f(n) fiiggvényérték legalabb akkora, mint a nemne-
gativ g(n) fiiggvényérték ¢ konstansszorosa. Toémoren:

f(n) =Q(g(n)), ha létezik ¢ > 0 és ng > 0, hogy
minden n > ng esetén 0 < cg(n) < f(n).

nagy teta g(n), ha léteznek olyan pozitiv ¢; és ¢ konstansok és
pozitiv ng probléma kiiszobméret, hogy ha n a prob-
léma mérete egyenld a kiiszObmérettel, vagy annél
nagyobb, akkor az f(n) fliggvényérték a nemnegativ
g(n) flggvényérték c; és co-szerese altal meghata-
rozott zart intervallumboél nem 1ép ki.  Tomoren:

f(n) =0©(g(n)), halétezik ¢i,co > 0 és ny > 0,hogy
minden n > ng esetén 0 < ¢19(n) < f(n) < cag(n).

kis ordo g(n), ha minden pozitiv ¢ konstanshoz létezik olyan pozitiv
no probléma kiiszobméret, hogy ha n a probléma
mérete egyenld a kiiszobmeérettel, vagy annal nagyobb,
akkor az f(n) figgvényérték nemnegativ és a g(n)
fiiggvényérték ¢ konstansszorosatol kisebb. Tomoren:

f(n) =o0(g(n)), ha minden ¢ > 0-hoz létezik egy ny > 0, hogy
minden n > ng esetén 0 < f(n) < cg(n).

kis omega g(n), ha minden pozitiv ¢ konstanshoz létezik olyan pozitiv
ng probléma kiiszobméret, hogy ha n a probléma
mérete egyenld a kiiszobmérettel, vagy annal nagyobb,
akkor az f(n) fuggvényérték nagyobb, mint a nemne-
gativ g(n) fiiggvényérték ¢ konstansszorosa. Toémoren:

f(n) =w(g(n)), ha minden ¢ > 0-hoz létezik egy ng > 0, hogy

minden n > ng esetén 0 < cg(n) < f(n).

Az f(n) = O(g(n)) és a tobbi jelolés tulajdonképpen nem szerencsés, mert
azt sugalmazza, mintha itt két fliggvény, az f és a g, valamilyen kozelségé-
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r6l, egyezdségérdl lenne sz6. Valojaban az egyenléségjel jobboldaldn nem egy
fiiggvény, hanem egy altala leirt fiiggvényosztaly, fliiggvények egy halmaza all.
A baloldalon &ll6 egyetlen fliggvény nem lesz egyenls egy halmazzal. Szeren-
csésebb lenne az egyenlGségjel helyett a halmaz eleme (€) jelet hasznélni,
jelezve, hogy az f fiiggvény olyan tulajdonsagu, mint a g altal definialt fiigg-
vények. Tradicionalis okok miatt azonban megmaradunk az egyenléségjel
hasznélata mellett.

A gyakorlatban gyakran el6fordulo fontos jellemzé névekedések

Konstans f(n) =06(1)

Linearis f(n) =06(n)

Négyzetes f(n) =06(n?

Kobos f(n) =06(n?

Polinomialis | f(n) = ©(n*) keRés k>0
Logaritmikus | f(n) = ©(log(n))

Exponencialis | f(n) = ©(a") a>1

2.30. definici6. A polinomialisan gyorsabb novekedés
Azt mondjuk, hogy az f(n) novekedési fiiggvény polinomialisan gyorsabban
nd, mint az n? polinom (p > 0), ha létezik olyan ¢ > 0 valos szam, hogy

f(n) = Q(nP"=).

2.31. definici6é. A polinomialisan lassabb novekedés
Azt mondjuk, hogy az f(n) novekedési fliiggvény polinomiélisan lassabban
ng, mint az n? polinom (p > 0), ha létezik olyan £ > 0 valos szam, hogy

f(n) =0 (n"™).

2.32. példa. Az elébb targyalt f(n) = Ta(n) = c¢- ([n/2]([n/2] +1))/2
fiiggvény kvadratikus (négyzetes) novekedési. Ezt a kovetkezSképpen lat-
hatjuk be. Igaz az, hogy x — 1 < [z] < x4+ 1. Ezaltal fennall a kovetkezd
egyenlGtlenség
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c-(n/2—1)((n/2—1)+1)/2 < f(n) < c- (n/2+ D)((n/2+1) +1)/2 (2.1)

A feladatunk olyan c1, co pozitiv konstansokat és pozitiv n probléma kiiszob-
méretet mutatni, melyekre n > ng esetén

cin? < e (n/2-1)((n/2—1)+1)/2 < f(n) < c¢-(n/2+1)((n/2+1)4+1)/2 < cyn?

fennall. ElGszor a baloldalra keressiik meg a megfelel6 konstansokat. Kis
atalakitas utan az aldbbi egyenl6tlenséget kapjuk:

c 2c
={g—a)n g
Feltételezve, hogy n > 0, leoszthatunk vele. A kapott egyenl6tlenséget n -re

megoldva:

2c
n >
c— 8¢y

Pozitiv értéket itt akkor kapunk, ha ¢; < ¢/8. Kényelmes valasztas lehet a
¢ = ¢/16 . Ekkor (2.1)-bél az n > 4 adodik. A jobboldalra az algebrai
atalakitasok utdn az adodo egyenlGtlenség:

c 6c
0< (arg)n* —Fn—c
Pozitiv problémameéret kiiszobot akkor remélhetiink, ha az n? egyiitthatojara
c c
fennall, hogy c2g > 0, azaz co > —. Valasszuk a ¢y = ¢/4 értéket. Az (2.1)-

ben szerepld mésodfoku kifejezés alakja ekkor:
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Tehat ebben az esetben az ng > 8 valasztas megfelels. A két oldal elemzését
c c
62" "

Ez alapjan teljestil az, hogy ha a probléma mérete legalabb 8, akkor 1—06712 <

Osszevetve a keresett megfelel6 konstansok lehetnek: ¢; =

f(n) < gnz. Tehét valoban az algoritmusunk idéigénye T4 (n) = ©(n?)

2.33. példa. Bizonyitsuk be, hogy 3n — 3 = ©(n)!

Bizonyitas: Ha az allités igaz, akkor léteznie kell két pozitiv ¢, co konstans-
nak, melyekre valamely pozitiv ng-toél kezdve igaz, hogy cin < 3n —3 < con.
Itt n-nel leosztva ¢; < 3 —3/n és 3 — 3/n < ¢y egyenlStlenségek adodnak.
Latszik, hogy 0 < ¢; < 3 kell legyen. Valasszuk ¢ = 2 értéket. Ebben az
esetben 2 < 3 — 3/n miatt n > 3 adédik. Tehat n lehet példaul 3. A méasik
egyenlStlenséghdl pedig mivel 3 — 3/n mindig kisebb, mint 3, ezért ¢ lehet
3, vagy annal nagyobb szam, ng pedig lehet tetszéleges. Osszegezve: ¢ = 2,
co = 3, és ng = 3 megfelels valasztas, azaz ha n > 3, akkor 2n < 3n—3 < 3n.

2.34. példa. Bizonyitsuk be, hogy 2n? —n = w(n)!

Bizonyitds: A definico értelmében legyen c tetszdleges pozitiv konstans. Ke-
ressiink hozza pozitiv ng-at, amelytél kezdve 0 < en 2n? — n fennall. TItt
n-nel leosztva 0 < ¢ < 2n — 1 adodik. Atrendezéssel n > (c+1)/2, amibél az
n = [(c+ 1)/2] megfelels valasztas a definicio kielégitésére, azaz, ha ¢ > 0,
akkor a [(c+ 1)/2]-nél nagyobb n problémameéretek esetén 0 < cn 2n? —n

2.35. példa. log(n) = o(n?) barmely p > 0 esetén, azaz a logaritmus fiigg-
vény lassabban ng, mint barmely pozitiv kitev6jd hatvanyfiiggvény. Ennek
belatéasara meg kell mutatnunk, hogy barmely pozitiv ¢ konstans esetén va-
lamely n kiiszobtsl kezdve log(n) < cnP. Ez minden bizonnyal fennall, ha

1
belatjuk, hogy lim &E}”) = (0. Ekkor ugyanis a limesz definici6janak megfe-

n—~o0

n
lel6en a hanyadosnak valamely ng kiiszobt6l kezdve ¢ ala kell csokkenni akar-
milyen kicsi pozitiv szam is ez a ¢. Természetesen az ng kiiszob c-t6l fiigg.
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A hatarérték kiszamitéasahoz az n-et elGszor helyettesitjiik a valos x-szel és

log(x
arra szamitjuk a limeszt. A lim gg) ) tipusa (g), igy az analizisbdl ismert
T—00 €
log(z 1/x 1
L’Hospital szabdlyt alkalmazva lim ﬁ = lim / = lim — =
z—oo P x—00 pxpfl xz—o0 pIP

Az is lathat6é innen, hogy log(n) nemcsak lassabban ng, mint n?, hanem
polinomialisan lassabban ng, hiszen 0 < € < p esetén nP~°-to6l is lassabban
nd

2.7. A Fibonacci szamok

2.36. definicié. Fibonacci sorozat
Fibonacci szamsorozatnak nevezziik azt az Iy, Fy, Fs, . .. szamsorozatot, ame-
lyet az alabbi formulapar hataroz meg:

F =1 P
Fo= 1 } (Kezdsfeltétel) (2.2)
Foio=F, 1+ F, (rekurzios feltétel) (2.3)

A (2.2) ¢és (2.3) formulapar altal elGallitott szamok sorozata igy kezdddik:

Szamok O 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377
Jelolés FO F1 F2 F3 F4 F5 FG F7 Fg Fg F10 Fll F12 F13 F14

A probléma a fenti definicidval az, hogy az n indexd elemet nem tudjuk a
megel6zGek nélkiil kiszamitani a rekurzios formula alapjan. Mennyi példaul
Fipo-nak az értéke? Ennek a probléméanak a megoldésat adja a Binet formula.
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2.37. tétel. Binet formula
A Fibonacci szamsorozat elemei felirhatok az index fiigguényében az aldbbi
ugynevezett Binet formula révén:

1

F,=—
Vb

(o" — ") n=0,1,2,... (2.4)

ahol

|

~ 1.618 €s

1—
= 2\/5 ~ —0.618

Bizonyitas. Keresniink kell olyan szamsorozatot, amely az (2.2), (2.3) fel-
tételeknek megfelel. Konnyebb lesz a dolgunk, ha egyeldre az (2.2) feltételtsl
eltekintiink. A triikk: keressiink olyan {a,} sorozatokat, amelyek tudjik a
(2.3) tulajdonsagot és alakjuk a, = z" valamilyen z szamra. A megoldasok
koziil zarjuk ki a z=0 esetet, mint érdektelent, hiszen ez csupa zérust ad és
az nekiink biztosan nem jo. A (2.3) tulajdonsagot felirva a,-re

22 =t g n=20,1,2,... (2.5)

adodik, ahonnan z™-nel leosztva a
22 =z4+1, n=0,1,2,... (2.6)

Osszefiiggésre jutunk. Ennek a masodfokd egyenletnek két valés megoldasa
van: z; = ® és zo = ®. Tehat az a, = 2} megoldas. Kénnyen meggyézddhe-
tiink behelyettesitéssel (2.3)-be, hogy akkor az a,, = C;z] is megoldas, ahol
(' tetszbleges konstans. Ugyanigy mivel a,, = 2§ megoldas, akkor a,, = Cy2%
is az. Itt Cy szintén tetszéleges konstans. Azt kaptuk, hogy a megoldasok
konstansszorosai is megoldasok. Vegyiik észre tovabba, hogy az

a, = C12] + Caz2 (2.7)

is megoldas.

Osszegezve: a 27 és a 2§ tigynevezett alapmegoldasok (bazismegoldasok) li-
nearis kombinacioi is megoldast adnak. Helyettesitsiik be (2.7)-ot (2.2)-be
azn = 0 és n = 1 esetre. Ezzel csempéssziik vissza a kezdetben elhanya-
golt (2.2) feltételt. Az alabbi kétismeretlenes, két egyenletbdl 4llo linearis
egyenletrendszert kapjuk, melyben az ismeretlenek C és (.

Cl ‘|‘ CQ - O
Cid + Cd = 1
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Innen Ci-et és Cs-t kifejezve kapjuk, hogy

2.38. tétel. A Fibonacci szamok elGallitasa kerekitéssel
Az F,, Fibonacci szam képezhetd az alabbi modon a Binet formula felhasznd-
lasdval:

1
F, = Round (| —=®" n=0,1,2,... 2.8
(\/3 ) 29

1 1
Bizonyitas. Belatjuk, hogy —®" és F;, kozott kevesebb, mint 5 82 eltérés.

V5

1
Ez azt jelenti, hogy a kerekitendd —5®" szam koré fel tudunk rajzolni egy

szimmetrikus intervallumot, amelynek a szélessége kevesebb, mint egy. Ekkor
azonban csak egyetlen egész szam lehet ebben az intervallumban, ami igy
sziikségszertien éppen a Fibonacci szam lesz.

Fy——0" = |[——=(o" - — P = |-—O
V5 ‘(\/3( >) 5 ' V5
1 = 1 —n 1 1
< —1 | <—=19 <—=<-.

amibdl latszik, hogy F), egybeesik az egyetlen egésszel, amely a megadott
intervallumban van. 0

A Fibonacci szamok sorozata exponencialisan novekszik. Ez kovetkezik a

F,, = Round (iq)n) n=20,1,2,... elgallitasbol.
V5

F, =~ 0.447213595 - 1.618033989".
Irhatjuk, hogy F, = © (®").
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2.8. A rekurziv egyenletek és a mester tétel

Az algoritmusok id6bonyolultsdganak elemzésekor sok esetben nem rendelke-
zink kozvetlen explicit formuléval, amely megadna, hogy a méret fiiggvényé-
ben hogyan alakul az algoritmus idGigénye a legrosszabb esetben. Ismeretes
lehet viszont az egyes méretek idGigényei kozotti kapcsolat, mivel ezt altaléa-
ban kénnyebb felirni. Ennek a kapcsolatnak az ismeretében megprobalhatjuk
meghatéarozni vagy a fiiggvényt explicite, vagy legalabb annak aszimptotikus
viselkedését.

2.39. definici6. Rekurziv egyenlet

Rekurziv egyenletnek nevezziik azokat a fiiggvényegyenleteket, amelyekben
a T fliggvény az ismeretlen, a meghatarozando, és a T'(n) figgvényérték a
T fliggvény n-t6l kisebb értékid argumentumanak helyein felvett értékeinek
fiiggvényeként adott.

A rekurziv egyenlet a T'(n) fiiggvényértéket a korabbi (n-t&l kisebb helyen)
felvett érték(ek) fiiggvényére vezeti vissza. Ebben az esetben remélhetjiik,
hogy ha ismert az n elsé néhany értékére a T'(n) értéke, akkor a nagyobb n
esetére a T'(n) mar fokozatosan kiszamithat6. Ha megadjuk ezeket az els6
értékeket, akkor azokat kezdsfeltételeknek (vagy kezdetiérték feltéte-
leknek) nevezziik.

2.40. példa. Legyen T'(n) = q-T(n — 1) , akkor a geometriai sorozat defi-
trividlisan latszik, hogy T'(n) = ¢"'T(1) , ami T'(1) ismeretében egyértel-
miien meghatarozott.

2.41. példa. Legyen T'(n) = T'(n—1)+d, akkor a szamtani sorozat (aritme-
tikai sorozat) definiciojat kapjuk, mint a rekurziv egyenlet speciélis esetét.
Ennek megoldésa trivialisan latszik, hogy T'(n) = T(1)+ (n—1)-d, ami T'(1)
ismeretében egyértelmiien meghatarozott.
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2.42. példa. Legyen T'(n) = T(n—1)+T(n—2) és T(0) = 0, T(1) = 1,
akkor a megoldéas a Fibonacci sorozat.

A rekurziv egyenletek megoldasara néhany modszert mutatunk. Egyikiik a
visszavezetési modszer. Nem megyiink bele bonyolult elméleti fejtegetésekbe,
lényegét példakon keresztiil szemléltetjiik.

2.43. példa. Legyen T'(n) = T'(n — 1) +1 és T(1) = 1. A visszavezetési
modszer abban &ll, hogy rendre a T'(n) fiiggvényértékeket visszavezetjik a
kezddéfeltételre rekurziv behelyettesitéssel. A mi esetiinkben ez igy néz ki:

T(1) = 1
T@2) = T(1)+1=1+1=2
T3) = T@2)+1=2+1=3

Az ilyen id6bonyolultsagu algoritmus a méret egységnyi névekedésére az idé
egységnyi novekedésével valaszol. A megoldas megsejthetGen T'(n) = n. Ez
teljes indukcidval be is bizonyithato. Léathato az is, hogy aszimptotikusan
T(n) = O(n) azaz az algoritmus linearis idej.

2.44. példa. Legyen T'(n) = T(n — 1) +n és T(1) = 1. Megoldasa vissza-
vezetéssel:

T(1) = 1
T(2) = T(1)+2=1+2=3
T(3) = T(2)+3=3+3=6

Megsejthetd és teljes indukcioval belathato, hogy T'(n) = n(n + 1)/2. Ebbdl
pedig kovetkezik, hogy aszimptotikusan T'(n) = ©(n?), azaz az algoritmus
kvadratikus idejt.
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2.45. példa. Legyen T'(n) = T'(n/2) + 1 és T(1) = 1. Megoldasa visszave-
zetéssel:

T1) =1

T2) = T()+1=1+1=2

T(3) = 7 AT fiiggvény itt nincs értelmezve!
T(4) = T(2)+1=2+1=3

T() = 7,7(6)="7(7) ="

T(8) = T(A)+1=3+1=4

A fliggvény csak az n = 2™ alaku n-re van értelmezve, ahol m = 0,1,2....
Ezekre azt irhatjuk, hogy T (2™) = T (2™7') + 1. Bevezetve az U(m) =
T (2™) jelolést azt kapjuk, hogy U(m) = U(m — 1) + 1,U(0) = 1. Egy na-
gyon hasonlo feladatot az 2.43. Példaban megoldottunk és onnan a megoldés
U(m) =m+ 1. Akkor T (2™) = m + 1. Figyelembe véve, hogy m = log,(n),
a végeredmény T'(n) = logy(n) + 1 és T'(n) = O(logy n), azaz az algoritmus
logaritmikus idejt.

2.46. példa. Legyen a rekurziv egyenlet T'(n) = T'([n/2]) + 1, a kezddfel-
tétel T(1) = 1 . Megoldasa visszavezetéssel:

T1) =1

T2 = T1)+1=1+1=
TB) = T@2)+1=2+1=
TM4) = T2)+1=2+1=3
rBG) = TB)+1=3+1=4
T6) = T(3)+1=3+1=4
7T = TA)+1=3+1=
TQ®) = T4)+1=3+1=

A megoldas a kett6 egész hatvanyainak megfelels helyeken egybeesik az el6z6
feladat megoldéasaval. A tobbi helyen ellentétben az el6zé feladattal a meg-
oldas értelmezve van. Megsejthets, hogy a megoldas T'(n) = [log,(n)] + 1.
Erre is igaz az aszimptotika, hogy T'(n) = O(log,n).
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2.47. példa. Olyan esetet vizsgadlunk, amelyben a megoldast nem tudjuk
megsejteni, de az aszimptotikat igen és teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen

Tn) =T ({%-D +T ([g‘) + 2n. Az aszimptotikus megoldas sejthetGen

T(n) = O(n), azaz van olyan ¢ > 0 és ng > 0, hogy ha n > ng, akkor
0 < T(n) < c¢-n. Helyettesitsiik be az aszimptotikus sejtett megoldast az
egyenletbe.
3
T(n) = c- {%—‘ +c- {gw +2n<c- <g+1> +c- (g%—l) +2n = ch—i—Zn—l—Zc
= cn—ch+2n+2c:cn— (ch—2n—20)

Ha most n-et agy valasztjuk meg, hogy a zardjelben 1évé kifejezés nemnegativ
legyen, akkor megkapjuk az &hitott T'(n) < ¢ - n egyenlStlenséget, mialtal a

bizonyités be is fejez6dik. Az il 2n—2c > 0 feltételezésbdl ¢ > 1
-n—2
4

_on kovetkezik. Véalasszuk most mondjuk az n = 9-et, akkor g = 72.

I%bben az esetben a ¢ > 72 teljesiil, tehat ha n > ny = 9, akkor mindig fennall
T(n) < c¢-n, ahol a ¢ helyébe a 72, vagy barmilyen t6le nagyobb szém irhato.
Ezzel belattuk, hogy a megoldas névekedési rendje valoban T'(n) = O(n).
Meg lehet mutatni, hogy még T'(n) = O(n) is fennall.

Specialis, de a gyakorlat szempontjabol sok fontos esetben a rekurziv egyen-
letekre az aldbb megfogalmazott tgynevezett mester tétel ad aszimptotikus
megoldast (sok esetben meg nem ad).

2.48. tétel. A mester tétel

Legyenek a > 1,0 > 1 konstansok, p =log, a, f : N — Z fiiggvény.
Definidlunk egy g(n) = n? dgynevezett tesztpolinomot.

Legyen a rekurzids dsszefiiggéstink: T'(n) = aT (n/b) + f(n). (Azn/b helyén
[n/b] vagy |n/b] is dllhat.) Ezen feltételek esetén igazak az aldbbi dllitdsok:

1. Ha f(n) polinomidlisan lassabb névekedést, mint a g(n) tesztpolinom,
akkor
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3. Ha f(n) polinomidlisan gyorsabb névekedési, mint a g(n) tesztpolinom,
és teljesiil az f fiigguényre az ugynevezett reqularitdsi feltétel, azaz Jc <

1 konstans és ng > 0 kiiszobméret, hogy n > ng esetén a - f(n/b) <
¢ f(n), akkor

A tételt nem bizonyitjuk.

2.49. példa. A mester tétel alkalmazasa: T'(n) =9-T(n/3) + n. A mester
tétel szerintinek tiinik az eset. Legyen a = 9,b =3, f(n) = n,p = log; 9 = 2.
A tesztpolinom g(n) = n? Lathatéan f(n) polinomialisan lassabban né,
mint g(n), mert minden 0 < ¢ < 1 esetén f(n) = O(n?*°). Teljesiilnek a
mester tétel 1. pontjanak a feltételei, tehat a tételt alkalmazva: T'(n) =

O(n?).

2.50. példa. A mester tétel alkalmazasa: T'(n) = T'(2n/3)+1. A mester té-
tel szerintinek tiinik az eset. Legyen a = 1,0 =3/2, f(n) = 1,p =log ), 1 =
0. A tesztpolinom g(n) = n = 1. Tovabba 1 = f(n) = ©(n°) = O(1). Tel-
jesiilnek a mester tétel 2. pontjanak a feltételei, tehat a tételt alkalmazva:
T(n)=0(1"logn).

2.51. példa. A mester tétel alkalmazasa: T'(n) = 3T(n/4)+nlogn. A mes-
ter tétel szerintinek tiinik az eset. Legyen a = 3,0 = 4, f(n) = nlogn,p =
log,3,0 < p < 1. A tesztpolinom g(n) = n?. Ha 0 < ¢ < 1 — p, akkor

f(n) = Q(nP*e), azaz f polinomialisan gyorsabban nd, mint a tesztpolinom,
n-logn

ugyanis lim = 0o. A mester tétel 3. pontjanak a feltételei fognak

n—00 pte
teljesiilni, ha mgg kimutatjuk az f regularitasat. Ez fennall a kovetkezdk sze-
rint 3f(n/4) = 3(n/4)log(n/4) = (3/4)nlogn—(3/4)nlog4 < (3/4)nlogn =
(3/4)f(n). Azaz minden pozitiv n-re teljesiil a regularitas ¢ = 3/4 < 1-gyel.
A tételt alkalmazva: T'(n) = O(f(n)) = O(nlogn).
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2.52. példa. A mester tétel nem alkalmazhato: T'(n) = 27'(n/2) + nlogn.
A mester tétel szerintinek tiinik az eset. Legyen a = 2,0 = 2, f(n) =
nlogn,p = log,2 = 1. A tesztpolinom g(n) = n' = n. Az igaz, hogy
. P . . n-logn
legalabb olyan gyorsan nd, mint a tesztpolinom, mert lim = 00,

n— o0 n
tehat f(n) = Q(n). Az viszont nem igaz, hogy polinomialisan gyorsabban
ng, mint a tesztpolinom. Azért nem igaz, mert barmilyen pozitiv € esetén
n-logn

e = 0. Emiatt a mester tétel gyanitott 3. pontja nem alkal-
n—0o0 n

mazhato. Az aszimptotikus megoldas a mester tétellel nem adhatoé meg.
(Behelyettesitéssel be lehet bizonyitani, hogy f(n) = ©(n).)
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3. fejezet

Szamelméleti algoritmusok

3.1. Alapfogalmak

3.1. definici6é. Az oszthatdsag

Azt mondjuk, hogy a d egész szam osztja az a egész szamot, ha az osztasnak
zérus a maradéka, azaz, ha létezik olyan k egész szam, hogy a = k - d.
Jelolésben: dl|a. A d szamot az a osztdjanak nevezzilkk. Az a szam a d
tobbszorose.

3.2. definici6. Primszam
Primszémnak nevezziik azt az 1-nél nagyobb egész szamot, amelynek csak az
1 és sajat maga az osztoja.

3.3. tétel. A maradékos osztds tétele
Ha a egész szam, n pedig pozitiv egész szdm, akkor eqyértelmiien létezik olyan
q €sr egész szam, hogy

a=q-n+r, ahol 0 < r < n.

A q szam neve hdnyados, r neve maradék. A hdnyados és a maradék
felirhato:
q=la/n], r=a—q-n=amodn.

73
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3.4. definicié. Ko6z0s oszto
Azt mondjuk, hogy a d egész szam az a és b egészek kozOs osztdja, ha d
mindkét szamot osztja (azaz d|a és d|b).

3.5. definicié. Linearis kombinacid

Az s egész szamot az a és b egészek (egész) linearis kombinaciojanak nevez-
zik, ha létezik olyan = és y egész szam, hogy s = x-a+y-b. Az x ésy
szamokat a linearis kombinécié egyiitthatoinak nevezziik. Az a és b szamok
Osszes linearis kombinéciojanak halmazat L(a, b)-vel jeloljiik.

Speciélisan linearis kombinéciok az a+ b és az a — b szamok is. Adott s egész
elsallitasakor az x és y egyiitthatok nem egyértelmiiek, azaz ha léteznek,
akkor tObb szampéar is megfelelhet erre a célra, amint az az aldbbi példabol
is lathato.

3.6. példa. Legyen két szdm a = 36,0 = 60. Hatarozzuk meg az s =
x-a+y-bértékeket az x = —3...3 , y = —3...3 egyiitthatokral

s =xa+ yb Y
tabla -3 -2 -1 0 1 2 3
-3 -288 | -228 | -168 | -108 | -48 | 12 | 72
-2 -252 [ -192 | -132 | -72 | -12 | 48 | 108
-1 -216 | -156 | -96 | -36 | 24 | 84 | 144

0 -180 | -120 | -60 0 60 | 120 | 180
1 -144 | -84 | 24 | 36 | 96 | 156 | 216
2 -108 | -48 12 72 | 132 | 192 | 252
3 =72 | -12 | 48 | 108 | 168 | 228 | 288

3.7. tétel. A kozos oszto tulajydonsdgai
Legyen a d egész az a és b egészek kozos osztoja. Akkor fenndllnak az aldbbi

allitasok:
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1. |d| < lal, vagy a = 0.
2. Ha d|a és ald, akkor d = +a.

3. A kézbs o0szto osztdja az a és b szam minden linedris kombindcidjanak
is, azaz Vs € L(a,b)-re d|s.

3.2. A legnagyobb kozos osztd

3.8. definici6é. Legnagyobb kézis oszto
Az alabb megadott d* egész szamot az a és b egész szamok legnagyobb k6zos
osztojanak nevezziik. Jele: Inko(a,b).

0 haa=0¢éb=0
d* = Inko(a,b) = ng|axd egyébként.
dlb

3.9. definici6. Relativ primek
Az a és b egész szamokat relativ primeknek nevezziik, ha Inko(a,b) = 1.

3.10. tétel. A legnagyobb kozos oszté elemi tulajdonsagai
Legyen a dx egész az a ésb egészek legnagyobb kidzds osztdja. Akkor fenndllnak
az alabbi dllitasok:

1. 1 < d* < min{|al,|b|}.
2. Inko(a, b) = Inko(b, a) = Inko(—a, b) = Inko(|al, |0]).

3. Inko(a,0) = |al.
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4. Inko(a, k- a) = |a|,k € Z.
5. Ha d k6z0s oszto és d* # 0, akkor d < d*.

6. A legnagyobb kézds oszté minden linedris kombindcionak osztdja, azaz
Vs € L(a,b)-re d*|s.

3.11. tétel. A legnagyobb ko6z0s osztd reprezentécios tétele

Ha az a és b egész szamok nem mindegyike zérus, akkor a legnagyobb kézis

0szto megegyezik a két szdm pozitiv linedris kombindcioinak minimumduval.
d* =1Inko(a,b) = min s=a-z2"+b-y" =s".

s€L(a,b)
>0

Bizonyitas. A bizonyitas menete az lesz, hogy megmutatjuk, hogy s* < d*
és d* < s*, amibdl kévetkezik az allitas.

Az s* < d* megmutatasa tgy torténik, hogy belatjuk, hogy s* kozos oszto,
ami nem lehet nagyobb, mint a legnagyobb ko6zos oszt6. Azt, hogy s* kozos
oszto azaltal latjuk be, hogy az osztasi maradéka zérus. Csak az a szémra
végezziik el, b-re ugyanigy megy a bizonyitas. Osszuk el tehat a-t s* -gal és
szamitsuk ki a maradékot! Legyen ¢ a hanyados. Az r maradékra igaz, hogy
0 <r < s*. Akkor

r<s*

a—q-s*<s”
a—q-(a-2"+b-y*) <s*
(I—g-a")-a+(-q-y) b<s

oo oo
VAN VAN VAN VAN

Az egyenl6tlenség kozepén all6 maradék az a és a b linearis kombinacioja. A
baloldali egyenl6tlenség miatt nem lehet negativ, a jobboldali egyenlétlenség
miatt pedig kisebb, mint a pozitiv linearis kombinaciok koziil a legkisebb.
Emiatt csak zérus lehet. Tehat az s* osztja az a szamot.

A d* < s* abbdl kovetkezik, hogy a legnagyobb kozos oszt6 osztja az Osszes
linearis kombinaciot, igy s*-ot is. Ekkor azonban nem lehet nagyobb, mint
s*, hiszen annak osztoja. U
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A tétel kovetkezményei:

1. A kozos oszto osztja a legnagyobb kozos osztot, ugyanis a legnagyobb
koz0s 0szto az a és b egészek linedris kombinacidja a tétel szerint, amit
a koz0s oszto oszt.

2. Tetsz6leges n nemnegativ egészre
Inko(n - a,n - b) = n - Inko(a, b).
Ugyanis n = O-ra az allitas trivialis, n > 0O-ra pedig
Inko(n-a,n-b) =n-a-z*+n-b-y*=n-(a-2"+b-y*) = n-Inko(a,b).

(Lassuk be, hogy az utolso egyenldségjel valoban igaz, azaz a linearis
kombinéaciokban mindkét szampar esetén ugyanaz az x*, y* megfelel
valasztas!)

3.12. tétel. A lineéris kombinaciok halmazénak jellemzése
Legyen M a d* = Inko(a, b) egész tobbszoriseinek a halmaza. Allitds:

L(a,b) = M.

Bdvebben: az L(a,b) minden eleme d* egész tobbszordse és ha egy s szdm
egész tobbszorose, akkor az az s szdm az a és b linedris kombindcioja 1s.

Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy L C M és M C L, amibdl kovetkezik az
allitdas. Az L C M eset: d*|a és d*|b, amibdl kovetkezik, hogy van olyan
ko, ky € Z,, hogy a =k, - d*,b =k, - d*. Ha s € L, akkor
s=a-x+b-y=k,-dx+k -d-y=d - (ke-x+ky-y) =k-d,
~— ——
=k

mert k € Z.

Az M C L eset: d* =1Inko(a,b) =a-a*+b-y*.
Ha s € M, akkor van olyan kg € Z, hogy

s=ks-d"=ks-(a-2"+b-y)=ks-2"-a+ks-y"-bEL



78 3. FEJEZET. SZAMELMELETI ALGORITMUSOK

3.13. tétel. A legnagyobb kozos oszté redukceios tétele
Tetszdleges a €s b két egész szam esetén fenndll, hogy

Inko(a, b) = Inko(a — b, b).

Bizonyitas. Legyen dj = Inko(a,b) és d5 = Inko(a — b,b). Azt fogjuk bizo-
nyitani, hogy di|d; és di|d}, amibdl kovetkezik a tétel allitasa.

Megmutatjuk, hogy di € L(a — b,b) és d5 € L(a,b) is fennall, amibdl a
kolesonos oszthatosag mar kovetkezik.

di € L(a — b,b) megmutatésa:

di € L(a,b) = di=azj-a+y;-b=2a}-(a—b+b)+yj-b
= a7 -(a—b)+ (27 +yi) b€ Lla—10D)

ds € L(a,b) megmutatasa:
dye Lla—bb)=dy=a5-(a—b)+ys-b=a5-a+ (y5 —x5)-b e L(a,b)

g

3.3. A binaris legnagyobb kozos oszt6 algorit-
mus

Az eddigiek alapjan algoritmus konstrualhato a legnagyobb kozos oszté meg-
hatérozasara. Az algoritmus neve: Bindris lnko algoritmus.

Az algoritmus a két nemnegativ egész binéaris felirasanak alakjabol indul ki.
Az utolso bit alapjan a kiindulé problémat fokozatosan egyszertibbé redukal-
ja, amig csak az egyik szam zérussad nem valik. Ekkor a legnagyobb ko6zos
oszt6 a masik redukalt szam egy szorzoval korrigalt értéke lesz. Munka koz-
ben az algoritmus csak egyszert, hatékony gépi miiveleteket - egész kivonas
és jobbra eltolas (shift) - hasznal.
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Legyen a két szam a és b és legyen a > b. A Inko(a,b) kiszamitasanak
feladata ekkor az alabbiak szerint redukalodik az utolso bit szerint egyszertibb
feladatta:

2.3.1 algoritmus
Binaris legnagyobb kozos oszto6
Binéaris_Inko (a, b, d*)
// Input paraméter: a € Z, a > 0
// beZ,b>0,a>0
// Output paraméter: d* € Z, d* > 0, d* = Inko(a, b)
c—1
WHILE a #£ 0 és b # 0 DO
// a és b paritasértékei p, és p, (0 = paros, 1 = paratlan)

Po = amod 2

O |0 ||| |W [N+~

pp = bmod 2
CASE
Pa=0,pp=0:c+ 2c

—
S

—_
—_

—_
[\

a<«—a/2
b—b/2
Pa=0,pp=1:aa/2
Pa=1,p,=0:bb/2
Pa=1lpp=1:a«(a—0)/2
IF a <b THEN a < b csere
IF a =0
THEN d* «—c¢-b
ELSE d* < c-a
RETURN d*

—_
w

—
N

—
ot

—_
[=p}

—_
~J

—_
oo

—
Ne}

[\
(e]

DO
—_

3.14. példa. Példa az algoritmusra: Inko(3604,3332) =22 - 17 = 68



80 3. FEJEZET. SZAMELMELETI ALGORITMUSOK

Lépésszam | a b Korrekcios
Szorz0

0 3604 3332 | 2

1 1802 1666 | 2

2 901 833

3 34 - 833

4 833 34

) 833 17

6 408 17

7 204 17

8 102 17

9 51 17

10 17 17

11 0 17

3.4. Az euklideszi és a kibdvitett euklideszi al-

goritmus

3.15. tétel. A legnagyobb ko6z0s osztod rekurzios tétele
Tetszdleges a és b két egész szam esetén fenndll, hogy Inko (a, b) = Inko (b, a mod b).

Bizonyitas. Az amodb az a-bol b ismételt kivonasaival megkaphaté és igy
a redukcios tétel (3.13) értelmében az allitasunk igaz. O

A rekurzios tétel révén készithets el az euklideszi algoritmus a legnagyobb
koz0s osztd meghatarozasara. Az algoritmus pszeudokddja:
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2.4.1. algoritmus

Euklideszi algoritmus

//

// rekurziv valtozat

1 Euklidesz (a, b, d*)

2 // Input paraméter : a € Z, a > 0
3// beZ,b>0
4 // Output paraméter: d* € Z, d* > 0
S5d" —a

6IFb#0

7  THEN Euklidesz (b, a mod b, d*)
8 RETURN (d*%)

2.4.2. algoritmus

Euklideszi algoritmus

//

// iterativ véltozat

1 Euklidesz (a, b, d*)

2 // Input paraméter : a € Z, a > 0
3// beZ, b>0

4 // Output paraméter: d* € Z, d* > 0
5 WHILE b+ 0 DO

6 r < amodb
7 a<b

8 ber

9 d* «—a

10 RETURN (d*)

3.16. példa. Pé¢lda az algoritmusra: Inko(3604,3332) = 68, ¢ = |a/n|, r =

a—q-n=amodn

Lépésszam | a b q |r

0 3604 | 33321 | 272
1 3332|272 | 12 | 68
2 272 | 68 4 10

3 68 0 - 68

3.17. tétel. Lamé tétele

Ha az euklideszi algoritmusban a > b > 0 és b < Fyyq1 valamely k > 0-ra,
akkor a rekurzios hivdsok szama kevesebb, mint k.

A tételt nem bizonyitjuk

A tétel kovetkezménye, hogy ha Fp < b < Fj1, akkor a rekurzios hivasok
szama kevesebb, mint £, valamint becslést tudunk adni erre a k-ra kozvetleniil
a b-bél. A k értékére jol memorizalhato becslés az, hogy k vehetd a b tizes
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szamrendszerbeli jegyei otszorosének. (Valojaban megmutathato, hogy itt a
kisebb relécio is igaz.) A meggondolas az alabbi:

F, ~ —=®F, o ~ 1,618, log,, ® = 0, 2089,
k \/3 £10

log,o Fr = k - log,, ® — log,, V5
1 logip V5

k ~ -1 F;
g, ® 27T Tog o @

Bizonyithato, hogy az euklideszi algoritmusnak a legrosszabb bemend adatai
a szomszédos Fibonacci szamok. Az euklideszi algoritmus idGigénye O (log b)
azon feltételezés mellett, hogy az aritmetikai miveletek konstans ideig tar-
tanak fliggetleniil a benne szerepld szamértékek nagysagatol. Ha a szdmok
nagysagat is figyelembe vessziik, akkor az idgigény O (loga - logh). Az euk-
lideszi algoritmus némi bévitéssel alkalmassa teheté arra, hogy a legnagyobb
k6z0s oszto linearis kombinacioként torténd elGallitdsaban szerepls x* és y*
egyiitthatokat is meghatarozza. Tekintsiik az euklideszi tablat.

Lépésszam | a b q r
0 o bo o o
1 a1 by q1 1
k Qy; by dk Tk
k+1 g1 | Oyt | Qret | Trat
n dx* 0 - dx
A tabla k. sordban (k= 0,1,...,n) a rekurzids tétel alapjan érvényes a d* =

xy - ag + yj, - by Osszefiiggés, ahol tovabba

ag+1 = by, bit1 = 1, ak = lak/bi] , Tk = ax — q - by.

A k és k+ 1 indext sorok kozott a kapcsolat:
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d" = zpak+ Y b= (@ bk + 1) + g b
= (@ -qr-be+ay-re)+yp b= (x5 @ty be+ g7

* *
Tpyq* Qkg1 + Ypgq - ber

Kaptunk egy oOsszefliggést az xj, vy és az xj,, y;,, egyiitthatok kozott az
egymast kdvets sorokra, ha fentrsl lefelé haladunk a tablaban.

Yes1 = T,

Haladjunk most lentrdl folfelé! Akkor (3.1)-bol x} és y; kifejezve:

* ok
T = Yp41

* _ pak *
Y = Tpy1 — 4k " Ypy1

Az utolsé sor esetén viszont d* =1-d* 4+ 0-0, azaz 2, = 1 ésy; = 0. Az
utolsé sorbol indulva igy visszafelé sorrél-sorra haladva az xj, és y;, értékek
kiszamithatok. Veégil az xj és y; is kiadédik. Ez a modositas vezet az
euklideszi algoritmus kib&vitésére, melynek pszeudokodjat alabb kozoljiik.

2.4.3. algoritmus
Kibévitett euklideszi algoritmus
// rekurziv valtozat
1 | Kibovitett Euklidesz ( a, b, d*, z*, y* )
2 | // Input paraméterek : a,b € Z,a,b >0
3 | // Output paraméterek: d*,z*,y* € Z,d* >0
4 |IFb=0
) THEN d* <+ a
6 ¥ —1
7 y*«—0
8 ELSE Kibgvitett Euklidesz (b, amod b, d*, x*, y* )
ol (0) (i)
Y z* —la/b] -y
10 | RETURN (d*, z*, y*)
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2.4.3. algoritmus
Kibévitett euklideszi algoritmus

// iterativ véltozat

Kibovitett Euklidesz (a, b, d*, x* y*)

// Input paraméterek : a,b€Z, a,b>0

// Output paraméterek: d*, x* y*e€Z, d*>0
To— 1,21 — 0,y — 0,91 «— 1,5 «— 1
WHILE b # 0

r <« amodb,q«— adivb

a<+—bb—r

T—T1,Yy < U1

O | 0| N | =W N+~

T1 ¢ q- T+ TosY1 <— q Y1+ Yo

—
o

Lo LYo < Y

—_
—_

S < —S§

—
(]

L= 8-20,Y < —Yo
(d*7x*’y*) — (a7 x7y)
RETURN (d*, z*, y*)

—_
w

—_
S

3.18. példa. Példa kibovitett euklideszi algoritmusra

Lépésszam | A b q | r d* | z* | y*

0 3604 | 3332 |1 | 272 |68 | —12 | 1—1-(—12)=13

1 3332|272 |12 |68 |68 |1 0—-12-1=-12

2 272 | 68 4 10 68 | 0 1-4-0=1

3 68 0 - |68 |68 |1 0
Az algoritmus eredményeképpen x§ = —12 és y5 = 13 adodott. Ellendrzés-
képpen

68 = (—12) - 3604 + 13 - 3332 = —43248 + 43316,

ami valoban megfelel az elvarasoknak.
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3.5. A linearis kongruencia egyenlet

3.19. definici6é. Kongruencia

Az a és b egész szamokat kongruensnek mondjuk az n modulus szerint, ha
az n szerinti osztas utani maradékaik megegyeznek, vagy ami ugyanaz: ha
nl(a —b). Jelolésben: a = bmodn.

3.20. tétel. A kongruencidkon végezhetd miiveletek tétele

Legyen a = bmodn és ¢ = dmodn. Akkor igazak az aldbbi dllitdsok:
1. axc=bxdmodn

a-c=b-dmodn

a b

2.
3. EEEmOdn ha kla, k|b és Inko (k,n) =1
4. a

= bmodm ha m|n

3.21. definici6. A linedris kongruencia egyenlet
Az

a-x =bmodn, a,be ZneZ* (3.2)

egyenletet, melyben x € Z az ismeretlen, linedris kongruencia egyenletnek
nevezziik.

3.22. tétel. A linearis kongruencia egyenlet megoldhatosagi tétele

Legyen az (3.2) egyenletre d* = lnko (a,n) = a-x* +n-y*. Az (3.2) linedris
kongruencia egyenletnek akkor és csak akkor van megolddsa, ha d*|b . Ha van
megoldds, akkor végtelen sok van, de ezeket eqy d* szdmi megolddst tartal-
mazo ugynevezett megoldds alaprendszerbdl megkaphatjuk az n egész szamai
tobbszoroseinek a hozzdaddsdval. Az alaprendszer elemeit a 0 < x < n inter-
vallumbol valasztjuk ki. Az alaprendszer megolddsai az alabbi modon irhatok

fel:

xg = x"-(b/d*)modn
r; = wzo+i-(n/d")modn (1=1,2,...,d" = 1)
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Bizonyitas. Legyen ¢ = L%J, G = [%J, q = q2 — q1- Akkor a lineéris
kongruencia egyenlet ax—qin = b—qon alakra irhat6 at, amibél az ax+qn = b
egyenlet adodik, vagyis hogy a b az a és az n linearis kombinacidja. Ha
azt akarjuk, hogy legyen megoldas, akkor b € L (a,n) fenn kell alljon, ahol
L(a,n) az a és n linearis kombinaciéinak a halmaza. Ha ez nem &ll fenn,
akkor nincs megoldas. A linearis kombinécioban 1év6 elemeket viszont a
d* = Inko (a,n) legnagyobb kozos o0szto osztja, és csak azokat osztja a linearis
kombinéciok halmazanak jellemzési tétele szerint. Legyen most b olyan, hogy
d* |b. Akkor van olyan k egész szam, hogy b = k-d*. A legnagyobb kozos osztod
viszont az a és az n linearis kombinacioja, azaz van olyan x* és y* egész, hogy
d* = a-x*+n-y*. Ez a formula viszont egyenértéki az a-z* = d*modn lineéris
kongruencia egyenlettel, ha az n szerinti maradékokat nézziik. Beszorozva
itt k-val a - 2"k = d*k mod n adoédik, amibdl azonnal lathato, hogy az xy =
r*k = z* (b/d*) modn megoldas. Tovabbi megoldasokat kapunk, hogyha
képezzik az x; = ro+1i- (n/d*)modn, i =1,2,...,d* — 1 szamokat, ugyanis
a linearis kongruencia egyenletbe torténd behelyettesités utan az axg + a -
i-(n/d*), i =1,2,...,d" — 1 jelenik meg a baloldalon, ahol a masodik
tag oszthatdo n-nel, mert a d* az a-t osztja, igy az n megmarad, tehéat ez
a tag nem modositja az els6 tag altali maradékot. Ezeket a megoldasokat
alapmegolddsoknak nevezziik. Nyilvanvald, hogy ha n egész tobbszorosét
hozzaadom az alapmegoldésokhoz, akkor Gjra megoldast kapok, csak az mar
nem lesz alapmegoldas (nem viselkedik maradékként). U

A linearis kongruencia egyenlet megoldéasara algoritmus konstrualhato, ugyan-
is a kivant x* a kib&vitett euklideszi algoritmusbol megkaphato.
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2.5.1. algoritmus

Linearis kongruencia megold6

Linearis kongruencia megoldo (a, b, n, X)

// Input paraméterek: a,b,n€Z, n>0

// Output paraméter : X — egyindexes tomb
// indexelés 0-t6l
Kibovitett Euklidesz (a, n, d*, z*, y*)
Hossz|X]«— 0
IF d*|b
THEN zy < z* - (b/d*) modn
Hossz|X|« d*
FOR i —1TO d*—1DO

x; — xo+1i-(n/d*)modn

O |0 | ||| W [N+~

—_
)

—_
—_

—
[\

RETURN (X)
// Hossz[X]=0 jelenti, hogy nincs megoldas

—_
w

3.23. példa. Oldjuk meg a 3604 - z = 136 mod 3332 egyenletet!

Lattuk, hogy Inko (3604, 3332) = 68 = —12-3604 + 13-3332. A 136 oszthato
68-cal, igy az egyenletnek van megoldasa. Az alaprendszer 68 kiilénbo6zd
elemet tartalmaz. Most

b/d* =136/68 = 2, n/d* = 3332/68 = 49, x* = —12 4 68 = 56.
A megoldasok:

10 = 56-2=112,
z, = 112 +49 = 161,
7o = 11242-49 = 210,

re7 = 11246749 = 3395 = 63 mod 3332.
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3.24. definicié. A multiplikativ inverz
Legyen a linearis kongruencia egyenlet

ar = 1modn, a € Z,n € Z%,Inko (a,n) = 1

alaki (azaz a és n legyenek relativ primek). Az egyenlet egyetlen alapmeg-
oldasat az a szam n szerinti multiplikativ inverzének nevezzik. Jelolése:

r = a 'modn.

A multiplikativ inverz meghatarozasa torténhet a linearis kongruencia megol-
do 2.5.1. algoritmus segitségével. Természetesen a FOR ciklus alkalmazasara
az eljardsban nem lesz sziikség.

3.25. példa. Oldjuk meg: 5-! =?mod 8.

Az 5z = 1 mod 8 megoldéasat keressiik.

Lépésszam | n |a | q | r | d¥ | z* y*

0 815|113 |1 2 -1-1-2 = -3
1 5 s l1l2]1 [1 11 (-1 = 2
2 31211111 0—-1-1 = -1
3 2111201 0 1-2-0 = 1
4 1/0]-1]1]1 0

Lathatoan Inko(5, 8) = 1, tehat van multiplikativ inverz. 1 =2-8+(—3)-5 =
16 — 15.

Az a egyiitthatoja — — 3, aminek a 8 szerinti maradéka — —3+8 = 5. Tehat
az 5 multiplikativ inverze 8-ra nézve éppen sajat maga.

Ellen6rzés: 5-5=25=3-8 4+ 1.
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3.6. Az RSA-algoritmus

Sok esetben — tébbek kozott a majd ismertetésre keriil§ RSA algoritmusban —
sziikség van egészek hatvanya valamely modulus szerinti maradékanak meg-
hatarozésara. Legyen a,b,n € Z*. A feladat ¢ = a® modn meghatérozésa
lehetSleg elfogadhatd id6 alatt. Ilyennek bizonyul a moduldris hatvdnyozds
algoritmusa. Otlete a b szam binaris felirasabol jon. Legyenek a b bitjei:
br,br_1,...,b1,b9. A legmagasabb helyiértéki bit 1-es. Ha b-nek ki akarjuk
szamitani az értékét, akkor ezt megtehetjiik a 2 hatvanyaival torténd szami-
tassal, b= by - 28 4 bp_q - 2871+ .. 40y - 21 + by - 2°. Ugyanezt az eredményt
megkaphatjuk a gazdasagosabb Horner séma szerint:

b=(...((br) 24 bg—1)-24...+b1) -2+ by

Itt lathatoan csak kettével vald szorzast és egy nulla vagy egy hozzaadasat kell
végezni, melyek szamitastechnikailag hatékony mtveletek. Ez annal inkabb
hasznos, mivel még a b értékét sem kell kiszamitani az algoritmusban, hiszen
az adott, hanem csak az egyes bitjeit kell elérni, ami eltolasokkal hatékonyan
megvalosithaté. A b szam a kitev6ben van, ezért a hatvanyozés soran a
kettével valo szorzésnak a négyzetreemelés az egy hozzdadasanak pedig az
alappal torténé szorzas felel meg. Minden lépés utén vehetd a modulo n
szerinti maradék, igy a hasznélt szamtartomény mérete mérsékelt marad.

A megfelels algoritmus pszeudokodja:
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2.6.1. algoritmus
Modularis hatvanyozo6
1 | Modularis_hatvanyozo6 (a, b, n, c)
2 | // Input paraméterek: a,b,n € Z,a,b,n >0
3 | // Output paraméter: ¢ € Z,c >0
4 | p—0
5 |c—1
6 | FOR i — k£ DOWNTO 0 DO
7 P 2p
8 ¢+ c2modn
9 IF b =1
10 THENp —p+1
11 ¢« (¢-a)modn
12| RETURN (¢)

Az algoritmusban ténylegesen a p értékét nem kell kiszamitani, mert az végiil

a b értékét adja majd.

3.26. példa. 1182005 mod 137,b = 2005, = (11111010101)3,a = 118,n =

137.

k| b 2modn (¢-a)modn

1011 12 = 1 = 1/]1-118 118 = 118
9| 111182 = 13924 = 87 |87-118 10266 = 128
8 | 11282 = 16384 = 81 |81-118 9558 = 105
7 111052 = 11025 = 65|65-118 7670 = 135
6 | 11352 = 18225 = 4 | 4-118 472 = 61
5101 612 = 3721 = 22

4 | 1| 222 = 484 = 73|73-118 8614 = 120
3101202 = 14400 = 15

2|11 152 = 225 = 88|88-118 10384 = 109
110 |1092 = 11881 = 99

01|11 992 = 0801 = 74| 74-118 8732 = 101
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Az RSA algoritmus fel fogja tételezni, hogy nagy primszamaink vannak. Ilye-
nek keresésére egy eszkoz lehet (nem a leghatékonyabb és nem abszolat biz-
tos) az alabbi tételen alapul6 algoritmus.

3.27. tétel. A Fermat tétel
Ha p prim, akkor
a?~!' = 1modp, a=1,2,....,p—1.

A tételt nem bizonyitjuk.

A tételre épiils primszam ellendrzési algoritmus egy egyszertd, de nem teljesen
meghizhatd valtozatdnak a pszeudokddja:

2.6.2. algoritmus

Fermat féle alprimteszt

1 | Fermat _teszt (n,p)

2 | // Input paraméter: n € Z,n > 1

3 | // Output paraméter: p logikai érték

4 | // igaz — lehet prim
51// hamis — nem prim
6 | Modularis hatvanyozo (2,n — 1,n,¢)

T p=(c=1)

8 | RETURN (p)

Ha ez az algoritmus azt mondja, hogy a szam Osszetett, akkor az biztosan
nem lesz prim. Ha azt mondja, hogy lehet, hogy prim, akkor nagy eséllyel
valoban primet vizsgalt, ugyanis 10000-ig terjedSen a szamok kozott csak 22
olyan van, amely nem prim és a teszt esetlegesen primnek mindgsiti. Ilyenek
a 341,561, 645,1105, . ... Otven bites szamok esetén mar csak a szamok egy
milliomod része lehet ilyen, 100 biteseknél pedig ez az arédny 1:1013. Ezen
hibak egy része kisztirhetd azzal, hogy a 2 helyett mas alapot is bevesziink a
moduléris hatvanyozasba, példaul a 3-at, stb. Sajnos azonban vannak olyan
szamok, amelyek mindegyik alap esetén primnek maszkirozzak magukat en-
nél az algoritmusnal. Ezek az ugynevezett Carmichael szamok. A Carmichael
szamok relative nagyon kevesen vannak. (Valojaban végtelen sok ilyen szam
van. Ilyenek: 561,1105,1729,.... Az els6 egy milliard szam kozott csak 255
ilyen van.)
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3.28. példa. Dontsiik el, hogy a 11 és a 12 primek-e?

219 =?mod 11,10 = (1010), 211 =7mod 12,11 = (1011),
311 12=1 1-2=2 31 12=1 1-2=2
210 22 =4 210 22 =4
11| 42=16=5 |5-2=10 111(42=16=4[4-2=8
0/0]102=100=1 018 =64=4[4-2=38

210 = 1mod 11 211 = 8mod 12.

Tehat a 11 nagy eséllyel prim. Tehat a 12 nem prim.

Ezen el6késziiletek utan térjiink ra a fejezet céljara a nyilvanos kulcsu titkosi-
tasra A titkositas alapja az eredeti szoveg atalakitasa, kodolasa. A nyilvanos
kulcsok hasznélata azt jelenti, hogy minden résztvevének van egy nyilvanos,
mindenki szaméara hozzaférhets kulcsa (P, személyes, Private) és egy tit-
kos, més altal nem ismert kulcsa (S, titkos, Secret). Legyen M az iizenet.
Legyen a két résztvevé A és B. A kiildi B-nek az M iizenetet titkositva.
Az elkildott titkositott szoveg C' = Pg(M), B megkapja a C' lizenetet és a
titkos kulcsaval dekodolja M = Sp(C). A kulcsok egymaés inverzei, és ugy
vannak kialakitva, hogy a P kulcs révén konnyti legyen titkositani, de a kulcs
ismeretében nagyon nehezen lehessen - praktikusan lehetetlen legyen - az S
kulcsot meghatarozni. A digitalis alairas ilyenkor torténhet ugy, hogy a kiil-
dé a titkositott C' szoveg mellé akar nyiltan odairja a sajat () azonositojat
(alairasat), majd annak az R = S4(Q) titkositottjat. Ezutan B a @ alapjan
tudva, hogy kit nevez meg az alairas, annak privat kulcsaval dekédolja R-et.
Q*x = P4(R). Ha Qx = @, akkor nem tortént atviteli hiba, vagy hamisitas,
egyébként igen. Persze () az M-mel egyiitt is kodolhat6. Ez annak felel meg,
mintha az elsé esetben nyilt levelez6lapon lenne az alairasunk, a masodikban
pedig mintha boritékba tettiik volna.

Alabb kozoljitk az RSA (Rivest — Shamir - Adleman) nyilvanos kulcsu titko-
sitas algoritmuséat. Az algoritmus feltételez két nagy primszamot. (A gyakor-
latban legalabb 100-200 jegytekre van sziikség, hogy a titkositas praktikusan
feltorhetetlen legyen.) A P kulcs felépitése P = (e, n), ahol n a két prim szor-
zata, e pedig egy kis paratlan szam. Az S kulcs S = (d, n).
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2.6.3. algoritmus

RSA kulcsok meghatarozasa

RSA kulesok meghatarozasa (p, q, e, P, S)

// Input paraméterek: p, q, e

// Output paraméterek: P, S

IF  p vagy ¢ nem prim vagy e<J vagy e paros
THEN RETURN (,Nincs kulcs”)

ne—p-q

f=p-1)-(¢-1)

IF  Inko (e, f) #1
THEN RETURN (,Nincs kulcs”)

d <+ e 'mod f

RETURN (P = (e,n),S = (d,n))

O |0 | ||| W [N+~

—_
)

—_
—_

A szoveg titkositasa a C' = P (M) = M°modn alapjan torténik. Dekodolasa
pedigaz M = S (C) = C?mod n alapjan. A szdveg daraboldsanak bitméretét
az n szabja meg.

Az eljaras helyességét nem bizonyitjuk.

3.29. példa. Szampélda RSA algoritmusra (nem életszerd, mivel a primek
kicsik)

Legyen a titkos valasztés:

p=11,¢g=29,n=pq=1129=319,p=11,f = (p—1)-(¢ — 1) = 10-28 = 280

A kibgvitett euklideszi algoritmust alkalmazzuk.

f lel|lf/el| fmode|d* |z |y
2801 3 | 93 1 1 1 - 93
3 113 1 1 0 1
1 0] - 1 1 1 0
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Lathatéan Inko (f,e) = 1 és e multiplikativ inverze d = e™! = —93. Ez
utébbi helyett 280-at hozzaadva vessziik a 187-et. Ezek utan akkor

P = (3;319) kozolhets kules P (M) = M?>mod 319
S = (187;319) titkos kulcs S (C) = C**" mod 319

Legyen az tlizenetiink 100. Egy darabban titkosithato, mivel ez kisebb, mint
319. Titkositsuk, majd fejtsiik meg az iizenetet.

Titkositas: C' = 100% mod 319 310 = 115

11112 = 1 =1 1-100 = 100 = 100
0| 1|1002 = 10000= 111|111-100 = 11100= 254

Tehat a titkositott értek: C'= P (M) = 254

Megfejtés: M = 254187 mod 319 18719 = 10111011,.

711112 = 1 = 1 1-254 = 264 = 254
6 |0 | 2542 = 64516 = 78

511|782 = 6084 = 23 |23-254 = 5842 = 100
4111002 = 10000 = 111|111-254 = 28194 = 122
31111222 = 14884 = 210| 210-254 = 53340 = 67
2101|672 = 4489 = 23

1111232 = 529 = 210|210-254 = 53340 = 67
0|1 ]|672 = 4489 = 23 | 23.-254 = 5842 = 100

Tehat a megfejtés: M = S (C) = 100



4. fejezet

Elemi dinamikus halmazok

4.1. A tomb adatstruktara

Egy adastruktira szamtalan adatot tartalmazhat. Mondhatjuk, hogy egy
adathalmazt tarolunk egy struktirdban. Szamunkra a dinamikus halmazok
lesznek fontosak.

4.1. definicié. Dinamikus halmaz Az olyan halmazt, amely az 6t felhaszna-
16 algoritmus soran valtozik (béviil, sziikiil, moédosul) dinamikus halmaznak
nevezzik.

A dinamikus halmazok elemei tartalmazhatnak az informaciés adatmezsiken
feliil kulcsmezdt, és mutatokat (pointereket), amelyek a dinamikus halmaz
mas elemeire mutatnak. (pl: a kovetkezd elemre). Felsorolunk a dinamikus
halmazokon néhany altalanossdgban értelmezett miveletet. Konkrét esetek-
ben ezek koziil egyesek el is maradhatnak, vagy tovabbiak is megjelenhetnek.
Az S jeloli a szoban forg6 halmazt, k kulcsot ad meg és x mutatoé a halmaz
valamely elemére. Feltételezziik, hogy a kulcsok kozott értelmezett a kisebb,
nagyobb, egyenld relacio.

95
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Lekérdezs miveletek

KERES ( S, k, =) adott k kulcsu elem x mutatojat adja vissza,
vagy NIL, ha nincs.

MINIMUM ( S, =) A legkisebb kulcsi elem mutatojat adja vissza

MAXIMUM ( S, =) A legnagyobb kulcsi elem mutatojat adja
vissza

KOVETKEZO ( S, 7, y ) | az = elem kulcsa utéani kulcst elem mutatojét
adja vissza,NIL, ha z utan nincs elem

ELOZO ( S, z, y ) az z elem kulcsa el6tti kulcst elem mutatojat
adja vissza,NIL, ha z el6tt nincs elem

Modosité miiveletek

BESZUR ( S, z ) az S bévitése az z mutatoju elemmel
TOROL ( S, z ) az x mutatoju elemet eltavolitja S-bol

Az egyes miiveletek végrehajtasukat tekintve lehetnek statikusak (passzi-
vak), vagy dinamikusak (aktivak) aszerint, hogy a strukturat valtozatlannak
hagyjék-e vagy sem. A modosité miveletek alapvetGen dinamikusak, a le-
kérdezok altalaban statikusak, de nem ritkédn lehetnek szintén dinamikusak.
(A dinamikus lekérdezés olyan szempontbol érdekes és fontos, hogy ha egy
elemet a tobbitél gyakrabban keresnek, akkor azt a strukturaban a keresés
folyamén a megtalalasi utvonalon kozelebbi helyre helyezi at a mitivelet, ezzel
megroviditi a késébbi keresési id6t erre az elemre, vagyis a mivelet valtozést
eredményez a strukturaban.)

4.2. definicié. A sorozat adatstruktira

Sorozatnak nevezziik az objektumok (elemek) olyan tarolasi modjat (adat-
strukturajat), amikor az elemek a miveletek altal kijelolt linearis sorrendben
kovetik egymast. Tipikus miiveletek: keresés, beszurés, torlés.

A sorozat egyik lehetséges implementdcidja — gyakorlati megvaldsitasa, meg-
valositéasi eszkoze — a tomb. A témb azonos felépitést (tipusa) egymast fi-
zikailag kovetd memoriarekeszeket jelent. Egy rekeszben egy elemet, adat-
rekordot helyeziink el. Az egyes tombelemek helyét az indexiik hatarozza
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meg. Az elemek fontos része a kulcsmezd, melyet kules|A,| révén kérdezhe-
tiink le az A tomb z indext eleme esetén. Szémunkra lényegtelen lesz, de
a gyakorlat szempontjabol alapvetGen fontos része az adatrekordnak az in-
formécios (adat) mezskbdl allo rész. A tombot szokas vektornak is nevezni.
Ha a linearis elhelyezésen kiviil egyéb szempontokat is figyelembe vesziink,
akkor ezt az egyszerd szerkezetet el lehet bonyolitani. Ha példaul az ele-
mek azonositasara indexpart hasznalunk, akkor mdtrizrol vagy tdbldzatrol
beszéliink. Ilyen esetben az els6 index a sort, a mésodik az oszlopot adja
meg. (Itt tulajdonképpen olyan vektorrdl van sz, amelynek elemei maguk
is vektorok.)

A struktiaranak és igy az implementacionak is lehetnek attributumai — jel-
lemz&i, hozzakapcsolt tulajdonsagai. A tomb esetében ezeket az alabbi tab-
lazatban adjuk meg.

Attributum Leiras

fej[A] A tomb elss elemének indexe. NIL, ha a tombnek
nincs eleme.

vége[A] A témb utolso elemének indexe. NIL, ha a tombnek
nincs eleme.

hossz[A| A tombelemek szdma. Zérus, ha a tombnek nincs ele-
me.

tombmeéret|A] annak a memoriateriiletnek a nagysaga tombelem egy-

ségben mérve, ahové a tombot elhelyezhetjik. A tomb
ezen teriilet elején kezdddik.

Vizsgaljuk meg most a mitiveletek algoritmusait!

A keresési algoritmus. Az A tdmbben egy k kulcsu elem keresési algoritmusa
pszeudokdddal lejegyezve kovetkezik alabb. Az algoritmus NIL-t ad vissza,
ha a tomb {ires, vagy a tombben nincs benne a keresett kulcsu elem. A
tomb elejétdl indul a keresés. Ha a vizsgélt elem egyezik a keresett elemmel,
akkor azonnal viszatériink az indexével. (Realizacié szempontjabol agy is
elképzelhetjiik a dolgot, hogy a tomb elemeinek indexelése 1-gyel kezdddik
és a NIL eredményt a 0 indexszel jelezziik.) Ha nem egyezik, akkor az INC
fiiggvénnyel noveljiik eggyel az index értékét (ratériink a kovetkezs elemre)
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és ujra vizsgalunk. Addig noveljiik az indexet, mig az érvényes indextarto-
manybol ki nem 1épilink vagy meg nem talaljuk a keresett kulcstu elemet. A
legrosszabb eset az, ha az elem nincs benne a témbben, — ekkor ugyanis az
Osszes elemet meg kell vizsgalni — igy az algoritmus idGigénye: T'(n) = ©(n),
ahol n = hossz[A], a tombelemek szdma.

3.1.1. algoritmus

Keresés tombben

// T'(n)=0(n)

KERESES TOMBBEN (4, k, z )
// Input paraméter: A - a témb
// k — a keresett kulcs

// Output paraméter: z - a k kulcst elem pointere (indexe),
ha van ilyen elem, vagy NIL, ha nincs

=l w N =

// Lineérisan keresi a k kulcsot.

5

6|//

7 | z — fej|A]
8

9

IF  hossz[A| #0
THEN WHILEz < vége[A| és kules[A,] # & DO

10 INC(x)
11 IF > vége|A]
12 THEN 2z «— NIL

13| RETURN (z)

Az 1j elem beszirdsdnak algoritmusa az A témb adott z indext helyére szurja
be az 4j elemet. Az ott 1évét és a mogotte allokat egy hellyel hatrabb kell
tolni. Emiatt az id6igény T'(n) = ©(n).
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3.1.2. algoritmus

Beszuras tombbe

// T'(n)=0(n)

BESZURAS TOMBBE ( A, z, r, hibajelzés)

// Input paraméter: A — a tomb

// r — a tombelem indexe, amely elé torténik a besziras,
ha a tomb nem iires és az = index létez6 elemre mutat.
Ures t6mb esetén az = indexnek nincs szerepe, a
beszurando elem az elsé helyre keriil.

// r — a beszurando6 elem (rekord)

// Output paraméter: hibajelzés - a beszuras eredményességét jelzi

//

THEN IF fej|A] <z < vége|A|) és (tdmbméret|A| > hossz[A])

4
5
6
7 | IF hossz[A]| # 0
8
9

THENFOR i « vége[A]| DOWNTO z DO

10 Ay — A

11 A, —r

12 INC(hossz|A])

13 INC(végel|Al)

14 hibajelzés: < ,sikeres beszuras”

15 ELSE hibajelzés: < ,nem létezd elem,vagy
nincs az 4j elemnek hely”

16 ELSE fej|A]| «— vége|A| « hossz[A] — 1

17 Al —r

18| RETURN ( hibajelzés )

Ezzel az algoritmussal nem tudunk az utolsé elem utan beszirni. A prob-
lémét egy erre a célra megirt kiilon algoritmussal is megoldhatjuk. Legyen
ennek CSATOL TOMBHOZ a neve. Az olvaséra bizzuk pszeudokodjanak
megirasat. Irjunk pszeudokodot arra az esetre, amikor a besziras az adott
indext elem mogé torténik! Ennek is van egy szépséghibaja!
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Eqgy adott indexii elem torlésének algoritmusa az elem felszabaduld helyének
megfelelGen az elem mogott allokat feltomoriti, egy hellyel elére lépteti. Az
algoritmusban hasznalni fogjuk a DEC fiiggvényt, melynek hatésa az, hogy
csOkkenti eggyel az argumentuma értékét. Ennek révén a hossz és a vége att-
ributumokat korrigéljuk. Legrosszabb esetben az Gsszes megmaradt elemet
mozgatni kell, ezért az id6igény T'(n) = O(n).

3.1.3. algoritmus

Torlés tombbdl

// T'(n)=0(n)

TORLES _TOMBBOL ( A, z, hibajelzés )

// Input paraméter: A - a tomb

// z — a torlends tombelem indexe, ha a tomb nem iires
és az r index létez6 elemre mutat. A hatrébb &allo
elemeket egy hellyel elére 1éptetjiik. A tomb

megrovidiil.
4 | // Output paraméter: hibajelzés - a beszuras eredményességét jelzi
51//
6 | IF hossz|A] # 0
7 THEN IF fejlA| < z < végelA]
8 THEN FOR i < z TO vége|A|-1 DO
9 Ai — Aip
10 DEC(hossz[A])
11 DEC(vége|A])
12 hibajelzés: «—  sikeres torlés”
13 ELSE hibajelzés: «— ,nem létezs elem”
14 ELSE hibajelzés: «— iires tomb”

15| RETURN ( hibajelzés )

A linearis torlési id6t konstansra csokkenthetjiik, ha a tombelemek eredeti
sorrendjének megorzése nem fontos azaltal, hogy a torlésre itélt elem helyére
a tomb utols6 elemét helyezziik és a tombot leroviditjiik.
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Az eddigiek soran nem hasznaltuk ki, hogy a tombben a kulcsok rendezetten
(névekvs sorrend, vagy csokkend sorrend) kovetik egymést. Nem is hasznéal-
hattuk ki, hiszen ezt nem tételeztiik fel. Ez ismeretlen volt a szdmunkra.
Most azonban éliink azzal a feltételezéssel, hogy a témbelemek kulcsai no-
vekvs sorrendben vannak.

A keresés idGigénye, amely rendezettlen tombben lineéris volt, feljavithato
logaritmikusra az tgynevezett binaris keresés révén. A binéris keresés alap-
Otlete az, hogy a k kulcs keresésekor a kulcsosszehasonlitast a tomb kozépsé
elemének kulcsaval kezdjiik. Ha egyezést tapasztalunk, akkor az eljaras vé-
get ér. Ha a k kulcs értéke kisebb, mint a megvizsgalt elem kulcsa, akkor a
tomb kozépss elemének indexétdsl kisebb indext elemek kozott folytatjuk a
keresést. Ha a k kulcs értéke nagyobb, mint a megvizsgalt elem kulcsa, akkor
a tomb kozéps6 elemének indexétsl nagyobb indext elemek kozott folytat-
juk a keresést. A méret ezaltal felez6dott. A tovabbi keresés ugyanilyen elv
alapjan megy tovabb. Minden lépésben vagy megtalaljuk a keresett kulcsa
elemet, vagy fele méretd résztombben folytatjuk a keresést. Ha a résztémb
mérete (hossza) zérusra zsugorodik, akkor a keresett kulcs nincs a témbben.

Megadjuk a rekurziv algoritmust is és az iterativat is. MindkettGben a felezést
nyilt index-intervallumra végezzik, ami azt jelenti, hogy az index-intervallum
végek nem tartoznak a keresési index-intervallumhoz. Ez az 6tlet jo hatassal
van az algoritmus szerkezetére. Az iterativ esetben az algoritmus bemend
paraméterei természetes modon a tomb és a keresett kulcs, az algoritmus az
egész tombben keres. A rekurziv algoritmus bemend paraméterei a rekurzi-
vitas sajatossdgai révén szintén természetes modon a tomb, a keresési nyilt
index-intervallum két vége valamint a keresett kulcs. Tehat alaphelyzetben
ez az algoritmus csak a tomb egy Osszefliggé részében keres, nem a teljes
tombben. Ha a teljes tombben akarunk keresni, akkor az algoritmust a

BINARIS KERESES TOMBBEN ( A, fej[A] - 1, vége[A] + 1, k)

sorral kell aktivizalni. Itt feltételeztiik, hogy a tomb nem iires.
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3.1.4. algoritmus

Binaris keresés tombben (rekurziv valtozat)

// T (n) = 0O (logn)

BIN KER TOMB ( 4, 4,4, k, =)

// Input paraméter: A - a témb

// i a keresési nyilt intervallum kezddéindexe. A
keresésben ez az index még nem vesz részt.
4| // J a keresési nyilt intervallum végindexe. A keresésben
ez az index mar nem vesz részt.
// k — a keresett kulcs
// Output paraméter: z - a k kulcst elem indexe. INIL, ha a kulcs
nincs a tombben.
//
v — [F)
IF =2
10 THEN z «+— NIL
11 ELSE IF k = kules[A,]
12 THEN RETURN (z)
13 ELSE IF & > kules[A,]
14 THEN BIN_KER_TOMB (4, , j, k, 2 )
15 ELSE BIN KER TOMB (4, i, z, k, z )
16 T 2
17l RETURN (z)
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3.1.5. algoritmus

Binaris keresés tombben (iterativ valtozat)

// T (n) = © (logn)
BINARIS KERESES TOMBBEN ( 4, k, 7 )

// Input paraméter: A — a tomb

// k — a keresett kulcs

// Output paraméter: z - a k kulcst elem indexe.
NIL, ha a kulcs nincs a témbben.

51//
6 | IF  hossz[A|=0

7 THEN 2z «— NIL
8

9

=W N =

ELSE i « fejlA] -1,

J «— végelA] + 1,
10 v 5]
11 WHILE: < z DO
12 IF  kulcs[A,] =k
13 THEN RETURN (1)
14 IF k> kulcs[A,]
15 THEN ¢ «— z
16 ELSE j « 2
17 o 5]
18| RETURN ( z )

A masik két miivelet hatékonysagara a rendezettség nincs jotékony hatassal.
A beszirasnal a helycsinédlas tovabbra is linearis ideig fog tartani, és ez lesz
a helyzet a torlésnél is a tomorités idejével.

4.2. A lancolt lista (mutatés és tombo6s imple-
mentacio)

Egy masik lehetGség a sorozat implementéalasara a ldncolt lista.
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4.3. definicié. A ldncolt lista adatstruktira

A ldncolt lista (linked list) olyan dinamikus halmaz, melyben az objektumok,
elemek linearis sorrendben kovetik egymast. A lista minden eleme mutatot
tartalmaz a kovetkezs elemre. Miiveletei: keresés, beszurés, torlés.

A Tancolt listarol nem feltételezziik, hogy az egymaést kovets elemei a memori-
aban valamilyen szabélyszertiségnek megfelelGen kovetik egymast. Az elemek
lehetnek barhol, az egyes elemeket mutaton keresztiil érhetjiik el, nem az in-
dex révén.. Ha valamely elemet — példéul az els6t - megtalaltuk, akkor a
rakovetkez6t is megtaldljuk a benne 1évé mutatd alapjan. Az elem szama-
ra helyet foglalni elegendd csak a keletkezése pillanataban. Megsziinésekor
helyét felszabadithatjuk. Ennek feltétele, hogy elérhets legyen a dinamikus
memoria gazdélkodas. A lancolt listak a mutatok és a kulcsok alapjén osz-
talyozhatok az alabbi egymast ki nem zaré szempontok szerint.

Lancoltsag:  Egyszeresen lancolt, ha csak egy mutaté van minden
elemben (el6re lancolt). A listan az elejétsl végig lehet men-
ni a végéig.

Kétszeresen lancolt, ha van visszafelé mutaté6 mutato is.
Ekkor a lista végétdl is végig lehet menni a listan az elejéig.

Rendezettség: Rendezett a lista, ha a kulcsok valamilyen sorrend szerint
(novekvs, csokkend) kovetik egymast.
Nem rendezett a lista, ha a kulcsok sorrendjében nincs
rendezettség.

Ciklikussag:  Ciklikus a lista, ha listavégek elemeinek mutatoi nem jelzik
a véget, hanem a lista masik végelemére mutatnak.
Nem ciklikus, ha a listavégi elemek jelzik a lista véget.

Az L listanak, mint strukturanak az attributuma a fej|L], ami egy a lista els6
elemére mutaté mutato. Ha fej|L] = NIL, akkor a lista tires. A listaelemek
attributumai az alabbi tdblazatban kovetkeznek. A targyalasban kétszeresen
lancolt, nem rendezett, nem ciklikus listarol van sz6. A listaelemet az x
mutatod révén érhetjik el.
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Attributum | Leiras

kulcs|x] az elem kulcsa

el§[x| Az z mutato altal mutatott elemet megel6z6 elemre mutato
mutato. Ha el§[x| = NIL, akkor az z mutato altal mutatott
elem a lista eleje.

kov|x] Az z mutato altal mutatott elemet kovetd elemre mutato
mutato. Ha kov([x| = NIL, akkor az x mutaté altal muta-
tott elem a lista vége.

Tekintsiik 4t most a miiveletek pszeudokodjait. ElsGként a keresés. A ke-
resésnél a listafej informacié alapjan a lista kezdetét megtalaljuk és a kov
mutatok révén végig tudunk lépkedni a listaelemeken, mikozben vizsgaljuk a
kulcsok egyezdségét. A legrosszabb eset az, amikor az elem nincs a listaban.
[lyenkor minden elem vizsgalata sorrakeriil és ez adja a lineéris id6t.

3.2.1. algoritmus

Lancolt listdban keresés

// T(n)=0(n)
LISTABAN KERES ( L, k, 7 )

// Input paraméter: L — a lista

// k — a keresett kulcs

// Output paraméter: z - a kulcselem pointere.
NIL, ha a kulcs nincs a listaban.

=W N =

//

z «— fej|L]

WHILE 2 # NIL és kules|x| # k DO
z «— kov|x]

RETURN (z)

O |00 || O | Ot

A beszurast konstans idé alatt azaltal tudjuk elvégezni, hogy az 4j elemet
mindig a lista legelsé eleme elé szirjuk be. Ekkor mindegy, hogy hany elem
van a listaban, a beszurasi id6 ugyanannyi.
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3.2.2. algoritmus

Lancolt listaba beszuras (kezdGelemként)

/] T =6()
LISTABA BESZUR ( L, z)

// Input paraméter: L — a lista

DN | —

// z a besztirandé elemre mutaté mutato

// Az 4j elemet a lista elejére teszi
//
kov (x| < fej|L]
elg|x| — NIL
IF fej[L] # NIL
THEN elg|fej|L]| < z
fej|L] — =
100 RETURN

O |0 || O | O | W

Szintén megoldhat6 konstans id§ alatt a beszuras a lista tetszdleges eleme
elé, vagy mogé, amennyiben az elemre mutaté mutaté meg van adva. Ha
a mutato helyett az elem kulcsa van megadva, akkor lineéris ideji a beszi-
ras, mivel a besziras tényleges elvégzése el6tt az elemet meg kell keresni a
listaban.

Torlésnél az elem nem sztinik meg létezni, csak a listabol kilancolodik, a
listan lépkedve tobbé nem érhetd el. Elérhetd viszont més tton akkor, ha
valahol maradt valamilyen mutaté, amely rd mutat. A konstans idé abbol
adodik, hogy az algoritmus input adataként a torlends elem mutatojat adjuk
meg, igy az elemet nem kell keresni. Ha az inputban a térlendd elem kulcsa
szerepelne, akkor a kilancolas el6tt el6bb a kulcs alapjan az elemet meg
kellene keresni, ami miatt az id6 linearissa néne.
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3.2.3. algoritmus

Lancolt listabol torlés

// T(n)=0(1)
LISTABOL TOROL( L,z )

// Input paraméter: L — a lista

// z a torlendd elemre mutaté mutatod
//
IF  eld[x] £ NIL
THEN kov|els|x]| «— kov[x]
ELSE fej|L| — kov[x|
IF  kov[x] # NIL
THEN el6[kov|[x|| < el§[x]
ELSE kév|els[x]] — NIL
RETURN

O |0 | ||| W [N+~

—_
)

—_
—_

Némi kényelmetlenséget jelent a lista kezelésénél a listavégek allando vizs-
galata, valamint hogy a végeken az algoritmus lépései eltérnek a kodzépen
alkalmazott 1épésektsl. Ennek a feloldasa ugynevezett szentinel (Srszem,
strazsa) alkalmazéasaval megoldhato.

Legyen nil|L| egy mutato, amely az aldbbi szerkezetii elemre mutat:

elé kulcs kov

A lista végére mu- | Specialis, ,érvénytelen szerkeze- | a lista elejére mu-
tat td” tat

Ez az elem testesiti meg a nem létez6 NIL elemet. Ezzel az elemmel tu-
lajdonképpen egy ciklikus listat valositunk meg, melyben egy olyan kulcst
elem van, amelyrél azonnal eldonthetd, hogy a valoédi listdhoz nem tartozhat
hozza. Béarmilyen irdnyban haladunk a listan, mindig jelezni tudjuk a kulcs
vizsgalata révén, hogy a lista elejére, vagy a végére értiink. Ennek a listanak
a sajatossaga, hogy kov(nil[L]| a lista els6 elemére mutat, eld|nil|L|| pedig
az utolso elemére. A lista utolsé eleme esetében kov(x| = nil|L], az els6
eleme esetében pedig el6|x| = nil|L]. A fej|L| attributumra nincs sziikség!
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Ennek megfelelen az algoritmusaink az alabbi modon valtoznak, egyszert-
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sodnek.

3.2.4. algoritmus

Szentineles listaban keresés

// T'(n)=0(n)

1 | SZENTINELES LISTABAN KERES ( L, k, z)
2 | // Input paraméter: L — a lista
31// k — a keresett kulcs
4 | // Output paraméter: z - a kulcselem pointere.
nil|L], ha a kules nincs a listaban.
51//
6 | z —kov|nil|L]|
7 | WHILE z # nil[L| és kulcs|x| # k£ DO
8 z «— kov[x|
9 | RETURN (z)
3.2.5. algoritmus
Szentineles listdba besziiras
. Tm=e)
1 | SZENTINELES LISTABA BESZUR ( L, 7)
2 | // Input paraméter: L — a lista
31// z a beszurandé elemre mutaté mutato
4 | // Az 1j elemet a lista elejére teszi
51//
6 | kov[x| — kov|nil|[L]
7 | el§kov(nil|L||] « =
8 | k6v(nil|L]] « =
9 | el6[x| < nil|L]

10

RETURN




4.2. ALANCOLT LISTA (MUTATOS ES TOMBOS IMPLEMENTACIO)109

3.2.6. algoritmus

Szentineles listaboél torlés

/] T(n) =01
SZENTINELES LISTABOL TOROL ( L, z )

/// Input paraméter: L — a lista

// z a torlendd elemre mutatd mutato

//

kov|els|x]| — kov[x]

elgkov|x]| — eld[x]
RETURN

N | O | O =W N~

A rendezett lista rendezettségi tulajdonsagait sajnos nem tudjuk kihasznalni
algoritmus gyorsitasra. Ha a dinamikus memoria gazdalkodas nem elérhetd,
vagy nem kivanunk vele élni, vagy egyszertien nem vonzédunk a mutatok
hasznalatdhoz (bar ez utobbi nem turi passzi6 kérdése egy informatikai rend-
szer kifejlesztésekor), akkor a lancolt lista adatstruktiura realizalhato, imp-
lementalhato tombbel is. Ekkor minden tombelemet kiegészitiink ,mutato”
mezdkkel, amelyek valojaban tombelem indexeket fognak tarolni. A listafej
is egy kiilonallo, egész szamot tarold rekesz lesz, amely megmutatja, hogy a
tomb melyik eleme szamit a lista kezdS elemének. A miiveletek realizalasa-
nak pszeudokddjaban a beszirasnal most azt is figyelni kell, hogy van-e még
fel nem hasznélt rekesz a tombben, vagyis, hogy a rendelkezésre 4ll6 memo-
ria korlatos. Természetesen a valédi mutatok hasznalatakor is figyelni kell
a memoriat, hiszen minden 1j elem megjelenése Gj memoriaigényt tamaszt.
A t6mbos realizacidhoz javasolhaté a kovetkezd séma. Legyen a fej annak a
rekesznek a neve, melyben a lista els6 elemének a tombelem indexe talalhato.
A NIL mutatot szimbolizalja a zérus. A listaelemek tarolasara rendelkezésre
bocséatott tomb neve legyen A, elemeinek indexelése induljon 1-t6l és tartson
maxn-ig. Minden tombelem, mint rekord &lljon a kulcsmez&bdl, az informéa-
ci6s mezGkbdl, valamint a ,mutatd” mezdkbdl (el6z6 elemre és a kovetkezd
elemre mutatok). A zérus realizalja itt is a NIL mutatot.

4.4. példa. Alljon a listank a kovetkezs kulcsu elemekbsl: 423, 356, 764,
123, 987, 276, 839. Tombos realizacoval a kovetkezSképpen nézhet ki egy
ilyen lancolt lista egy tombben, amelynek mondjuk 10 eleme van. A re-
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kordokbdl (sorokbol) az informéciés mezdket kihagyjuk, mert a targyalas
szempontjabol lényegtelenek.

A
index | el¢ | kulcs | kov
1 6 764 7
2
3 0 423 6
4

Jeg | 3 5 087 |9
6 3 356
7 123 5
8
9 5 276 10
10 839 0

Ha most a fenti listaba be kellene szturni a 247-es kulcsot, akkor ez tobbféle
modon is megtehets. Be lehet szurni - ha semmilyen megkotés sincs — az 1j
elemet a lista elejére az els§ elem elé. Masik lehetGség, hogy megmondjék,
hogy példaul szurjuk be a 356-os kulcst elem mogé. Van ezeken kiviil még
sok lehet@ség. Nézziik az emlitett két esetet. Az 1j elemet egyelére helyezziik
el mondjuk a tomb 2-es indext helyén, ami jelenleg iires és a listdhoz nem
tartozik hozza. A lista elsd eleme az 1j elem lesz, tehat az 6 el6 mutatoja
zérus lesz, és a régi elsé elem elé mutatdja az Gj elemre fog mutatni, tehat
2-re valtozik. Meg kell még adni az 4j els6 elem kov mutatojat, amely a régi
elsé elemre mutat, tehét értéke 3 lesz, ami korabban a fej mutato volt. A fej
mutatonak pedig az 4j els6 elemre kell mutatni, tehat értéke 2 lesz. Lathato,
hogy a miivelethez a mutatokat illetGen négynek a megvaltoztatasara volt
sziikség. Ezek utan az 4j lista tombos megjelenése alabb lathaté a baloldali
tablazatban. A valtozasokat vastagitva és aldhuzva jelenitettilk meg. A
masik esetben az 1j elem elé mutatoja a 356-osra fog mutatni, amely a 6-
os helyen van, a k6v mutatoja pedig a 356-os kov mutatojat kapja, vagyis
l-et. A 356-os k6v mutatodja is és a 356 mogott kordbban &llo elem (a
764-es kulcst) el mutatoja is az 4j elemre mutat, tehat mindketts értéke
2. Vigyazni kell a mutatok megvéltoztatasanal. A 764-es eld mutatojat
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hamarabb kell megvaltoztatni, mint a 356-os kov mutatéjat, mert ellenkezd
esetben a 356-o0s kov mutatdja mar nem a 764-esre mutat. Itt is négy mutato
valtozott. Az eredmény az alabbi jobboldali tablazatban lathato.

A
index | el6 | kulcs | kov
1 6 764 7
2 247
3 2 423 6
fej | 2 1
5 7 987 9
6 3 356
7 123 5
8
9 5 276 10
10 839 0
A
index | el6 | kulcs | kov
1 2 764
2 6 247
3 0 423
fej | 3 1
5 7 987 9
6 3 356
7 123 5
8
9 5 276 10
10 839 0

4.5. példa. Az 1. példabeli listabol tordljiik a 356-os kulcsu elemet. A
kules alapjan el6szor az elemet meg kell keresni, hogy ismerjiik a helyét (a
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tombelem indexet). A fej-tol elindulva az elss elem a 3-as indext, az 6 kulcsa
423, ami nem jo6 nekiink. A 3-as kov mutatoja 6, és a 6-os indext kulcsa
356, amit kerestiink. Tehat a listabol a 6-os indextit kell torolni, ami a lista
lancabol torténd kilancolast jelenti, tehat maga az elem nem semmisiil meg.
A kilancolashoz megnézziik, hogy melyik a megel6z6 elem. Ez az el mutato
szerint a 3-as. Ezért a 3-as kov mutatojat lecseréljiik a 6-os kov mutatdjéra,
azaz l-re, és a 6-os kov mutatoja szerinti 1-es indext elem elé mutatojat
lecseréljiik a 6-os el6 mutatojara, azaz 3-ra. A torléshez tehat elegendd volt
két mutatot megvaltoztatni. Az eredmény az alabbi tabldzatban lathato:

A

index | el6 | kulcs | kov

1 3 764 7

2

3 0 423 1
fej | 3 1

5 987 9

6 3 356

7 123 5

8

9 276 10

10 839 0

4.3. A verem és az objektum lefoglalas /felszabaditas

4.6. definicié. A verem adatstruktira

A verem (stack) olyan dinamikus halmaz, amelyben el6re meghatéarozott az
az elem, melyet a TOROL eljarassal eltavolitunk. Ez az elem mindig az
id6ben a legutoljara a strukturaba elhelyezett elem lesz. Miiveletei: besztras
(push), torlés (pop).

Az ilyen torlési eljarast Utolsoként érkezett — Elséként tavozik (Last In —
First Out, LIFO) eljarasnak nevezziik.
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A verem jele S, attributuma a tet[S|, amely egy mutato, a legutobb betett
(beszurt) elemre mutat. Itt a tombos realizaciot mutatjuk be. A vermet egy
S tomb valositja meg. A kezdd tombindex az 1-es. Az {ires verem esetén
a tets|S] tartalma zérus. Beszurasnal a tetd[S| tartalma né eggyel, és az
elem a tet§[S| altal mutatott indext rekeszbe keriil. Torlésnél csak a tetd[S]
tartalma csokken eggyel elem nem semmisil meg. Figyelniink kell, hogy
lehetetlen esetben ne végezziik el a mtveletet. Nincs beszuras, ha betelt a
tomb, nincs torlés, ha iires a verem. Erdemes ezeket a vizsgalatokat kiilon
eljarasként megirni. Alabb kovetkeznek a megfelel6 pszeudokodok.

3.3.1. algoritmus

Verem megtelt-e

// T(n)=0(1)
// tombos realizacio

VEREM MEGTELT ( S)

2 | // Input paraméter: S — a vermet tarol6 tomb

3 | // Az algoritmus IGAZ-at ad vissza, ha a verem megtelt és HAMIS-
at, ha nem

41//

5 | IF tetd|S|=t6mbmeéret|S]

6 THEN RETURN ( IGAZ )

7 ELSE RETURN ( HAMIS )
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3.3.2. algoritmus
Verembe besziras ( push)
/] T(n) =61
// tombés realizécio
1 | VEREMBE ( S, x, hibajelzés )
2 | // Input paraméter: S — a vermet tarolo témb
3 | // x — a beszurandé elem
4 | // Output paraméter: hibajelzés - jelzi az eredményességet
51//
6 | IF VEREM_ MEGTELT (S)
7 THEN hibajelzés « ,tilcsordulas”
8 ELSE INC(tetd|S])
9 Stets[s] < ¢
10 hibajelzés « ,rendben”
11| RETURN (hibajelzés)
3.3.3. algoritmus
Verem lires-e
// Tn)=0(@1)
// témbos realizacio
URES_VEREM ()
// Input paraméter: S — a vermet tarolo témb
// Az algoritmus IGAZ-at ad vissza, ha a verem tires és HAMIS-at,
ha nem
£/
5 | IF tetd[S|=0
6 THEN RETURN ( IGAZ)
7 ELSE RETURN ( HAMIS )
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3.3.4. algoritmus

Verembdl torlés (pop)

// Tombos realizéacio
VEREMBOL (S, z, hibajelzés)

// Input paraméter: S — a vermet tarolo témb

// Output paraméter: x — a kivett elem

// hibajelzés - jelzi az eredményességet
//
IF URES_ VEREM(S)
THEN hibajelzés «— ,alulcsordulas”
ELSE 2z « Stet6[S]
DEC(tets][S])
hibajelzés < ,rendben”
RETURN ( z, hibajelzés)

O |0 | ||| W [N+~

—_
)

—
)

4.7. példa. Helyezziik el egy kezdetben iires verembe a megadott sorrend-
ben érkez6 342, 416, 112 kulcsu elemeket, majd iiritsiikk ki a veremet! A
verem maximalis mérete hat elem.

A verem feltoltése. Beszurasok (push)

tet6 O tet6 1 tetd 2 teté 3
1 1 342 1 342 1 342
2 2 2 416 2 416
3 3 3 3112
4 4 4 4

5 5 5 5

6 6 6 6
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A verem Kkitiritése. Torlések (pop)
tetd 2 tetd 1 tetd 0
1 342 1 342 1 342

2 416 2 416 2 416

3 112 3 112 3 112

4 4 4

5 5 5

6 6 6

A torléseknél lathatoan az elemek nem torlédtek fizikailag, csak mar nem
elérheték. Ujabb beszurasok esetén természetesen feliilirodnak az 4j elemmel
és akkor végképpen elvesznek.

A verem realizalhaté olyan egyszeresen lancolt, nemrendezett, nemciklikus
listaval is, ahol a beszturas mindig a lista els6 eleme elé torténik, és a torlés
mindig az els6 elemet torli.

Egy szép alkalmazasa a veremnek és a listanak egyiitt a memoriateriilet (ob-
jektum) lefoglalasa és felszabaditasa. Legyen m rekesziink az adatrekordok
tarolasara. Legyen n < m rekesz lefoglalva listas szerkezettel. Szabadon all
m - n rekesz tovabbi elemek szamara. Ezeket a szabad rekeszeket egy egy-
szeresen lancolt listaban tartjuk nyilvan. A szabad globdlis mutats mutat
az els§ szabad helyre. Mindig az els6 szabad helyet foglaljuk le, vagy a fel-
szabadult hely a szabadok kozé az els6 helyre keriil. Tehét a szabad rekeszek
egy vermet alkotnak. A felszabadult rekesz a verembe keriil, rekesz igénylés
esetén pedig a verembdl elégitjik ki az igényt. Két mitivelet jelentkezik, az
objektum lefoglalasa és az objektum felszabaditasa. Pszeudokodjaik:
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3.3.5. algoritmus

Objektum lefoglalas
/] T () =0
OBJEKTUMOT LEFOGLAL (x)
// Output paraméter: x a lefoglalt hely mutatoja
// © « szabad
IF szabad # NIL
THEN szabad < ko6v|x|
RETURN ( z )

DO | W N =

3.3.6. algoritmus

Objektum felszabaditas

// T(n)=0(1)
OBJEKTUMOT FELSZABADIT(z)

2 | // Input paraméter: z — mutatd, amely a felszabaditando elemre
mutat

3 | kov([x| < szabad

szabad «— z
5 | RETURN

4.8. példa. Legyen adott 6 rekesz — egy hatelemi témb - tarolasi célra. A
tomb kezdetben tires. Végezziik el a megadott sorrendben a felsorolt kul-
csokkal a mitveleteket. Ha a kulcs el6tt egy T bett all, akkor azt tordlni
kell, ha nem all semmi, akkor be kell sztirni. Az elemeket kétszeresen lancolt
listaban tartjuk nyilvan, a beszurés az egyszertiség kedvéért torténjen min-
dig a lista elejére és az objektum lefoglalas/felszabaditas vermes modszerét
alkalmazzuk. A kulcsok felsorolasa: 987, 654, 365, 247, T654, 123, 1247,
235.
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fej | 0 | Szabad | 1 fej | 1 | Szabad | 2 fej | 2 | Szabad | 3
els | kulcs | kov el6 | kulcs | kov elé | kulcs | kov
1 2 1 0 987 0 1 2 987 0
2 3 2 3 2 0 654 1
3 4 3 4 3 4
4 5 4 5 4 5
5 6 5 6 5 6
6 0 6 0 6 0
fej | 3 | Szabad | 4 fej | 4 | Szabad | 5 fej | 4 | Szabad | 2
els | kulcs | kov el6 | kulcs | kov el6 | kulcs | kov
1 2 987 0 1 2 987 0 1 3 987 0
2 3 654 1 2 3 654 1 2 3 654 5
3 0 365 2 3 4 365 2 3 4 365 1
4 5 4 0 247 3 4 0 247 3
5 6 5 6 5 6
6 0 6 0 6 0
fej | 2 | Szabad | 5 fej | 2 | Szabad | 4 fej | 4 | Szabad | 5
elé | kulcs | kov el6 | kulcs | kov el6 | kulcs | kov
1 3 987 0 1 3 987 0 1 3 987 0
2 0 123 4 2 0 123 3 2 4 123 3
3 4 365 1 3 2 365 1 3 2 365 1
4 2 247 3 4 2 247 5 4 0 235 2
5 6 5 6 5 6
6 0 6 0 6 0
4.4. A sor

4.9. definicid. A sor adatstruktira

A sor (queue) olyan dinamikus halmaz, amelyben elére meghatarozott az
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az elem, melyet a TOROL eljarassal eltavolitunk és az az elem is amelyet a
BESZUR eljarassal a halmazba betesziink. Térlésre mindig az elemek koziil a
legrégebben beszurt keriil. A beszurt elem lesz a legfrissebb elem. Miiveletek:
besziras, torlés.

Az ilyen torlést Elscként érkezik — Elssként tavozik (First In — First Out,
FIFO) eljarasnak nevezziik. Ha az elemeket linearisan egyméas mellé felsora-
koztatjuk az érkezésiik sorrendjében, akkor szemléletesen mondhatjuk, hogy
torlésre mindig az elsé helyen &llo6 elem keriil, a besziras pedig az utolsod
elemet kovets helyre torténik. A sornak, mint adatstruktaranak tobbféle re-
alizacioja lehetséges. Itt most a témbos realizacioval foglalkozunk. Legyen a
tomb neve @ és legyen a tombmeéret|Q]| attributum értéke n, azaz a témb
n elemi. Az elemek indexelése legyen 1,2,3,...,n. Témbos realizacié esetén
a tomb a méreténél legalabb eggyel kevesebb elemiti sort képes csak tarolni.
A sor attributumai:

Attributum | Leirés
fej| Q| A sor els6 elemének a tombelem indexe.
vége|Q] | A sor utols6 elemét kévets témbelem in-
dexe.
Az 1j elem ide érkezik majd, ha még van
hely.

A sor elemei a témbben a fej|Q], fej|Q]+1, fej|Q]+2.. .. ,vége|Q]-1 indexi he-
lyeket foglaljék el. Ebben az index felsorolasban az indexek ciklikusan kovetik
egymast, azaz az n index utan az 1 index kévetkezik, ha erre sziikség van. A
mitiveletek szempontjabol a torlés esetében nyilvanvalo, hogy tires sorbol nem
lehet elemet torolni. Az iires sor felismerhetd abbol, hogy fej|Q|=vége|Q)].
(Kezdetben fej|Q|=vége|Q]=1.). Ha iires sorbol vesziink ki elemet, az hi-
ba (alulcsordulas). A beszuras esetében nem szabad azt elvégezni, ha a sor
méar megtelt. Ez a jelenség felismerhets abbol, hogy fej[Q)] = vége|Q] + 1.
A beszuras tele sorba hibat eredményez (tilcsordulas). Neézziik a miiveletek
pszeudokddjait:
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3.4.1 algoritmus

Sorba beszuras

// Tn)=06(1)

// Tombos realizacio

SORBA (Q, z, hibajelzés)

//Input paraméter: @ — a témb

// z — a beszirandd elem

//Output paraméter: hibajelzés - jelzi az eredményességet

IF fej|Q|=vége|Q|+1

THEN hibajelzés<,tele sor”

RETURN (hibajelzés)

Q[vegelQ|| —=

O |0 | ||| W [N+

IF vége|Q] = tombmeéret|Q)]

10 THEN vége|Q| «— 1

11 ELSE INC(vége|Q|)

12 hibajelzés«,sikeres beszuras”
13| RETURN (hibajelzés)
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3.4.2 algoritmus
Sorbél eltavolitas
/] T(n) =01
// Tombos realizéacio
1 | SORBOL (Q, z, hibajelzés)
2 | //Input paraméter: @ — a tomb
3 | //Output paraméter: x — az eltdvolitott elem
4 1// hibajelzés — jelzi az eredményességet
5| /) TF fejlQ)—végelQ)
6 THEN hibajelzés« ,jires sor”
7 RETURN (hibajelzés)
8 | = — QlfeilQ)
9 | IF fej|Q| = tombmeéret|Q)
100  THEN fej|Q| — 1
11 ELSE INC(fej|Q])
12 Hibajelzés«,gsikeres eltavolitas”
13| RETURN (z, hibajelzés)

4.10. példa. Végezziik el az alabbi miiveleteket egy iires sorbol kiindulva.
A kovetkez§ felsorolasban egy kulcsérték annak beszirasat jelenti. A T betd
a sorbol eltavolitast szimbolizélja. A tomb 5 elemd. A felsorolas: 345, 231,
768, T, 893, T, 259, 478. Az eredmény alabb lathatd. Minden egyes lépésben
megmutatjuk a sor allapotat. Vastagitottuk a sorhoz hozzatartozo elemeket.
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kezdet 345 231 768 T 893 T 259 478
fej 1 1 1 2 3
vége 1 2 3 4 4 1
1 345 345 345 345 345 345 345 478
2 231 231 231 231 231 231 231
3 768 768 768 768 768 768
4 893 893 893 893
5 259 259

Sor realizalhaté lancolt listaval is. Torolni mindig a lista els6 elemét térol-
jiik, beszirni pedig mindig a lista utols6é eleme utan szurunk be. Elegendd
egyszeresen lancolt listaval dolgozni, viszont ilyenkor érdemes a lista végének
a mutatojat is kiilon tarolni. Ha kétszeresen lancolt listat hasznalunk, akkor
méar a ciklikus lista hasznélata a hatékonyabb és ekkor a listavég mutatot

nem kell kiilon tarolni.




5. fejezet

Keresés, rendezés egyszeri
struktaraban (tomb)

5.1. Keresés

5.1.1. Linearis keresés

A tomb adatstruktiraban a keresés miiveletét részint megtargyaltuk a 3.1.
fejezetben. Két esetet kiilonboztettiink meg, a rendezetlen és a rendezett
tomb esetét. Rendezetlen tombben egy adott £ kulcst elem megkereséséhez
nem &ll rendelkezésre semmilyen informécié azon kiviil, hogy az elemek line-
arisan kovetik egymast. Hiaba érhetdk el az elemek tetszéleges sorrendben,
minden elemet meg kell vizsgalni, hogy a kulcs megegyezik-e a keresett k
kulcesal, ugyanis azt sem tételeztiik f6l, hogy példaul a kulcsok szamok. A
kulcsok természete lehet olyan is, hogy mondjuk a rendezésiikrél sz6 nem
lehet. (Nevezziink meg ilyen kulcsokat!) Ez pedig azt jelenti, hogy a linearis
keresésnél jobb novekedési rendd id6bonyolultsaggal rendelkezé algoritmus
nem adhato. A keresés rendezetlen tombben linearis idejt, azaz a keresési al-
goritmus idébonyolultsaga T (n) = © (n). Ez egy aszimptotikus 7' (n) ~ c¢-n

L(n)

Osszefiiggést jelent (pontositva: lim = ¢), melyben ¢ egy pozitiv kons-
n—oo

tans. Nem mindegy azonban ennek a konstansnak a konkrét értéke. Azt
megtehetjiik, hogy a lineéris keresési algoritmust némiképpen modositva ezt
a konstanst lejjebb szoritjuk. Tekintsiik példaul a 3.1.1. keresés tombben
algoritmust. Legyen az algoritmus ¢ szammal szamozott soranak a végre-

123
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hajtasi ideje ¢;. Tételezziik fel a szamolési id6 szempontjabol a legrosszabb
esetet, hogy a keresett elem nincs a tombben. Ekkor a keresés ideje:

T(n):Cl+C2+03+C4+C5+06+C7+Cg+n'(Cg—|—010>—|—611—|—012
:C7+Cg+n'(Cg+010)+011+012

Nem tul sokat torzitunk a valésagon, ha feltételezziik, hogy az értékadas és
egy relaciovizsgalat valamint logikai mivelet (ES) koriilbeliil azonosan ¢ ideig
tart. Akkor Cr = Cg = C1g = C11 = C19 = E, Cg = 3¢ és igy

T(n)=c+c+n-(3c+c¢)+c+c=4en+4c

A T (n) = O (n)-nek megfelels aszimptotikus kifejezésben szerepls ckonstans
értéke 4c-nek vehetd. Modositsuk most gy a 3.1.1. algoritmust, hogy a
keresés kezdetén a keresett k kulcsot a tomb végéhez hozzafiiggesztjiik. Fel-
tessziik, hogy erre van elegendd hely. Ebben az esetben az elem biztosan
benne lesz a tombben. A Kkeresésbdl a tombelem indexének végvizsgalata
kihagyhato. A keresés mindig sikeres lesz, csak ha a visszakapott index na-
gyobb, mint az eredeti tomb utols6 elemének indexe, akkor valojaban az elem
nincs a tombben. Ime a megvéltoztatott algoritmus pszeudokodja:
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4.1.1.1. algoritmus
Moédositott keresés tombben
// T'(n)=0(n)
1 | KERESES TOMBBEN (A4,k, )
2 | // Input paraméter: A - a témb
31// k — a keresett kulcs
4 | // Output paraméter: z - a k kulcst elem pointere (indexe),
ha van ilyen elem vagy NIL, ha nincs
5 | // Linearisan keresi a k kulcsot.
61//
7 | z — fej|A]
8 | INC(vége[A])
9 kulcs[AVége[A]] — k
10| WHILE kulcs|A,| # k£ DO
11 INC(z)
12| DEC(vége|A])
13| IF > vége|A]
14 THEN z «— NIL
15| RETURN (z)

Most a legrosszabb eset ideje

T(”):01+CQ+03+C4+C5+06+C7+68+Cg+n~(010+611)+012+013+614
=cr+cg+cg+n-(cio+ cin)+ ¢z + g + cua

Itt azt feltételezhetjiik, hogy c; = cg = cg = c19 = ¢11 = €12 = €13 = 14 = €,
amibdl

T(n)=c+c+c+n-(C+¢)+e+e+e=20n+6¢
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Itt az aszimptotikus kifejezés konstansa 2¢, tehat ezzel a kis triikkel ha a
futési id6 jellegét (linearitasat) nem is, de a konkreét idejét kozel felére sikertilt
csOkkenteni a 3.1.1. algoritmus idejéhez képest.

5.1.2. Logaritmikus keresés

Rendezett tomb esetén lattuk a 3.1. fejezetben, hogy a linearis idénél jobbat
is el tudunk érni a binaris kereséssel (3.1.4. algoritmus), amely logaritmi-
kus id6t ad. A binéris keresés mellett vele konkurédlé érdekes algoritmus a
Fibonacci keresés algoritmusa. Feltételezziik, hogy a kulcsokat (és az adat-
rekordokat) tartalmazo tomb neve A, mérete n, és a tombelemek indexelése
egytdl indul. A rekordok a kulcsok névekvé sorrendje szerint kdvetik egymast,
a kulecsok pedig mind kiilonbozéek. Aldbb megadjuk szévegesen a Fibona-
cci keresés algoritmusat. A felirast azon feltétel mellett tessziik meg, hogy
n+1 legyen egyenls az Fy; Fibonacci szammal. (Az algoritmus modosithato
tetszdleges pozitiv egész n esetére is.)

A Fibonacci keresés algoritmusa:

Kezdeti beallitasok: ¢ «— Fy, p < Fyp_1, ¢ < Fj_o

2. | Osszehasonlitas: Ha k < kulcs|A;], akkor a 3. pont kovetkezik
Ha k > kulcs[A;], akkor a 4. pont kévetkezik
Ha k = kulcs|A;], akkor sikeres befejezés.

3.| Az i csokkentése: | Ha ¢ = 0, akkor sikertelen befejezés.

Ha g # 0, akkor 7 «+ 7 — ¢, L I 4 és
q pP—q

a 2.pont kovetkezik.

4. | Az i novelése: Ha p = 1, akkor sikertelen befejezés.
Hap#1,akkor i «<—i+q, p«—p—q, g+« q—p és
a 2. pont kovetkezik.

Az eddigi keresési algoritmusok csak a rendezettség tényét hasznaltak ki, 1é-
nyegtelen volt a kulcsok milyensége. Ha foltételezziik, hogy a kulcsok szamok,
akkor hasznalhatjuk az tgynevezett interpoldcios keresést. A modszer hall-
gatolagosan feltételezi, hogy a kulcsok novekedésiikben koriilbeliil egyenletes
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eloszlastak (majdnem szamtani sorozatot alkotnak). Az atlagos keresési idé:
T (n) = O (loglogn). Az elv azon alapszik, hogy a feltételezéseink mellett
a keresett k kulcs a sorban az értékének megfelel6 aranyossag szerinti tavol-
sdgra van a keresési intervallum balvégétsl. Azaz ha a balvég indexe b, a
jobbvégé j, a megfelel kulcsok & és k;, akkor a kovetkez6 vizsgalando elem

indexe b + U=Y-(k=ky)

Rk Ha a keresett kulcs megegyezik ezen elem kulcsaval,
akkor az algoritmus sikeresen befejezddik. Ha a k kulcs értéke kisebb, akkor
az intervallum jobbvégét, ha a k kulcs nagyobb, akkor a balvégét cseréljiik
le erre a kozbiilsé elemre és az 4j intervallummal folytatjuk a keresést. Az

algoritmust nem részletezziik.

5.1.3. Hasit6 tablak

A hasito tablak algoritmusai témbot hasznalnak a kulesok (rekordok) téarolé-
sara, de nem az eddig megszokott értelemben, vagyis a tombot altalaban nem
toltik fel teljesen és a rekordok nem feltétlentil hézagmentesen helyezkednek
el a tombben. Az algoritmusok a keresésre, modositasra, beszurasra és a tor-
lésre vannak kihegyezve, tehat ezek a miiveletek végezhetdk el a strukturan
hatékonyan. Példaul a legkisebb kulcs megkeresése a struktiraban mar nem
olyan hatékony, mint a fent nevezettek. Az alapvetd problémat az okozza, és
ez az oka ezen adatstruktira bevezetésének, hogy a kulcsok elméletileg lehet-
séges U halmaza - az ugynevezett kulcsuniverzum — szamottevGen bGvebb,
mint a konkrétan szébajohetd kulcsok halmaza, amelyet rdadésul még csak
nem is ismeriink pontosan. Egy példéaval vilagitjuk ezt meg. Legyen adott egy
cég, amelyrsl ismert, hogy legfeljebb 5000 alkalmazottja van. Minden alkal-
mazottrol bizonyos adatokat nyilvan kell tartani a kiilonb6z& adminisztréacios
feladatok elvégzéséhez. Ezen adatok egyike a TAJ-szam, amely kilencjegyt,
elGjel nélkiili egész szam. Ezt az adatot néztiik ki magunknak kulcs céljéa-
ra, mivel a TAJ-szdm egyértelmiien azonositja a személyt. Ha csak ennyit
tudunk a TAJ szdmrol — és most nem is akarunk annak mélyebb ismeretei-
ben elmélyedni, - akkor ez 10° lehetséges kulcsot jelent. Ennyi eleme van a
kulcsuniverzumnak. Ebbdl az irdatlan mennyiségt kulesbol nekiink viszont
csak koriilbeliill 5000 kell. Azaz a kulcsuniverzumnak csak egy viszonylag
sziik részhalmaza, (a teljes halmaz koriilbeliil 0,0005%-a). Azt viszont nem
tudjuk, hogy melyik részhalmaz. A kulcsokat majd a munkatarsak hozzak
magukkal. Raadasul a személyi mozgas, fluktuacié révén ezek a kulcsok
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valtozhatnak is. Teljességgel nyilvanvalo, hogy értelmetlen lenne az adat-
bézisunkban egy milliard rekord szdmaéara helyet biztositani. Elég, ha egy
kis rahagyassal mondjuk koriilbeliil 6000 rekordnak foglalunk le helyet (20%
koriili rahagyas). Ezen a helyen kell az 5000 rekordot tgy elhelyezni, hogy
a rekordok keresése, modositésa, beszurasa, torlése hatékony legyen. Azt a
tablazatot (t6mbot), ahol a rekordokat, vagy a rekordokra mutaté mutato-
kat (pointereket) elhelyezziik, hasité tdbldzatnak, hasito tablanak nevezziik
az angol hash table elnevezés utan. A hasito tabla elemeinek indexelése nul-
larél indul. A tabla elemeit résnek is szokas nevezni. Kiilén érdemes kihang-
stilyozni a modositas miiveletét, amely tulajdonképpen két részbdl all, egy
keresésbdl, majd a megtalalt rekord modositasabol. Ha ez a moédositas a re-
kord kulcsmezejét érinti, akkor a rekordot a tablabdl el6szor torolni kell, majd
a modositas elvégzése utan tjra be kell sztrni az 4j kulcsnak megfelelGen.

Kézvetlen cimzésd tabldzatrol beszéliink, ha a kulesuniverzum az U = {0, 1, ..., M —
1} szamok halmaza, ahol az M egy meérsékelt nagysagi szam. A tarola-

si célra hasznaland6 tabla (tomb) mérete legyen m, amit most véalasszunk

M = m-nek. Ekkor a kulcs egyuttal az index szerepét jatszhatja, azaz a
kulcsuniverzum minden kulcsa egyidejtileg tarolhaté. Ha valamely kulcsot

nem taroljuk, akkor a helye, a rés iires lesz. Az iires rést az jelenti, hogy a

rés tartalma NIL. (Pointeres valtozat.) A keresés, beszuras, torlés algorit-
musai ekkor rém egyszertek, pszeudokodjaik kovetkeznek alabb. Mindegyik
miivelet idGigénye konstans, 7' (n) = O (1). A tomb neve T, utalasképpen a
tablazatra.
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4.1.3.1. algoritmus

Kozvetlen cimzési keresés hasitdé tablaban

// T(n)=06(1)

1 | KOZVETLEN CIMZESU KERESES ( T, k, z )
2 | // Input paraméterek: 7 — a tomb zérus kezdSindexszel
31// k — a keresett kulcs
4 | // Output paraméterek: = — a keresett elem indexe,
NIL, ha nincs

51//
6 | x T}

RETURN ( z )

4.1.3.2. algoritmus

Ko6zvetlen cimzési beszuiras hasité tablaba

// T(n)=0(1)
1 | KOZVETLEN CIMZESU BESZURAS ( T, z)
2 | // Input paraméterek: 7 — a tomb zérus kezdSindexszel
31// r — mutato a beszurandé elemre
i)
5 | Tiules[r] —
6 | RETURN

129

Az ismertetett eset nagyon szerencsés és nagyon ritka. Altalaban M értéke

lényegesen nagyobb, mint a ténylegesen tarolhaté kulcsok m szama. A me-
moriaigény leszorithatdo ©(m)-re ugy, hog az atlagos idgigény O (1) maradjon
a ldncolt hasito tabla alkalmazasaval. Ebben a tdbldban minden elem egy lis-
tafej mutatdja, amely kezdetben az tires tablazat esetén mindeniitt NIL.

Most nem tételezziik fel, hogy az U kulcsuniverzum a 0,1, . ..

,m — 1 szamok

halmaza lenne, de feltételezziik, hogy ismeriink egy tgynevezett hasito fiigg-
vényt, amely az U kulcsuniverzum elemeit képezi bele ebbe a 0, 1, dots, m — 1

szamhalmazba, az indexek halmazaba: h : U — {0,1,..

.,m—1}. Ez a
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fiiggvény egyaltalan nem lesz injektiv, azaz nem fog feltétleniil kiillonbo6zé
kulcsokhoz kiilonb6z6 szamértéket rendelni, hiszen az U elemszédma sokkal
tobb, mint a 0, 1, dots,m — 1 indexhalmazé. (Ezt a viszonyt az M >> m
jeloléssel szoktuk jelezni.) A célunk a hasito fliggvénnyel az, hogy a k kulcst
rekord a tabla h(k) indexd résébdl inditott lancolt listdba kertiljon. Ezzel a
stratégiaval oldjuk fel az igynevezett dtkozési problémdt, ami akkor 1ép fel, ha
két kiilonb6z6 kules ugyanarra az indexre (résre) képezddik le. (Az titkozés-
nek nem kicsi az esélye. Ha egy tizemeletes héz f6ldszintjén négyen belépnek
a liftbe és mindenki a tobbitdl fiiggetleniil vilaszt maganak egy emeletet a
tiz koziil, akkor 10 - 10 - 10 - 10 = 10000-féleképpen valaszthatnak. Ebbdl a
10000-bél csak 10 -9 - 8 - 7 = 5040 olyan van, amikor mindenki a tobbitsl
eltéré emeletet valasztott. Ha tovabba minden ilyen valasztast azonos esé-
lytinek tekintiink, akkor annak esélye, hogy legalabb két ember ugyanazt az
emeletet valasztotta eszerint % = 0,496. Tehat majdnem 50% eséllyel
lesznek olyanok, akik ugyanarra az emeletre mennek. A hires von Mises féle
sziiletésnap probléma esetén elegendd legalabb 23 embernek 6sszejonni, hogy
legalabb 50% eséllyel legyen koztiik legalabb ketts olyan, akik azonos napon
tinneplik a sziiletésnapjukat.) Egy elemnek a listaban torténd elhelyezése tor-
ténhet a lista elejére torténs beszirassal, vagy készithetiink rendezett listat
is, ha a kulcsok rendezhetdk. Az egyes miiveletek pszeudokddjai alabb kovet-
keznek. Az egyes miiveletek idejeivel kapcsolatban bevezetiink egy fogalmat,
az ugynevezett telitettségi ardnyt, vagy telitettségi egyuthatot.

5.1. definicié. A telitettségi ardny
Az a = I* szamot a hasit6 tébla telitettségi aranyanak nevezziik, ahol m a
tabla réseinek a szama, n pedig a tabldba beszurt kulcsok szama.

A telitettségi ardny lancolt hasito tabla esetén nemnegativ szam, amely lehet
1-nél nagyobb is. Szokasos elnevezése még a kitéltési ardny is.
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4.1.3.4. algoritmus

Lancolt hasit6 keresés

/] T(n)=6(+a)
1 | LANCOLT HASITO KERESES ( T, k, =)
2 | // Input paraméterck: T — a tomb zérus kezddindexszel
3 // k a keresett kulcs
4 | // Output paraméterek: z - a k kulest rekord mutatdja,
NIL ha a rekord nincs a strukturaban

5 A k kulcst elem keresése a Ty, listaban, melynek mutatdja z lesz.
6 | RETURN (z)

4.1.3.5. algoritmus

Lancolt hasité besziras

] T(n)=6(+a)
1 | LANCOLT HASITO BESZURAS (T, )
2 | // Input paraméterek: T — a tomb zérus kezdsindexszel
3 1// r — mutatoé a beszirando elemre
4
5 Besziras a Tj(kules[z]) lista elejére
6 | RETURN

4.1.3.6. algoritmus

Lancolt hasit6 torlés

// T(n)=6(+a)

LANCOLT HASITO TORLES ( T, z)

// Input paraméterek: T — a tomb zérus kezddindexszel

// r — mutaté a torlendd elemre

//

r torlése a Thkulesfz)) listabol

DO | W N =

RETURN
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Vezessiink most be két jelolést. A megvizsgalt kulcsok atlagos szamat jelolje
C, a sikeres keresés esetén és C, a sikertelen keresések esetén.

5.2. tétel. A lancolt hasité tabla idGigénye
Ha o a kitoltési ardny, akkor a ldncolt hasito tdablaban

C,=0(1+a)

C=0(1+a).

A lancolt hasito tédbla mérete nem korlatozza a strukturaban elhelyezett re-
kordok szaméat. Természetesen ha a rekordok szédma igen nagy, akkor az
egyes résekhez tartozo listak mérete is igen nagy lehet. Nem ritkan azonban
ismeretes egy felsG korlat a rekordok szaméra és azok (vagy a kulcsaik, vagy
a mutato a rekordra) elhelyezhet6k magaban a tablazatban. Minden tabla-
beli elem (rés) legalabb két mezébdl fog allni az alabbi targyalasmodban, egy
kulcsmezsbdl és egy mutatobol, amely a kovetkezs elemre mutat. Minden
réshez tartozik egy foglaltségi bit, amely szerint a rés lehet szabad, vagy lehet
foglalt. Kozoljiik két algoritmus pszeudokddjat. Az els§ a megadott kulcstu
elemet keresi a tablaban. Ha megtaldlta, akkor visszaadja az elem indexét,
ha nem talalta meg, akkor NIL-t ad vissza. A masodik a megadott kulcstu
elemet beszurja a tablaba, ha az elem nincs a tdblaban és van még ott {ires
hely. Ha az elem benne lenne a tablaban, akkor az algoritmus visszatér. Az
algoritmus jellegzetessége, hogy a kiilonbozé résekhez tartozo listak egyméas-
ba nének. Az tires helyek adminisztralasa céljabol bevezetiink egy r valtozot,
amely mindig azt fogja mutatni, hogy az r és a magasabb indexi helyeken
a tablaclemek mar foglaltak. Az r a tabla attributuma lesz. Ures tablara
r = m, minden rés szabad és a kov mutatok mindegyike NIL.
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4.1.3.7. algoritmus

Osszenovd listas hasito keresés

/] T(n)=6(1+a)
1 | OSSZENOVO LISTAS HASITO KERESES (T, k, z)
2 | // Input paraméterck: T — a tomb zérus kezddindexszel
3 // k - a keresett kulcs
4 | // Output paraméterek: x - a k kulcsi rekord mutatoja,

NIL ha a rekord nincs a strukturaban

1/
5 |1« h(k)
6 IF T, foglalt
7 THEN REPEAT
8 IF k= kulcs[T}]
9 THEN =z 1
10 RETURN (z)
11 IF  kules|T}] # NIL
12 THEN i — kov[T}]
13 UNTIL kév[T}] = NIL
14 | z «— NIL
15 | RETURN(x)
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4.1.3.8. algoritmus
Osszen6vs listas hasité beszuras
/] T(n) =6 (1+a)
1 | OSSZENOVO LISTAS HASITO BESZURAS( T, k, hibajelzés )
2 | // Input paraméterek: T — a tomb zérus kezdGindexszel
3 // k - a beszurando kulcs
4 // Output paraméterek: hibajelzés — a miivelet eredményességét jelzi
5 | i« h(k)
6 IF T, szabad
7 THEN  kulcs[T;] < k
8 kov(T;] — NIL
9 hibajelzés «—,Sikeres beszuras”
10 RETURN ( hibajelzés )
11 ELSE REPEAT
12 IF k= kulcs[T}]
13 THEN hibajelzés<,Sikeres beszuras”
14 RETURN ( hibajelzés )
15 IF  kulcs[T;] # NIL
16 THEN i «— k6v|[T;]
17 UNTIL kov[T;] = NIL
18 | // Nincs a tablaban, be kell szirni
19 |[IF R<O0
20 THEN  hibajelzés <+, Betelt a tabla”
21 RETURN ( hibajelzés )
22 | REPEAT
23 DEC (r)
24 IF T, szabad
25 THEN  kulcs[T,] — k
26 kov(T,] «— NIL
27 kov[T;] «— r
28 hibajelzés — ,Sikeres beszuras”
29 RETURN ( hibajelzés )
30 | UNTIL r <0
31 | hibajelzés <+ ,Betelt a tabla”
32 | RETURN ( hibajelzés )
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A torlés miveletét itt nem targyaljuk, hanem kiilon diszkusszié targyava
tessziik a feladatok kozott. A keresés és beszuras miveletének atlagos idejére
érvényesek az alabbi kozelits formulédk:

1, . 1
Cn%1+8—a(62 —1—20&)4‘10[.

/

C zl+}1(62°‘—1—2a).

n

Eddig nem szoltunk a hasito fiiggvényrsl kozelebbit. Egy jo hasito fiiggvény
kielégiti az egyszerd egyenletességi feltételt, ami azt jelenti, hogy minden kulcs
egyforma eséllyel képz6dik le az m rés barmelyikére, amely az {itkozések el-
leni harcban fontos. Ezen feliil lényeges, hogy a fiiggvény értéke nagyon
gyorsan szamithato legyen. Az igazan nem komoly probléma, hogy a kul-
csok sokfélék lehetnek, hiszen altaldban konnyen konvertalhatok szamérték-
ké. Példaul ha a kulcs szoveges, akkor tekinthetjiik a széveg egyes bettinek
az ASCII koédjat és minden ilyen szamértéket egy magasabb alapi szamrend-
szer szamjegyeinek vessziik. Ha a szoveg csak (latin) nagybetiket tartalmaz,
akkor minden bet(thtz hozzarendelhetjiik az dbécében elfoglalt helyének az
eggyel csokkentett sorszamat. A -0, B-1, C-2, D -3, E -4, ..., Z -
25. Ekkor a ,,ZABA” szoveghez hozzarendelhetd szam 26-os szadmrendszer-
ben 25-26% 4+ 0-26% 4+ 1-26 + 0 = 439426. Két nagy modszer osztéalyt szokas
kiemelni a hasito fiiggvények kivéilasztasakor, az oszté6 modszeri és a szorzod
modszert fiiggvényeket.

Az oszt6 modszer esetében a h(k) = kmodm formulaval dolgozunk. Nem
art azonban némi 6vatossag az m kivalasztasanal. Ha m paros, akkor h(k)
paritasa is olyan lesz, mint a k kulcsé, ami nem szerencsés. Ha m a 2-nek
hatvénya, akkor h(k) a k kulcs utolsé bitjeit adja. Altaldban primszamot
célszeri valasztani. Knuth javaslata alapjan keriilend6 az az m, amely osztja
az rp £ a szamot, ahol k és a kicsi szamok, r pedig a karakterkészlet elemeinek
a szama. Példaul ha r = 256 és a kulcsok az ASCII tablazatbeli karakterek
lehetnek és az m = 216+1 = 65537 Fermat-féle primszamot valasztjuk, akkor
mondjuk haromkarakteres kulcsok esetén a C;CyC5 kulesot tekinthetjiik egy
256-0s szamrendszerbeli haromjegyt szamnak is. Ha most itt m-mel osztunk,
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m = 2562 + 1, akkor az osztas eredménye (CyCs — C)as6 lesz, ami azt jelenti,
hogy az eredmény tgy adodik, hogy a szam els§ jegyét levonjuk a hatso
két jegy altal alkotott szambol. Ezaltal eqymdshoz kozeli kulcsok egymdshoz
kézelre képzSdnek le.

A szorzéasos modszer esetében a h(k) = |m - (kAmod1)| formulat hasznal-
juk, ahol A egy alkalmas moédon megvalasztott konstans, 0 < A < 1. Igen jo
tulajdonsagokkal rendelkezik az

A= =

—1
\/52 ~ 0,618033988...
szamérték, amelyet a Fibonacci szamokkal kapcsolatban mar megismerhet-
tlink.

Nyilt cimzések

A nyilt cimzést hasité tablakban nincsenek tablazaton kiviil tarolt elemek,
listdk. A tablaelemeket (a rekordokat) a 0,1,...,m — 1 indexekkel indexel-
jiuk. Az iitkozések feloldésara azt a modszert hasznaljuk, hogy beszuraskor
amennyiben egy rés foglalt, akkor valamilyen szisztéma szerint tovabb lépiink
a tobbi résre, mig lireset nem talalunk és oda torténik a besziras. Keresésnél
szintén ha a szamitott résben nem a keresett kulcs van, akkor a beszurasi
szisztéma szerint keressiik tovabb. Formaélisan ezt azaltal érjiik el, hogy a
hasito fliggvénytlinket, amely eddig csak a kulcstol fiiggétt, most kétvaltozos-
ra terjesztjilkk ki, a masodik valtozoja a probalkozasunk sorszama lesz. Ez
aszam a 0,1,2,...,m — 1 szdmok valamelyike lehet. Azaz a fliggvényiink:
h:Ux(0,1,...,m—1) — (0,1,...,m — 1) és egy rogzitett k kulcs esetén a
h(k,0),h(k,1),...,h(k,m—1) egy tugynevezett kiprobdldsi sorozatot pro-
dukal. Ezek az indexek a 0,1,...,m — 1 indexhalmaznak egy permutaciojat
kell, hogy adjak. Ezzel biztositjuk, hogy ha van még hely a tdblaban, akkor a
beszirast minden esetben meg lehessen csindlni. Tekintsiik ezutan a keresés,
besziras és torlés pszeudokodjait a nyilt cimzést hasitétabla esetén
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4.1.3.4. algoritmus

Nyilt cimzési hasité keresés

// T(n)=0(1+a)

NYILT CIMZESU HASITO KERESES ( T, k, =)

// Input paraméterek: T — a tomb zérus kezddindexszel

// k - a keresendd kulcs

// Output paraméterek: = —a k kulest rekord mutatoja, NIL, ha nincs

//

1+ 0

REPEAT

J — h(k,i)

O |0 | ||| W [N+~

IF  kulcs[T;] = k és foglaltsag/T;[=Foglalt

—_
)

THENz « j

—_
—_

RETURN (z)

—_
[\

INC (i)

—_
w

UNTIL 7; = NIL vagy ¢ = m

—_
s

z «— NIL

—_
(@3

RETURN (z)
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4.1.3.5. algoritmus
Nyilt cimzésit hasité besztras
/] T(n)=0(1+a)
1 | NYILT CIMZESU HASITO BESZURAS ( T, k, hibajelzés )
2 [)
3 | // Input paraméterek: T — a tomb zérus kezdGindexszel
4 | // k - a besziurando kulcs
) // Output paraméterek: hibajelzés — a miivelet eredményességét jelzi
6 |//
7 |i+0
8 | REPEAT
9 J «— h(k,7)
10 IF  foglaltsag/T;/=szabad vagy foglaltsag/I;/=torolt
11 THEN kulcs/T}; [« k
12 hibajelzés <+ |, Sikeres beszuras”
13 RETURN ( hibajelzés )
14 ELSE INC (i)
15 | UNTIL i =m
16 | Hibajelzés« ,tabla betelt”
17 | RETURN (hibajelzés)
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4.1.3.6. algoritmus

Nyilt cimzési hasité torlés

// T(n)=0(1+a)

NYILT CIMZESU HASITO TORLES (T, k)

// Input paraméterek: T — a tomb zérus kezdgindexszel

// k - a torlendd kules

NYILT CIMZESU HASITO KERESES (T, k, )

IF  2#NIL

THEN foglaltsdg[T;] «— torolt

D[N | O =W N~

RETURN

Térlésnél nem megfelels a NIL beiras, helyette a rés foglaltsagat TOROLT-re
kell allitani, mivel a NIL a kés6bbi kereséseket megzavarhatja. A kiprobalési
sorozat végét jelzi ott, ahol annak val6jaban még nincs vége. Ennek az
a kovetkezménye, hogy sok beszuras és torlés utan méar szinte minden rés
vagy foglalt, vagy torolt lesz, ami a keresés sebességét lerontja. Ilyenkor a
teljes tablat a benne 1év6 kulesokkal tjra hasitjuk. A masik lehet&ség, hogy a
lancolt listas megoldast valasztjuk, ahol a torlések nem okoznak gondot. Most
harom gyakran alkalmazott modszer tipust emlitiink meg a nyilt cimzést
hasitasra.

Linearis kiprébalas

Ez a modszer a

h(k,1) = ((ho (k)) 4+ i) modm

hasito fliggvényt hasznalja, ahol az ¢ = 0,1,2,...,m — 1 lehet. A formula
alapjan lathato, hogy egy hq alap hasité fliggvénybdl indul ki és a kiprobalési
sorozat a 0,1,2,...,m — 1 szamokkal modositja a kiprobalési indexet, amely
nem fiigg a k kulestol, tehat minden kulesra azonos. (A kiprobalasi sorozat
csak a résen keresztiil fiigg a kulcstol, az azonos résre képez&dé kulcsok esetén
azonos.) A hatas pedig az, hogy ha a vizsgalt rés nem megfelels, akkor
tovabb lépiink a magasabb indexek felé. A tovabblépés ciklikus, azaz a tabla
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végére érve a masik végén folytatjuk a kiprobalast. A modszernek van egy
kellemetlen mellékhatasa, az elsddleges klaszterezés. Klaszternek nevezzik
a kiprobaléasi sorozat mentén az egymast kévetd kitoltott rések Osszességét.
Ezen halmaz elemeinek a szama a klaszter mérete. Nem szerencsés, ha a
klaszerek mérete nagy, mert ez lelassitja a hasit6 tabla miiveleteit. Egy
példa:

X | X X X X | X
0|12 |3[4(5|6|7|8[9]10]11 12|13 |14

A hasité tabla X-szel jelolt elemei a foglaltak. A maximalis klaszterméret 3,
de van két egyelemit és egy kételemi klaszter is. Ha egy 1j kulcs a 0 indext
helyre keriilne, akkor a negyedik megvizsgalt rés lenne csak megfelel a ta-
rolasra. Tegyliik fel azonban, hogy egy 1j elem a 14-es résbe keriil, majd a
kovetkezs a 12-esbe. Ez utobbinak méar egy 6 elemii klaszteren kell végigmen-
nie, hogy megfelels helyet taldljon maganak. A klaszterek 6sszeolvadnak!

Négyzetes kiprobalas

A hasito fiiggvény a négyzetes kiprobalas esetén
h(k,i) = (ho(k) + c1 -1+ cp-1*) modm

alaktu. Az i értékei itt isa 0,1,2,...,m —1. A c értékeket tgy kell megvélasz-
tani, hogy a kiprobalési sorozat kiadja az Osszes rést. A kiprobélasi sorozat
itt is csak a réstdl fiigg, holott az 1, 2, ..., m—1 szdmnak (m—1)! permutécioja
van. A klaszterezés jelensége itt is fellép, de nem olyan sulyos, mint a linea-
ris esetben. Itt mdsodlagos klaszterezésrdl beszéliink, mivel a klaszter elemei
nem egymés mellett, hanem a kiprobalasi sorozat mentén helyezkednek el.
Egy lehetSség példaul egy négyzetes kiprobalasra, ha a c¢; -7+ ¢y - i2 korrekcio
ugy alakul, hogy az ¢ = 0,1, 2, ... értékekre a zérus, majd egy, azutan harom
stb. értéket vesz fel, szabalyat tekintve minden 7 értéknél az addigi ¢ értékek
Osszege lesz. Természetesen ez az eset nem minden tablaméret (m) esetén
megfelel6. Ha azonban a tdblaméret 2-nek hatvanya, akkor valoéban kiadja
az 0sszes rést.
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Dupla hasitas

A dupla hasitas a
h(k,i) = (ho(k) + i - hi(k)) modm

hasito fiiggvényt hasznalja. Lathatéan minden réshez altaldban m kiilonb6z6
sorozatot ad, azaz a kiprobalasi sorozatok szadma m?, ami arra ad reményt,
hogy a modszer az el6z6ekhez képest jobb tulajdonsagokkal bir. Minden-
esetre a h; megvalasztasakor arra kell tigyelni, hogy az mindig m-hez relativ
primet szolgaltasson. Ellenkez§ esetben a kiprobalési sorozat csak a tabla
elemeinek a d-edrészét adna, ahol d az m és a szolgdltatott hy érték leg-
nagyobb ko6zos osztéja. Ha m 2-hatvanya és h; paratlan értékeket ad, az
megfelel a feltételeknek. Ugyancsak megfeleld, ha m primszam és hy mindig
kisebb, mint m, de pozitiv. Legyen m prim és legyen

ho(k) = kmodm

hi(k) =14 (kmod (m — 1))

Vélasszuk az m = 701-et. A kulcsok legyenek négyjegyt szamok. Az 1000-es
kulesra ho(1000) = 1000 mod 701 = 299, h;(1000) = 1000 mod 700 = 301 és
h(k,i) = (299 + ¢ - 301) mod 701, s = 0,1,2,...,700. A kiprobalasi sorozat:
299, 600, 200, 501, 101, .... A 9999-es kulcsra 7(9999) = 9999 mod 701 =
185, h1(9999) = 1+ (9999 mod 700) = 199 és h(k,i) = (185+1i-199) mod 701,
i=0,1,2,...,699. A kiprobalasi sorozat: 185, 384, 583, 81, 280, ....

5.3. tétel. A nyilt cimzést hasito tabla idGigénye
Ha « a kitoltést ardny, akkor a nyilt cimzéstd hasito tablaban

1
C, <
T 1-«
és ] ]
C' ~=-In
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5.1.4. Minimum és maximum keresése

Legyen most n kulcs elhelyezve egy tombben, a kulcsok legyenek egy rende-
zett halmaz elemei (barmelyik kettd legyen Gsszehasonlithato). Feladatunk a
legkisebb és a legnagyobb kulcs megkeresése. A legkisebb kulcs megkeresése
lineéris idejd és n — 1 Gsszehasonlitast igényel.

4.1.4.1. algoritmus

Minimumkeresés tombben

// T (n) = O (n)

MINIMUMKERESES(A, min)
// Input paraméter: A — a tomb

// Output paraméter: min - a minimum értéke
//
min «— A;
FOR i+ 2 TO hossz|A| DO
IF min > A;
THEN min + A;
RETURN (min)

O |0 | ||| W[N| -

A legnagyobb elemet mar n — 2 Osszehasonlitassal is megtalaljuk ezt kove-
téen. Osszesen ez 2n — 3 Gsszehasonlitast jelent. A két kulcs meghatarozasi
ideje linearis és az aszimptotika konstansa 2. Ezen a konstanson tudunk
némiképpen javitani az alabbi médszer alkalmazasaval.

Legyen az elemek szama péros. ElGszor az els6 két elemet hasonlitjuk ssze
(ez 1 &sszehasonlités), a kisebbet minimumként, a nagyobbat a maximumként
taroljuk. Ezutan mar csak elemparokkal dolgozunk (252 van). Osszehason-
litjuk az elempar elemeit egymassal (mindegyik 1 6sszehasonlitas), majd a
kisebbet a minimummal, a nagyobbat a maximummal (tovabbi 2 Gsszeha-
sonlitas). Ha az addigi minimumot, vagy maximumot valtoztatni kell, akkor
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megtessziik. Osszesen az Osszehasonlitasok szama:

n—2 3 2
1 Lt 1+ Zp—3.2
+3 5 +2n 3 5

3

ami 5n — 2 és ez kevesebb, mint 2n-3

Ha paratlan szamu elem van, akkor "7_3 tovabbi elempéar van az els6t kovetGen
és marad még egy egyediili elem a legvégén. Ezt az utols6é elemet mind az
addigi minimummal, mind a maximummal 6ssze kell hasonlitani legrosszabb
esetben. Az Gsszehasonlitasok szdma ennek megfelelGen:

n—3 3 3

3 3
1 - —_ 2:— — . — = — —_ = 2 —
+3 5 + 2n 3 2+3 2n 2< n—3

Az aszimptotika konstansa 2-r6l 3/2-re csokkent.

5.1.5. Kivalasztas linearis id6 alatt

5.4. definicié. A kivdlasztdsi probléma

Legyen adott egy A halmaz (n kiillonb6z6 szam), és egy i index 1 < i < n.
Meghatarozand6 az A halmaz azon x eleme, melyre nézve pontosan i — 1
darab tdéle kisebb elem van az A halmazban.

Specialis esetben ha ¢ = 1, akkor a minimumkeresési problémat kapjuk. Mi-
vel a minimumkeresési probléma n—1 6sszehasonlitassal megoldhaté és ennyi
kell is, ezért a probléma linearis id6 alatt megoldhato. Ha névekvd sorrend-
be rendezéssel probaljuk megoldani a problémat, akkor mint késébb latni
fogjuk O (n-logn) lépésben a probléma mindig megoldhaté. Nem sziiksé-
ges azonban a rendezéshez folyamodni, mert a probléma rendezés nélkiil is
megoldhato, rdadasul linearis idében, amirsl alabb lesz sz6.

5.5. definici6. Medidn

Mediannak nevezziik az adatsor azon elemét, amely a rendezett sorban a
kozéps helyet foglalja el. Ha paratlan szami elem van az adatsorban, akkor
n = 2k — 1 és igy a mediadn indexe a rendezés utdn k. Ha paros szamu elem
van az adatsorban, akkor n = 2k, és ekkor két kozépss elem van a k és a
k + 1 indext a rendezés utan. (Als6 median, fels6 median.)
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Ha nem emlitjiik, akkor az als6 medianrol beszéliink.

5.6. példa. A 123, 234, 345, 444, 566, 777, 890 rendezett adatsorban a
median a 444, mig a 123, 234, 345, 444, 566, 777, 890, 975 sorban két median
van, a 444 (als6 median) és az 566 (felsé median).

A linearis idejd kivéalasztasi algoritmusnak sziiksége lesz agy segédalgorit-
musra, amely egy elére megadott szamnak megfelelGen az adatsort két részre
osztja tgy, hogy az els6 részbe keriilnek azok az adatok, amelyek nem na-
gyobbak, a méasodik részbe a nem kisebbek keriilnek.



5.1. KERESES 145

4.1.5.1. algoritmus
Résztomb felosztasa el6re adott érték koriil
// T'(n)=0(n)
1 | FELOSZT( A,p,r,z, q )
2 | // Input paraméter: A — a témb
3 1// p - a felosztandé rész kezddindexe
4 | // r - a felosztando rész végindexe
5 1// z - az el6re megadott érték, amely
a felosztast szabélyozza
6 | // Output paraméter: A — a megvaltozott tomb
7T/ q — a felosztas hatara A, ;, Agy1.r
8 1//
9 1—p—1
10 |jertl
11 | WHILEIGAZ DO
12 REPEAT j— j—1
13 UNTIL A; <z
14 REPEAT ¢ «+—i+1
15 UNTIL A; >z
16 IF i<
17 THEN Csere A; < A,
18 ELSE ¢ — j
19 RETURN ( 4, ¢)

Az el6re adott x értéket az A, , résztomb elemei koziil jeloljik ki.

5.7. példa. Az algoritmus munkajat az alabbi tombon szemléltetjiik. Itt
most p=1,r =15, = 5.
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9171218135295 [3|1/2|3]|6
i j kezdgallapot
i j Csere
31712111813 [5|2[9[5[3|1/2|9]6
j Csere
3122111813 |5[2[9[5(3|1|719]6
] Csere
3122111113 [5[2[9[5[3|8|7|9]|6
i ] Csere
312121111 13[3[2[9[|5[5|8|7|9]|6
1] Csere
312121111 13[3[2[5[9(5|8|7|9]6
jli eljaras vége
Az eljaras befejeztével a tomb 1,...,9 indexi elemei nem nagyobbak, mint

5 a 10,...,15 indext elemek pedig nem kisebbek, mint 5.



5.1. KERESES 147

4.1.5.2. algoritmus

Kivalasztas linearis idében

// T (n) = O (n)

KIVALASZT ( A, i, )

2 // Input paraméter: A — a tomb

w

// i - a noévekvs sorrendbe rendezés esetén a
keresett elem indexe

// Output paraméter: x — a keresett elem

//

Ha n = 1, akkor x maga az A; elem. RETURN (z)

| O | O W~

Han # 1, akkor osszuk fel a tombot n/5 darab 5-elemti csoportra.
(Esetleg a legutolso csoportban lesz 5-nél kevesebb elem.)

oo

Az 6sszes n/b csoportban megkeressiik a mediant.

9 A KIVALASZT algoritmus rekurziv alkalmazasaval megkeressiik
az n/5 darab median medianjat (medmed)

10 A FELOSZT algoritmus segitségével a medianok medianja
(medmed) koriil felosztjuk a bemeneti tombot két részre. Le-
gyen k elem az als6 és n — k a fels6 részben.

11 A KIVALASZT algoritmus rekurziéjaval keressiik az i-dik elemet
a felosztas alsé részében, ha i < k, vagy pedig az ¢ — k-adikat a
fels6 részben egyébként.

12 | RETURN (z)

5.8. tétel. A KIVALASZT algoritmus idigénye
A KIVALASZT algoritmus linedris ideji.

Bizonyitas. (%W csoport alakult ki. Mindegyikben meghataroztuk a me-
diant. Ezen medianok medianjat is meghatarozzuk. Az adatok kozott a
medidnok medianjanal nagyobb elemek szamét meg tudjuk becsiilni az alab-
bi meggondolassal. Mivel a median kozépen 1év6 elem, igy az a medianok
medidnja, amely (%-‘ median kozil keriil ki. Ezen medidnok fele biztosan
nagyobb, mint a medidnok medianja, azaz legalabb (%W : % — 1 ilyen elem van

(sajat magat nem szamitjuk bele). Minden ilyen median csoportjaban akkor
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legalabb harom elem nagyobb a medanok medianjanal, kivéve az esetleg 5-
nél kevesebb elemi utols6 csoportot, amit szintén elhagyunk. Ezek alapjan
legalabb 3 - ((%W . % — 2) > f’—on — 6 elem biztosan nagyobb, mint a medidnok
medianja. (Ugyanennyi adodik a kisebb elemek szaméra is.)

Az 11-es sorban a KIVALASZT algoritmus a fentiek szerint a felosztés masik

részében legfeljebb n — (%n — 6) = 1—70n + 6 elemmel dolgozhat.

A KIVALASZT algoritmus egyes lépéseinek az idsigénye:

Sor IdGigény
7. O(n)
8. O(n)
9. T(n/5)
(
(

S

10. n)
1. T(7n/10 + 6)

Az idGigényeket Osszegezve érvényes: a

T (n) ST(En—D +T(%n+6) +0(n)

Osszefliggés. Legyen itt O (n) konstansa a. Feltételezziik, hogy a megoldas
T (n) < c¢-n egy bizonyos n kiiszobtdl kezdve, és behelyettesitéssel ezt fogjuk
bizonyitani.

T(n) < c-[in]+c-(En+6)+a-n<c-(in+1)+c-(%En+6)+a-n

|© o=

n+7)+a~n:c-n—(c'in—7c—a-n)

= C'(l 10

o

10a-n
n—"70"

Véalasszuk n-et ugy, hogy a zardjel nem negativ legyen. Ekkor ¢ >

Ha ezen feliil n > 140, akkor a ¢ > 20a vélasztas megfelels a kiindulo felté-
telezésiink teljesiiléséhez. U
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5.2. Rendezés

5.9. definicidé. A reldcio

Valamely A halmaz esetén a o C A x A részhalmazt az A halmazon értelme-
zett reldcionak nevezziikk. Azt mondjuk, hogy az A halmaz a és b eleme a o
relacioban van, ha (a,b) € o. Roviden ezt igy irjuk: agb.

5.10. példa. Legyen A = R, és a relacié a kisebb ,,<” jel. Az apb relacié
azokat a szamparokat jelenti, amelyekre fennéll az a < b Gsszefiiggés.

5.11. definici6. A rendezési reldcio
A o relaciot rendezési relacionak nevezzik az A halmazon, ha

1. reflexiv, azaz apa teljesiil minden a € A esetén;

2. apb és bpa akkor és csak akkor &ll fenn, ha a =0

3. tranzitiv, azaz apb és boc maga utdn vonja az aoc teljesiilését;

4. antiszimmetrikus, azaz vagy az apb, vagy a boa fennall minden a,b € A esetén.

5.12. példa. A valés szamok kozotti ,,<” relacid rendezési relacio.

Rendezésrdl olyan adattipus esetén beszélhetiink, amelyre értelmezve van egy
rendezési relacid. Tekintsiik a sorozatot és annak is vegyiik a tombos reali-
az egymast kovets elemek a megadott relacidban vannak. A targyalast valos
szamokon (leginkabb egészek) vissziik végig és relacionak a kisebb, egyenls
relaciot (<) tekintjiik. ami nem csokkenti az altalanossagot. A rendezés
mind a mai id6kig fontos informatikai probléma. Gyakran jelenik meg mint
egy nagyobb probléma része. A rendezési algoritmusokkal kapcsolatban tobb
szempont szerinti igény léphet fol. Ilyenek példaul az alabbiak:
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a. | Helyben rendezés, azaz a rendezés eredménye az eredeti helyén jelenjen
meg, legfeljebb konstans méretd tébbletmemoria felhasznalasa révén.

b.| Gyorsasdg. A rendezési id6 legyen minél révidebb.

c. | Adaptivitds. Az algoritmus hasznalja ki a kulcsok kézott mar meglévs
rendezettséget.

d.| Stabilitas. A rendezés Grizze meg az azonos kulcsii rekordok esetén a
rekordok egymashoz képesti eredeti sorrendjét. (Példaul telefonszam-
lak készitésekor az azonos kulesu eléfizetsi hivasok idérendi sorrendje
maradjon meg.)

e. | Az algoritmus csak a kulcsokat rendezze a rekordokra mutat6 pointe-
rekkel, vagy az Osszes rekordot mozgassa.

f. | Belsd rendezés legyen (csak a bels6 memoriat vegye igénybe a rende-
zéshez), vagy kiilsé rendezés legyen (hattértarakat is igénybe vehet).

g. | Osszehasonlitdson alapuljon a rendezés, vagy azt ne vegye igénybe az
algoritmus. (Ez utobbi esetben a kulcsokra tovabbi megszoritésokat
kell tenni.)

h. | Optimalis legyen a rendezési algoritmus, vagy sem. (Nem biztos, hogy
az adatok az optimalis algoritmus altal megkivant médon vannak meg-
adva.)

i. | Az 0sszes rendezends adatnak rendelkezésre kell-e allnia a rendezés
teljes folyamata alatt, vagy sem.

j. | A rendezésnek csak a befejeztével van eredmény, vagy menet kozben
is a méar rendezett rész tovabb nem valtozik.

Nem lehet kizarni a nem optimalis algoritmusokat sem az alkalmazasokbol,
mert egy probléma megoldasdban nem csak a rendezési algoritmus optimali-
tasa az egyetlen szempont a problémamegoldas hatékonysagara. (Hiaba gyors
az algoritmus, ha az adatok nem a kivant forméban &llnak rendelkezésre, és
a konverzio lerontja a hatékonyséagot.)

5.2.1. A beszurd rendezés

A beszuré rendezés alapelve nagyon egyszeri. A sorozat mésodik elemétsl
kezdve (az els6 6nmagaban mar rendezett) egyenként a kulcsokat a sorozat
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eleje felé haladva a megfelel helyre mozgatjuk Gsszehasonlitasok révén. A
sorozatnak a vizsgélt kulcsot megel6z6 elemei mindig rendezettek az algorit-
mus Soran.

5.13. példa. Az alabbi kulcsok esetén nyil mutatja a mozgatand6 kulcsot
és a beszuras helyét.

8 4112 |3 1] |6 5019 |7
T T
4 8 3 1] |6 5019 |7
T
2 41 18] |3 1] |6 5019 |7
T T
2 30 14| |8 1] |6 5019 |7
T )
1 2 13| |4 8| |6 5019 |7
T T
1 2 13| |4 6| |8 9| |7
T T
1 2 13| |4 5| |6 8| |9 |7
T
1 2 13| |4 5| |6 8| |9 |7
T T
1 20 13| |4 5| |6 700819
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4.2.1.1. algoritmus
Besztré rendezés
// T(n)=0(n*
1 | BESZURO RENDEZES ( 4)
2 | // Input paraméter: A - a rendezendd tomb
3 | // Output paraméter: A - a rendezett tomb
1))
5 | FOR j <+ 2 TO hossz[A] DO
6 kulcs «+— A;
7 // Beszuréas az A; _j_; rendezett sorozatba
8 1—7—1
9 WHILE: > 0 és A; > kules DO
10 A1 — A
11 DEC(4)
12 A1 — kulces
13| RETURN (A)

Feladat: Szamitsuk ki, hogy a besztré rendezésre a T (n) = © (n?)!

Feladat: Készitsiik el a beszir6 rendezésre a pszeudokddot, ha a kulcsok
egy kétszeresen lancolt listaval vannak megadval

5.2.2. Az Osszefésilé rendezés

Az Osszefésiilé rendezés alapelve az Osszefésiilés miiveletén alapszik, amely
két rendezett tombbdl egy 10j rendezett tombot allit el6. Az Gsszefésiilés fo-
lyamata: Mindkét tombnek megvizsgaljuk az els§ elemét. A két elem koziil
a kisebbiket beirjuk az eredménytomb elsé szabad eleme helyére. A felsza-
badulé helyre tjabb elemet vesziink abbdl a tombbdél, ahonnan elézsleg a
kisebbik elem jott. Ezt a tevékenységet folytatjuk mindaddig, mig valame-
lyik kiindul6 tombiink ki nem iiriil. Ezutan a még vizsgalat alatt 1évé elemet,
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valamint a megmaradt masik tomb tovabbi elemeit sorba az eredménytémb-
hoz hozzairjuk a végén. Az eredménytémb nem lehet azonos egyik bemeneti
tombbel sem, vagyis az eljaras nem helyben végzi az Osszefésiilést.

5.14. példa. Példa Osszefésiilésre

Legyen OSSZEFESUL (A, p, ¢, ) az az eljaras, amely osszefésiili az Ap g
és az Agi1 ., résztomboket, majd az eredményt az eredeti A, , helyre mé-
solja vissza. Az eljarés linearis méretii tovabbi segédmemoriat igényel. Az
Osszefésiilés idGigénye © (n), ha Osszesen n elemiink van. (Egy menetben
elvégezhetd és az kell is hozza.)

5.15. definicié. Az oszd meg és uralkodj elv

Az oszd meg és uralkodj elv egy algoritmus tervezési stratégia A problémét
olyan kisebb méretid, azonos részproblémdkra osztjuk fol, amelyek rekurzivan
megoldhatok. Ezutan egyesitjik a megoldésokat.

Az Osszefésiils rendezés oszd meg és uralkodj tipusu algoritmus, melynek az
egyes fazisai:

Felosztas: | A tombot két § elemt részre osztjuk

Uralkodés: | Rekurziv osszefésiiléses modon mindkettst rendezzik .
(Az 1 elemd méar rendezett)

Egyesités: | A két részsorozatot Osszefésiiljiik.
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4.2.2.1. algoritmus

Osszefésiils rendezés (Merge Sort)

// T'(n) =6 (n-logn)

OSSZEFESULO RENDEZES ( A, p, r )

// Input paraméter: A - a tomb, melynek egy részét rendezeni kell

// p - a rendezendd rész kezdGindexe

// r - a rendezendd rész végindexe

// Output paraméter: A - a rendezett résszel rendelkezd t6mb

//

IF p<r

THEN g — | 27|

O |0 |||t =|W [N+~

OSSZEFESULO RENDEZES ( A, p, q )

—
==

OSSZEFESULO RENDEZES ( A, ¢ + 1, 1)

—_
—_

OSSZEFESUL ( A, p, ¢, 7))

—_
DO

RETURN (A)

A teljes tomb rendezését megoldo utasitas: OSSZEFESULO RENDEZES(A,1,hossz[/A]).

5.16. példa. Példa Osszeféstilésre
Az Osszefésiilg rendezés idGigénye

Felosztas:  © (1)
o(1), ha n=1

Uralkodés: 2'T(%):>T(n):
2-T(2)+6(n), ha n>1

Egyesités: O (n)

Az algoritmus idGigénye megkaphato a mester tétel 2. pontja alapjan: 7' (n)

O (n-logn).
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5.2.3. A Batcher-féle paros-paratlan osszefésiilés

Az eljarés csak az Osszefésiilést teszi hatékonyabba. Nem 6néllé rendezé mod-
szer. Nagy el6nye, hogy parhuzamosithatok a lépései. Legyen két rendezett
sorozatunk, az n elemii A sorozat és az m elemi B sorozat.

A=A{ay,...,a,}
B={b,...,bn}
A két sorozat Osszefésiilése adja a C' = {ci, ..., Cpym} sorozatot. Az Gssze-

féstilés modja a kovetkezs: Mindkét kiinduld sorozatbol kettét képeziink, a
paratlan indext és a paros indext elemek sorozatait:

Ay ={a1,a3,as,... }; B = {b1,b3,b5,... }
Ay ={ayg, a4,0a6, ... }; By = {b2, b4, b, ... }
Osszefésiiljiik az A;, B, sorozatokat, eredménye az U sorozat.

Osszefésiiljiik az Ay, By sorozatokat, eredménye a V' sorozat.

Osszefésiiljiik az U és V sorozatokat, eredmény a C sorozat.

5.17. tétel. A Batcher-féle osszefésiilés tétele
A Batcher dsszefésiilés sordn

Coi—1 — min {Ui, Uz’}

Coj = Max {Uz', Uz‘} )

aholl§i§n+m

Bizonyitas. Fogadjuk el kiinduladsként igaznak azt a feltevést, hogy C' ele-
jébdl péaros szamu elemet véve azok kozott azonos szamu U és V' elem van.
Ekkor

{Cl, R ,CQ(Z‘_l)} = {Ul, ce ,Uifl} U {'Ul, ce ,Uz;l}
és
{Cl,...,CQi} = {ul,...,ui}u {Ula--'avi}
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Ebbdl viszont
{027;717 C2i} = {Uhvi} )

ahonnan cg;_; < ¢9; miatt adodik a tétel allitasa.

A feltételezésiink bizonyitasa:

Legyen
{Cl,...,Cgk} = {al,...,ak} U{bl,...,bgk_s}.

Ezek kozil U-ba kertil E—‘ elem az A-bdl (az A paratlan indexi elemei) és

2k —
L 5 SJ elem a B-bdl (a B paros indext elemei), valamint V-be keriil EJ

k—
elem az A-bol (az A péaros indexd elemei) és TS—‘ elem a B-bdl (a B

paratlan indext elemei). Innen az U-beliek szama

rST . 2k — s
2 2

=k

és a V-beliek szama

5.2.4. Gyorsrendezés (oszd meg és uralkodj tipusi algo-
ritmus)

Felosztas: | Az A, , tombot két nemiires A, , és Ay4q1. ., részre osztjuk gy,
hogy A, , minden eleme kisebb egyenlé legyen, mint A, , béar-
mely eleme. (A megfelel ¢ meghatarozando.)

Uralkodas: | Az A, , és Agi1., résztomboket rekurziv gyorsrendezéssel ren-
dezzik.

Egyesités: | Nincs réa sziikség, mivel a tomb méar rendezett. (A sajat helyén
rendeztiik.)
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4.2.4.1. algoritmus

Gyorsrendezés (Quick Sort)

// T (n) = © (n?), atlagos:T (n) = © (n - logn)

GYORSRENDEZES(A,p,r )

// Input paraméter: A — a tomb, melynek egy részét rendezeni kell

// p - a rendezendd rész kezdSindexe

// r - a rendezendd rész végindexe

// Output paraméter: A - a rendezett résszel rendelkezd témb

//

IF p<r

THENFELOSZT ( A, p, r, Ay, ¢ ) //Lésd 4.1.5.1 algoritmus

O |0 | ||| W [N+~

GYORSRENDEZES ( A4, p, q )

—_
)

GYORSRENDEZES ( A4, ¢q+1, r)

—_
—_

RETURN (A)

A gyorsrendezés idGigénye:
A legrosszabb eset: a felosztas minden 1épésben n — 1,1 elemd

r1=ea1),
Tn)=T(n-1)+06(n).
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n

T(n):2-T<2

)—i—@(n), han>1

Ez megegyezik az 0sszefésiilé modszer formulajaval, tehat

T(n)=06(n-logn).

9 1
Megjegyzés: ha a felosztés aranya éallando pl. 10' 10’ akkor a rekurzios
formula:

T@):T(%) +T(1i0> +oMm).

Bizonyithato, hogy ekkor is
T(n)=06(n-logn).

Ezen tulmenden az atlagos értékre is 7' (n) = O (n - logn) adodik.

5.2.5. A buborékrendezés

A buborékrendezésnél az egymés mellett allo6 elemeket hasonlitjuk Ossze, és
sziikség esetén sorrendjiiket felcseréljiik. Ezt mindaddig folytatjuk, mig sziik-
ség van cserére.
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4.2.5.1. algoritmus

Buborékrendezés (Bubble Sort)

// T(n) =

BUBOREKRENDEZES( A4 )

// Input paraméter: A - a rendezendd témb

// Output paraméter: A - a rendezett tomb

//

J2

REPEAT nemuvoltcsere «— igaz

FOR i+« hossz[A] DOWNTO ; DO

IF A, <A,

O |0 | ||| W [N+~

THEN csere A; < A;_;

—_
)

nemuoltcsere «— hamis

—_
—_

INC(j)

—_
[\

UNTIL Nemuwoltcsere

—_
w

RETURN (A )

n-(n—l)'

IdGigény a legrosszabb esetben: T (n) = 5

Az algoritmusra jellezG a sok csere, az elem lassan keriil a helyére.
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5.2.6. A Shell rendezés (rendezés fogyoé névekménnyel)

A Shell rendezés a buborékrendezésnél tapasztalt lassi helyrekeriilést igyek-
szik felgyorsitani azéltal, hogy egymastol tavol allo elemeket hasonlit és cserél
fel. A téavolsagot (itt novekménynek nevezik) fokozatosan csokkenti, mig az
1 nem lesz. Minden névekmény esetén beszirasos rendezést végez az adott
novekménynek megfelel§ tavolsagra allo elemekre. Mire a névekmény 1 lesz,

sok elem mar majdnem a helyére keriil.
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A novekmények felépitése. Hasznéljunk ¢ szami novekményt. Legyenek ezek
hi. 4.

A kovetelmény: hy =1, és h;q < by 1=1,...t—1.
A szakirodalomban javasolt névekményadatok: ¢ = [logn] — 1

hioy = 2h; ...,32,16,8,4,2,1
hi_1 = 3h; + 1 ...121,40,13,4,1
hiy = 2h; — 1 ...31,15,7,3,1

4.2.6.1. algoritmus

Shell rendezés

// T'(n) =0 (n')
1 | SHELL RENDEZES( A )
2 | // Input paraméter: A - a rendezendd tomb
3 | // Output paraméter: A - a rendezett tomb
]/
5| FOR s+ 1TOtDO
6 m < hg
8 FOR j < m+ 1 TO hossz|A] DO
9 T —J-m
10 k «— kules[A;]

r— A,

15 WHILE :>0¢é k< A; DO
16 Aipm — 4;
17 L+ 1—m
18 Ay <1
19 RETURN ( 4 )

Megjegyzés: A hossz|A| a rendezendd elemek szamat jeloli.
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Id6Sigény: alkalmas névekmény vélasztéssal leszorithato T (n) = © (n'®)-re.

5.2.7. A minimum kivalasztasos rendezés

Ebben a rendezésben Hossz[A] — 1-szer végigmegyilink a tombon. Minden
alkalommal eggyel magasabb indexti elemtdl indulunk. Megkeressiik a mini-
malis elemet, és azt az aktualis menet kezd§ elemével felcseréljiik.

4.2.7.1. algoritmus
Minimum kivalasztasos rendezés
// T (n) =0© (n?)
1 | MINIMUM_KIVALASZTASOS_RENDEZES( A4 )
2 | // Input paraméter: A - a rendezendd témb
3 | // Output paraméter: A - a rendezett témb
4 1/
5 | FOR i+« 1TO hossz[A]-1 DO
6 // minimumkeresés
7 k1
8 T — A;
9 FOR j«—i+1TO hosszf[A] DO
10 IF A<z
11 THEN k « j
12 x — A,
13 // az i. elem és a minimum felcserélése
14 A — A,
15 A —x
16 | RETURN ( A)

IdGigény: osszehasonlitasszam T (n) = O (n?).
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5.2.8. Négyzetes rendezés

Felosztjuk az n elemi A tombot (kozel) /n szamu részre (alcsoportra).
Mindegyikben (kozel) y/n elemet helyeziink el, majd mindegyikbdl kiemel-
jiikk (eltavolitjuk) a legkisebbet. A kiemeltekbdl egy f6csoportot képziink.
Kivalasztjuk a f6csoport legkisebb elemét és azt az eredménytémbbe irjuk,
a f6csoportbodl pedig eltavolitjuk (toroljiik). Helyére abbol az alcsoportbol
ahonnan & szarmazott djabb legkisebbiket emeliink be a f6csoportba. Az
eljarast folytatjuk, mig az elemek el nem fogynak a f&csoportbol.

IdGigény: Gsszehasonlitasszam T (n) = O (n - /n) = O (n).

Tovabbfejlesztett valtozat, amikor /n szamu elem van egy {6-fGecsoportban és
V/n szamu f6csoport van, mindegyikben /n szamu elemmel, melyek mind-
egyikéhez egy /n elemszamu alcsoport tartozik. A rendezés elve az el6z6
algoritmuséhoz hasonlo.

IdSigény: T (n) = O (n- /n) = © (n>

A Stirling formula és az Alsé korlat 6sszehasonlité rendezésre tétel

5.18. tétel. A Stirling formula
lgaz az aldbbi dsszefiiggés az nl-ra:

n" (n + 1)n+1
—<nl<—
en en

, n=3,4,5,...

Bizonyitas. Az egyenlStlenséget a logaritmusra latjuk be. A logaritmus
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fiiggvény konkav és emiatt irhato:

In(n!)=1-In2+1-In3+1-In4+4+...+1-Inn
n n n 1

ln(n!)>/ lnxd:v:/ l-lnxdmz[x-lnx]gl—/ x - —dr
1 1 1

x
=nlnn—[z]; =nlnn—(n—1)=nlnn—n+1>nlnn—n

In(n!)=1-In2+1-In34+1-In4d+...+1-lnn

n+1 n
In (n!) < / Inzdx = / 1-nzde = [z-In 27" — [z}
1 1

=n+1)nn+1)—(n+1-1)=n+1)Inn+1)—n

Az 6sszehasonlité modszerek dontési faja
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5.19. tétel. Also korlat osszehasonlito rendezésre
Bdrmely n elemet rendezd dontési fa magassiga T (n) = Q (n - logn)

Bizonyitas. Egy h magassagu dontési fa leveleinek szama legfeljebb 2h.
Mivel minden permutéciot rendezni kell tudnia az algoritmusnak, és Gsszesen
n! permutacio lehetséges, ezért a dontései fanak legalabb n! levele kell legyen.

Tehat n! < 2"fennéll. Logaritmalva: h > log (n!). A Stirling formula szerint
n! > (%)n Behelyettesitve: h > log ((%)n) =nlogn —nloge.

Tehat: h = Q(n-logn) d

5.2.9. Linearis idejt rendezék: A leszamlalo rendezés

A linearis idejd rendez6k nem hasznéljak az 6sszehasonlitast.

A leszamlalo rendezés ( = binsort, ladarendezés) bemenete 1 és k kozotti
egész szam.

Id&igény: T'(n) = © (n + k). Ha k = © (n), akkor a rendezési id6 is T' (n) =
© (n), ahol n = hossz[A].

Az elemeket az A, tombben helyezziik el. Sziikség van tovabbi két tombre:
Bpi..n) az eredményt tarolja majd, Cpy k) segédtomb.

A rendezés lényege, hogy A minden elemére meghatarozza a nala kisebb
elemek szamat. Ez alapjan tudja az elemet a kimeneti tomb megfeleld helyére
tenni. Stabil eljaras: az azonos értékiiek sorrendje megegyezik az eredetivel
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4.2.10.1. algoritmus

Leszamlalo rendezés

// T'(n)=0(n)

LESZAMLALO RENDEZES ( A, k, B)

// Input paraméter: A - a rendezendd tomb

// k — kulcs fels6 korlat, pozitiv egész

// Output paraméter: B - a rendezett tomb

//

FOR i —1TO k£ DO

FOR j < 1 TO hossz[A]| DO

O |0 | ||| =|W[N|—

INC(C.,)

—_
=

// C; azt mutatja, hogy hény i értéki szamunk van

—_
—_

FOR i — 2 TO k£ DO

—_
)

Cl‘ — CZ + Ci—l

—
wW

// C; most azt mutatja, hogy hany i-t6l nem nagyobb
szamunk van

14

FOR j < hossz[A]| DOWNTO 1 DO

15

BCAj — Aj

16

DEC(C,,)

17

RETURN (B)

5.2.10. A szamjegyes rendezés (radix rendezés)

Azonos hossztsagu szavak, stringek rendezésére hasznéalhatjuk. (Datumok,
szamjegyekbdl allo szamok, kartyak, stb.) Legyen d a sz6 hossza, k pedig az
egy karakteren, mezében el6forduld lehetséges jegyek, jelek szama, n pedig
az adatok szama.

Idéigény: T'(n) =© (d- (n+k))
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4.2.11.1. algoritmus

Szamjegyes rendezés

// T(n)=0(d-(n+Fk)

SZAMJEGYES RENDEZES ( A)

// Input paraméter: A - a rendezendd témb

// Output paraméter: A - a rendezett tomb

//

FOR i — d DOWNTO 1 DO
Stabil modszerrel rendezziik az A tombot az i. szam-
jegyre

7 | RETURN (A)

(@3 BN B BTN TN I NI e

5.2.11. Edényrendezés

Feltételezziik, hogy a bemenet a [0, 1) intervallumon egyenletes eloszlasi szé-
mok sorozata. Felosztjuk a [0,1) intervallumot n egyenld részre (edények).
A bemenetet szétosztjuk az edények kozott, minden edényben egy listat ke-
zelve. Az azonos edénybe esSket beszurasos moédon rendezziik. A végén a
listakat egybeftizziik az els6vel kezdve.

Varhato idsigény: T (n) = © (n)
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4.2.12.1. algoritmus
Edényrendezés
// T(n)=0(n)
1 | EDENYRENDEZES ( A, L)
2 | // Input paraméter: A - a rendezendd tomb, n elemd
3 | // Output paraméter: L - a rendezett elemek listaja
4 | // Menet kozben sziikség van egy n elemd B tombre,
mely listafejeket tarol. Indexelése O-val indul.
5 | n «hossz[A]
6 | FOR:i+—1 TO n DO
7 Beszurjuk az A; elemet a B, 4, listdba
8 | FOR i+~ 0 TO n—1DO
9 Rendezziik a B; listat beszurasos rendezéssel
10| Sorban 0Osszeftizziik a By, By, ..., B,_1 listdkat.
képezve az L listat
11| RETURN (L)

5.2.12. Kils6 tarak rendezése

Kiils6 tarak rendezésénél az elérési és a mozgatasi id6 szerepe drasztikusan
megnd. Az Osszefésiiléses modszerek jonnek elsGsorban szamitasba.

5.20. definici6. A k hosszusdgu futam file-ban
Egy file k szomszédos rekordjabol allo részét k hossztisaga futamnak ne-
vezzik, ha benne a rekordkulcsok rendezettek (pl.: novekedd sorrendiiek).

Elgszor alkalmas k-val (k = 1 mindig megfelel) a rendezendd file-t két méa-
sik file-ba atmasoljuk dgy, hogy ott k hossztusagu futamok j6jjenek létre.
Ezutan a két file-t Osszefésiiljiik egy-egy elemet véve mindkét file-bol. Az
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eredményfile-ban mar 2k lesz a futamhossz.(esetleg a legutolso révidebb le-
het). Ezt ismételgetjiik a teljes rendezettségig mindig duplazva k értékét.
Legyen a rekordok szama n. Egy menetben n rekordmozgas van a szétdo-
béasnal és n az Osszefésiilésnél. A menetek szama legfeljebb [logn].

Az id&igény: T (n) = © (n-logn).

Kiils6 tarak rendezésének gyorsitasa

Az nlogn nem javithaté az 6sszehasonlitasok miatt. A szorzo konstansokat
lehet csokkenteni.

Valtoz6 futamhosszak: a file-ban meglévs természetes moédon ki-
alakult futamhosszakat vessziik figyelembe.
A futamhatarok figyelésének adminisztralasa
bejon, mint tovabbi koltség.

Tobb részfile hasznalata esetén a szétdobéas nem két, hanem tobb rész-
re torténik.Kiilon adminisztracié dsszefésiilés-
nél a kiiirtilt file-ok figyelése.

Polifazisa o6sszefésiilés alkalmazasakor nem folytatjuk végig minden
menetben az Osszefésiiléseket, hanem a célfile
szerepét mindig a kiliriilt file veszi at és ide
kezdjiik Osszefésiilni a tobbit.

Egy eset polifazisu Osszefésiilésre, amikor kinosan lassti a modszer. A tab-
la belsejében a file-ok futamszama szerepel, zardjelben a futamok mérete.
Kezdetben az elsé file 1 rekordbol all és egy a futamhossz, a mésodik file 5
rekordbdl all és szintén egy a futamhossz.



6. fejezet

Fak

6.1. Grafelméleti fogalmak, jelolések

6.1. definici6. Legyen V egy véges halmaz, E pedig V-beli rendezetlen
elemparok véges rendszere. Ekkor a G = (V| E') part grafnak nevezziik.

Vezesstik be a kovetkezd jeloléseket egy G = (V, E) graf esetében:
e n = |V| (csticsok szama)
e ¢ = |E| (élek elemszama)

Egy graf nagyon sok probléma szemléltetésére szolgalhat, a legegyszertibb
példaul az uthalézat, telefonhalozat, de akir hazassagi problémat is abrazol-
hatunk vele.

A grafokat tobbféle szempontbdl is szokas csoportositani. A legjelent&sebb
szempont az iranyitottsag.

6.2. definici6. A G = (V, E) rendezett part iranyitott grafnak (digraf-
nak) nevezziik. A rendezett par elemeire tett kikotések:

e I/ véges halmaz, a G-beli csticsok halmaza.
e [/ binaris relacié a V' halmazon, az élek halmaza.

o F={(u,v) rendezett par | u € Vv € V} C V x V. Hurkok megenge-
dettek.

169
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Hurok az (a,a) él.

6.3. definicié. A G = (V, F) rendezett part iranyitatlan grafnak nevez-
ziik. A rendezett par elemeire tett kikotések:

e U véges halmaz, a G-beli cstucsok halmaza.
e [ binaris relacié a V halmazon, az élek halmaza.

o E={(u,v) rendezett par | u € V,v € V} C V x V. Hurok nem megen-
gedett.

Mint ahogy mar fentebb utaltunk ra, a csticsok kozotti kapcsolat sokszor je-
lentheti ut 1étezéset vagy kommunikacio lehetdséget. Ilyenkor gyakran kolt-
ségek vagy sulyok tartoznak az élekhez, amelyek az 1t esetében id6t vagy
akar pénzt is jelenthetnek (gondoljunk csak az autépalyakra, amelyek hasz-
nalatéért fizetni kell).

6.4. definici6é. Az a graf (irdnyitott vagy iranyitatlan), amelynek minden
éléhez egy szamot (sulyt) rendeliink hozza, halézatnak (salyozott graf-
nak) nevezziik.

6.5. megjegyzés. A silyt rendszerint egy sulyfiiggvény segitségével adunk
meg: w: E — R, egy (u,v) él silya w(u,v).

Az ilyen grafok sok helyen el6fordulnak, példéaul optimalizalési feladatokban,
mint az utazoé igynok probléma. Az élhez rendelt érték lehet az él koltsége,
stulya vagy hossza az alkalmazastol fliggéen.

6.6. definicio. A graf egyméshoz csatlakozo éleinek olyan sorozatat, amely
egyetlen ponton sem megy at egynél tobbszor, itnak nevezziik.

6.7. definici6. Legyen adott egy G = (V| E) iranyitott vagy iranyitatlan
araf a k(f),

f € E élsulyokkal. A G graf egy u-bol v-be mend ttjanak hossza az tton
szerepld élek sulyanak Osszege.
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6.1.1. Grafok abrazolasi moédjai

Két modszert szokas hasznélni egy G = (V, F) graf abrazolasara: az egyik-
ben szomszédséagi listdkkal, a méasikban szomszédsagi méatrixszal adjuk meg
a grafot.

Rendszerint a szomszédsagi listakon alapulé dbrazolast valasztjak, mert ezzel
ritka grafok tomoren dbrazolhatok.

6.8. definici6é. Egy grafot ritkdnak neveziink, ha |E| sokkal kisebb, mint
V2.

Ugyanakkor a csucsmatrixos dbrazolas elényosebb lehet sird grafok esetén,
vagy ha gyorsan kell eldonteni, hogy két csiicsot 6sszekot-e él.

6.9. definici6. Egy grafot stirtinek neveziink, ha |E| megkozeliti |V|*-et.

Szomszédsagi listas

G = (V, E) szomszédsdgi listds dbrdzoldsa soran egy Adj tombot hasz-
nalunk. Ez |V| darab listabol all, és az Adj tombben minden cstucshoz egy
lista tartozik. Minden u € V' cstics esetén az Adj[u] szomszédsagi lista tar-
talmazza az Osszes olyan v csicsot, amelyre létezik (u,v) € E él. Azaz:
Adju] elemei az u csiucs G-beli szomszédjai. (Sokszor nem cstcsokat, hanem
megfelel6 mutatokat tartalmaz a lista.) A szomszédséagi listakban a csticsok
sorrendje rendszerint tetszéleges.

Ha G iranyitott graf, akkor a szomszédsagi listak hosszainak 6sszege |E|, hi-
szen egy (u,v) élt ugy abrazolunk, hogy v-t felvessziik az Adj[u] listaba. Ha
G iranyitatlan graf, akkor az Osszeg 2| E|, mert (u, v) iranyitatlan él 4brazolé-
sa soran u-t betessziik v szomszédsagi listajaba, és forditva. Akar iranyitott,
akar iranyitatlan a graf, a szomszédsagi listés abrézolas azzal a kedvezd tulaj-
donsaggal rendelkezik, hogy az abrazolashoz sziikséges tarteriilet 6(V + E).

A szomszédsagi listakat konnyen modosithatjuk tgy, hogy azokkal silyozott
grafokat abrazolhassunk. Példaul, legyen G = (V| E) sulyozott graf w suly-
fiiggvénnyel. Ekkor az (u,v) € E él w(u,v) sulyat egyszertien a v cstcs



172 6. FEJEZET. FAK

mellett taroljuk u szomszédséagi listajaban. A szomszédsagi listas abrazoléas
konnyen alkalmassé tehets sok grafvaltozat reprezentalasara.

A szomszédsagi listas abrazolas hatranya, hogy nehéz eldonteni szerepel-e
egy (u,v) él a grafban, hiszen ehhez az Adjlu| szomszédségi listaban kell v-t
keresni. Ez a hatrany kikiiszobolhets csticsmatrix hasznalatval, ez azonban
aszimptotikusan noveli a sziikséges tarteriilet méretét.

Szomszédsagi matrixos

Ha egy G = (V,E) grafot szomszédsdgi mdtrixszal (vagy més néven
csticsmadtrixszal) dbrazolunk, feltessziik, hogy a csticsokat tetszdleges mo-
don megszamozzuk az 1,2, ... |V| értékekkel. A G abréazolasidhz hasznalt
A = (a;;) cstcsmatrix mérete |V| x |V, és

o 1, ha (i,j) € E,
ij = 0, kiilénben

A cstcsmatrix 6(V?) tarteriiltetet foglal el, fiiggetleniil a graf éleinek szé-
matol. Gyakran kifizet6d6 a csticsmatrixbol csak a fGatloban és az efolott
szerepld elemeket téarolni, ezzel majdnem felére csokkenthetjiik az abrazolas-
hoz sziikséges tarteriilet méretét.

A szomszédsagi listas abrazolashoz hasonléan csticsmatrixokkal is reprezen-
talhatunk sulyozott grafokat. Ha G = (V, E) stlyozott graf w stlyfiige-
vénnyel, akkor az (u,v) € E &l w(u,v) silyat a csucsmatrix u sordban és v
oszlopaban taroljuk. Nem létezs él esetén a matrix megfelel§ elemét NiL-nek
valasztjuk, noha sokszor célszeri ehelyett 0 vagy végtelen értéket hasznalni.

A szomszédsagi listédk egytittesen aszimptotikusan kevesebb tarteriiletet igé-
nyelnek, mint a csticsmatrix, azonban a hasznélat sordan hatékonysagban
ugyanennyivel elmaradnak attol, igy ha a graf mérete nem til nagy, akkor
kedvez6bb a hatékonyabb és egyszeriibb csiicsmatrixos abrazolast hasznalni.
Ha a graf nem silyozott, akkor a csticsméatrixos abrazolas tovabb javithato.
Ebben az esetben a matrix elemei lehetnek bitek, igy jelentGsen cstkkenthet-
jiik a sziikséges tarteriilet méretét.
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6.2. Binaris keresd fak

6.10. definicié. A bindris keresd fa
A binaris keres6 fa egy binéris fa, amely rendelkezik az alabbi binaris
keresé fa tulajdonsaggal:

e Legyen x a binaris keresé fa tetszéleges cstcsa.
e Ha y az x baloldali részfajaban van, akkor kules[y] < kules|x].
e Ha y az x jobboldali részfajaban van, akkor kules[z] < kulesly].

A jellemz§ miiveletek binaris keresd faban:
KERES, MINIMUM, MAXIMUM, ELOZO, KOVETKEZO,BESZUR, TO-
ROL.

A miiveletek altaldban a fa magassagaval fiiggenek Ossze, amely lehet logn,
de lehet n is.

6.3. Binaris keresé6 fa inorder bejarasa

5.1.1. algoritmus

Inorder fabejaras

// T(n)=0(n)

INORDER_FA BEJARAS(z)

IF z + NIL

THEN INORDER FA BEJARAS(bal[z])

Print(kules|x])

CU | W N |~

INORDER FA BEJARAS(jobb[x])

INORDER_FA BEJARAS( gydkér|T] ) bejarja az egész fat.

Az inorder bejarassal névekvs sorrendben tudjuk a kulcsokat kiiratni. Pre-
order bejaras esetén kuleskiirds a részfak eltt, postorder bejaras esetén a
részfak utan torténik.
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6.4. Binaris keresd fa miiveletek

5.1.2. algoritmus

Keresés binaris faban

// Rekurziv véaltozat

//

FABAN KERES (z,k)

IF x = NIL vagy k = kulcs|x]

THEN RETURN (z)

IF k < kules|z]

THEN RETURN (FABAN KERES(bal[z], k))

| O = | W[ N+~

ELSE RETURN (FABAN KERES(jobb[z], k))

5.1.3. algoritmus

Keresés binaris faban

// Tterativ valtozat

//

FABAN ITERATIVAN KERES (x,k)

WHILE x # NIL vagy k # kulcs[xz] DO

IF k < kules[z]

THEN 1z « ballx]

ELSE z « jobblx]

| O = | W[ N+~

RETURN(x)

5.1.4. algoritmus

MinimaAlis elem keresés binaris faban

//

FABAN MINIMUM (x)

WHILE bal[z] # NIL DO

x — ballx]

=W N =

RETURN (z)
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5.1.5. algoritmus

Maximalis elem keresés binaris faban

//

FABAN MAXIMUM (z)

WHILE jobblz] # NIL DO

T «— jobb[z]

=W N =

RETURN (z)

5.1.6. algoritmus

Kovetkezs elem keresés binaris faban

//

FABAN KOVETKEZO (z)

IF jobblz] # NIL

THEN RETURN (FABAN _MINIMUM(jobb[z]))

y «— szild[z]

WHILE y # NIL és x = jobbly] DO

T <1y

y — sziuldy]

N ||| O =W N~

RETURN(y)
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5.1.7. algoritmus

Binaris fiba beszturéas

//

FABA BESZUR(T,2)

y — NIL

x «— gyokeér|T|

WHILE =z # NIL DO

y—

IF kules[z] < kules|z]

THEN x < balzx]

ELSE z <« jobb[z]

O |0 | ||| W [N+~

szild]z] «— y

—_
o

IF y=NIL

—_
—_

THEN gyokér[T| « z

—_
[\

ELSE IF Fkules[z] < kules[y]

—_
w

THEN bally] < =

—
S

ELSE jobbly] < z

5.1.8. algoritmus

Binaris fabol torlés

//

FABOL TOROL(T,>)

Héarom esetre bontjuk a torlést:

z-nek nincs gyereke: egyszertien kivagjuk

z-nek egy gyereke van:

kivagjuk ugy, hogy a sziilGje és a gyereke kdzott
kapcsolatot hozunk létre.

z-nek két gyereke van:

kivagjuk z azon legkdzelebbi rakovetkezGjét,

amelynek mar nincs baloldali gyereke és ezt a
rakovetkezdt z helyére illesztjiik.
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6.5. Piros-fekete fak

6.11. definicié. A piros-fekete fa

A piros-fekete fa olyan binaris kereséfa, melynek minden cstcsa egy ext-
ra bit informéciot tartalmaz (a csics szinét, amely piros, vagy fekete) és
rendelkezik az alabbi Piros-fekete fa tulajdonsagokkal:

Minden cstics szine piros, vagy fekete.

Minden levél (NIL) szine fekete, a levél nem tartalmaz kulcsot.

Minden piros csticsnak mindkét fia fekete.

Barmely két, azonos csticsbol induld, levélig vezetd tton ugyanannyi
fekete csics van.

6.12. példa.
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6.13. definicio. A piros-fekete fa fekete magassdaga

Egy piros-fekete faban egy x cstucs fekete magassaganak nevezzik az x
csuiesbol kiindulo, levélig vezets uton talalhato, x-et nem tartalmazo fekete
cstcsok szamat.

A fa fekete magassag a gyokércsiics fekete magassaga.

6.14. tétel.
Barmely n belsd csicsot tartalmazo piros-fekete fa magassdaga legfeljebb

2log(n +1).

MUVELETEK:

A binaris keress fak miiveletei piros-fekete faban O(logn) id6 alatt elvégez-
hetsk. Miveletek: BALRA FORGAT(T,z), JOBBRA FORGAT(T,z),
PF_FABA BESZUR(T,z), PF_FABOL TOROL(T,x).

6.15. példa. A forgatasok hataséat az alabbi abréval szemléltetjiik.

A miiveletek koziil most csak a beszirast irjuk le részletesebben.
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6.5.1. Beszuras

1. Megkeressiik az 1j elem helyét és oda piros szinnel beszurjuk.

2. Csak a 3. Piros-fekete tulajdonsag sériilhet abban az esetben, ha a be-
szurt elem sziilGje piros. A cél, hogy az ilyen cstcsot feljebb és feljebb
vigyiik a faban tugy, hogy a t6bbi tulajdonsag ne sériiljon. Ha nem tu-
dunk mar feljebb menni, akkor forgatunk. (Feltehetjiik, hogy a gyokér
szine mindig fekete.)

3. Jelolések: z a vizsgalt piros csucs, y az x piros sziilGje (y sziilGje bizto-
san fekete) z az y testvére (z-nek nagybécsija). Hat eset adodik, amely
a szimmetria (y bal- vagy jobbgyerek) miatt 3-ra redukalodik:

(a) z piros esetén y és z feketére szildly] pirosra valtoztatasa utan
a problémés cstcs mar csak a szild[z| lehet, ez lesz az 0j x vizs-
galandé csucs.

(b) z fekete és x y-nak baloldali gyereke esetén jobbra forgatast
és szincseréket végziink: y feketére, volt sziilGje pirosra valt.

Jobbra forgatas
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(c) z fekete és = y-nak jobboldali gyereke esetén olyan helyzetet
allitunk el6, hogy = y-nak baloldali gyereke legyen balra forgatas-
sal (x és y szerepcsere). Ezutan a (b) eset all eld.

Balra forgatas

6.6. AVL-fak

Az AVL-fikat G.M. Adelszon-Velszkij, E.M. Landisz vezették be 1962-ben.

6.16. definici6é. AVL-fa
Egy binaris keres6fat AVL-fanak neveziink, ha a fa minden z csticsara teljesiil
az alabbi tgynevezett AVL tulajdonsag: (kiegyensulyozottsagi feltétel).

| (bal () — h (jobb ()] < 1

Bal(z) az x csucs baloldali, jobb(x) a jobboldali részfajat jeloli, h pedig a
részfa magassiga.

Jelolje k a fa szintjeinek szamat. (Ez eggyel nagyobb, mint a magassag).
Jelolje G a k szintd fa csticsainak minimélis szamét. Ekkor minden k>2
esetén teljesiil, hogy

Gr=14+Gr_1+Gi_s

6.17. tétel.
Gy = Fyo— 1,k > 1, ahol Fy o a k + 2-dik Fibonacci szam.
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Bizonyitas. k =1 és k = 2 esetén a tétel nyilvanvaldan igaz.

Teljes indukciéval k£ > 2-re kapjuk:

Gr=1+Gr1+Gro=14+F 1 —1+F,—1=(Fp1+ F)—1=Fra—1
0

6.18. kovetkezmény.
Egy n csucsot tartalmazo AVL-fa szintjeinek k szamdra fenndll a

k<1.44log2(n—+1)
egyenldtlenség, azaz a szintszam és igy a magassdg is O(logn) nagysdagi.

Bizonyitas. A tétel alapjan n > Fy.o — 1, azaz Fi,o < n+ 1. A Fibonacci
szamokra igaz, hogy ®,_o < Fj, < ®,_1, ahol ® = (1 +/5)/2 ~ 1,61803....
Tehat q)k S Fk+2 S n+ 1.

Innen logaritmust véve k < log®(n + 1) ~ 1.441og 2(n + 1). O

6.19. tétel.

Egy n csiucsbol dllo AVL-fa esetén eqy g csucs beszirdsdt kovetden legfeljebb
eqy (esetleg dupla) forgatdssal az AVL tulajdonsdg helyredllithato. A beszirds
koltsége ezzel egyiitt O(logn).

Téorlés utdn legfeljebb 1.44log2n (szimpla vagy dupla) forgatds helyredllitja
az AVL tulajdonsdgot.

6.7. 2-3-fak
6.20. definici6. 2-3-fa
A 2-3-fa egy gyokeres fa az aldbbi tulajdonsédgokkal:

1. A rekordok a fa leveleiben helyezkednek el, a kulcs értéke szerint balrol
jobbrantévekvé sorrendben. Egy levél egy rekordot tartalmasz.
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2. Minden belss (nem levél) csicsnak 2 vagy harom gyereke van. A csics
szerkezete: my, k1, ma, vagy mq, k1, ma, ke, ms ahol (k1 < ko. Az my
mutato szerinti részfaban minden kulcs kisebb, mint kq, az mo mutato
szerinti részfa legkisebb kulcsa ki, és minden kulcs ott kisebb, mint
ks (ha van a cstucsban), az ms mutaté (ha van) szerinti részfaban a
legkisebbkulcs k5.

3. A fa levelei a gyokértsl egyforma tavolsagra vannak.

6.21. tétel.
Ha a 2-3-fanak k szintje van, akkor a levelek szdma legalabb 2k — 1.
Forditva: ha a tdrolt rekordok szama n, akkor k <log?2n + 1

Keresés 2-3-faban: A gyokértdl elindulva a belsé csticsokban 1 vagy 2
Osszehasonlitas utan tovabb lehet menni egy szinttel lejjebb. A miiveletigény
O(logn).

6.8. B-fak

Definicié: A B-fa egy olyan gydkeres fa, amely rendelkezik a kévetkezd
tulajdonsagokkal:

Minden cstcsnak a kovetkezd mezsi vannak:

1. Az n[z] az x cstcsban tarolt kulesok darabszama. Az n|x] darab kulcs
(nemcsokkend sorrendben) kulesy[x] < kulesylx] < ... < kulcsy[x].
A levl[z] egy logikai véaltozd, melynek az értéke IGAZ, ha x levél, és
HAMIS, ha x egy bels§ cstcs.

2. Ha z bels6 cstcs, akkor tartalmazza a c[x], ca[z], ..., cye)41 mutato-
kat, melyek az = gyerekeire mutatnak. A levél csicsoknak nincsenek
gyerekeiés igy e mez6k definidlatlanok.
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3. A kules;[z] értékek meghatarozzak a kulcsértékek azon tartomanyait,
amelyekbe a részfak kulcsai esnek. Ha ki egy olyan kulcs, amelyik a
¢i[x] gyokerd részfaban van, akkor ky < kulcsi[z] < ko < kuless|z] <
o S kpla] < kulesyg[x] < ko

4. Minden levélnek azonos a mélysége, ez az érték a fa magassaga

5. A cstcsokban talalhaté kulcsok darabszaméra adott egy alsd és egy
felss korlat. Ezeket a korlatokat egy rogzitett ¢ egész szammal (¢ > 2)
lehet kifejezni, és ezt a szamot a B-fa minimalis fokszamanak ne-
vezzilk.A. Ezért minden nem gyokér cstucsnak legalabb ¢ — 1 kulcsa van.
Minden belsé csiicsnak legalabb ¢ gyereke van. Ha a fa nem iires, akkor
a gyokércsucsnak legalabb egy kulcsanak kell lennie. Minden csticsnak
legfeljebb 2t — 1 kulcsa lehet. Tehat egy bels6 cstucsnak legfeljebb 2t
gyereke lehet. Azt mondjuk, hogy egy cstcs telitett, ha pontosan 2t —1
kulcsa van.

Ha t = 2, akkor a B-fa neve 2-3-4 fa.

6.22. tétel. Han > 1, és T egy olyan n-kulcsos B-fa, amelynek magassdga
h és minimdlis fokszama t > 2, akkor

h <logt((n+1)/2).
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7.

fejezet

Grafelméleti algoritmusok

7.1.

1.

2.

A szélességi keresés

G éleit vizsgalja és ratalal minden s-bdl elérhets cstcsra.

Kiszamitja az elérhetd csticsok legrévidebb (legkevesebb élbdl allo) ta-
volsagat s-t6l.

Létrehoz egy s gyokeri ,szélességi fat”, amelyben az s-bdl elérhets csi-
csok vannak.

A cstcsoknak szint tulajdonit (fehér, sziirke, fekete). Kezdetben min-
den cstcs fehér, kivéve s-et, amely sziirke. Sziirke lesz egy cstcs, ha
elértiik és fekete, ha megvizsgaltuk az Osszes beléle kiindulo élt.

. A szélességi fa kezdetben az s cstucsbol all. Ez a gyokér.

Ha egy fehér v csiicshoz értiink az u csticsbol, akkor azt felvessziik a
faba (u,v) éllel és u lesz a v sziilGje.

Attributumok
szin[u] az u csucs szine

7 [ul]

az u csucs elédje

tavlu|  az u tavolsaga s-t6l

Q

a szilirke csucsok sora

185
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SZELESSEGI KERESO(G, s) OV +E)
1 | FOR YV €V|G]\[s] cstcsra DO
2 szin[u] «—FEHER
3 tav|u| « oo
4 7[u] « NIL
5 | Szin[s] < SZURKE
6 | tdav[s] < 0
7 | m[s] < NIL
8 | Q« {s}
9 | WHILE Q # 0 DO
0] ue fej[Q)
11 FOR Vv € szomszéd[u]-ra DO
12 IF szin[v] = FEHER
13 THEN szin[v] «SZURKE
14 tav|v] «— tav|u]+1
15 T[] «— u
16 SORBA(Q,v)
17 SORBOL(Q)
18 szin[u] < FEKETE

7.1. definici6. (s, v) jelolje a legrovidebb uthosszat s-bsl v-be, ha létezik
it s-bdl v-be, egyébként §(s,v) legyen oc.

7.2. lemma. Legyen G = (V, E) digrdf vagy graf és s € V tetszdleges csucs.
Ekkor barmely (u,v) € E €l esetén 6(s,v) < d(s,u) + 1.

7.3. lemma. Legyen G = (V, E) grdf és tegyiik fel, hogy a szélességi keresés
algoritmust alkalmaztuk eqy s € V' kezddcsuccsal. Ekkor a szélességi keresés
dltal kiszdmitott tav értékek minden v € V csicsra kielégitik a tav|v] >
d(s,v) egyenlétlenséget.

7.4. lemma. Tegyiik fel, hogy a szélességi keresést alkalmaztuk a G = (V, E)
grdafra és a futds sordn a @ sor a vi,...,v, csicsokat tartalmazza. (vy az
elsd, v, az utolsd). Ekkor tav|v,] < tdv[v,] + 1 és tav[v;] < tav[viy1] bdrmely
1=1,...,7r —1 értékre.
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7.5. tétel. Legyen G = (V, E) grif és tegyiik fel, hogy a szélességi keresés
algoritmust alkalmaztuk eqy s € V' kezddcsiucesal. Ekkor a szélességi keresés
minden s-b6l elérhetd csiucsot elér és befejezéskor tav[v] = d(s,v), s € V.
Tovdbbd bdarmely s-bdl elérhetd v # s csiucsra az s-bdl v-be vezetd legrovidebb
utak eqyikét megkapjuk, ha az s-bdl wlv]-be vezetd legrovidebb utat kiegészitjik
a (m[v],v) éllel.

7.6. definici6. G, = (V,, E,) fat el6d részfanak nevezziik, ha
Ve={veV : wmv]#NIL}U{s}

és
E, ={(n[v],v) e E : ve V\{s}}

7.7. definicié. A G, eldd részfa szélességi fa, ha V, elemei az s-bél elérhetd

cstcsok és barmely v € V. cstcsra egyetlen egyszerd at vezet s-bél v-be G-
ben

7.8. lemma. A szélességi keresés olyan w értékeket hatdroz meg, amelyekre
a Gr = (Vi, Er) eldd részfa eqy szélességi fa.

Eljaras az s-bél v-be vezets legrovidebb 1t cstcsai kifrdséara:

UTAT NYOMTAT(G, s, )
IFv=s
THEN PRINT(s)
ELSE IF 7[v] = NIL
THEN PRINT(,nincs ut s és v kozott”)
ELSE UTAT NYOMTAT(G, s, w[v])
PRINT(v)

| O | W N~

7.2. A mélységi keresés

1. G éleit vizsgélja, mindig az utoljara elért, 4j kivezetd élekkel rendelkezé
v csucsbol kivezetd, még nem vizsgalt éleket deriti fel. Az Gsszes ilyen
¢l megvizsgélasa utan visszalép és azon cstcs éleit vizsgalja, amelybdl
v-t elértiik.
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. Az Osszes csiicsot megvizsgélja.
. Létrehoz egy ,mélységi erd6t”, amely az el6d részgraf faibol all.

. A csicsoknak szint tulajdonit (fehér, sziirke, fekete). Kezdetben min-

den csucs fehér, sziirke lesz, mikor elértiik, és fekete, mikor elhagytuk.

. Minden cstuicshoz két idépontot rendel, az elérési d[v] és az elhagyasi

idépontot f[v].

definicié. A G, = (V, E,) grafot el6d részgrafnak nevezziik, ha

E,={(r[v],v) e E : veV és m[v] # NIL}.

MELYSEGI KERESO(G) O(V + E)

FOR Vu € V[G] cstcsra DO

szin[u] «+— FEHER

u] — NIL

id6 «— 0

FOR Vu € V[G] cstcsra DO

IF szin[u] =FEHER

N || O | W[ N~

THEN MK BEJAR(u)

MK BEJAR(u) OV +E)

szin[u] «+ SZURKE

d[u] — id6 — id6+1

FOR Vv € szomszéd|u] csticsra DO

IF szin[v] = FEHER

THEN 7v] — u

MK BEJAR(v)

szin[u] «— FEKETE

w|~|lo|o|x|w |~

flu] « 1d6 «— id6+1
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7.10. tétel (Zarojelezés tétele).
Mélységi keresést alkalmazva eqy G = (V, E) (irdnyitott, vagy irdyitatlan)
grifra a kovetkezd 3 feltétel kizil pontosan 1 teljesil barmely u és v csiucsra:

e a [d[u], flu]] és a [d]v], f[v]] intervallumok diszjunktak,

e a [d[v], flv]] intervallum tartalmazza a [d[u], f[u]] intervallumot, és az
u csiucs a v csucs leszarmazottja a mélységi faban,

o a [d[u], flu]] intervallum tartalmazza a [d[v], f[v]] intervallumot, és a v
csucs az u csucs leszarmazottja a mélységi faban.

7.11. kovetkezmény (Leszarmazottak intervallumainak beadgyazésa).
A v csucs akkor és csak akkor leszdrmazottja az u csucsnak az irdnyitott,
vagy irdnyitatlan G grdf mélységi erdejében, ha dlu] < d[v] < flv] < flu].

7.12. tétel (Fehér ut tétele).

Egy G = (V, E) grdfhoz tartozé mélységi erdében a v csics akkor és csak
akkor leszdrmazottja az u csiucsnak, ha u elérésekor a d[u] idépontban a v
csucs elérhetd u-bol olyan iton, amely csak fehér csicsokat tartalmaz.

A mélységi keresés révén a mélységi kereséstdl fiiggGen a bemeneti graf éleit
osztalyozhatjuk. Eltipusok: egy (u,v) él

1. Fa él, ha a GG; mélységi erdg éle.
2. Visszamutato él, ha v megel6zGje u-nak egy mélységi faban.
3. Elére mutato6 él, ha v leszarmazottja u-nak egy mélységi faban.

4. Kereszt él, ha a fenti harom osztalyba nem sorolhat6 be

Iranyitott graf akkor és csak akkor kérmentes, ha a mélységi keresés soran
nem talaltunk visszamutato éleket.

7.13. tétel. Egy iranyitatlan G graf mélységi keresésekor barmely él vagy fa
él, vagy visszamutato él.
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Egy iranyitott G = (V, E) graf topologikus rendezése a csucsainak sorba
rendezése gy, hogy ha G-ben szerepel az (u,v) él, akkor u elézze meg v-t a
sorban

TOPOLOGIKUS RENDEZES(G) O(V + E)
1 | MELYSEGI KERESO(G) hivésa, minden csticsra

meghatéarozzuk az f[u| elhagyési idét.

2 | Az egyes csiicsok elhagyéasakor szurjuk be azokat
egy lancolt lista elejére
3 | RETURN( a cstucsok listaja)

7.14. tétel. A TOPOLOGIKUS RENDEZES(G) egy irdnyitott, kérmentes

grdf topologikus rendezését dllitja eld.

7.3. Minimalis feszit6fa

7.15. definici6. Egy iranyitatlan graf feszit6faja a grafnak az a részgréafija,
amely fagraf és tartalmazza a graf 6sszes ctuicspontjat.

7.16. definicié. A fa sulya a

szameérték .

7.17. definicié. Minimalis feszit6farol beszéliink, ha w(7T) értéke miniméalis
az Osszes T feszit6fara nézve. A minimalis feszit6fa nem feltétleniil egyértel-

7.18. definicié. Legyen A egy minimaélis feszitéfa egy része. A-ra nézve
biztonsagos egy él, ha A-hoz hozzavéve A tovabbra is valamely minimalis
feszitéfa része marad.
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Minimalis_ Feszit6_Fa(G, w)

A—10

WHILE A nem feszitéfa DO
kerestink egy biztonségos (u,v) élt az A-ra nézve
A— AU{(u,v)}

4 | RETURN (4A)

7.19. definici6. Egy iranyitatlan G = (V, E) graf vagasa a V' kettéosztasa
egy S és egy V' \ S halmazra

7.20. definicié. Az (u,v) él keresztezi az (S,V \ S) vagast, ha annak
egyik végpontja S-ben, méasik végpontja '\ S-ben talalhato.

7.21. definici6é. Egy vagas kikeriili az A halmazt, ha az A egyetlen éle
sem keresztezi a vagast.

7.22. definici6. Egy él konnyti egy vagasban, ha a vigast keresztezs élek
koziil neki van a legkisebb silya.

7.23. tétel. Legyen G = (V, E) egy dsszefiiggd, irdnyitatlan grif w : E — R
sulyfiiggvénnyel. Legyen A egy olyan részhalmaza E-nek, amelyik G vala-
melyik minimadlis feszitéfajanak is része. Legyen (S,V \ S) tetszdleges A-t
kikerild vdgdsa a G-nek. Legyen (u,v) konnytd €l az (S,V \ S) vdgdsban.
Ekkor az (u,v) €l biztonsdgos az A-ra nézve.

7.24. kbévetkezmény. Legyen G = (V, E) eqy osszefiiggd, iranyitatlan grdf
grif w : E — R sulyfiggvénnyel. Legyen A egy olyan részhalmaza E-nek,
amelytk G valamelyik minimalis feszitdfajanak is része. Legyen C' eqy 0ssze-
fiiggd komponens a G4 = (V, A) erdében. Ha (u,v) a C-t és a G4 valamely
mdasik komponenesét dsszekdtd konnyd él, akkor az (u,v) él biztonsdgos az
A-ra nézve.
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7.3.1. Kruskal-algoritmus

MFF_KRUSKAL(G, w) O(E log E)

A—10

FOR Vv € V[G]-re DO

HALMAZT KESZIT(v)

Rendezziik E éleit a suly szerint névekvs sorrendben

Gk | W[ N |~

FOR V(u,v) € E élre az élek suly szerint

novekvs sorrendjében DO

IF HALMAZT KERES(u) # HALMAZT KERES(v)

THEN A — AU {(u,v)}

EGYESIT (u, v)

O |0 || D™

RETURN(A)

7.25. példa.

10
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7.3.2. Prim-algoritmus

MFF_PRIM(G, w) O(E log V)
1 | Q< V|G
2 | FOR Yv € Q-ra DO
3 kulcs|v] « oo
4 | kules[r] <0
5 | 7[r] — NIL
6 | WHILE Q # () DO
7 u — KIVESZ MIN(Q)
8 FOR Vv € szomszéd|u]-ra DO
9 IF v € Q és w(u,v) < kules[v]
10 THEN 7[v] < u
11 kulcsv] «+— w(u,v)
12 | RETURN(n)

7.26. példa.

10




198 7. FEJEZET. GRAFELMELETI ALGORITMUSOK




7.3. MINIMALIS FESZITOFA 199




200 7. FEJEZET. GRAFELMELETI ALGORITMUSOK

7.4. Legrovidebb utak

A v csics legrévidebb it tdvolsdga s-t6l legyen 6(s,v), amelyet az s-bol
v-be vezetd egyes utak élszaméinak minimumaként definidlunk, ha van ilyen
ut, és oo, ha nem vezet Ut s-bél v-be.

7.27. definicié. Egy §(s,v) hosszusagi s-bdl v-be vezets utat s és v kozotti
legrovidebb ttnak nevezziik.

7.28. lemma. Legyen G = (V, E) irdnyitott vagy irdnyitatlan grif és s € V
tetszdleges csics. Ekkor barmely (u,v) € E élre:

d(s,v) < 0(s,u)+ 1.

Bizonyitas. Ha wu elérhet6 s-bél, akkor v is. Ebben az esetben, az s-bdl
v-be vezetd legrovidebb 1t nem lehet hosszabb, mint ha az s-bél u-ba vezets
legrovidebb utat kiegészitjik az (u, v) éllel, igy az egyenlétlenség teljesiil. Ha
u nem érhetd el s-bél, akkor (s, u) = oo, ezért az egyenlGtlenség biztosan
igaz. Il

7.5. Adott csticsbél indul6 legrovidebb utak

Egy gépkocsivezets a lehets legrovidebb titon szeretne eljutni az egyik varos-
bol (A-bdl) a masikba (B-be). Hogyan hatarozhatjuk meg ezt a legrovidebb
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utat, ha rendelkeziink az orszag teljes autos térképével, amelyen minden, két
szomszédos utkeresztez6dés kozotti tavolsagot bejeloltek?

Egyik lehetséges megoldas az, ha modszeresen elGallitjuk az osszes, A-bol B-
be vezets utat azok hosszaval egyiitt, és kivalasztjuk a legrovidebbet. Konnyt
azonban azt belatni, hogy még ha kort tartalmazo utakkal nem is foglalko-
zunk, akkor is tobb milli6 olyan lehet&ség marad, amelyek tobbsége egyalta-
lan nem érdemel figyelmet. Példaul, egy C-n keresztiil vezets A és B kozotti
ut nyilvanvaléan szerencsétlen utvonalvalasztas lenne, ha C tal hosszu kité-
r6t jelent.

A legrovidebb utak problémdban adott egy élsulyozott, iranyitott G =
(V, E) graf, ahol a w : E — R sulyfliggvény rendel az élekhez valos értékeket.

A p=(vg,v1,...,vx) Ut silya az utat alkotd sulyainak Osszege:
k
w(p) = Zw(vi—hvi)-
i=1

Definialjuk az u-bol v-be vezets A legrévidebbd it silydt az alabbi modon:

S(u,v) = min{w(p) : u Ly v}, ha vezet atu-bol v-be,
7 00, kiilonben.

Az u csticsbol v csiicsba vezets legrovidebb tton egy olyan p utat értiink,
amelyre w(p) = §(u, v) teljesiil.

Az A-bol B-be vezets utak példajaban az autos térképet egy graf segitségével
modellezhetjiik: a csiicsok jelentik a keresztez6déseket, az élek szimbolizaljak
a keresztezGdések kozotti utszakaszokat, az élek silyai pedig az ttszakaszok
hosszaira utalnak. Célunk olyan legrévidebb utnak a megtalalasa, amely
A-bol adott indul ki, és B-be érkezik.

Az élstulyok a tavolsagokétol eltérd metrikdkat is kifejezhetnek. Gyakran
hasznaljak idg, koltség, biintetés, veszteség vagy més olyan mennyiség meg-
jelenitésére, amely egy at mentén linearisan halmozodik, és amelyet minima-
lizalni szeretnénk.
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Fokozatos kozelités

Ennek a fejezetnek az algoritmusai a fokozatos koézelités modszerét alkal-
mazzak. Minden v € V cstcsndl nyilvantartunk egy d[v] értéket, amely egy
fels6 korlatot ad az s kezdGcesticsbol a v-be vezets legrovidebb ut salyara. A
d[v]-t egy legrévidebb-it becslésnek nevezzik.

Kezdetben a legrévidebb-tit becsléseket és a sziil6kre mutatd m értékeket a
kovetkezs 6(V') futési idejd eljaras éllitja be.

Egy-forras-kezdgérték (G, s)
FOR minden v € V[G]-re DO

d[v] < oo

m[v] < NIL
d[s] <0

= Wi =

A kezdeti értékek beallitasa utan v € V-re [v] = NIL, és minden v € V'\ {s}-
re d[v] = oo all fenn.

Egy (u,v) él segitségével torténd kozelités technikajat alkalmazzak. Egy
ellenérzésbdl all, amelyik 6sszeveti a v csticshoz ez idaig legrévidebbnek ta-
lalt utat az u cstucson keresztiil vezets uttal, és ha ez utobbi révidebb, ak-
kor modositja a d[v] és 7[v] értékeket. A kozelits lépés csokkentheti a d[v]
legrovidebb-ut becslés értékeét, és atallithatja a w[v] mez6t az u cstucsra. Az
alabbi kod az (u,v) él kozelits lépését irja le.

Kozelit(u, v, w)
IF d[v] > d[u] + w(u,v)
THEN d[v] «— d[u] + w(u,v)

m[v] — u

Ennek a fejezetnek mindegyik algoritmusa meghivja az EGY-FORRAS-KEZDOERTEK
eljarast, majd az élekkel egymés utan végez kozelitéseket. S6t a kozelités az
egyetlen olyan lépés, amely megvaltoztatja a legrovidebb-uit becsléseket és a

sziil6 értékeket. A fejezet algoritmusai abban kiilonboznek egymastol, hogy
hanyszor és milyen sorrendben végzik el az élekkel a KOZELIT mitveletet.
Dijkstra algoritmusa minden éllel pontosan egyszer kozelit. A Bellman-Ford-
algoritmus az egyes élekkel t6bbszor végez kozelitést.
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7.5.1. Bellman-Ford algoritmus

A Bellman-Ford-algoritmus az adott kezdGcsicsbol induld legrévidebb
utak probléméjat abban az altaldnosabb esetben oldja meg, amikor az élek
kozott negativ sulytakat is talalhatunk. Adott egy w : E — R sulyfiigg-
vénnyel sulyozott iranyitott G = (V) F) graf, ahol a kezdcstics s. A Bellman-
Ford-algoritmus egy logikai értéket ad vissza annak jel6lésére, hogy van vagy
nincs a kezdGcsucsbol elérheté negativ kér. Ha van ilyen kor, az algoritmus
jelzi, hogy nem létezik megoldas. Ha nincs ilyen kor, akkor az algoritmus
elgallitja a legrovidebb utakat és azok sulyait.

A Bellman-Ford-algoritmus a fokozatos kozelités technikajat alkalmazza, bar-
melyik v € V cstcsnal az s kezdGesticsbol odavezets legrovidebb 1t silya-
ra adott d[v] becslését ismételten csokkenti mindaddig, amig az eléri annak
tényleges d(s,v) értékét. Az algoritmus akkor és csak akkor tér vissza 1GAz
értékkel, ha a graf nem tartalmaz a kezd@cstcsbol elérhetd negativ koroket.

BELLMAN-FORD(G, w, s)
Egy-forras-kezgérték (G,s) O(VE)
FOR i+ 1TO |V[G]| -1 DO

FOR V(u,v) € E[G]-re DO

KOZELIT (u, v, w)

FOR V(u,v) € E[G]-re DO

IF d[v] > d[u] + w(u,v)

THEN RETURN(HAMIS)

RETURN (IGAZ)

||| O =W N~

KIG-LEGROVIDEBB-UT(G, w, s)
A G cstcsainak topologikus rendezése OV +E)
EGY FORRAS KEZDOERTEK(G, s)

1

2 | FOR Vu cstcsra azok topologikus sorrendjében DO
3 FOR Vv € szomszéd[u]-ra DO

4 KOZELIT (u, v, w)

A kovetkezs abra a Bellman-Ford-algoritmus miikodését egy 5 csiicsbol allo
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grafon mutatja be. A d és m kezdeti beallitasa utan az algoritmus |V| — 1
menetet végez a graf éleivel. Minden menet a 2-4. sorok for ciklusanak
egy iteracioja, amely a graf minden élével egyszer végez kozelitést. A (b)-
(f) abrék az algoritmus allapotait mutatjak az élekkel végzett négy menet
mindegyike utéan. |[V|— 1 menet utan az 5-8. sorok negativ kort keresnek, és
a megfelels logikai értéket adjak vissza.

A Bellman-Ford-algoritmus futési ideje O(V, E'), mivel az 1. sor el6készitése
0(V') idejt, a 2-4. sorokban az élekkel végzett |V | —1 menet mindegyike 6(E)
ideig tart, és az 5-7. sorok for ciklusa O(FE) ideji.
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A kezdGcestcs az s cstics. A d értékeket beleirtuk a cstcsokba, és a vastagitott
¢lek jelzik a sziils értékeket: ha (u,v) él vastagitott, akkor 7[u] = u. (a) Az
els6 menet el6tti helyzet. (b)-(f) Az egymast kovetd menetek utan kialakult
helyzetek. Az (f) rész a végleges d és m értékeket mutatja. A Bellman-Ford-
algoritmus ebben a példaban 1Gaz értékkel tér vissza.
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7.29. tétel. Bellman-Ford-algoritmus helyessége

Egqy G = (V,E) silyozott, irdnyitott grafon futtassuk a BELLMAN-FORD
eljardst, ahol a sulyfigguény a w : E — R, €s a kezddcesics az s. Ha G nem
tartalmaz s-bél elérhetd negativ koroket, akkor az algoritmus 1GAz értéket ad
vissza, tovdbb minden v € V' csiicsra dv] = 0(s,v), és a G szild részgrdf egy
s gyokerd legrovidebb-utak fa lesz. Ha G-ben van eqy s-bol elérhetd negativ
kor, akkor az algoritmus HAMIS értékkel tér vissza.

7.5.2. Dijkstra algoritmusa

Dijkstra algoritmusa az adott kezd&cstcsbol indulé legrévidebb utak problé-
majat egy élsulyozott, iranyitott G = (V, E) grafban abban az esetben oldja
meg, ha egyik élnek sem negativ a stulya. Ebben az alfejezetben ennek meg-
felelgen feltessziik, hogy minden (u,v) € E élre W (u,v) > 0. A Dijkstra
algoritmusanak futasi ideje, egy j6 megvalésitas mellett, gyorsabb, mint a
Bellman-Ford-algoritmusé.

A Dijkstra-algoritmus azoknak a csiicsoknak az S halmazat tartja nyilvan,
amelyekhez mar meghatarozta az s kezdGcstcsbol odavazetd legrovidebb-t
salyat. Az algotimus minden lépésben a legkisebb legrovidebb-ut becslésti
u € V \ S cstucsot valasztja ki, beteszi az u-t az S-be, és minden wu-bol
kivezets éllel egy-egy kozelitést végez. Az alabbi megvalositasban egy @
minimum-els6bbségi sort alkalmazunk a V'\ S-beli csiucsok nyilvantartasara,
amelyeket azok tdv értékeivel indexeltiink. Az algoritmus feltételezi, hogy a
G graf egy szomszédsagi listaval van megadva.
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(e) (£)

A kezd&estces a bal oldali s csucs. A legrovidebb-tut becsléseket a cstucsok
belsejében tiintettiik fel, és vastagitott élek jelzik a sziilg csticsokat: ha (u, v)
vastag, akkor mw[v] = u. A sotétebb sziirke szini cstcsok az S halmazban
vannak, és a fehér szintiek a Q = V \ S prioritasi sorban. (a) Ez a 4-8.
sorok while ciklusanak elsd iteracioja el6tti helyzet. A sotét szind cstcs a
legkisebb d értékid csucs, és az 5. sor ezt valasztja ki u cstcsként. (b)-(f)
A while ciklus soron kovetkezd iteracioi utéani helyzetek. Minden részben a
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sotétebb szinnel jelolt csticsot mint u csticsot valasztja ki a kdvetkez§ iteracio
5. sora. Az (f) rész a végleges tdv és m értékeket mutatja.

Dijkstra(G, s)

Egy-forras-kezéérték (G,s) O(V?)
S0
Q — V|G|

WHILE Q # () DO
u — KIVESZ_MIN(Q)
S — Su{u}
FOR Vv € szomszéd[u]-ra DO
KOZELIT (u, v, w)

w|~w|lo|o|x|w |~

A Dijkstra-algoritmus az abran bemutatott moédon végzi az élekkel a fokoza-
tos kozelitést. Az 1. sor a tdv és a 7 értékeinek szokésos kezdeti beallitasat
végzi, majd a 2. sor az S halmazt teszi iiressé. A 4-8. sorok while ciklusanak
minden iteracidja el6tt fennall a @ = V' \ S invarians allitas. A 3. sor a Q)
minimum-els6bbségi sort késziti el tgy, hogy az kezdetben minden V-beli
csicsot tartalmazzon; mivel ekkor az S még iires, az invaridns allitas a 3.
sor utan teljesiil. A 4-8. sorok while ciklusaban egy u cstcsot vesziink ki az
Q) = V '\ S halmazbol (legelészor u = s), és hozzaadjuk az S halmazhoz, te-
hat az invaridns allitas tovabbra is igaz marad. Az u csics tehat a legkisebb
legrévidebb-ut becslést cstucs a V' \ S-ben. Ezutan a 7-8. sorok kozelitést
végeznek az u-bol kivezets (u, v) élekkel, ezaltal modositjuk a d[v] becslést és
a mlv] sziil6t, feltéve, hogy a v-hez az u-n keresztiil most talalt ut révidebb,
mint az ott eddig nyilvantartott legrovidebb ut. Figyelembe véve azt, hogy
a 3. sor utan mar egyetlen cstcsot sem tesziink bele a ()-ba, valamint azt,
hogy mindegyik cstcsot egyetlenegyszer vesziink ki a ()-bol és tessziik at az
S-be, a 4-8. sorok while ciklusa pontosan |V|-szer hajtodik végre.

A Dijkstra-algoritmus moho stratégiat alkalmaz, hiszen minden a ,Jlegkbnnyebb”,
a ,legkozelebbi” cstcsot valasztja ki a V' \ S-bél, hogy azutan betegye az
S halmazba. A moho¢ stratégidk altalaban nem mindig adnak optimélis
eredményt, de amint a kovetkezd tétel és annak kovetkezménye mutatja, a
Dijkstra-algoritmus sziikségszertien a legrovidebb utakat allitja eld.
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7.30. tétel. Digkstra-algoritmus helyessége

Ha Digkstra algoritmusdt eqy nemnegativ w sulyfiggvénnyel sulyozott, s kez-
ddcesucsi iranyitott G = (V) E) grdfban futtatjuk, akkor annak a befejezddé-
sekor minden uw € V' csucsra teljesil, hogy tavju] = (s, u).

7.31. kovetkezmény. Ha Dijkstra algoritmusdt eqy nemnegativ w siulyfiigg-
vénnyel silyozott, irdnyitott s kezddesiucsi G = (V, E) grdfban futtatjuk, ak-
kor annak befejezddésekor a G, szild részgraf eqy s gyokerd legrovidebb-utak
fa lesz.

7.6. Legrovidebb utak minden cstcsparra

Ebben a fejezetben célunk egy graf valamennyi rendezett csticspéarjara a két
csucs kozti legrovidebb ut megkeresése. Ha példaul egy autostérképhez el-
készitjiik a varosok egyméastol mért tavolsagainak tablazatat, éppen ezt a
feladatot oldjuk meg. Csaktgy, mint kordbban G = (V, E) egy stlyozott
iranyitott grafot jeldl, amelynek élhalmazan egy w : E — R valos értékd
salyfiiggvény van megadva. A graf minden u,v € V cstucsparjara keressiik
az u-bol v-be vezets legrovidebb (legkisebb sulyt) utat, ahol egy ut stlya
az uthoz tartozo élek silyanak az Osszege. Az eredményt altaldban tabla-
zatos forméaban keressiik; a tablazat u-hoz tartozo sordban és v-hez tartozo
oszlopaban all6 elem az u-bol v-be vezets legréovidebb 1t hossza.

A cstcsparok kozti legrovidebb utakat természetesen megkereshetjiik ugy,
hogy az el6z6 fejezetben latott valamelyik egy kezdGestcsbol kiinduld leg-
rovidebb utakat keresd algoritmust egyenként végrehajtunk a lehetséges |V|
kiilonb6z6 gyokércsiicsot valasztva. Ha a tavolsagok nemnegativak, Dijkstra
algoritmusat alkalmazhatjuk.

Ha negativ élstilyokat is megengediink a grafban, Dijkstra algortmusa nem al-
kalmazhato, helyette a lassabb Bellman-Ford-algoritmust kell minden cstcsra
egyszer végrehajtanunk. Célunk tehat, hogy a negativ élstulyok esetére ha-
tékonyabb algoritmusokat adjunk. Ekoézben megismerjiik az 0sszes csucspar
kozit legrovidebb at probléma és a matrixszorzas kapcsolatat is.

Az egy csuicsbol kiindulo6 legrévidebb utakat megadé algoritmusok altalaban
a graf éllistas megadasat igénylik. A bemend adat tehat egy Wn xn-es matrix



210 7. FEJEZET. GRAFELMELETI ALGORITMUSOK

lesz. A matrix egy n csucsu iranyitott G = (V, E) graf élsulyait tartalmazza:
W = (U)w‘), ahol

0, ha i =7,
w;; = { az iranyitott (¢,7) él hossza, hai# jés (i,j) € £ (7.1)
0, haijés (i) ¢ E

A grafban megengediink negativ silyu éleket, azonban egyel6re feltessziik,
hogy negativ Osszstlyt korok nincsenek.

A fejezetbeli algoritmus kimenete az 6sszes parra adott legrévidebb tthossza-
kat tartalmazo tablazat egy D n x m-es matrix lesz. A matrix d;; eleme az
i csucsbol a j cstcsba vezetd legrovidebb ut sulyéat tartalmazza. A végered-
ményként kapott d;; értékek tehat megegyeznek a (i, j)-vel, az i cstcsbol a
J csuicsba vezet6 legrovidebb ut sulyaval.

Csak akkor mondhatjuk, hogy a kittizott feladatot megoldottuk, ha a legrévi-
debb utak stilya mellett magukat az utakat is meg tudjuk adni. E célbdl egy
[I = (mi;) megelbzési mdtrixzot is meg kell adnunk, amelyben 7;; = NIL, ha
i = j vagy ha nem vezet ¢ és j kozott ut; ellenkezs esetben 7;; a j-t megel6z6
csucs az egyik i-bdl j-be vezetd legrovidebb tton.

Miel6tt az algoritmust ismertetnénk, allapodjunk meg néhany, szomszédsagi
maétrixokkal kapcsolatos, jelolésben. Elgszor is a G = (V, E) grafnak altala-
ban n cstcsa lesz, azaz n = |V|. Masodszor a matrixokat nagybetiivel, egyes
elemeiket pedig alulindexelt kisbettivel fogjuk jelolni, tehat példaul W és D
elemei w;j, d;; lesznek. Bizonyos esetekben iteraciok jelolésére a matrixokat
zarojelezett felsGindexszel latjuk el, ugy mint D™ = (dgﬂ)) Végiil egy adott
A n X n-es matrix esetén sorok-szamalA| tartalmazza n értékét.

7.6.1. A Floyd-Warshall-algoritmus

A kovetkezSkben dinamikus programozasi feladatként értelmezziik a legro-
videbb utak keresését. Egy G = (V) E) iranyitott grafon a keletkezs un.
Floyd- Warshall-algoritmus futasi ideje 6(n®). A bemend grafban megen-
gediink negativ élsulyokat, negativ 0sszsilyi koroket azonban nem.

A legrovidebb utak szerkezete

Dinamikus programozéasunk a legrévidebb utak ,bels¢” cstucsait tekinti, ahol
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egy egyszeri p = (v, vg,...,v;) Ut belsd csicsa p minden vy-t6l és v-t6l
kiilonb6z6 csicsa, azaz a {vg, vs, ..., v;_1} halmaz minden eleme.

A szerkezet jellemzése a kovetkezd észrevételen alapul. Legyen a G graf
csicshalmaza V = {1,2,...,n}, és tekintsiik valamely k-ra az {1,2,... k}
részhalmazt. Legyen p a legrévidebb i-bél j-be vezetd olyan 1t, melynek
belsé csucsait az {1,2,...,k} részhalmazbol valaszthatjuk. (A p at egysze-
rid, hiszen G nem tartalmaz negativ 6sszsulyu koroket.) A Floyd-Warshall-
algoritmus a p Ut és az olyan legrévidebb utak kapcsolatat alkalmazza, mely-
nek belsd csicsait az {1,2, ...,k — 1} részhalmazbol valasztjuk. E kapcsolat
két esetre oszthato attol fiiggden, hogy k belsd csticsa-e p-nek vagy sem:

e Ha k a p utnak nem bels§ cstucsa, akkor a p Gt minden bels§ cstcsa
az {1,2,...,k — 1} halmaz eleme. Igy a legrévidebb i-bél j-be vezetd
és bels6 cstucsként csak az {1,2,...,k — 1} halmaz elemeit hasznalo ut
szintén legrovidebb 1t lesz, ha a belss csucsok az {1,2,..., k} halmaz-
bol keriilhetnek ki.

e Ha k belss cstcs a p tton, akkor felbontjuk a p utat két ¢ &5 k L3
utra. A p; egy olyan legrévidebb ut ¢ és k kozott, melynek belsd csi-
csai az {1,2,...,k} halmaz elemei. S6t k nem is lehet p; ut belsd
csucsa, igy p; egyben olyan legrovidebb 1t is, melynek bels§ csticsai
{1,2,...,k—1}-beliek. Hasonloképpen ps egy legrévidebb, belss cstcs-
ként csak {1,2,..., k — 1}-et hasznalé k-bol j-be vezet§ tut.

Az Osszes cstcspar kozti legrovidebb utak rekurziv megadasa

A fenti megfigyelés alapjan egy rekurzioval adhatunk egyre javulé becsléseket
a legrovidebb utak silyara. Legyen dz(?) a legrovidebb olyan ¢-bdl j-be vezets
ut hossza, melynek minden bels§ csticsa az {1,2,...,k} halmaz eleme. A
k = 0 érték esetén egy olyan i-bél j-be vezets tnak, melyen a bels§ csticsok
sorszama legfeljebb 0 lehet, egyéltalan nem lehet belsé csicsa. Egy ilyen
utnak tehat legfeljebb egyetlen éle lehet és igy dg»)) = w;;. A tovabbi értékeket
a kovetkezd rekurzio szolgaltatja:

(k) Wiy, ha k = O,
%= min (d(’?‘”, 4D 4 dé’j‘”) , hak>1. (7.2)

ij
(n)
ij
videbb utak bels6 csticsai a {1,2,...,n} halmaz elemei, és igy dl(?) = 4(4,))

A végeredményt a D™ = (d;;’) métrix tartalmazza, hiszen az egyes legro-
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minden 2,7 € V esetén.

Az athosszak kiszamitasa alulrol felfelé haladva

A (7.2) rekurzio segitségével a dz(-f) értékeket alulrol felfelé, k értéke szerin-
ti névekvs sorrendben szamithatjuk. Az algoritmus bemend adatai a (7.1)
egyenlGség altal definidlt Wn x n-es matrix lesz, eredményiil pedig a legro-
videbb uthosszak D™ matrixat adja.

Floyd-Warshall(1V)
n < sorok _széma|W| O(n?)
DO — W
FOR k£ +—1TO n DO
FOR i+~ 1TO n DO
FOR j — 1 TO n DO
dY) — min{d; D, d" +d 7V}

v

0| || W[ DN

RETURN D®

A Floyd-Warshall-algoritmus futéasi idejét a 3-6. sorok haromszorosan egy-
masba agyazott for ciklusa hatarozza meg. A 6. sor minden egyes alka-
lommal O(1) idében végrehajthato, igy a teljes futasi id6 0(n?). A megadott
programkod tomor és csak egyszertii adatszerkezeteket igényel. A 6-jelolésbeli
allando tehat kicsi, és a Floyd-Warshall-algoritmus még kozepesen nagy mé-
retd grafok esetén is hatékony.
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A D® &s [1® méatrixok, ha a Floyd-Warshall-algoritmust az dbran lathato
grafon futtatjuk.
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A legrovidebb utak megadasa

A Floyd-Warshall-algoritmusban t6bb médszer is kinalkozik arra, hogy a leg-
rovidebb utak éleit is megkapjuk. Megtehets, hogy a legrovidebb tuthosszak
D maétrixédnak ismeretében O(n?) ids alatt megkonstrualjuk a ] megel6zé-
si méatrixot. A [] megel6zési matrix ismeretében pedig a MINDEN-PARHOZ-
UTAT-NYOMTAT eljaras megadja a kivant két csics kozti legrévidebb ut éleit.

Minden-parhoz-utat-nyomtat (11,4, ;)
IFi—;
THEN PRINT ¢
ELSE IF 7,; = NIL
THEN PRINT 7 ,-b6l” j,-be nem vezet at”
ELSE Minden-péarhoz-utat-nyomtat(If, 4, ;)
PRINT j

| O = | W[ N+~

A 1] megel6zési matrixot szamithajuk a Floyd-Warshall-algoritmus meneté-
ben a D™ matrixokkal egyidejiileg is. Pontosabban matrixok egy 11, j@.... 1™
sorozatat szamithatunk, melyre [[=[[™. E sorozatban ﬂff)—t ugy definialjuk,
mint egy olyan legrévidebb ¢-bdl j-be vezets tton a j-t megel6z8 csticsot,
melynek belsé csucsai a {1,2,...,k} halmaz elemei.

Megadjuk a ﬂgf) értékeit definialo rekurziot. (A [[® matrixok szamitasa az
abra példajaban kévethets.) Ha k = 0, akkor i-t6l j-ig tartd tton nincs
kozbiils6 cstcs és igy

(0) NIL, hai=jvagy w;; = 00,
T =9 A
Kl i, ha @ # j és w;j < o0.

A k > 1 esetben pedig egy tuton a j-t megel6z6 cstcsnak valaszthato ugyanaz
a csucs, amely j-t egy legrovidebb k-bol induld és belsé cstcsként csak az

{1,2,...,k — 1} halmaz elemeit hasznal6 uton el6zi meg. Ha pedig a legro-
videbb i-bél j-be vezets és az {1,2,...,k} halmaz elemeit hasznalo ut k-t

nem tartalmazza, akkor a j-t megel6z6 cstics megegyezik a k — 1 érték esetén
valasztott megel6z6 csticesal. Tehat k& > 1 mellett a rekurziv egyenlet

w s hadl Y <dfV 4 dlY,
Y WI(CI;_I), ha dﬁf‘” > dg,lj_l) + dg;-_l).



7.7. GRAFOK TRANZITIV LEZARTJA

7.7. Grafok tranzitiv lezartja

7.32. definicié. A G graf tranzitiv lezartja az a G*

E* ={(i,j) : létezik G -ben i-bdl j-be ut}.
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(V, E*) graf, melyre

TRANZITIV _LEZART(G)

O(n?)

n—|VIG] |

FOR i+ 1TOn DO

FOR j « 1 TO n DO

IF i = j vagy (i, j) € E[G]

THEN ¢ « 1

ELSE ¢ « 0

FOR k£ +—1TO n DO

FOR :+—1TO n DO

O [0 | N | O | O || W N |+~

FOR j < 1 TO n DO

—_
e}

k k—1 k—1
tz(j) N tz('j : v <t§k :

A t,ﬁ’j‘”

)

—_
—_

RETURN(T(n))
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8. fejezet

Dinamikus programozas

A dinamikus programozas és az oszd meg és uralkodj elv kozotti legfontosabb
kiilonbségeket mutatja a kévetkezd tablazat.

Oszd meg és uralkodj Dinamikus programozas
Fiiggetlen részproblémékat | A részproblémék nem fiiggetlenek (kozo-
oldunk meg sek), egyszer oldédnak meg, ujabb fel-

hasznalasig tarolodnak.
A megoldéasokat egyesitjiikk | Altalaban optimalizalasra hasznaljuk,
amikor sok megengedett megoldas van

A dinamikus programozas lépései:
1. Jellemezziik az optimalis megoldas szerkezetét.
2. Rekurziv moédon definidljuk az optimalis megoldéas értékét.
3. Kiszamitjuk az optimalis megoldas értékét alulrol felfelé moédon.

4. A kiszamitott informaciok alapjan megszerkesztjiik az optimélis meg-
oldéast.

8.1. definici6é. Matrixok szorzatat teljesen zardjelezettnek nevezziik, ha a
szorzat vagy egyetlen méatrixbol all, vagy pedig két, zardjelbe tett teljesen
zardjelezett matrix szorzata
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8.2. példa. Legyenek az A, B,C matrixok méretei 2 x 3,3 x 4, és 4 x 5.
Szamitsuk ki a D = ABC' maétrixot.

Ekkor D mérete 2 x 5. A miveletszam (szorzasok szama) két matrix Gssze-
szorzasakor: pqr, ha a méretek p x q és ¢ x r.

Els6 modszer: ((AB)C), miiveletszam 2-3-4+2-4-5 = 24 4 40 = 64.
Masodik modszer: (A(BC)), miveletszam 3-4-5+2-3-5 =60 + 30 = 90.
Legyenek az 0sszeszorzand6 matrixok: Aq, Ao, ..., A, és legyen az A; matrix
mérete p;_1-p; (1 =1,...,n).

Legyen P(n) az n matrix zarojelezéseinek a szama.

1, ha n=1
P(n) = P(k)P(n—k), ha n>?2
Innen
P(1)=1
P2)=P(1)-P(1)=1
P3)=P1)-P2)+P(2)-P(1)=1-1+1-1=2
P4)=P(1)-P3)+P(2)-P2)+PB3)-P(1)=1-2+1-1+2-1=5

2n
P(n)=C, — 1, ahol C, = % (Catalan szamok, exponencialis a névekedéstik).
n

Az optimélis zarojelezés szerkezete:

Legyen A; ; = A;A;i41... Aj. Az optimalis eset az Ay, Ay, ..., A, szorzatot
k-nal vagja szét Ay, = A1 k- Aky1.n. KOltség = A i koltsége + Axi1.n
koltsége + az Osszeszorzas koltsége. Ay x és Agyq..n zarojelezése is optimalis
kell legyen.

Legyen m;; az A, _; kiszdmitasanak minimalis koltsége

0, hai=j
mij = ‘min‘ {mik + Mk1,5 + pi_lpkpj} ha i < ]
1<k<j

Legyen s;; az a k index, ahol az A; _; szorzat ketté van vigva.



Legyen b= (p(]apl? cee >pn)

MATRIX SZORZAS SORREND(p) O(n?)

n <« hossz|p|-1

FOR :+—1TO n DO

mi; < 0

FOR [ +—2TO n DO

FOR:—1TOn—-1+1DO

je—i+l—1

mg; «— 00

FOR k « i TO j — 1 DO

© |0 [ N | O | O | k= | W [N |+~

q < Mk + Mpy1j + Pi—1PkD;

—_
@)

IF q < My

—_
—_

—_
\}

Sink

—_
w

RETURN (m, s)
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A 1 . A 7 . A 3 . A4
(2x3) (3x4) (4x5) (5x6) n

(12) | 0404234 |24

(S
o
=
n
[y}

(2.3) | 0+0+3+4:5 60 P13 | 0| 24| 64 [124

(3.4) | 0+0+4:56 120 24 0 | 60 | 150

(13) | 0+60+2:3:5 |90 3 s 0 |120
24+0+2+4°5 64 46 0

24) | 0+120+346  |192
60+0+3:5:6  |150 s
(14) | 0+150+2:36  |186
24+120+2:46 {192
64+0+2:56 124

((AI'AQ'A_%)'A‘I 4

MATRIX LANC SZORZAS(A,s,i,7)
IF 5 >4
THEN X < MATRIX_LANC_SZORZAS(A, s,i, s;;)
Y « MATRIX_LANC_SZORZAS(A, s, s;; + 1,7)
RETURN (MATRIXSZORZAS(X,Y))
ELSE RETURN(4,)

O = | W | N |-




9. fejezet

NP-teljesség

A kovetkezGkben vazlatosan betekintiink az algoritmusok bonyolultsag elmé-
letébe. Az el6z6 fejezetekben téargyalt algoritmusok altaldban legrosszabb
esetben polinomialis idejtiek voltak. Vajon minden probléma megoldasara
adhato polinomialis ideji algoritmus? Sajnos a vélasz az, hogy nem. A poli-
nomialis idében megoldhatoé problémékat tekintjiik jol kezelhetSknek. Ezen
problémék zart osztalyt képeznek, azaz, ha az egyikiik eredményét egy masik
ilyen probléma bemenetére adjuk, akkor az 6sszetett probléma is polinomiélis
idejt lesz.

9.1. definici6. Az absztrakt probléma egy kétvaltozos relacié a probléma
eseteinek (bemeneteinek) I és a probléma megoldasainak S halmazan.

Igy egy inputhoz tébb output is tartozhat.

9.2. definici6é. Dontési (eldontési) probléma az olyan absztrakt probléma,
melynek a megoldasa "igen", vagy "nem".

Ez azt jelenti, hogy a déntési probléma egy I — {0; 1} leképezés, ahol a nulla
szimbolizalja a"nem"-et, az 1 az "igen"-t. Optimalizalési problémak példaul
atalakithatok dontésivé azon atfogalmazéssal, hogy az optimum kisebb-e egy
elére megadott értéknél.
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9.3. definicié. Egy absztrakt objektumokbol allo S halmaz kodolésa egy e
leképezés S-rél a binaris sorozatokra.

Az algoritmusok a probléma eseteinek kodolésat kapjak inputként.

9.4. definici6é. Konkrét az absztrakt probléma, ha esetei a binaris sorozatok.

9.5. definici6é. Egy algoritmus egy konkrét problémat O(T'(n)) id6 alatt
megold, ha minden n hosszusagu i esetre a megoldas O(T'(n)) lépést igényel.

9.6. definici6é. Egy konkrét probléma polinomiélis id6ben megoldhato, ha
létezik olyan algoritmus, amely O(n*) id6 alatt megoldja valamely k € R, k >
0 szamra.

9.7. definicié. P bonyolultsagi osztalynak nevezziik a polinomialis idében
megoldhat6 problémak halmazat.

9.8. definici6é. Azt mondjuk, hogy egy f : {0 > 1}* — {0 > 1}* fliggvény
polinomialis idében kiszamithato, ha létezik olyan A polinomiélis algoritmus,
amely tetszéleges x € {0 > 1}* bemenetre az f(z)-et adja eredményiil.

9.9. definicié. Azt mondjuk, hogy az e; és ey kddolasok polinomiélisan
kapcsoltak, ha léteznek olyan f(z12) és f(221) polinomiélis id6ben kiszé-
mithato fiiggvények, hogy barmely i € I esetre f(x12)(e1(i)) = ea(i) és
f(w21)(e2(2)) = ea(i).

Polinomialisan kapcsolt kddolésok esetén mindegy, hogy melyiket hasznaljuk
a probléma polinomialis idében valé megoldhatosaganak az eldontésére. Erds
kapcsolat all fenn a dontési problémak és a formalis nyelvek kozott. A formé-
lis nyelvek valamely szimbolumok véges halmazat, amit dbécének neveznek,
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hasznaljék fel a formalis nyelv megadasara. Az abécé elemeibdl véges soro-
zatokat (szavakat) képezve, a nyelvet az igy képezhetd Osszes véges sorozatok
halmazanak részhalmazaként adjak meg. Ha az abécét a X jeloli, akkor a
sorozatokat a 3*. Ha az dbécé a zérus és az egy jel, akkor a sorozatok halma-
za az Osszes véges binéris jelsorozat, amihez hozzévessziik még az iires szot,
amit e-nal jeloliink. Mivel a nyelv eszerint egy halmaz (részhalmaz), ezért
érvényesek réa és altalaban a formalis nyelvekre a halmazelméleti miiveletek,
mint példaul az uni6, a metszet, a komplementer képzés. Tovabbi mitivelet a
konkatenéci6, amely a benne szerepld nyelvek szavainak egymas utan frasat,
Osszekapcsolasat jelenti. Jelolésben az Ly és Ly nyelvek konkatenéltja LiLs.
Az L nyelv lezartjanak nevezik az L* = {e} ULUL?U. .. nyelvet. A dontési
problémék esetén a dontési probléma esethalmaza >*, a binaris jelsorozatok
halamaza. Magéat a dontési problémat pedig ezen halmazbol az a nyelv je-
16li ki, amely azon sorozatokbol all, amelyre a probléma egyet ad. Ha ) a
probléma, akkor a neki megfelel nyelv. L = {z € ¥* : Q(x) = 1}.

9.10. definici6é. Azt mondjuk, hogy az A algoritmus elfogadja az x szot, ha
A(x) = 1, és elutasitja azt, ha A(z) = 0.

9.11. definici6é. Azt mondjuk, hogy az A algoritmus elfogadja az L nyelvet,
ha a nyelv minden szavat elfogadja.

Ez nem jelenti azt, hogy a nyelvhez nem tartozo6 szavak koziil ne fogadna el
egyet sem.

9.12. definici6é. Azt mondjuk, hogy az A algoritmus eldonti az L nyelvet,
ha a nyelv minden szavat elfogadja, a tobbit pedig elutasitja.

9.13. definicié. Azt mondjuk, hogy az A algoritmus polinomialis idében
elfogadja az L nyelvet, ha a barmely n hossziisdgi o € L szot O(n) idében
elfogad valamely k konstansra.

9.14. definici6é. Azt mondjuk, hogy az A algoritmus polinomiélis idében
eldénti az L nyelvet, ha a barmely n hossztsagi  sz6t O(n*) idében elfogad,
ha a sz6 L-beli, vagy elutasit, ha nem L-beli. Itt k£ konstans.
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9.15. definici6. Azt mondjuk, hogy az L nyelv polinomialis idében elfo-
gadhato/eldonthetd, ha létezik algoritmus, amely polinomiélis idében elfo-
gadja/eldonti.

A P bonyolultsagi osztaly azon nyelvek halmaza a {0;1} f6lott, amelyek
polinomiélis id6ben elfogadhatok. Konnyebb altalaban egy probléma megol-
dasat ellendrizni, mint azt megtalélni. Az ellenérzés egfajta tantsitvany, ami
a megoldas helyességét bizonyitja.

9.16. definici6. Ellentrzé algoritmusnak nevezziik az olyan kétbemeneti
algoritmust, amelynek egyik bemenete a dontési probléma bemenete, a masik
pedig, amit tantinak neveznek, egy binaris sz6.

9.17. definicié. Azt mondjuk, hogy az A ellenérzé algoritmus bizonyitja az
x sz0t, ha létezik olyan y tant, hogy A(x,y) = 1, és A bizonyitja az L nyelvet,
ha bizonyitja L minden szavat és minden sz6, amit bizonyit L-ben van.

9.18. definicié. Azon nyelvek osztalyat, amelyek polinomialis id6ben bizo-
nyithatok, N P bonyolultsagi osztalynak nevezziik.

Az N P megnevezés a "nondeterministic polinomial (time)" réviditése. Annyi
bizonyos, hogy P C N P, hiszen az ellentrzé algoritmus lehet maga az L € P
nyelv polinomialis ideji eldonté algoritmusa azaltal, hogy az y bemenetet
ignoralja. Azt nem tudjuk, hogy P C NP, vagy P = NP é&ll-e fonn, bar
intuitive az els6 latszik igaznak. A valasz egyelére nem ismeretes. NP prob-
léma példaul a Hamilton-kor probléma, amely azt 6hajtja eldonteni, hogy
van-e egy iranyitatlan grafban Hamilton-kor, azaz olyan kor, amely a graf
mindegyik csomopontjan csak egyszer megy at. A problémék bonyolultsé-
ganak Osszehasonlitasat konnyiti meg a visszavezethetGségi elv. Ez az elv a
problémat atfogalmazza egy mésik problémava, olyanna, amelynek megolda-
sabol mar kovetkezik az eredeti probléma megoldasa.

9.19. definici6. Azt mondjuk, hogy az L nyelv polinomiélisan visszavezet-
hetS az Lo nyelvre (jelolése Ly <, L), ha létezik olyan f: {0;1}* — {0;1}*
polinom idében kiszamithato fiiggvény, hogy minden z € {0;1}* esetén
r € L1 < f(x) € L.
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Az f fliggvény neve visszavezets fiiggvény, a kiszamité algoritmuséé pe-
dig visszavezets algoritmus. Teljesiil az allitas, miszerint, ha egy probléma
visszavezethetd polinomiélisan egy mésikra és a masik P-beli, akkor az ere-
deti is P-beli volt.

9.20. definici6. Azt mondjuk, az L C {0;1}* nyelv N P-teljes, ha teljesiil
az kovetkezd két feltétel

1. Le NP

2. Minden L' € NPre L' <, L.

Az N P-teljes nyelvek halmazat N PC-vel jeloljiik. Ha egy nyelv a masodik
tulajdonsagot teljesiti, de az els6t nem, akkor N P nehéznek nevezziik.

9.21. tétel.

Ha létezik polinomadlis iddben megoldhato NP-teljes probléma, akkor P=NP,
azaz ha létezik NP-ben polinomaidlis iddben nem megoldhato probléma, akkor
egyetlen NP-teljes probléma sem polinomaudlis.

A tétel nyilvanvalo, mert ha van olyan L nyelv, amelyre L € P N NPC,
akkor az N P-teljesség 2. pontja alapjan barmely L' € NP esetén L’ <, Lés
emiatt akkor L' € PN NPC is fennall. A jelenlegi allapotok alapjan kicsi az
esélye, hogy valaki elGéll egy N P-probléma polinomialis megoldasaval, ami
azt jelentené, hogy P = NP. egy probléma N P-teljessége arra utal, hogy a
probléma nehezen kezelhets. Végiil néhany N P-teljes probléma kovetkezzen.

e Iranyitatlan graf Hamilton-kére. (HAM probléma.)

e Boole-halozat kielégithetGségi problémaja, azaz egy logikai kapukbol
(ES, VACY, NEM) &ll6 halozatnak van-e olyan bemenete, amelyre 1-
et ad a kimeneten. (C-SAT probléma.) Ugyanis, ha ilyen nem lenne,
akkor helyettesithets lenne egy konstans nullat ad6 elemmel, megtaka-
ritva ezzel a bonyolult felépitést.

e A 3-SAT probléma. A pontosan harom elemid zaro6jeleket tartalmazo
konjunktiv normalformak kielégithetGségének problémaja.
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Az iranyitatlan graf klikk-problémaéja, azaz létezik-e a grafban k-méret
klikk, olyan részgraf, amelyben minden csiicspéar szomszédos.

A minimalis lefed6 csicshalmaz probléma. Iranyitatlan graf lefeds
csicshalmaza a cstucsainak olyan részhalmaza, hogy minden élre az
él két végpontjan lévs csticsok egyike, vagy mindkettd ezen csicshal-
mazban van. A probléma a minimalis lefedd csicshalmaz méretének
megkeresése.

A részletosszeg probléma. Adott a természetes szamok egy S véges
részhalmaza. Egy adott t természetes szamra létezik-e olyan S C S
halmaz, melyben a szamok Osszege pontosan a t szam.

Az utazd ligynok probléma. Adott n varos, amelyet az ligynoknek
tetszbleges sorrendben végig kell latogatnia. Ismert barmely két varos
kozott a kozvetlen utazasi koltség, egész szadm, ami lehet akar negativ
is. Megkeresend6 a minimaélis koltségi korutazas.

Egy N P-probléma esetén nagy méreteknél kevés az esély polinomiélis algo-
ritmus megtalalasara. (Eddig még nem sikeriilt.) Ilyenkor célszert kozelitd
megoldéast adé algoritmusokkal foglalkozni.



10. fejezet

Mellékletek

10.1. Az ASCII karakterkészlet

10.1.1. Vezérld jelek

Hexa | Decimalis | Karakter | Jelentés
00 0 NUL NULL
01 1 SOH Start of heading
02 2 STX Start of text
03 3 ETX End of text
04 4 EOT End of transmission
05 ) ENQ Enquiry
06 6 ACK Acknowledgement
07 7 BEL Bell
08 8 BS Backspace
09 9 HT Horizontal tab
0A 10 LF Line feed
0B 11 VT Vertical tab
0C 12 FF Form feed
0D 13 CR Carriage return
OE 14 SO Shift out
OF 15 SI Shift in
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Hexa | Decimalis | Karakter | Jelentés
10 16 DLE Data link escape
11 17 DC1 Device control 1
12 18 DC2 Device control 2
13 19 DC3 Device control 3
14 20 DC4 Device control 4
15 21 NAK Negative acknowledgement
16 22 SZN Synchronous idle
17 23 ETB End of transmission block
18 24 CAN Cancel
19 25 EM End of medium
1A 26 SUB Substitute
1B 27 ESC Escape
1C 28 FS File separator
1D 29 GS Group separator
1E 30 RS Record separator
1F 31 US Unit separator
7F 127 DEL Delete
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10.1.2. Nyomtathat6é karakterek
Hexa | Dec | Karakter | Hexa | Dec | Karakter | Hexa | Dec | Karakter

20 32 Space 40 64 @ 60 96 ‘
21 33 ! 41 65 A 61 97 a
22 34 " 42 66 B 62 98 b
23 35 # 43 67 C 63 99 c
24 36 $ 44 68 D 64 100 d
25 37 % 45 69 E 65 101 e
26 38 & 46 70 F 66 102 f
27 39 ’ 47 71 G 67 103 g
28 40 ( 48 72 H 68 104 h
29 41 ) 49 73 I 69 105 i
2A 42 * 4A 74 J 6A 106 j
2B 43 + 4B 75 K 6B 107 k
2C 44 , 4C 76 L 6C 108 1
2D 45 - 4D 77 M 6D 109 m
2E 46 . 4E 78 N 6E 110 n
2F 47 / 4F 79 O 6F 111 0
30 48 0 50 80 P 70 112 p
31 49 1 51 81 Q 71 113 q
32 50 2 52 82 R 72 114 r
33 51 3 53 83 S 73 115 S
34 52 4 54 84 T 74 116 t
35 53 5 55 85 U 75 117 u
36 54 6 56 86 \Y% 76 118 v
37 55 7 57 87 W 7 119 w
38 56 8 58 88 X 78 120 X
39 57 9 59 89 Y 79 121 y
3A 58 : 5A 90 Z TA 122 Z
3B 59 : 5B 91 | 7B 123 {
3C 60 < 5C 92 \ 7C 124 |
3D 61 = 5D 93 | 7D 125 }
3E 62 > S5E 94 : 7E 126 -
3F 63 ? 5F 95
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