Adatstruktarak és
Algoritmusok



8. gyakorlat

Rendezések |



Rendezés

Definicié. Legyen X egy halmaz és < egy relacié X-en. Az <
reliciét rendezésnek nevezziik, ha rendelkezik a kovetkezé
tulajdonsagokkal:
@ reflexiv, azaz x < x minden x € X esetén.
@ antiszimmetrikus, azaz ha x <y ésy < x akkor x =y
minden x,y € X esetén.
© tranzitiv, azaz x <y és y < z, akkor x < z minden
x,y,z € X esetén.

© dichotom, azaz x < y vagy y < x minden x,y € X esetén.
X

y
Azt mondjuk, hogy az (X, <) egy rendezett halmaz, ha < egy
rendezés az X-en.



60000000 O©O0

A Rendez6 algoritmusok

Minimum kivélasztasos rendezés: T(n) = O(n?).
Gyorsrendezés: T(n) = ©(n?), de atlagosan
T(n) = ©(nlog(n)).

Leszamlalé rendezés: T(n) = ©(n).

Buborék rendezés: T(n) = ©(n?).

Beszaré rendezés: T(n) = ©(n?).

Shell rendezés: T(n) = ©(n'®).

Osszefésiils rendezés: T(n) = ©(nlog(n)).
Négyzetes rendezés: T(n) = ©(n®).
Szamjegyes (radix) rendezés: T(n) = ©(n).
Edény rendzés: atlagosan T(n) = ©(n).

Kupac rendezés: atlagosan T(n) = ©(nlog(n)).



El6szor atnézzitk a minimumkivalasztasos rendezést, majd a
kivalasztas linearis id6ben algoritmust, ezt kdvetéen a
gyorsrendezést, mivel ez utébbi ketté mindketts a feloszt
algoritmust hasznalja.

Nyilvan van tébbféle logikailag indokolt sorrend, amire a rendezések
felflizhet6ek, az altalunk valasztott nem feltétleniil a legjobb.

Ha csak egy rendez6 algoritmust kellene bemutatni, akkor az a
buborék rendezés lenne (ami négyzetes futasi idejdi), talan ezt
kdvetné a beszlrasos, aztan a shell. (Persze mindegyik gyonyord.)



Minimumkeresés tombben

Egy A tdmb A[p...r] résztdmbében keressiik a minimumot. Az
algoritmus a minimum indexével tér vissza.

MINKER(A, p, r, minindex)

INPUT: A, p, r.

OUTPUT: minindex.

MINKER(A, p, r, minindex)
minindex <— p
FORj«— p+1TO r DO
IF A[j] < A[minindex] THEN minindex «— j

RETURN(minindex)

Sl




1. Minimumkivalasztisos rendezés



Minimumkivalasztasos rendezeés

MINREND(A)
INPUT: A[L,...,n] a rendezendd tomb.
OUTPUT: A[1,...,n] a rendezett tomb.

MINREND(A)

FORi+—1TOn—-1DO

MINKER(A, i, n, minindex)

IF i < minindex THEN CSERE (A[i], A[minindex])

il

RETURN(A)




Feladat

Minimumkivalasztasos rendezés segitségével rendezziik az

tombot.

A = [13,22,8,315,3]

MINKER(A, 1,5) minindex =4 CSERE (A[1], A[4])
A = [3]|22, 8,315, 13]

MINKER(A,2,5) minindex =3 CSERE (A[2], A[3])
A = [3,8]]22, 315, 13]

MINKER(A, 3,5) minindex =5 CSERE (A[3], A[5])
A =[3,8,13]|315,22]

MINKER(A, 4,5) minindex =5 CSERE (A[4], A[5])
A =[3,8,13,22,315]



Kivalasztas linearis id6ben algoritmus



A kivalasztasi probléma

Adott egy A halmaz, amelynek n darab paronként kiilbnbézé
eleme van, tovabba adott egy i € 74 szam (nem index, hanem
darabszam), amelyre 1 < i < n. Keressiik az A halmaznak azt az x
elemét, amelyre teljesiil, hogy pontosan (i — 1) darab nala kisebb
kisebb eleme van a halmaznak.



Kivalasztas linearis id6ben

KIVALASZT(A, p, r, i, x)

INPUT: A a tdmb, amelynek az A[p... r] résztombjének keressiik az i-edik
legkisebb elemét. i € Z;, 1 <i<r—p+ 1.

OUTPUT: x a keresett elem.

KIVALASZT(A, p, r, i, x)

1. | IF p=r THEN x +— A[p]

2. | ELSE Az A[p...r] tomb elemeit 5 elembdl| allé csoportokba soroljuk.
A kapott csoportok medianjait elhelyezziik egy M témb M[1... k]
résztdmbjébe, ahol k = [ =%

3. | medmed +— med (M[1],..., M[k]).
Ennek a mediannak a szamara k < 5 esetén kozvetleniil torténik, ellenkezé
esetben a Kivalasztas (M, 1, k, [£], medmed) médon, tehat rekurzivan.

4. | FELOSZT(A, p, r,medmed, q).
IF i < q—p+1THEN Kivalasztas(A, p, g, i, x)
ELSE Kivalasztas(A,p+ 1,r,i — (g — p+1),x)

5 | RETURN(x)




Magyarazat

Az Alp..r] tdmb i-edik eleme a p+ i — 1 elem. Azt kell
megvizsgalnunk, hogy ez az elem a g indexii elemhez képest hol
van a témbben. Nézziik meg a 4. pontot.

4. IF p+i—1< q THEN KIVALASZT(A, p, q, i, x)

ELSE KIVALASZT(A, g+ 1,r,i —(q—p+1),x).

Azonban a p+ i — 1 < q feltétel ekvivalensaz i < g—p+1
feltétellel.



Feladat

Valasszuk ki az
A = [17,127,20, 45, 81, 3, 10, 49, 50, 28, 12, 9]

tomb 9. elemét.



1. KIVALASZT(A,p=1,r =13,i = 9,x)
Felosztjuk a tdmbdket 5-0s csoportokra, med, medmed.

17,127,20,45,81| 3,10,49,50,28| 12,82,9

med 45 28 12
medmed 28

FELOSZT(A, 1,13,28,q) x = 28

9 12 28 81 45 127

=Tz, ;zl'? 20, 44 $£, 3, 10| 49, 50, 28, y{ 82, ?]1‘
]

q & =7

q=7

?
i=9<q—p+1=7-1+1=7 (nem) =



2.KIVALASZT( A, 8, 13, 9-(7-1+1)=2, x)
p r i
A med és a medmed kiszamitasa

49, 50, 81, 45, 82| 127
med 50 127
medmed 50

FELOSZT(A,p = 8,r = 13,x = 50, q)

82, 127]

j=9 i=10 returnq{—9

?
i=2<q—p+1=9-8+1=2 (igaz), =



3.KIVALASZT( A, 8, 9, 9-8+1=2, x)
i

49, 45
med 45
medmed 45

FELOSZT(A,p=8,r =9,x = 45,q)

45 . 49
A:[-:-:-:-:-:-J-J' s 41-3-3-:-:-]

?
IFi=2<p—-qg+1=8-8+1=1(nem) =



4.KIVALASZT( A, q+1=8+1=9, r=09, 2(88+1)=1, x)
p r i
IF p=r THEN x «— A[p] = 49 RETURN(q = 49).
Tehat az A tomb 9. eleme a 49.



Ellen6rzés minimumkivalasztasos rendezés
segitségével

A = |(17) 127,20, 45,81,(3), 10,49,50,28, 12, 82,9
A= :3”, 20,45, 81,17, 10,49, 50, 28, 12, 82,@:
A= 3 9/(20], 45, 81,17,(10J, 49, 50, 28, 12,82, 127:
A= 3 9,10]|(45), 81,17, 20, 49, 50, 28,(12), 82, 127:

A= [3,9,10,12|((81),(17), 20,49, 50, 28, 45, 82, 127]

A= [3,9,10,12,17||(81), (20), 49, 50, 28, 45, 82, 127]



Ellen6rzés minimumkivalasztasos rendezés
segitségével

A= [3,9,10,12,17,20|(81), 49, 50, (28), 45, 82, 127]

A= [3,9,10,12,17,20, 28|((49), 50, 81, (45}, 82, 127]

A= [3,9,10,12, 17,20, 28, 45|[50), 81, (49), 82, 127

A= (3,9,10,12,17,20,28, 45,(49], 81,50, 82, 127}

Lathato, hogy A[9] = 49, azonban ehhez az eredményhez majdnem
rendezni kellett az egész témbot.



Gyorsrendezés

A gyorsrendezés valéban gyors, bar a futasi ideje négyzetes, de az
atlagos futasi ideje nlog(n), ami egy elméleti alsé korlat az
dsszehasonlitason alapulé rendezésekre. Az algoritmus rekurziv.

A rendezendd tombot az elsé eleme koriil felosztjuk, majd két
résztdmbre bontjuk a felosztas hatara szerint. Ezt kdvetSen a
résztombokon futtatjuk az algoritmust mindaddig, amig egy elemii
résztdmboket nem kapunk. Ezaltal a tomb rendezetté valik.



Gyorsrendezés:

Talan a legtriikkdsebb rendezés a gyorsrendezés, ami a nevéhez
hiven valéban gyors a maga nlog(n)-es atlagos futasi idejével. Ez a
rendezés is hasznalja a feloszt algoritmust.

T(n) = ©(n?), atlagosan T(n) = O(nlog(n)).

GY(A,p,r)

INPUT: Az A tomb Alp, ..., r] résztdmbjét rendezziik.

OUTPUT: Az A tdmb a rendezett Alp, ..., r] résztombokkel.

GY(A,p,r)
IFp<r
THEN FELOSZT(A, p, r, Alp], 9)
GY(A,p,q)
GY(A, g+ 1,r)
RETURN(A)

S Bl Rl i R




Feladat.

A gyorsrendezés segitségével rendezziik az alabbi A témbét.

A <[4, M3, 52, M3, 4s]

GY(A4,6)
O Felons (8, 4,€) x=AL1=31, %)

1.) FELOSZT(A,1,6,x = A[l] =91, q)

49 117 91
A=[ 91, 17 52 11, 63, 49 |
T T T 1) x =091
T T
Tt

g—j=4



A =34, M3, 52, M3, 43]

GY(A4.6)
@F&(cﬂz\( (A| '11CJ X=AI4]-‘ 54) 7’)
=143, 63,52, M, 43, 1], +5

-
GY (A1)

© Fetonk (A, 4 b, PT4T~49 §) eY(4 50)
2.) FELOSZT(A,1,4,x = A[1] = 49, q)
11 49
A=[ 49, 63, 52, 11, |
T T x =49
f T
tji=1 1

RETURN (q +— j = 1),



A =[34, 43, 52, M, 63, 53]
GY(A 4, 6)
OFelon (8, 4,6, x=AL1 =%, %)
A=T43, 63,52, 44 13, 1], +7 5
oy
Ak
© Flonk (, 4,y ATIT=43 ) €Y (4, 510)
A=[H63,52,43, 1) ¢=1

@V(M( m.z.n) E
BTt ® Felont (A, 214, x~AT) )

3.) FELOSZT(A,2,4,x = A[2] = 63, q)

49 63
A=[ - 63 52, 49, - - ]
) ) x =63
T T
i1

RETURN (g +— j = 3),



A =[34, 43, 52, M,63, 53]
GY(A 4 6)
O Felork (b, 4, x=AL]= %, F)
B=T49, 63,52, 4 i3, 1], 725
G (mah)
© Felond (A, 4,4, PTAT245 F) CY(4,50)
A=[Hy63,52,49,1-) ¢=1

CY (A AN E4(A2h) K
BTty 1r-) @Fdonl(ﬁl?,h‘)(*ﬁu:],?\)
A=L, 43,5463 )] 423
Jha-t>
6, 2,3) IS(CED]

O Felont (B.23,%x=1%8)  A=Lp)639°]
4.) FELOSZT(A,2,3,x = 49, q)
A=[ - 49, 52, - - - ]
t t

T 7
g T

RETURN (g +— j = 2),




A =[34, M2, 52, M, 63, 5]
GY(A 4, 6)
O Fotont (8, 4,6, x=Al] =31, %)
B=T49, 63,52, 44 113, 4], =5
NGy
A
© Edonk (p, 4,4, ATT~43 %) Y4 50)
A=[#,63,52,49,1-) =1

\
GV(W €403, 2,8)
h:T_’M)'I')')‘)'] @Fdowf(]@l?,l,)xaﬂtlj,%)
S
G, 2,3) (XY

O Felont (A 23, x =39 ALy
A—‘-t'} 55,52; ) -)-]
/ \ .
GY(A,2,2) 614,33
0 (T RN R 5 N ey



A <[34, M3, 52, M3, 53]
GY(A A, 6)
O Felont (8, 4,6, x=Al1] =%, F)
A=T43, 63,52, 4 43, 1], +5

i)

Ak ) )

© Felonk (A, 4,4, ATI243 F) C(A, ¢ »
A=[He3,52,43,1-) ¢=1 ® Ldonk (B, 5:6) %4% T)

\
SaT ¢403,2,1)
B:[M)'i‘»';‘)'} ©Fd"”(ﬁl Z'A)X’AEZJ/‘F)
A=L, 49,52 €% )] 423
G\((/;,zfd\ D)

@Fﬁeﬂi}(k\zﬂ))(:%;@ A’L;-,-}ﬁ)j-]
A=L:)53,52) .y ]
/ .
Gla.20) 614,33
[ YT RS B ) N |



5.) FELOSZT(A,5,6,x = 117, )

91 117
A= [ L & 24 91 ]

T 1

Tt

RETURN (g «— j = 5),



A =[34, M2, 52, M, 63, 53]
GY(A4.6)
O Fotont (8, 4,€) x=Al] =%, %)
A=T48, 63,52, 4, 1%, 1], +75

GY (A1)
@ Fﬂb}v‘(ﬁ"“"'lh[‘],[ﬂ, ?_) C\((A,S‘,c)
A=[# 63,5249, 1) =1 ® llork (4,56, %4 1)
TS A=[~/-,.,.,54),/4;L].1.=5‘
CY(AAD EX(A, )
BT, 1) ® Fetent (4, 2., xﬁmj,?) &10hs:5) A6
A=L, 68,5268 - 143 =L, %] Al
o rrndh: <)) a0y ) ME]
G, 2:) (L)

@Fe&zu‘(kxznz‘:xﬂﬂ)@ A=I’I'l'}“7')')'_l
A=T)43,52,90 ]
GY(4,2,2) 618,33
BT A=L20y.]



A =<[34, 43, 52, 4,63, 3]

GY(A 4, 6)
O Folont (8, 4, €y x=AL] =%, F)
A=T43, 63,52, ¢ 4%, 4], +5

o eY(any)
© Felok (p, 4,4, ATHT243 F) CYéA(LZsz 56, %4h F)
)7 2

=[M 63,5249, 1) ¢=1
A [J 194 AR A:[-,.,.,‘,?M,/H?-]'}‘S_

\
cx(m AR /\
B:T_M) i) '1'1‘)'] ® Felont (ﬁl ?'L’) XRAEZJ’ 7”) G‘f(jﬁ,é‘,f) GT(A.K’C)
A/s]:’j@')']%:g A=y -1 Moryo 4]
Y 23) 61k

QFedout (A3, x=% ) A=ly)]

A=E'JL:3,52)-)-)"]

i

— \ .
G420 61(43,3)
BT 8% 0] AL 520

RETURN
p=[4,49,52,63, 9, M¥]



Feladat.

A gyorsrendezés segitségével rendezziik az alabbi A tdmbot.

Fotadels B=18,44,6,52,0]
GY(44,9)
D fhort A5, 525, 7)
A=Te.1y,8, 52,49) %o

G‘(OM‘ 4) G\((m 1 5-)
A=(6,- ] A-E,A%,K.EZJO:(
@ elont (A, 2,5, %44, 1)
'4‘.[‘1101 gln|4L’]l -3
&4m 4,5
C1A, 23
@F,;(f;}d.)z,sixi.p,or) @FJ»JU.A.ZZsz.J?)
Mt 80,5 ALt ,‘;u,
G‘\' )55
GW.'Lm.sﬁ) G149 A~E,(- ) ?sg
a‘l.-'l‘)'l’)'] A’[’)'/W,';'l A“'[‘r’)')ﬁ)'J e

EEWM s A= I_G| 8! ‘ol 417151].



1.) FELOSZT(A,1,5,x = 8,q)

RETURN (¢ +— j = 1),
2.) FELOSZT(A,2,5,x = 14,q)

10 14
A=] 14 8 52, 16
/]\
1 T
=1 1

RETURN (g +— j = 1),



3.) FELOSZT(A,2,3,x = 10, q)

8 10
A= 1, 8 |
t t
T 1
tj=2 t

RETURN (g +— j = 2),
4.) FELOSZT(A,4,5,x = 52, q)

14 52
A:[ .\ e 52 14, ]
T T

T T

tj=4 1

RETURN (q «— j = 4),



A leszamlalé rendezés

A Leszamlal6 rendezés egy linearis idejii rendezési algoritmus,
ami nagyon kecsegtet8en hangzik, azonban nagy ara van. Csak kis
felsé korlattal rendelkez pozitiv (vagy akar nemnegativ) szamok
rendezésére alkalmas. Rendkiviil Gtletes, (marmint ha szabad ilyet
mondanom). Hatalmas elénye, hogy stabil rendezés, azaz az azonos
kulcst elemek eredeti sorrendjét megérzi. Ezért ezt a rendezé
algoritmust felhasznalja mas rendezé algoritmus is.



A buborékrendezés

A buborékrendezés szintén négyzetes idejii. Rendkiviil egyszerii.
Tomb elemeinek a rendezésére alkalmas. Vagy lentrdl folfelé vagy
fentrdl lefelé haladunk végig a tomb elemein. Ha az egymast kovetd
elemek nem a megfelel§ sorrendben vannak, akkor megcseréljiik
ket. Igy ha lentrdl felfelé haladunk, akkor a legnagyobb elem a
tomb "tetejére" mig ha fentrél lefelé haladunk, akkor a legkisebb
elem a tomb legaljara keriil. Ez a buborék, amely vagy lentrél
felfelé, vagy fentrdl lefelé halad. Ezt az eljarast kell ismételni
mindaddig, amig rendezetté nem valik a tomb. Van lehetéség az
algoritmus finomitasara. Az egyik egy logikai tipusi valtozé
bevezetése, ami azt figyeli, hogy volt-e csere. Ha nem volt csere,
akkor mar rendezett a tdmb. A masik médszer az, hogy valtogatjuk
az Osszehasonlitas iranyat. Ez utébbi algoritmus a koktélrendezés,
amivel azonban mar nem foglalkozunk.



A besz(rd rendezés

A besziré rendezés egy négyzetes futasi idejii rendezés. El sem
tudok képzelni jobb rendezést, ha Zh-kat kell rendezniink betiirend
szerint.



A Shell rendezés

A Shell rendezés egy n'® futasidejii algoritmus, amely gyorsabb,
mint a négyzetes, de lassabb, mint az nlog(n) ideji. Teljes neve:
Shell rendezés csdkkend névekményekkel. Az algoritmus elészor a
rendezendd tomb tavoli elemeit mozgatja, ez a tavolsag a
novekmény. Amikor a névekmény eléri az egyet, akkor egy besziré
rendezés valésul meg, de eddigre a tdmb mar majdnem rendezetté
valik.



A négyzetes rendezés

A négyzetes rendezés szintén n> futasi idejii.



Az Osszefésulé rendezés

Osszefésiilé rendezés. Ehhez az algoritmushoz sziikségiink van
egy Osszefésiil algoritmusra. Az dsszefésiil algoritmus rendezett
tombok rendezett Gsszefésiilésére szolgal. Tehat van két rendezett
tombiink, ezeket egy tobbeé fésiiljilk dssze agy, hogy megint csak
rendezett tombdt kapjunk. A Batcher-féle paros-paratlan sszeftizés
"csupan" egy gyors és Otletes modszer a rendezett Gsszefésiilés
kivitelezésére. Az Gsszefésiilé rendezés egy rekurziv, nlog(n) futasi
idejti algoritmus. Ugy mukddik, hogy a tdmbét (valahol kdzépen)
kettévagjuk. A kettévagast mindaddig folytatjuk, amig egy elemii
résztdmbdket nem kapunk. Az egyelemii résztémbdk rendezettek.
Ezt kdvetSen a rendezett résztémboket rendezett médon
Osszeflizziik. Ezaltal a tdmb rendezetté valik.



A szamjegyes, vagy radix rendezés

A szamjegyes, vagy radix rendezés szintén linearis futasi idej.
Ez a rendezés alkalmas ugyanannyi szamjegybél allé szamok
rendezésére. A radix rendezés stabil rendezés, tehat az azonos
kulcsi elemek eredeti sorrendjét megérzi. A radix rendezéshez
sziikség van stabil rendezésre, példaul a leszamlalé rendezésre. Az
algoritmus roppant egyszerii. A stabil rendezéssel a rendezends
szamokat a legkisebb helyiértékii (tehat utolsé jegyiik) szerint
rendezziik. Ezt kdvet8en a szamjegyeket a masodik, harmadik,
legkisebb, végiil a legnagyobb helyiértékii jegyiik alapjan rendezziik.
Ezaltal a szamok sorozata rendezetté valik.



Az edényrendezés

Az edényrendezés is linearis idejii. Ez az algoritmus is akkor fut
gyorsan, ha a rendezendé elemek (matematikailag valés szamok)
egyenletes eloszlasuak egy [a, b[ intervallumban.

(Az egyenletes eloszlas azt jelenti, hogy nagy elemszam esetén az
adatelemek részintervallumba esésének val6szintisége aranyos a
részintervallum hosszaval.)

Mivel egy [a, b[ intervallum mindig attranszformalhaté a [0, 1]
intervallumba, igy csak a [0, 1 intervallum esetét targyaljuk.

A [0, 1] intervallumot osszuk fel n egyenlé hosszisagu
részintervallumra. Ezek a kis intervallumok az edények.
Létrehozunk egy n elemii tdmbot, amely lancolt listak fejeit
tartalmazza.

Van egy ligyes fliggvényiink, amely egy tetszéleges [0, 1[-beli valés
szardl kapasbol megmondja, hogy melyik % hosszusagu
részintervallumba tartozik, majd beszirjuk a megfelels lancolt
listaba. Ezutan a lancolt listakat rendezziik, majd egymas utan
flizziik.



A kupac rendezés

A kupac rendezés egy nlog(n) futasi idejli rendezés, amely a
kupac adatstruktiran alapul. a kupac adatstruktira egy fagraf,
amely sok érdekes tulajdonsaggal rendelkezik, példaul a graf
gyokere a legnagyobb elem. A gydkérelem lesz a tomb legutolsé
eleme. Ezaltal elromlik a kupac struktara. Helyreallitjuk a kupac
struktarat és iteraltan alkalmazzuk az eljarast.



KOSZONOM A FIGYELMET



