Adatstruktarak és
Algoritmusok
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Kibovitett Euklidészi algoritmus
A linearis kongruencia egyenlet megoldasa
Multiplikativ inverz fogalma



Binaris legnagyobb k6z6s oszté algoritmus

Legyenek a,b € Z, U {0}
a, hab=0
Inko(a, b) =< b, haa=0

c, egyébként,
ahol a ¢ szam az alabbi tablazatban van definidlva:
a\b| ps pt
ps 2lnko (g g) Inko (g, b)
pt Inko (a, ) Inko (""Eb, b)




Feladat

A binéris kbzds oszto algoritmussal szamoljuk ki a 90 és a 24
legnagyobb kézés osztdjat.
Mo.:

Inko(90, 24) = 2Inko(45, 12) = 2Inko(45,6) =
= 2Inko(45, 3) = 2Inko(21,3) =
= 2Inko(18, 3) = 2Inko(9, 3) =
= 2Inko(3,3) = 2lnko(0,3) =2-3 =6



A kibévitett euklideszi algoritmus rekurziv valtozata



Két nemnegativ egész szam a és b legnagyobb kozds osztéjat

d* = Inko(a, b) médon jeldljik. A reprezentaciés tétel alapjan d*
elsallithat6 az a és b szamok linearis kombinacidjaként, ahol az
egyiitthatok Z-beliek, azaz

Ax* € Z)3(y" €Z):d* =x"a+ y*b.

A kibdvitett euklideszi algoritmus a d*-ot és az x* és yx*
egyiitthatdkat is szolgaltatja.



KREUK(a,b || d*, x*, y*)

INPUT | a,b € Z; U {0}

OUTPUT | d* € Z; U {0}, x*,y* € Z : d* = Inko(a, b),
1. IF (b=0)

2. THEN d* «+— a

3. x*¢+—1

4, y*<«—0

5. ELSE KREUK (b,a mod b, d*, x*, ")
6. (;*) — (X*f)[%jy*)

7. RETURN(d", x*, y*)




1. Feladat

Futtassuk a kib&vitett euklideszi algoritmust az (a, b) = (133, 157)
szamparon.
E: (—72)133 461157 = 1.

kil ak| b |qr| rn| d| x Yk

0]l 133 | 157 0133 1|-72|61—-0-(—72)=61
1 157 | 133 1 24 || 1 61 | —11—-1-61=-72
2 || 133 24 5 13 1] -11 6—5-(-11) =61
3 24 13 1 111 6 —-5—-1-6=-11
4 13 11] 1| 21| 5] 1-1.(5=6
5 11 2 5 11 1 0-5-1=-5
6 2 1 2 0 1 0 1-2-0=1
7 1 0 - -1 1 0




(a, b) = (90, 24).

E: (—1)-90 +4-24 = 6.

2. Feladat

k|l ak | be | qe | e || d || x« Yk

0[90 [24] 3|18 6| 1|1-3-(-1)=4
1] 24|18 1 61 6 1 0-1-1=-1
2118 6| 3| 0] 6 0 1-3.-0=1
3 6| 0 - -1l 6 1 0




3. Feladat
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A kongruenciarelacié fogalma és tulajdonsagai



A kongruencia fogalma

Legyenek a, b € Z, m > 1. Definidljuk az m modulus szerinti
kongruencia relaciét az alabbi médon

a=b mod(m) = m|b — a.
Megjegyzés Kénnyii latni, hogy a= b mod (m) akkor és csak

akkor, ha a és b m-mel maradékosan osztva ugyanazt a nemnegativ
maradékot adja.



Tulajdonsagok

Tétel A kongruencia relacié tulajdonsagai
1. a=a mod (m);
2. a=b mod (m) = b=a mod (m);
3.a=b mod (m)ésb=c mod (m), akkor a=c
mod (m).
Az 1.,2.,3., tulajdonsigok azt fejezik ki, hogy régzitett m modulus

esetén a kongruencia relacié egy ekvivalencia relacié Z-n. Ennek
hatasara 7. ekvivalencia osztalyokra esik szét.



4. a=b mod (m)ésc=d mod (m), akkor
(a+c)=(b+d) mod (m).
5.a=b mod (m)ésc=d mod (m), akkor
ac =bd mod (m).
A 4.5. tulajdonsagok azt fejezik ki, hogy az ekvivalencia relacié
kompatibilis a miiveletekkel, igy a faktorhalmazon mivelet
definialhaté a reprezentans elemek segitségével.
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Példa

..,—12,-6,0, 6,12,
..,—11,-5,1, 7,13,
...,—10,-4,2, 8,14,
..., —9,-3,3, 9,15,
..., —8,-2.4.10, 16,
.., —7,-1,5,11,17,

.} ={0+6k | kez},
.} ={146k|kez},
.} ={2+46k|keZ},
.} ={3+6k|keZ},
.} ={4+6k|keZ},
. }={5+6k|keZ}.
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A miveletek Cayley tablazata Zg-ban
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Absztrakt algebrai fogalmak



Miiveleti tulajdonsagok

Azt mondjuk, hogy a x miivelet
e Kommutativ, ha x x y = y * x minden x, y € X esetén;

@ Asszociativ, ha x * (y x z) = (x* y) * z minden x, y, z € X
esetén;



Egységelem és elem inverze

Egy X = (X, ) struktira e € X elemét egységelemnek
nevezziik, ha minden x € X esetén

e*x X =X*e=X.

Ha egy struktaranak van egységeleme, akkor az egyértelmiien
létezik.
Legyen X = (X, *) egy egységelemes struktira (e az
egységelemmel). Ha egy x € X elemhez létezik olyan y € X elem,
amelyre

X*¥y=y*x=e,

akkor azt mondjuk, hogy az y elem az x elem inverze.
Ha az X = (X, *) struktdraban a x mivelet asszociativ és egy
x € X elemnek van inverze, akkor az egyértelmiien létezik.



Félcsoport, csoport

Egy X = (X, ) struktarat
o Félcsoportnak nevezziik, ha a * miivelet asszociativ;

@ Csoportnak nevezziik, ha asszociativ, létezik egységeleme és
minden elemének van inverze.



Additiv és multiplikativ irasmaéd

@ Ha a miiveletet + mdédon jeldljik, akkor additiv irasmadrél
beszéliink.
Additiv irasméd esetén az egységelemet 0-val jeldljiik és
nullanak, vagy zérusnak nevezziik.
Egy x elem additiv inverzét —x médon jeldljiik.

@ Ha a miiveletet - médon jeldljiik, akkor multiplikativ
irasmodrol beszéliink.
Multiplikativ irasméd esetén az egységelemet 1-gyel jeldljik és
egynek olvassuk.
Egy x (zérustdl kiildnbszs) elem inverzét x =1 médon jeldljiik.



Tovabbi miiveleti tulajdonsagok

Ha X = X(+,-) egy kétmiiveletes algebrai struktira, akkor a azt
mondjuk, hogy
@ A szorzas az Gsszeadasra nézve balrdl disztributiv, ha
x(y + z) = xy + xz minden x, y, z € X esetén.
@ A szorzas az Gsszeadasra nézve balrdl disztributiv, ha
(x + y)z = xz + yz minden x, y, z € X esetén.

Mivel gyakran talalkozunk olyan kétmiiveletes struktiarakkal,
amelyekben a szorzas kommutativ, igy ha az egyik iranya
disztributivitas teljesiil, akkor a masik is, igy na ketté kozott nem
tesziink kiilonbséget és csak annyit mondunk, hogy a szorzas
disztributiv az Gsszeadasra nézve.
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Egy R = R(+,-) kétmiiveletes algebrai struktirat gydriinek
neveziink, ha rendelkezik a kbvetkezé tulajdonsagokkal:

e R(+) (kommutativ) csoport;
o R(-) egy félcsoport;

@ A szorzis az bsszeadasra nézve disztributiv.



Test

Egy F = F(+,-) kézmiiveletes algebrai struktirat testnek
nevezziik, ha

o F egy kommutativ egységelemes gyiirii;

@ F minden nemzérus elemének van multiplikativ inverze.



A modulo m maradékosztalygyiiri

A (Z,+,-) (egész szamok gyiiriije) egy gyiiri. Ha m € Z,

m > 1, akkor (Zm,+,-) szintén gydrd, amit mod (m)
maradékosztaly gyiiriinek neveziink.

Ha az m modulus reducibilis (azaz Gsszetett szam), akkor a Zp,
maradékosztalygyiiri nem zérusosztémentes. Példaul Zg-ban a 2 és
a 3 zérusosztok.



Feladat

Keressiik meg az invertilhaté elemek Zg-ban és hatarozzuk meg
az inverzeiket.

x |o]1]2]3]4]5

x 1 5 ‘

Két invertalhaté elem van, az1 és az5. 171 =1,5"1=5,

o Altalaban elmondhatd, hogyha Z,, maradékosztalygyiiriiben a
elemnek pontosan akkor létezik multiplikativ inverze, ha
Inko(a, m) = 1.

@ A most bevezetett multiplikativ inverz fogalma azonos a azzal
a multiplikativ inverz fogalommal, amelyet a késébbiekben a
linearis kongruenciaegyenlet segitségével fogunk bevezetni.

@ A Zh-ban ez utdbbi fogalmat kérjiik. (Némileg kevesebb
elékésziiletet igényel.)



Tétel Ha p prim, akkor Zy test.

A fenti tétel alkalmat ad arra, hogy véges testeket konstrualjunk.
A legkisebb elemszami test a kételemii {0,1} amelyben a
miiveletek mod 2 szerint vannak definialva.
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A miveletek Cayley tablazata Zs-ben
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Linearis kongruencia egyenletek



A linearis kongruencia egyenlet

Legyenek a, b € Z, m € Z, igy, hogy m > 1. Ekkor az
ax=b mod (m) (LKE)

egyenletet linearis kongruencia egyenletnek nevezziik.



A linearis kongruencia egyenlet alaprendszere

@ A linearis kongruencia egyenletnek keressiik az 6sszes egész
szam megoldasat, ha egyaltalan megoldhaté. A megoldhatésag
kritériuma viszonylag egyszeriien megoldhaté.

@ Masrészt, ha megoldhat6 a linearis kongruencia egyenlet és egy
71 egy egész megoldasa, a z pedig olyan, hogy z1 = »
mod (m), akkor zp is megoldas.

o Tehat elég megkeresniink az egymassal paronként modulo m
inkongruens megoldasokat. Azt is elSirhatjuk, hogy minden
egyes ilyen megoldas nemnegativ, de m — 1-nél kisebb vagy
egyenld legyen. Ezeket a szamokat nevezziik alaprendszernek.

@ Az alaprendszer birtokaban az 6sszes megoldast ismerjiik,

mivel ha talalunk egy tetsz&leges megoldast, akkor az az
alaprendszer valamelyik tagjaval lesz kongruens modulo m.



A(z) (LKE) megoldhatésaga és a megoldas

szerkezete

Tekintsiik az ax = b mod (m) (LKE)-t.

A(z) (LKE) egyenlet megoldhatésaganak a kritériuma:
A(z) (LKE) pontosan akkor oldhaté meg, ha lnko(a, m)|b.
A megoldas szerkezete: Megoldhatésiga esetén a linearis
kongruencia egyenlet egy alaprendszere

X,':X()-i-l"ﬁ mod (m) (i=1,2,...,d" —1),

ahol d* = Inko(a, m) és az x*, y* olyan egész szamok,
amelyekkel x*a+ y*b = d*. (Az y* szamot nem hasznaljuk fel
az alaprendszer felirasakor.)

Ebb6l az is latszik, hogy az (LKE)-nek megoldhatésiga esetén
d* = Inko(a, m) elemii az alaprendszere.



A multiplikativ inverz

Legyen a € Z, m € Z, m > 1 olyanok, hogy Inko(a, m) =1
(azaz relativ primek). Ekkor az ax =1 mod (m) linearis
kongruencia egyenlet modulo m egyértelmiien létez6 megoldasat az
a szam m modulusra vonatkozé multiplikativ inverzének nevezziik
és a—t médon jeléljiik.



Erdemes megjegyezni, hogy:

o Amikor multiplikativ inverzrél beszéliink, mindig meg kell
mondani, hogy a multiplikativ inverz milyen modulusra
vonatkozik.

o Multiplikativ inverz keresésekor is mindig a legkisebb pozitiv
egész multiplikativ inverzet keressiik.

@ Ha egy a egész szam multiplikativ inverze adott m modulusra
a b pozitiv egész, az azt jelenti, hogy létezik olyan k egész
szam, amelyre ab = km + 1.



Feladat

Oldjuk meg a 84x = 16 mod (44) lineéris kongruencia egyenletet

kibévitett euklideszi algoritmussal.

kil a|m|qg | r|d]|x* y*

018444 1404 -1]1-1-(-1)=2

1144|140 1 4 | 4| 1 0—-1-1=—1

2140\ 4 | 10| 0 || 4| O 1-10-0=1

31410 -1 -1|4] 1 0
Ellen6rzés: (—1) -84 +2-44 =4,
Az alaprendszer

b 16
XO:X*iz(—1)7:_4E4O mod(44)

d* 4

44

XiZXo+i%=40+iZ=40+i-11 mod (44)

azaz xg =40, x1 =7, xo = 18, x3 = 29.

(i=1,2,3),



Zaré megjegyzés

Tanultunk két hasonlé fogalmat, a mod(-, -) fiiggvényt és az
a=b mod (m) relicict.
Kénnydi latni, hogy haa=b mod (m) és0 < b < m, akkor
mod(a, m) = b.



KOSZONOM A FIGYELMET



