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Rekurziv médon adott sorozatok



A Fibonacci sorozat

Leonardo Pisano (a pisai Leonardo), ismertebb nevén Fibonacci
(Bonacci fia) (1170(7)-1240), olasz szarmazasii matematikus, téle
szarmazik az dgynevezett Fibonacci sorozat.

A nyulak szaporodasanak axiomatikus elmélete

I. Az elsé hénapban 1 par nyulunk van.

Il. Minden nyalpar 2 hénapos koratdél havonta egy aj nydlparnak ad
életet.

Il. A nyulak 6rék életiiek.

Fibonacci kérdése: 1 év elteltével hany par nyulunk lesz?



Megoldas

Jelélje F(n) az n-edik hénapban a nyilparok szamat. Ekkor a
Fibonacci sorozat eleget tesz az

F(1) =1, F(2)=1
F(n+2)=F(n)+ F(n+1) (n>1)

kezdeti érték és rekurzio feltételeknek.
A rekurzié alapjan kénnyii kiszamolni a sorozat alabbi tagjait.
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Tehat valaszolva Fibonacci kérdésére 144 par nyulunk lesz.
A rekurziv definicié felhasznalasaval az Figg kézzel torténd
kiszamolasa mar egy kicsit nehezebb.
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A Binet formula

Az alabbi Binet formula mutatja a rekurzi6 feloldasat, azaz az
explicit alakot.

Binet formula
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A rekurziv definici6 és az explicit forma kozott az a kiilonbség, hogy
a rekurziv forma esetén, ha Figg kiszamitasa lenne a cél, akkor
szépen el kellene lépegetniink egyesével 100-ig, az explicit
dsszefliggés viszont "kapasbél" megadja az eredményt.

A Binet formula alapjan lathaté, hogy

F(100) = 3.5422 - 10%,

azaz ha a nyulak valéban tgy szaporodnanak, ahogyan azt a
Fibonacci féle rekurziv formula el6irja, akkor 100 hénap elteltével
mindent elboritananak a nyulak.



F, el6allitasa kerekitéssel

Fo = o (o)

S



Feladat

Oldjuk fel az alsbbi rekurzist: F(1) =1, T(n) = T (ﬁ) +1

o T(1)= °
e T(2)=T(1)+1=1+1=2
T(3) = -
o T(4)=T(2Q)+1=2+1=3
e T(5)=-
e T(6)=TQB)+1=—
o T(7)=-—
e 7T(8)=T(4)+1=3+1=4

Sejtés: T(2")=n+1 = T(n)=logy(n)+ 1.



A rekurzié feloldasa

T(n) csak akkor szamolhaté, ha n = 2.
Definialjuk az U(k) sorozatot U(k) := T(2k) médon. A rekurzis:

UK =T =TQR"HY+1=Uk-1)+1 (k=1,2,...)

U(0) =1, U(1) = 2. Igy U(k) egy szamtani sorozat U(1) = 2,
d = 1 paraméterekkel.
Ekkor

Uk)=UQ1)+(k—1)-1=2+(k—1)1=k+1.

A kapott Gsszefliggés k = 1 esetén is érvényes.
Ekkor T(2X) = k + 1. Irjunk k helyére log(n)-et, amibél kapjuk,
hogy

T(n) =log(n)+1

n=1,2,..., azaz T(n) = ©(log(n)).



A mester tétel és alkalmazasa



Polinomialisan lassabb és gyorsabb novekedés
adott tesztfiiggvénytdl

Definicié Legyen p > 0 és f(n) egy ndvekedési fiiggvény. Azt
mondjuk, hogy
e az f(n) polinomialisan lassabban né, mint a nP
tesztpolinom, ha 3¢ > 0: f(n) = O(nP~¢)

e az f(n) polinomialisan gyorsabban né, mint a nP
tesztpolinom, ha 3e > 0 : f(n) = Q(nP*)



Feladat

Bizonyitsuk be, hogy ha € > 0, akkor
log(n) = O(n®),

igy log(n) polinomiélisan lassabban n6, mint az n° tesztpolinom.



Megoldas

A L'Hospital szabaly alkalmazasaval kapjuk, hogy
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azaz log(n) = o(n®), amibdl kapjuk, hogy log(n) = O(n®).



Feladat

Legyenek f(n) = nlog(n), g(n) = nP valamely p > 0 esetén.
Ekkor

a. Ha p > 1, akkor f(n) = nlog(n) polinomialisan
lassabban n6, mint a g(n) = nP tesztpolinom.

b. Ha p =1, akkor f(n) = nlog(n) gyorsabban né, mint
a g(n) = nP tesztpolinom, de nem polinomiélisan.

c. Ha 0 < p <1, akkor f(n) = nlog(n) polinomialisan
gyorsabban n6, mint a g(n) = nP tesztpolinom.



A Mester tétel arra hasznalhatd, hogy bizonyos specialis alaka
rekurziv médon adott ndvekedési fliggvényrél a rekurzié feloldasa
nélkiil meg tudjuk mondani, hogy milyen novekedési rendii.



A mester tétel

Legyenek a>1, b > 1, p=logy(a), a,b R, f:Z; — Ry egy
névekedési fliggvény, g(n) = nP a tesztpolinom.
Rekurziés Gsszefiiggés:
n

T(n) = aT () +f(n)

M1 Ha f(n) polinomiélisan lassabb névekedési, mint a
g(n) = nP tesztpolinom, akkor T(n) = ©(g(n)).

M2 Ha f(n) = ©(g(n)), akkor T(n) = ©(g(n)log(n)).

M3 Ha f(n) polinomialisan gyorsabb névekedési, mint a
g(n) = nP tesztpolinom és teljesiil az tgynevezett
regularitasi feltétel, azaz

n

A(c < 1)3(no € Z4+)¥(n = ng) : af (b

) < cf(n)

akkor T(n) = ©(f(n)).



Feladatok

1. T(n)=T(5)+1.
a=1b=2 p=logy(1)=0,f(n)=n"=1,g(n)=n"=1
Ekkor f(n) = ©(g(n)). Igy a M2 alapjan T(n) = ©(1.log(n))

)
. T(n)=4T(35) +n.
a=4,b=2, p=logy(a) =log,(4) =2, f(n)=n
g(n) = n?. Az f(n) = n* polinomialisan lassabban ng, mint
g(n) = ny tesztpolinom, igy a M1 alapjan
T(n) = ©(g(n) = O(2).

. T(n)=4T(3)+ n.

4, b=2, p=log,(a) =logy(4) =2, f(n) =

1

n?,
= n-. f(n) = ©(g(n)), M2 alapjan
T(n) = ©(g(n) log(n)) = ©(n* log(n)).



) =4T(3) + n’.
a=4, b=3, p=logy(a) = logs(4), f(n) = n*, g(n) = nP.

p = logs(4) < log3(27) =3

(itt hasznaltunk egy kis becslést, de elég lett volna log;(4)-et
beiitni a szamolégépbe ahhoz, hogy megkapjuk, hogy

log3(4) < 3).

f(n) = n® polinomialisan gyorsabban ng, mint a g(n)
tesztpolinom. Az M3-hoz még ellenérizni kell még a
relgulatitasi feltételt:

af(g):4~<g>3:%~n3:%-f(n), C:i<1.

Igy kapjuk, hogy T(n) = ©(f(n)) = ©(n3).



- T(n)
a=3, b=4, p=logy(a) =log,(3), f(n) = nlog(n),

p =logy(3) <log,(4) =1
Ekkor f(n) = nlog(n) polinomialisan gyorsabban né, mint a
g(n) — n|0g4(3).
Az M3-hoz ellenédrizni kell még a regularitasi feltételt.
3 3

af (g) = 3% log (g) < %nlog(n) = Zf(n), €=

<1

gy T(n) = ©(f(n)) = ©(nlog(n)).



2, p = logy,(a) = logy(2) =1, f(n) = nlog(n),
g(n) = n'. Ekkor f(n) gyorsabban ng, mint a g(n), de
nem polinomalisan, igy a Mester tétel nem alkalmazhaté.



Szamelméleti algoritmusok |



Szamelméleti definicidkat (fogalmak) és tételeket (allitasok) a Z
halmazon fogalmazzuk meg, az algoritmusok Z U {0} halmazon
futtatjuk.



Oszthatésagi relacié Z-n

Definicié Legyenek a,b € Z. "a" osztija "b"-nek, ha létezik
c € Z agy, hogy b= ac. Jele: a|b.



Primszam

Definicié Egy p € Z., p > 1 szamot primszamnak neveziink, ha
1-en és 6nmagan kiviil nincs mas pozitiv osztdja.



Megjegyzés

A primszam szokasos definicicja: egy p 0-t6l és +1-t6l kiilonb6z6
egész szamot primszamnak neveziink, ha valhanyszor osztéja egy
szorzatnak, mindannyiszor osztdja a szorzat valamelyik
tényezGjének, azaz

plab — pla vagy p|b.

Mi ezt a tulajdonsigot a késébbiekben primtulajdonsagnak fogjuk
nevezni.

Egy p 0-t6l és +1-t6l kiilonb6z6 egész szamot felbonthatatlannak,
vagy irreducibilisnek neveziink, ha nincs valédi faktorizacidja, azaz
p = ab-bdl kévetkezik, hogy a = 1, vagy a = £p.

Bizonyithatd, hogy az egész szamok gyiiriijében a primszamok és az
irreducibilis szamok egybeesnek.



Legnagyobb kozos osztd

Definicié Az a, b € Z szamok legnagyobb kéz6s osztdja:

0, haa=0éb=0
Inko(a, b) =
max{d € Z; | d|a és d|b} egyébként



Megjegyzés

Ha az a és b szamok kéziil nem mindketté 0, akkor egy § szamot
az a és b szamok kitiintetett k6z6s osztojanak neveziink, ha a §
szam

©Q 3z a és b szamok k6z6s osztdja;

@Q az a és b szamok barmely k6z6s osztéjanak a tébbszdrdse.

Elemi szamelméletben meg szoktidk mutatni, hogy ha az a és b
szamok kéziil nem mindketté 0, akkor az a és b szamok legnagyobb
kézds osztdja egyuttal a kitiintetett kbzds osztojuk is.



Jelolés

Tetszbleges a, b € 7. szamok esetén legyen
L(a,b):={va+vb|luececZ, velZ}.

Az L(a, b) halmazt az a és b elemekbdl képzett linearis
kombinacok halmazanak nevezziik.

Most megismerkediink a reprezentacios, a redukcids és a rekurzids
tétellel.



Fontos tételek

1. Reprezentaciés tétel Ha a és b egyidejiileg nem 0, akkor
Inko(a, b) = min{x € L(a, b) | x > 0}.

Kovetkezmény A legnagyobb k6zds oszté barmely kézés oszto
tébbszorése.

2. Redukciés tétel Legyenek a, b € Z. Ekkor
Inko(a, b) = Inko(a — b, b)
3. Rekurzids tétel Legyenek a, b € Z. Ekkor

Inko(a, b) = Inko(b, a mod b)



Redukciés algoritmus

REDUK(a,b || d*)
INPUT a,beZyU{0}
OUTPUT | d*
1. WHILE (b # 0)
2. IF b > a THEN CSERE(a, b)
3. a+—a—»>b
4. d*+— a
5. RETURN(d*)




Euklideszi algoritmus

EUK(a,b || %)
INPUT | a,be Z, U{0}
OUTPUT | d*
1. WHILE (b # 0)
2. (Z) — (a nl:od b)
3. d*+—a
4] RETURN(d*)




Példa

Hatarozzuk meg a redukciés algoritmus és a rekurziés algoritmus
segitségével a 90 és a 24 legnagyobb kbzds osztgjat. A bulet
médon megjelélt lépések azok, amelyeken keresztiil a rekurziés
algoritmus eljut a legnagyobb kézds osztéhoz.

Inko (90, 24) = Inko(66,24) = Inko(42, 24) = Inko(18, 24) =
—Inko (24, 18) = Inko(6, 18) =Inko (18, 6) =
= Inko(12,6) = Inko(6, 6) = Inko(0,6) =
—lnko( 0)=



A rekurziés algoritmus, mint Euklideszi osztasok
sorozata

A rekurziés algoritmust lehet tgy értelmezni, mint Euklideszi
osztasok sorozatat, melyben
@ Minden egyes lépésben az osztébél lesz az osztandé és a
maradékbél lesz az oszté;
@ Ezt az eljarast addig iteraljuk, amig a maradék nem valik
nullava;
@ A legnagyobb kdzds oszté a maradékok sorozataban az utolsé
zérustdl kiilonb6zé maradék.



ap = qobo + ro
bo=qiro+n
rnn=qn+nr

r'n—2 = qnrn—-1 +

fn—1 = Qnt1fn +0



Lamé tétele

Ha az euklideszi algoritmusban a > b > 0 és Fy.1 > b, akkor a
rekurziv hivasok szama kevesebb, mint k.



KOSZONOM A FIGYELMET



