Adatstruktarak és
Algoritmusok



2. gyakorlat

Ordé szimbolika, novekedési rendek,
algoritmus idébonyolultsaga



A tanult fogalmak atismétlése



Fogalmak

Az absztrakt adat valamilyen halmaznak az eleme.

Az absztrakt adattipus egy leiras, amely megadja az
absztrakt adatok halmazat és a rajtuk elvégezhets
miiveleteket, nem torédve azok konkrét (gépi) realizalasaval.
Adatstruktaranak nevezziik az absztrakt adattipus konkrét
megjelenési formajat.

Az algoritmus egy meghatarozott szamitasi eljaras a szamitasi
probléma megoldasi eszkéze.

A pszeudokdd az algoritmus lejegyzésének egy médja.



A WHILE DO ciklus

o egy elblteszteld ciklus,

@ a ciklusblokk akkor lesz elvégezve, ha a feltétel igaz, és
hamisnal lép ki a ciklusbdl.



A REPEAT UNTIL ciklus

@ egy hatultesztels ciklus,

@ a ciklusblokk mindaddig elvégzésre keriil, amig a feltétel hamis,
azaz akkor enged ki a ciklusbdl, ha a feltétel igazza valik.



Példa

Irjunk algoritmust, amely egy
p(x) = pax" + po_1x" "t + -+ prx + po

n-ed foka polinom helyettesitési értékét kiszamolja valamilyen

a € R helyen.

Itt most egy kicsit nagyvonaltuskodunk a fokszam fogalmaval,
ugyanis ha egy polinom konstans, de nem azonosan 0 (azaz

p(x) = po, de pg # 0), akkor azt mondjuk, hogy a polinom
fokszama 0, mig az azonosan 0 polinomra (azaz p(x) = pg és

po = 0) esetén azt mondjuk, hogy a fokszama —oc.

Mi most nem fogunk kiilonbséget tenni, a konstans, de nem
azonosan 0, illetve az azonosan 0 polinomok kdzdtt, mindkétfélére
azt mondjuk, hogy a fokszamuk 0.



A masik eltérés a késSbbiekhez képest az, hogy kényelmi okokbdl,
kizarélag ebben a példaban egy témb indexelését a 0-t6l kezdjiik,
azonban a késsbbiekben az indexelést 1-t8l fogjuk kezdeni.

Ha P egy tomb, akkor a Hossz[P] a P todmbben tarolt elemek

szamat fogja jel6lni, azaz ha a fenti polinom egyiitthatoéit taroljuk a
P tdmbben, akkor

P[] = pn, Pln—11=pp1, ..., P[0]=po.

Kdnnyi latni, hogyha a p(x) egy n-ed foka polinom, akkor
Hossz[P] = n+ 1.



Megoldas

Ismertetjiik az Ggynevezett Horner elrendezést:
Ha a p(x) egy harmadfokd polinom. akkor a helyettesitési értékét
egy « helyen az alabbi médon szamolhatjuk ki:

H P3 ‘ P2 ‘ P1 ‘ PO ‘
0 p3 | psa+p2 | p30® + p2a+ p1 | p3a® + p2a? + prov+ po |

Motivacié az algoritmushoz:

p(a) = p3a® + pra? + pra + po =
= (p3a® + poa + p1)a + po =
= ((p3a + p2)a + p1)a + po =
=(((0-a+ p3)a+ p2)a+ p1)a+ po



Az algoritmus

Horner(P, a, y)

1. | y+ 0,

2. | FOR i+ (Hossz[P] — 1) DOWNTO 0 DO
3. y < ya+ Pli],

4. | RETURN(y).

Az algoritmus miiveletigénye: 2n + 2., tehat egy jo6 kis linearis
idejii algoritmust kaptunk.



Oszd meg és uralkodj elv

Ez a stratégia a kiindulé problémat kisebb méretii fiiggetlen
részproblémakra bontja, amelyeket rekurzivan old meg. A kisebb
méretii részproblémak megoldasait egyesitve kapja meg az eredeti
probléma megoldasat. (Pl. Euklideszi algoritmus.)



Id6 és tarbonyolultsag, novekedési rendek



Jelolések:

Legyen A egy algoritmus. Jeldlje

e D az algoritmus inputjainak a halmazat,

@ |x| az x € D input méretét az, ami az x bitjeinek a szama;
@ ta(x) az x input idéigényét (Pl. a miiveletek szamat);
°

sa(x) az x input tarigényét.



Az algoritmus id6 és tarbonyolultsaga:

Legyen A egy algoritmus.
e Az algoritmus idébonyolultsaga:

Ta(n) = sup{ta(x) | x € D,[x| <n} (n€Zy).
e Az algoritmus tarbonyolultsaga:
Sa(n) = sup{sa(x) | x € D|x| <n} (n€Zy).

A tovabbiakban az idébonyolultsagot vizsgaljuk, a
tarbonyolultsagot nem.



Novekedési fliggvények

A Tp, Sa: 74+ — 7 fliggvények pozitiv egész értékii monoton
névekvé fiiggvények. Az ilyen fiiggvényeket névekedési
fiiggvényeknek nevezziik.



Példa

Van egy gép, amely 1 s alatt 10° miiveletet végez. Konnyii

kiszamolni, hogy adott idSegység alatt hany miiveletet végez el a

gép.
idé Imp | 1 perc | 1 6ra 1 nap 1 év 100 év
miv. sz. || 10° | 6-10” | 3.6-10° | 8.6-10 | 3.1-10 | 3.1-10™




Példa

T(n) ismeretében adott idSegység alatt mekkora inputmérettel
végez a gép?

Példaul: T(n) = n? és id6egység 1 nap.

Mo.: n®> = T(n) = 8.64 - 10%°, igy kapjuk, hogy

n=1/8.64-1010 = 29394 - 10°, tehat 1 nap alatt 2.9394 - 10°
inputmérettel végez a gép.

Foglaljuk tablazatba, hogy 1 masodperc, 1 perc, 1 éra, 1 nap, 1 év,
100 év alatt mekkora inputmérettel végez a gép.



miv. sz 10° 6107 36-10° [ 86-10™° [ 3.1-10% [ 3.1-107°
T(n) 1mp 1 perc 1 6ra 1 nap 1év 100 év
log(n) 1031°° - - - - -
vn 10” [36-10"™ | 1.2-10™ | 7.4-10 | 9.9.10%° | 9.9-10%°
n 10° 6-10° 36-10° | 86-10° [ 3.1-108 | 3.1- 107
nlog(n) || 62746 | 2.8-10° | 1.3-10% | 2.7-10° | 7.9-10™ | 6.8-10™3
n? 1000 7746 60000 2.9-10° | 5.6-10° | 5.6-107
n 100 301 1532 4420 31603 1.4-10°
2" 19 25 31 36 44 51
n! 9 11 12 13 16 18




Novekedési rendek, ordé szimbolika



Novekedési rendek, ord6é szimbolika

@ Legyenek f(n), g(n) novekedési fiiggvények. Példaul: f(n) egy
vizsgalt algoritmus id&igénye, g(n) valamilyen tipikus
novekedési fliggvény. Szeretnénk megmutatni, hogy az f(n) és
g(n) fuggvények koziil melyik né gyorsabban.

@ Az altalunk vizsgalt ordé szimbolika a futasi idket
aszimptotikusan (tehat hatarértékben) vizsgalja, ami talan agy
értheté meg elsé kozelitésben, hogy a kapott eredmények
"nagy n-ekre" igazak. Kis n-ekre a futasi idébe még nagyon
bele tud szélni az ng kiiszéb, ami alatt nem tudjuk, hogy
hogyan viselkedik az algoritmus, illetve a ¢; és ¢, konstansok.

@ A pszeudokéddal leirt algoritmusok esetén kénnyii futasi idét

szamolni, hiszen minden |épéshez odairjuk az elvégzendé
miiveletek szamat, majd a kapott szamokat Gsszeadjuk.



@ Rekurziv médon irt algoritmus esetén T (n)-re rekurziv
Osszefliggést kapunk. Ha elég ligyesek vagyunk, akkor fel
tudjuk oldani a rekurziét, azonban van egy matematikai
modszer, a Mester tétel, amelynek alkalmazasaval
mechanikusan szamolhaté, hogy egy adott rekurziv médon
definialt névekedési fliggvény melyik fliggvényosztalyba
tartozik. A Mester tétellel és alkalmazasaival a kovetkezé
gyakorlaton ismerkediink meg.

@ A matematikai definiciék soran hasznalni fogunk bizonyos
matematikai jeleket (kvantorok), melyek a kdvetkezsk:

V¥ = minden, 3 = létezik.
@ A kovetkezé jeldléseket hasznaljuk:

f(n) =0(g(n),  f(n) =Q(g(n)),

f(n) = o(g(n)), f(n) = w(g(n)), f(n) = ©(g(n)).



@ Ezeket az alabbi médon olvassuk ki "O =nagy ordd",
"Q =nagy omega", "o =kis ord6", "w=kis omega".

o Az egyenlGségjel hasznalata egy kicsit suta, mivel rogzitett
g(n) ndvekedési fiiggvény esetén a O(g(n)), Q2(g(n)),
o(g(n)), w(g(n)), O(g(n)), ©(g(n)) nem fiiggvényeket,
hanem fliggvényosztalyokat jeldl. Sajnos még azt sem
mondhatjuk, hogy f(n) abba a fiiggvényosztalyba tartozik,

amelybe g(n) ugyanis

g(n) ¢ o(g(n), & g(n) ¢ wlg(n)



Formalis definicidk:

f(n) = O(g(n))
A(c > 0)I(no € Z4)¥(n = ng) : f(n) < cg(n)
("f(n) lassabban ng, mint a g(n)".)

f(n) = o(g(n))
V(c > 0)3(ng € ZL)¥(n = ng) : f(n) < cg(n)
("f(n) szig. lassabban ng, mint a g(n)".)

[ (n) = Q(g(n))|
(c > 0)I(no € Z)V(n = ng) : cg(n) < f(n)
("f(n) gyorsabban ng, mint a g(n)".)

f(n) = w(g(n)
V(c > 0)3(ng € Z1)¥(n = no) : cg(n) < f(n)
("f(n) szig. gyorsabban ng, mint a g(n)".)




f(n) = ©(g(n)) akkor és csak akkor, ha

E|(C1 > 0)3(62 > 0)3(/70 € Z+)V(n = no) :
f(n) < cig(n) és cag(n) < f(n).



Most megfogalmazzuk a fenti definiciok atfogalmazasait az analizis
nyelvén, ehhez azonban sziikségiik lesz a legyegében teljesiilé

tulajdonsag fogalmara.
Egy sorozatokra vonatkozé tulajdonsag lényegében teljesiil, ha
valamely kiiszobindextd! teljesiil.



Atfogalmazas

Legyenek f(n) és g(n) névekedési fiiggvények. Az % )) hanyados
viselkedését kell figyelni.

© f(n) = O(g(n)) akkor és csak akkor, ha gE % sorozat
lényegében feliilrél korlatos pozitiv felsé korlattal.

@ f(n) = Q(g(n)) akkor és csak akkor, ha az g% )) sorozat

lényegében alulrdl korlatos pozitiv alsé korlattal.

© f(n) = ©O(g(n)) akkor és csak akkor, ha az ;g 3 sorozat
lényegében korlatos pozitiv alsé és felsé korlattal.

Q f(n) = o(g(n)) akkor és csak akkor, ha lim,_, gEn) =

@ f(n) = w(g(n)) akkor és csak akkor, ha lim,_, ((:3 = +o0.

v

0.

[}



A leirtakbdl latszik, hogy a ©-nak miért nincs kistestvére.



Elégséges feltételek

©Q Ha az f(n) = o(g(n)), akkor f(n) = O(g(n)).
@ 1(n) =w(g(n)), akkor f(n) = Q(g(n)).
Talan érdemes megjegyezni, hogyha f(n) = ©(g(n)) és «, S pozitiv

valés szamok, akkor af(n) + 5 = ©(g(n)). Analég Ssszefiiggések
fogalmazhatok meg a tébbi fliggvényosztallyal kapcsolatban is.



Novekedési rend

Kdnnyi latni, hogy az f(n) = ©(g(n)) egy ekvivalenciarelaciét
hataroz meg a ndvekedési fliggvények halmazan. A kapott
ekvivalenciarelacié hatasara a névekedési fiiggvények halmaza
ekvivalenciaosztalyokra esik szét. A kapott ekvivalencia osztalyokat
novekedési rendeknek nevezziik.

Nevezetes novekedési rendek:

Konstans f(n) =0(1)

Linearis f(n)=0©(n)

Kvazilinearis | f(n) = ©(nlog(n))

Négyzetes f(n) = ©(n?)

Kébés f(n) = ©(n%)

Polinomialis | f(n) = ©(n*) valamely k € R esetén
Logaritmikus | f(n) = ©(log(n))

Exponencialis | f(n) = ©(a") valamely a € Ry a > 1 esetén




Feladatok

Igazoljuk, hogy

0 7 —3n=0(m),

Q 3.2l =0(2"),

© log(3n% + 2n) = O(log(n)).



Megoldas

1. (% —3n=06())
Kénnyii latni, hogy
f(n) T —3n 1

= — = >0.
g(n) n? 2

Az alkalmas ¢; és ¢ konstansok konstansokat gy keressiik meg,
hogy a hatarértéektsl kicsit megyiink jobbra, kicsit megyiink balra
igy kapjuk, hogy a c; = 0.4, ¢, = 0.6 valasztas megfelel lesz.



A kiiszobindexek megkereséséhez egyszerii egyenlétlenségeket kell
megoldanunk.

n? 2
5 —3n 5 _ N
04 =—— <= 04n <7—3n <=

<~ 3n<01n® < 3<01ln <= 30<n,

illetve

"72—3n n?
<06 <— ?—3n 0.6n° <

n2
< -3n<01n® <= -3<0.1n,

az utolsé egyenl&tlenség azonban minden n € Z esetén teljesiik.
lgy a c; = 0.4, ¢ = 0.6, ng = 30 valasztas megfelels.



2.(3-2" 1 =0(2")
Kénnyii latni, hogy
f(n) 3.2t 3 3

g(n): 2n :§H§>O’

lgy 3-2""1 = ©(2"). A konstansok megkeresését nem részletezziik.



3. (log(3n® +2n) = ©(log(n)))
Heurisztikus megoldas: log(3n?) = log(3) + 2log(n) = ©(log(n))

Illetve szamolhatunk a L'Hospital szabaly segitségével is:
ﬁ In(3x3 + 2x)

| log(3x3 + 2x) i
im ——— > = |j
A gl e ()
~ im sz (6x +2) — fim 6x% +2x
T x>0 % T x—00 3x2+2x B

azaz teljesiil az allitas.

2> 0,



Tovabbi feladatok

Igazoljuk, hogy
4. 6n3 +2n = Q(n?),
2n? 4 3n = o(n%),
2n+1 — Q(2”),
2" = 0(3"),
nk = o(2M),
9. 2" = o(n!).
A bizonyitasok trivialisak az elemi analizis megfelel$ allitasai
alapjan, azonban a feladatok tanulsagosak.

O N o o



KOSZONOM A FIGYELMET



