Adatstruktarak és
Algoritmusok



10. gyakorlat

Rendezések IllI.



Az Osszefésiilé rendezés



Az Osszefésulé rendezés

Az Osszefésiilé rendezés az OSSZEFESUL algoritmuson alapul,
amely két rendezett témbdt rendezett tombbé fésiil dssze. Ennek
az algoritmusnak most két valtozatat irjuk le. Az elsé valtozatban
egy A és egy B rendezett tombot rendezett médon dsszefésiiljitk. A
kapott témb a C témb.

A masodik valtozatban ezt az algoritmust atirjuk Ggy, hogy
alkalmas legyen egy tomb két egymashoz csatlakozé rendezett
résztombjének rendezett médon torténd osszefiizésére. A kapott
rendezett tomb visszairédik az eredeti tomb megfelel6 helyére.



OSSZEFESUL1(A, B, C) algoritmus.

INPUT: A[l..n], B[1..m] a rendezendd tdmbdk.

OUTPUT: C[1..n+ m] rendezett tdmb, az A és B tdmbok
rendezett Gsszefésiilése.



OSSZEFESULL(A, B, C)

1. i+—1,j+—1 k+1

2. | REPEAT

3. IF A[i] < B[]

4 THEN C[k] <— A[i], INC(/), INC(k),
5. ELSE C[k] «— B[j], INC(j), INC(k),
6. |UNTILi=n+1vagyj=m+1

7. IFi=n+1

8. THEN FOR / +— j TO m DO

9. C[k] «— B[] INC(k)

10. ELSE FOR / <— i TO n DO

11. Clk] «— AJ[i] INC(k)

12. | RETURN(C)




Feladat

Az OSSZEFESUL1 algoritmus alkalmazasaval fésiiljiik 6ssze az
A=[3,511,14,17,22,25,33], & B =[1,2,6,8,9,15,16]

tomboket. Az eredmény jelenjen meg egy C tombben.



IF A[i] < B[j]
THEN C[k] +— A[i] INC(/),INC(K)
ELSE C[k] «— BI[j] INC(j),INC(k)




iTj | k | Al < B[] Clk] «+—

1] 1] 1 |A[l]<B[1] hamis | C[1] «— B[1] = 1
12| 2 [A[l] < B[2] hamis | C[2] «— B[2] = 2
13| 3 | A[l] < BJ3] hamis | C[3] +— A[1l] =3
23| 4 | Al2] < B[3] hamis | C[4] +— A[2] =5
33| 5 | AB] < B[3] hamis | C[5] «— B[3] =6
3|14 | 6 | A3] < B[4] hamis | C[6] «— B[4] =8
3(5| 7 | AB] < B[5] hamis | C[7] «— B[5] =9
36| 8 | A[3] < B[6] hamis | C[8] +— A[3] = 11
416 | 9 | Al4] < B[6] hamis | C[9] +— A[4] = 14
516 |10 | A[5] < B[6] hamis | C[10] +— B[6] = 15
51711 | A[5] < B[7] hamis | C[11] +— B[7] = 16
518112




C[12] +— A[5] = 17
C[13] «— A[6] = 22
C[14] «— A[7] =25
C[15] +— A[8] =33
A kapott rendezett tomb: C =[1,2,3,5,6,8,9,11, 14,15, 16].



OSSZEFESUL2 (A, p, g, r) algoritmus.

INPUT: A[L,..., n] tdmb, amelynek az Alp,...,q], Alg+1,...,r]
résztdmbjei rendezettek. Ezeket a rendezett résztdmbdket
rendezett médon dsszefésiiljiik. Az eredmény atmenetileg bekeriil
egy C[1,...,r — p+ 2] tdmbbe, ahonnan az elemeket visszairjuk az
Alp, ..., r] résztdmbbe.

OUTPUT: C[1,..., n] rendezett tdmb, az Alp, ..., r] rendezett
résztdmbdokkel.



OSSZEFESUL2(A, p, q, r)

1. | i+—p j+—qg+1 k<1

2. | REPEAT

3. IF Ali] < A[Jj]

4. THEN Clk] <— A[i], INC(i), INC(k),
5. ELSE C[k] «— A[j], INC(j), INC(k),
6. | UNTILi=qg+1lvagyj=r+1

7. |IFi=qg+1

8. THEN FOR /+—j—1TO r DO

9. Clk] «— A[/] INC(k)

10. ELSEFOR /+—i—1TO q DO

11. C[k] «— A[l] INC(k)

12. |FOR/+—1TO r—p+1DO

13. Alp—1+1+— C[/]

14. | RETURN(A)




Osszefésiilé rendezés (MERGE SORT)



7. Osszefésiilé rendezés (MERGE SORT)

7. Osszefésiil6 rendezés (MERGE SORT)

T(n) = ©(nlog(n)) OR(A, p, r)

INPUT: A egy tomb, amelynek az A[p, ..., r| résztombjét kell
rendezni.

OUTPUT: A tdmb, a Alp, ..., q] rendezett résztombdokkel.



OR(A, p, r)

OSSZEFESUL2(A, p, g, r)

1. |IFp<r

2. THEN q «— ”;L !
3. OR(A, p, q)

4. OR(A,q+1,r)

5,

6.

RETURN(A)
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Butcher-féle paros paratlan Gsszefésiilés



Butcher-féle paros-paratlan 6sszefiizés

BATCHER(A, B, C)
INPUT: A, B rendezett tombok.
OUTPUT: C az A, B rendezett tombok rendezett dsszefiizése.

@ Az algoritmus gy miikddik, hogy az A tomb elemeibdl
létrehozzuk az A; és Ay tombdket gy, hogy az A tdmb
paratlan index( elemei az A;, paros indexii elemei az A
tombbe keriilnek.

@ Hasonlé médon el@allitjuk a B tdmb elemeibél a By és B»
tombdket.
@ Ezutan az U tdmbbe rendezett médon &sszefésiiljiik a A; és

B> rendezett tdmbdket, illetve a V tombbe rendezett médon
osszefésiiljik az Ay és B; rendezett tomboket.



@ Ezutan jon a tritkkk: A C tdmbbe kell rendezett médon
Osszefésiilniink az U és a V tdmboket. Ez az dsszefésiilés
azonban mar kénnyen megteheté az alabbi médon:

C[2i — 1] := min(U[i], VIi]),
C[2i] := max(U[i], VI[i]).



BATCHER(A, B, C)

i<—1 k+——1

WHILE (i < Hossz[A])

AL[K] +— A[i], INC(k), i +— i 1 2

i+—2 k+—1

WHILE (i < Hossz[A])

A2[K] «— A[i], INC(k), i +— i+ 2

i+—1 k+—1

WHILE (i < Hossz[B])

OO N AW N =

B1[k] <— BIi], INC(k), i «— i + 2

i<+—2 k+—1

= =
= O

WHILE (i < Hossz[B])

,_.
N

B2[k] «— BIi], INC(k), i «— i + 2

,_.
w

OSSZEFESUL1(A1, B2, U)

=
=

OSSZEFESUL1(A2, B1, V)




folytatas

15. | n <— min(Hossz[U], Hossz[V])

16. | i<— 1 k+—1

17. | WHILE (7 < n)

18. C[k] <— min (U[i], V[i]), INC(k)
19. C[k] «+— max (U[f], V[i]), INC(k)
20. | IF n < Hossz[U]

21, THEN C[k] «— U[n + 1]

22. | IF n < Hossz[V]

23. THEN C[K] +— V[n + 1]

24. | RETURN(C)




Feladat a Batcher-féle paros-paratlan
Osszefésiilésre

A, = [3,11,17,25]

A=[3,5,11,14, 17,22, 25, 33]

Ty, = [5.14,22,33)
By = [1,6,9, 16]

T} B,-[23 15

B=[1,2,6.8,9,15,16]

OSSZEFESUL1(AL, B2, U),
OSSZEFESUL1(A2, B1, V).



Ay U =[2,3,8,11,15, 17, 25]

B V =[1,5,6,9,14, 16,22, 33|

C[2i — 1] = min(U[i], V[i]),
C[2i] = max(U[i], VIi]).

U|2(3]|8|11 15|17 |25
VI i1|5|6| 9 |14]|16 |22 33

Tehat a rendezett tomb:
C =[1,2,3,5,6,8,9,11, 14, 15,16, 17,22, 25, 33).



A Négyzetes rendezés



8. Négyzetes rendezés

T(n)=0© (n%)

@ A tdmb elemeit alcsoportokra osztjuk tgy, hogy minden
alcsoportnak koriilbeliil annyi eleme legyen, amennyi az
alcsoportok szama. Ez ugy érhetd el, hogy n hosszisagi témb
esetén a [/n] elemenként alkossanak a témb elemei egy-egy
alcsoportot.

o Ezt kdvetSen minden alcsoportnak kivalasztjuk a legkisebb
elemét. Ezeket az elemeket egy segédtombben atmenetileg
taroljuk, ezek alkotjak a f6csoportot.

@ A kivalasztott minimalis elemeket el is tavolitjuk az eredeti
tombbal.



o Ezt kovet&en megkeressiik a f6csoport legkisebb elemét,
amelyet eltavolitunk a f6csoportbdl és beirjuk az
eredménytémbbe.

@ Az eltavolitott elemet abbdl az alcsoportbél pétoljuk,
amelyikbdl az eltavolitott elem szarmazik. Az alcsoport
sorszamat (tehat, hogy hanyadik alcsoportrél van szé), a
fécsoportbdl eltavolitott elem indexe adja. llletve, ha az
alcsoportnak mar nincs eleme, akkor nem pétoljuk. Az eljarast
iteraltan alkalmazzuk mindaddig, ameddig a f6csoportbdl el
nem fogynak az elemek.

@ Az eredménytdmb az eredeti témb elemeit tartalmazza
rendezett médon.



Feladat

Rendezziik a négyzetes rendezés alkalmazasaval a
A = [315,22,8,3,13, 4, 29]

tombot.



Megoldas

Mivel n =7 és [ﬁ] = 3, igy 3 elemenként fognak alcsoportotokat
alkotni az A. tdmb elemei és 3 alcsoportot kapunk. Ezek a
kovetkezék:

A = [315, 22, 8|3, 13, 4[29].

Az alcsoportok minimalis elemeibsl megalkotjuk a fécsoportot. A
f6csoportnak annyi eleme van, amennyi az alcsoportok szama,
tehat szintén 3.

A f&csoportbél kivalasztjuk és el is tavolitjuk a minimalis elemet.
Ez az elem bekeriil az eredménytombbe (ami most egy B témb),
majd a megfelelé alcsoportbdl visszapétoljuk, amennyiben a
megfelels alcsoportnak van eleme, ha nincs, akkor nem pétoljuk.
Ezt az iteraciét tartalmazza a kovetkezd tablazat.



8 | 3 [20] A=[315,22, |, 13,4[]
8 | 4| 29| A=[315,22, |33, ]
8§ [13]29 | A=[315,22, ]
22 |33 (29 [ A=[315,, |-, |]
22 20 | A=[315,-, ||
315 20 A=T[, ]

315

Tehat a rendezett tomb: B = [3,4,8, 13,22, 29, 315].




A lexikografikus rendezés



Legyen X egy halmaz, < egy relacié X-en. Azt mondjuk, hogy a

Ismétlés

N

relacié egy rendezés X-en, ha

o

o
o
o

Reflexiv, azaz x < x minden x € X esetén.

Antiszimmetrikus, azaz ha x < y és y < x, akkor x = y
minden x, y € X esetén.

Tranzitiv, azaz ha x < y és y < z, akkor x < z minden x, vy,
z € X esetén.

Dichotém, azaz x < y vagy y < x minden x, y € X esetén.



Sztingek

Legyen ¥ egy véges abécé, amelyen értelmezve van egy < rendezési
relacié. Jeldlje X" a ¥ abécé elemeibdl alkotott n hosszasagi
sztringek halmazat.

Sztringek egyenl6sége: Legyenek a, 3 € X" o = ay,..., apn;

B =bi,..., b,

Oé:B Bl a; = b; (i:1,2,...,n).

Lexikografikus rendezés ¥ "-n: Legyenek o, 3 € X"

a<p <= a=pF vagy Ike{l,...,n}
ay =bi,...,ak_1 = be_1 de ay < by,

ahol az ay < by azt jelenti, hogy ax < by, de ax # by.



Szigora rendezés

Legyen X egy halmaz, < egy relacié X-en. Azt mondjuk, hogy <
egy szigori rendezés az X-en, ha

Q Irreflexiv, azaz x £ x minden x € X esetén (azaz nincs olyan
x eleme az X halmaznak, amelyre x < x teljesiil). Ez azt
jelenti, hogy egy elem sem nagyobb sajat maganal.

@ Tranzitiv, azaz ha x < y és y < z, akkor x < z minden
x,y,z € X esetén.

© Tricichotém, azaz vagy x < y, vagy x = y, vagy y < x
minden x,y € X esetén. A trichotémia most is azt garantalja,
hogy barmely két (nem feltétlenil kiilonb6z8) elem
Osszehasonlithato legyen.



1.Tétel

Legyen X egy halmaz és < egy rendezés az X-en. Definidljuk a <
relaciét az alabbi médon:

x<y = x<y de x#y (x,y € X).

Ekkor a < egy szigori rendezés az X halmazon.



2. Tétel

Legyen X egy halmaz és < egy szigort rendezés az X-en.
Definialjuk a < relaciét az alabbi médon:

x<y = x<y vagy x=y (x,y € X).

Ekkor a < egy rendezés az X halmazon.
A fenti két tétel bizonyitasa szorgalmi hazi feladat.



A lexikografikus rendezés

Ezeknek az egyszerii tényeknek az ismeretében a lexikografikus
rendezés agy értheté meg, hogy el8szor az 1. tételiink segitségével
létrehozunk egy szigorii rendezést a ¥ abécén. Ennek a szigora
rendezésnek a segitségével szigorii rendezést értelmeziink az n
hosszisagi sztringek X" halmazan az alabbi médon:

a<f <= a1 < b vagy
Elke{l,...,n}:alzbl,...,ak,lzbk,ldeak<bk, (1)

azaz a < 3, pontosan akkor, ha balrél jobbra haladva a
sztringekben el6szdr a-ban talalunk nagyobb betiit. Igy a n
hosszisagi sztringek halmazan kapunk egy szigorti rendezést.
Ebbél a szigorii rendezésbél a 2. tételiink segitségével allitjuk el a
lexikografikus rendezést.



Feladat

A Cormen-kényvben (vagy legalabbis annak magyar forditasaban)
szerepel az alabbi feladat: Rendezziik a lexikografikus rendezéssel
az alabbi szavakat: ORA, LAP, TEA, GEP, ING, SZO, FUL, ORR,
LAB, SOR, KES, AGY, ViZ, RAK, CEL, FIU.



A Radix, vagy szamjegyes rendezés



9. Radix rendezés

Azonos hosszusagi szavak rendezésére alkalmas. (Azonos
hosszisagl szavak helyett gondolhatunk ugyanannyi jegybél allo
pozitiv egészekre.) Ha azonos hosszlsagl szavakat rendeziink,
akkor lexikografikus rendezést valésitunk meg. A radix rendezés
felhasznal egy stabil rendezést. A szavakat a betiiik alapjan
rendezziik jobbrél balra haladva (tehat az utols6 karaktertdl az elss
fele). Mire elérjiik a legelss, tehat a bal széls6 betiit, akkor a
szavak rendezetté valnak.



Feladat

A kovetkezé numerikus példaban az
235,144, 474,508, 133,175,200, 741

szamokat rendezziik a radix rendezés segitségével.



3
7
0

414 ~ |23 5 ~ 2 0 0

1

3

7
5 0|8~

0
4



Az edényrendezés



10. Az Edényrendezés

Korabban beszéltiink arrél, hogy egy matematikai értelemben siirii
szamhalmaz (példaul a racionalis szamok halmaza) elemei
leszamlalo rendezéssel nem rendezheték. Az edényrendezés egy
olyan rendezés, amely példaul racionalis szamokbdl allé sorozatot is
képes rendezni linearis id6ben. Ennek is ara van, a rendezendd
sorozatnak egyenletes eloszlastnak kell lenniiik valamely [a, b]
intervallumon.



Egyenletes eloszlasi sorozatok

Azt mondjuk, hogy egy x1, ..., x, egy n-tagt adatsorozat
egyenletes eloszlash egy [a, b[ intervallumon azt jelenti, a
részintervallumba esés val6szin(isége aranyos a részintervallum
hosszaval.

Mivel a valészintiség fogalma leginkabb a relativ gyakorisag
segitségével foghaté meg, a fenti definicié az alabbi médon dnthets
matematikai formaba:

ke {ie{l,...,n}|x€lcd]} d—c
n’ n b—a




Ha az egyenletes eloszlasra vonatkozé feltétel nem teljesiil,
akkor is miikddik a rendezési algoritmus, csak ebben az
esetben a futasi id6 nem lesz linearis.

Mivel tetsz6leges [a, b[ intervallum egy egyszer( affin
transzformaciéval beletranszformalhaté a [0, 1[-be, ezért most
feltételezziik, hogy a sorozat tagjai eleve a [0, 1] intervallumbdl
szarmaznak.

Az edényrendezés arrdl kapta a nevét, hogy a [0, 1]
intervallumot n darab egyenl6 részintervallumra bontjuk, ezek
lesznek az edények.

Tehat az edények az

SR

intervallumok.




Van tovabba egy n elemii tdmbiink, amelyben lancolt listak
fejei vannak.

Hasznalunk egy tigyes fliiggvényt, amely egy [0, 1[-beli elemrdl
kapasbél megmondja, hogy melyek edénybe tartozik. Ez a
fliggvény:

Xj > UI . X,'J .

Az x; adatelemet a kapott lancolt listdhoz hozzafiizziik.

Ezt kdvetSen a n darab lancolt listat rendezziik, majd egyetlen
listava flizziik 6ssze. Az algoritmus azzal a lancolt listaval tér
vissza, amely a eredeti tomb elemeit rendezett médon
tartalmazza.



Az edényrendezés algoritmusa

EDENYREND(A, L)

INPUT: A egy témb, amely a rendezendd elemeket tartalmazza.
OUTPUT: L egy lancolt lista, amely az A tdmb elemeit tartalmazza
ndvekvé sorrendben.

B[O, ..., n — 1] a listafejeket tartalmazé tomb.

EDENYREND(A, L)
B-be beszir.

B listait rendezi.

B listait osszefiizi L be.
24. | RETURN(L)

d B




Feladat

Edényrendezés segitségével rendezziik a kdvetkezé témbot:

A = [0.741, 0.522, 0.579, 0.251, 0.180, 0.446, 0.619, 0.107, 0.827]



Megoldas

Legyen n =4, azaz n = 4 db edény van.

0 1 2 3
.2 3l [&al &l

Alj] elemet lancoljuk hozza a B [|nA[j]]] fejii listahoz.

0,741 +—  |4-0471] =

0,522 +—  [4-0522] =2
0,579 +—  [4-0.579] =2
0,251 +  [4-0251] =1
0,180 +~  [4-0.180] =0
0,446 +—  [4-0.446] =1
0,619 +—  [4-0.619] =2
0,107 +~  [4-0.107] =0
0,827 +—  [4-0.827| =3

Igy az alabbi lancolt listakat kapjuk:



Bl0] (xe€[0,%[) | NIL | —{0,180 0,107

Bl1] (xe [ 3]) | N& | —{0,251 0,446

B[2] (xe[2,3]) | N | —{0,741 0,522| —{0,579| —|0,619]
BBl (xe[2,4]) | NIL | —{0,827

Rendezziik a kapott lancolt listakat.



Bl0] (xe€[0,%[) | NIL | —{0,107 0,180

B[] (xe ([ %) | NIL | —{0,251 0,446

B2] (xe[2,2]) | NIL | —{0,522 0,579| —{0,610| —|0,741]
BBl (xe[2,4]) | NIL | —{0,827

Majd a rendezett lancolt listakat egyetlen listava fiizziik dssze.



(L] —[0.107] - [0.180] — [0.251 | — [0.446 ] —
—10.522] —[0.579] —[0.619]| —[0.741] — [0.827]




Koszonom a figyelmet!

%



