Adatstruktarak és
Algoritmusok



1. gyakorlat

Lebeg6pontos szamabrazolas



A tanult fliggvények atismétlése



Alsé egészrész fiiggvény

'] R—=Z
x| ==max{z€Z | z<x} (x € R),

tehat az alsé egészrész fiiggvény minden valés szamhoz hozzarendeli
a szamnal kisebb vagy egyenlé egészek koziil a legnagyobbat.

Feladat Hatirozza meg a |7.13| és az | —7.13| értékét.

Mo.:
|7.13] =7,

|—-7.13] = —8.



FelsG egészrész fliggvény

[[|'R—>Z
[x] =max{z€Z | x<z} (x € R),

tehat a felsGegészrész fliggvény minden valés szamhoz hozzarendeli
a szamnal nagyobb vagy egyenlé egészek kéziil a legkisebbet.

Feladat Hatadrozza meg a [7.13] és [—7.13] értékét.

Mo.:
[7.13] =38,

-7.13] = 7.



Kerekitéfiiggvény

round : R — Z
round(x) := |x 4 0.5] (x € R).

Feladat Hatarozza meg a round(7.13), round(7.56),
round(—7.13), round(—7.56) értékét.

Mo.:
round(7.13) = |7.63| =7,

]
round(7.56) = |8.06| = 8,
round(—7.13) = |-6.63]| = —
round(—7.56) = |—7.06] = —8.



Tortrészfliggvény

{}:R—=10,1]
{x} = x—|x] (x € R)

Feladat Hatarozza meg az {7.13}, {—7.13} értékeket.
Mo.:

{713} =7.13— |7.13] =7.13 - 7 = 0.13,
{-7.13} = —7.13 - |-7.13] = —7.13 — (—8) = 0.87.



A div fliggvény
div: R x (R\ {0}) = Z
div(a, b) := a div b := EJ (aeR,be R\ {0}).

Feladat Hatdrozza meg a 13 div 5 és a (—13) div 5 13 div (—5)
és a (—13) div (—5) értékét.

Mo.: 13
13 div 5 = _5J — [2.6] =2,
(—13) div 5 — —153J _|—26] = -3,
13 div (—5) = iJ —|-26] = -3,
(=13) div (=5) = ___153J _26] =2



A mod fliggvény
mod(-,-) :RxR —=R
a, ha b =0,

mod(a, b) ::amodb::{ 2—b. {%L ha b # 0.

Feladat Szamoljuk, ki a 13 mod 5, (—13) mod 5, 13 mod (-5),
(—13) mod (—5) értékeket.
Mo.:

13mod 5=13-5- {?J =13-5.2=3,

1
(-13) mod 5= —13—5 - {—;J =-13-5-(-3)=2,

13 mod (=5) = 13 — (=5) - {—13J — 13— (=5)- (=3) = —2,
(—13) mod(—5) J
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A maradékos osztas tétele (Euklidész)

Ha a, b € R, b # 0, akkor léteznek olyan q, r € 7 szamok,
amelyekkel

a=gqb+r, ahol  a<|r| <|b|

Bizonyitas g = a div b, r = a mod b megfelel6ek.
Elnevezések:

@ az a szamot osztanddnak,
@ a b szamot oszténak,
@ a g szamot hanyadosnak,

@ az r szamot maradéknak nevezziik.



Az a € R szam felirasa a b € Z, alap szamrendszerben



Egy tetsz6leges a pozitiv valés szam rogzitett b alapszam esetén
egyértelmiien irhato fel

a:Cn...Co.dldQ...(b)iCnbn—|—~--+C0b0+d1b71+d2b72+....

A feliras egyértelmiiségéhez sziikséges, hogy nem engedjilk meg,
hogy valahonnan kezdve csupa (b — 1) jegyek alljanak.

Példaul a 10-es azamrendszerben nem éallhatnak valahonnan kezdve
csupa 9-esek, a 2-es szamrendszerben nem allhatnak valahonnan
kezdve csupa 1-esek, illetve a 16-os szamrendszerben nem allhatnak
valahonnan kezdve csupa F jegyek.

Ennek oka, hogy példaul a 10-es szamrendszerben, a mértani sor
osszegképlete alapjan kapjuk, hogy

9 X /1\F o9 1
. L 10) = — - —) == . —— =1
0.99999.. .(10) 10 par <10> 10 1- %



Racionalis szamok karakterizacidja

Egy r € R szam pontosan akkor racionalis, ha tetszéleges b alapu
szamrendszerben véges, vagy vételen szakaszos b-adikus tért.



Véges b-adikus racionalis szamok karakterizacigja

Legyen q = g €Q, ahol r € Z, s € Z és Inko(r,s) =1, azaz az
egy redukalt tért. A g szam pontosan akkor véges b-adikus tért,

ha s =1, vagy s primtényezds elGallitasaban csak olyan primek

szerepelnek, amelyek a b szam primtényezés el

szerepelnek.

r

6allitasaban is



Példa

Kénnyi latni, hogy az % a tizes szamrendszerben illetve a kettes
szamrendszerben véges, de a harmas szamrendszerben végtelen

szakaszos tort.

1
5 = 0'5(10)7
1
5 == O].(2)7
1 :
5= 01111 =0.1(3) .
Az utolsé egyenléség kénnyen kijon a mértani sor dsszegképlete
alapjan:
- OV T SE& /1y 1 1 13
l®) Z(3) 32(3) 3'1-1732 2

k=1



Pozitiv egész szam felirasa b alapi
szamrendszerbe

Egy pozitiv egész szamot gy irunk fel a b alapi szamrendszerben,
hogy

maradékos osztasok sorozatat végezziik,

az oszté a b szam,

a maradékot a szam mellg,

a hanyadost a szam ala irjuk,

mindaddig ismételjiik az eljarast, amig a hanyados nem valik
nullava,

@ a maradékok sorozata adja a szam jegyeit, a kiolvasas lentrdl
felfelé torténik.



Feladat

[rjuk fel a 113-at, a 2-es, a 3-as, a 4-es, a 8-as és 16-0s
szamrendszerben. A megoldas kulcsa, hogy a 113-at fel kell irni a
kettes szamrendszerbe, majd mivel a 2> = 4,23 =8, 2* = 16, igy a
kettes szamrendszerbeli jegyeket kettesével, harmasaval négyesével

csoportositva megkapjuk a 113 jegyeit a 4, 8, 16 alapu
szamrendszerben.



Kettes szamrendszerben: (b = 2)

113

—_
~
e R A = I = R e I =

lgy kapjuk, hogy 113 = 1110001 5).



Harmas szamrendszerben: (b = 3)

113 | 2
37 |1
12 |0
4 11
1 |1
0

Tehat: 113 = 1101 3.



A négyes szamrendszerben: (b = 4) 113 = 1[11]00|015) = 1301(4).
A nyolcas szamrendszerben: (b = 8) 113 = 1|110/001(,) = 161g).
A tizenhatos szamrendszerben : (b = 16)

113 = 111]0001(5) = 71(16). Eredményeinket foglaljuk dssze egy

tablazatban:

2 || 1110001
3 11012
4 1301
8 161
10 113
16 71




Egy szam jegyeinek szamarél kiilonboz6 alapa
szamrendszerekben

Tétel Egy a € 7, szam szamjegyeinek szama egy b alapi
szamrendszerben [log,(a)| + 1.

Példa |log,(113)| +1=7



Egy 0 és 1 kozé es6 szam felirasa b alapi
szamrendszerbe

Egy 0 és 1 kozé es6 szamot gy irunk fel a b alapi
szamrendszerben, hogy

@ szorozzuk b-vel,

@ a szorzat egész részét a szam mellg,

@ a tortrészét a szam ala irjuk,

@ az eljarast addig ismételjik, amig a tortrész nem valik nullava,

@ akkor is leallunk, ha a tortrészek ciklikus ismétlgdését
tapasztaljuk,

@ az egészrészek adjak a szamjegyeket,

@ a kiolvasas fentrél lefelée torténik.



Feladat

[rjuk fel 2-es szamrendszerben a 0.625-Gt.
Mo.:

0.625 | 1
025 |0
05 |1

0

Tehat 0.625(10) = 0.101(2).



3. Lebeg6pontos szamabrazolas



IEEE 754

Az IEEE 754 (1985) (Ejtsd: "&j tripl i") szabvanyt ismertetjiik,
amely el6irja a szamok lebegépontos abrazolasanak modjat. Az
IEEE egy betiisz6, ami az (Institute of Electrical and Electronics
Engineers) szavak kezdébetiiibsl all.

Négyféle lebegépontos szamformatum létezik,

@ az egyszeres,

@ a dupla,

@ a kiterjesztett és

@ a négyszeres pontossagu.

Ezek egymastdl csak a komponenseinek bitszamaiban térnek el,
ugyanigy miikodnek, ezért csak az egyszeres pontossagi
szamabrazolast ismertetjiik.



IEEE 754 szabvany ismertetése egyszeres
pontossag esetén

Egyszeres pontossag esetén a szamot 32 biten (= 4 byte)
abrazoljuk. A lebeg8pontos szamabrazolashoz el6szor fel kell irni a
szamot 2-es szamrendszerben. Ha x € R (x # 0) a szam, akkor

x = £1.fiy) - 25,

Ezt az alakot normalt alaknak hivjuk.



@ s: 1 bit elGjelbit. Ha a szam pozitiv, akkor s=0, ha negativ,
akkor s=1. (Késsbb latni fogjuk, hogy a 0 lehet pozitiv is és
negativ is.)

@ k eltol kitevs 8 bit. k = e + b karakterisztika, ahol k az
eltolt kitevs (kettes szamrendszerben), e a valés kitevd,
valamint b = 127. Amennyiben az eltolt kitevé nyolcnal
kevesebb jegybdl all, akkor az eltolt kitevé elé annyi nullat
irunk, hogy Gsszesen nyolc bitet kapjunk.



e f mantissza, ami a maradék 23 biten van tarolva. Mivel az x
szam nem lehet 0, normalt alakban a diadikus pont el6tt
mindig all egy egyes, igy ezt az 1-est nem taroljuk, erre az
atiras és a visszairas soran egyarant oda kell figyelni. Az f
bitjeit (a 32 db. bit koziil a tizediktsl kezdve) beirjuk a
megfelels helyre, ha f kevesebb bitbél all, mint 23, akkor a
hianyzo6 biteket nullakkal pétoljuk.

@ A kapott bitsorozatot egy hexadecimalis szamma alakitjuk. Ez
a hexadecimalis szam a x szam egyszeres pontossagu
lebeg6pontos alakja.



Feladat

Abrazoljuk a 113.625-6t levegépontosan egyszeres pontossaggal
(4 byte=32 bit).

© © 0 ©65

lépés: Atiras 2-es szamrendszerbe.

113.625 = 1110001.101(2)
lépés: Atiras normalt alakra.
1110001, 101 () = 1.110/0011|01 ) - 2°
lépés: Az eltolt kitevd kiszamitasa. A valds kitevé: e = 6, az
eltolt kitevs: k = e + b = 6 + 127 = 133 = 100/0010[1y).
lépés: Elhelyezés a megtelelé helyre

4 | 2 | E| 3| 4 | 0o | 0o | o0
0100 | 0010 | 1110 | 0011 | 0100 | 0000 | 0000 | 0000

lépés: visszatérés a hexadecimalis szammal. A lebegbpontos
alak: 42E34000.



A kovetkez6 tablazat segit az inverz feladat megoldasaban.

0 [ 0000 | 4 | 0100 || 8 | 1000 || C | 1100
10001 |5 |0101 | 9| 1001 | D | 1101
2| 0010 | 6 | 0110 || A | 1010 || E | 1110
3]0011 || 7| 0111 | B | 1011 || F | 1111




Inverz feladat

Melyik szam lebegSpontos alakja a C28C0000.

C 2 8 C 0 0 0 0
1100 | 0010 | 1000 | 1100 | 0000 | OOOO | OOOO | 0000

s =1, igy a szam negativ.

7) 2) 0) S o
k =10000 10 1(2)=2"+2°+ 1 =133 az eltolt kitevs

k =k —127 =133 — 127 = 6 a valés kitevs
6) 2)1)
A normélt alak: —1,00011-2°=— 100011 0=

—(26+22 421 = (64 +4+2)=—T70



Feladat

Abrézoljuk lebegépontosan a 0.1-et.

0.1
0.2
0.4
0.8
0.6
0.2

0.1= OOOOﬁQ) = lm(m)) .24
valés kitevs: e = —4
eltolt kitevs: k = e +127 = —4 + 127 = 123 = 11|1101[1y,

= = O O O




123
61
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o = W

f = 1001 = 100|1100

0011 | 1101 | 1100 | 1100 | 1100 | 1100 | 1100 | 1100
3 D C C C C C C



Talcsordulas és alulcsordulas kétszeres pontossag

esetén
elgjelbit (s) | eltolt kitevs (k) | mantissza (f)
1 bit 8 bit 23 bit
NaN nem szdm 0/1 11111111 #0...0
+végtelen 0/1 11111111 0...0
lebeg&pontos 0/1 00000001 és barmi
szam 11111110 kozott
denormalt 0/1 00000000 #£0...0
szam
nulla 0/1 00000000 0...0




Kiillonb6z6 pontossagu szamabrazolas az IEEE

754-ben
s| k| f | >
short real (egyszeres) 1] 8| 23| 32
long real (dupla) 1]11] 52 | 64
temporary real (kiterjesztett) || 1 | 15 | 64 | 80
quad real (négyszeres) 1]15| 112|128




KOSZONOM A FIGYELMET



