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1. Bevezetés és néhany jelolés

Egy adott (€2, F) mérhetd téren a p : F — [0, 1] halmazfiiggvények koziil a o-additiv
mérték (vagyis a valoszintiségi mérték) a legjobban kutatott teriiletet teszi ki (lasd Halmos
P.R. [21]). Az utobbi évtizedekben az un. fuzzy mérték is napvilagot latott, melynek
axiomai sajnos nem egységesek gy mint a hagyomanyos mértéknél azt megszoktuk (lasd
Sugeno M. és Murofushi T. [38], valamint Dubois D. [19]).

A disszertaciom célja a maximum (szupremum) operator tanulmanyozasa.

a) Megvizsgaljuk a maximum operatort a o-algebrékon, azaz tetszéleges o-algebran
definialjuk az in. optimalis mértéket, amely bizonyos feltételeknek eleget tesz.

b) Tanulmanyozzuk a maximum operatort a mérhetd fiiggvények halmazan.

A dolgozat hét részbdl all. Az I. fejezet a legfontosabb fogalmak révid bevezetését és
torténeti leirasat tartalmazza. A I1. fejezetben definidljuk az Gn. optimalis mértéket és
megfogalmazzuk a strukturatételt. A I11. fejezet ismerteti egy injektiv leképezés 1étezé-
sét, amely a mérhetd halmazokhoz optimélis mértékek halmazait rendeli. Majd megadunk
egy sziikséges és elégséges feltételt, hogy a leképezés sziirjektiv legyen. A I'V. fejezetben a
Lebesgue integralnak megfelelGen bevezetjiik az tn. optimélis atlagot. Ezzel kapcsolatos
tulajdonsagok attekintése utan a Fubini illetve a Radon-Nikodym tételeknek a mértékel-
méletbeli megfelel§jét irjuk fel. Az V. fejezetben az optimalis mérték és az optimalis atlag
felhasznéalasaval jellemziink néhany jol ismert konvergencia tételt mint példaul stabili-
zalodo, egy sorozat szerint pontonkénti, egyenletes ill., pontonkénti konvergencia tételt.
A V. fejezetben valoszintiség szamitasi eszkozokkel a konkav ill. konvex Young fiigg-
vényekkel kapcsolatos maximaélis egyenlGtlenségeket fogalmazunk meg. A konkév Young
fiiggvények halmazabol egy stirtd valodi részhalmazt kiilonitiink el és megadjuk a pozitiv
fixponttal rendelkezé 6sszes konkav Young fliggvények halmazat. A VII. fejezetben az
optimalis mérték alkalmazasait és egy a konkav Young fiiggvények pozitiv fixpontjaval
kapcsolatos algoritmust mutatunk be.

Jelolések:

1.) A maximum, illetve szupremum operatorokra \/ és V jeloléseket hasznaljuk. Ha-
sonloan A\ és A szimbolumok a minimumot, illetve az infimumot jeldlik.

2.) Az (Q, F) par tetsz6leges mérhetd teret jelol, ahol € tetszoleges nem-iires halmaz
és F az () halmaz részhalmazainak egy o-algebraja.

3.) P-vel az optimélis mértékek halmazat jeloljik.

4.) P az olyan optimalis mértékek halmazat jeloli, melyek véges generald rendszer-
rel rendelkeznek.

5.) P az olyan optimélis mértékek halmazat jeloli, melyek megszamlalhatoan végte-

len general6 rendszerrel rendelkeznek.
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2. Az optimalis mérték és a strukturatétel

1. Tézis:

A c-additiv mértékhez (vagy valoszintiségi mértékhez) hasonléan egy az un.
optimalis mértéket vezetiink be, azaz egy olyan halmazfiiggvényt, mely egy
tetszGleges c-algebrat a [0, 1] intervallumba képezi le. Az optimalis mérték
tulajdonsagai koziil kiemelhet6 a monotonitas és a feliilrél valé folytonossag.
Belattuk, hogy tetszdleges optimalis mértékhez van olyan felbonthatatlan ato-
mok véges vagy megszamlalhatéan végtelen tagi sorozata, mely generalja azt,
vagyis az optimalis mértékek strukturalis tulajdonsaguaak.

2.1. Az optimalis mérték: definicié, példak

2.1. Definicié (Agbeko, [5]). A p: F — [0, 1] halmazfiggvényt optimdlis mér-téknek
nevezziik, ha:

2.1. Axidéma. Teljesil a p(Q) =1 és p(&) =0 azonossdy.
2.2. Axiéma. Minden B és E mérhetd halmaz esetén a

p(BUE)=p(B)Vp(E)
azonossdg fenndll.

2.3. Axioma. Minden (E,) C F csokkend eseménysorozat esetén

p (ﬁ En) = T}LTIC}OP<EH) = K p(En),

n=1

azaz a p halmazfigguény felilrél folytonos.
Megemlitjiik, hogy a kovetkezd tulajdonsig fontosnak bizonyul a késGbbiekben.

2.1. Lemma (Agbeko, [5]). Legyen (B,) C F, B, T B és p egy optimdlis mérték.
Akkor
lim p(B,) =p(B).

n—oo

2.1. Példa (Agbeko, [5]). Legyen (2, F) tetszdleges mérhetd tér, (w,) C Q tetszd-leges
fix sorozat és (ay,) C [0, 1] egy adott szamsorozat, melyre o, | 0. Akkor a p : F — [0, 1],

p(B) = max{a, : w, € B}, (1)

halmazfigguény eqy optimdlis mérték.
Tovdbba, ha Q@ = [0, 1] és F egy Borel halmazokat tartalmazé o-algebra a [0, 1] folott,
akkor az F-en definidlt barmely optimdlis mérték megadhatd az (1) szerinti alakban.
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Megemlitem, hogy a fenti példat Laczkovich Miklos adta.

2.2. Példa (Agbeko, [5]). Legyen (2, F) tetszdleges mérhetd tér és w € Q eqy rogzitett
elem. Definialjunk egy p, : F — {0, 1} halmazfigguényt az aldbbi médon: p, (B) =1, ha
w € B, és p, (B) =0 egyébként. Akkor a p, halmazfiigguény is egy optimdlis mérték.

2.2. A strukturatétel

2.2. Definicio. Legyen p egy optimdlis mérték. Egy H,p(H) > 0 mérhetd halmazt p-
atomnak neveziink, ha abbdl, hogy B € F és B C H kévetkezik, hogy p (B) = p(H), vagy
p(B)=0.

2.3. Definicié (Agbeko, [6]). Legyen H egy p-atom. Azt mondjuk, hogy a H atom
felbonthato, ha létezik egy szub-atom (részatom) B C H gy, hogy p(B) = p(H) =
p(H\B). Ha nincs ilyen szub-atom, akkor a H atomot felbonthatatlannak nevezziik.

Struktaratétel (Agbeko, [6]). Legyen az (2, F) mérhetd tér és ap optimdlis mérték
tetszdleges. Akkor létezik pdronként diszjunkt felbonthatatlan p-atomok eqy

H(p)={H,:neJ}

rendszere, ahol J véges vagy megszamldalhatoan végtelen indexhalmaz gy, hogy minden
B e F,p(B) >0 esetén

p(B) =max{p(BNH,):neJ}. (2)

Tovdbbda, ha a J indexhalmaz megszdmldalhatoan végtelen, akkor 0 az egyetlen torloddsi
pontja a

{p(H,):neJ}

halmaznak, amelyet generdlo rendszernek nevezink.

3. Az optimalis atlag

2. Tézis:

A Lebesgue integral (vagy a varhato érték) mintajara definidlunk egy nem-
linearis funkcionalt (Gn. optimalis atlagot) nem-negativ mérhetd 1épcsss fiigg-
vények esetén. ElGszor belattuk, hogy ez az atlag nem fiigg a 1épcsés fiigg-
vény felbontasatdl, majd azt, hogy tetszéleges nem-negativ korlatos mérhets
fiiggvény esetén a fiiggvény feletti 1épcsss fiiggvények optimalis atlaganak in-
fimuma megegyezik a fiiggvény alatti nem-negativ 1épcsds fiiggvények optima-
lis atlaganak szupremumaval. Kiterjesztettiik az optimalis atlagot tetszdleges
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nem-negativ mérhetd fliggvényekre és igy megkaptuk a Fubini, illetve Radon-
Nikodym tételek a mértékelméletbeli megfelelGjét.

Legyen
s = Z bix (Bi)
i=1
nem-negativ mérhetd lépesés fiiggvény, ahol {B; : i =1, ..., n} C F az Q) alaphalmaznak

egy particidja és (£, F) egy mérhets tér.
Az s 1épcesis fliggvény Lebesgue integraljat és optimalis atlagat az alabbi tablazatban

Osszegezziik:

Az s Lebesgue integralja: | Az s optimalis atlaga (Agbeko, [5])
Joysilp = Y, bipt (By) \ sp = V b (B).

3.1. Tétel (Agbeko, [5]). Legyen eqy s > 0 lépcsds fiigguénynek két felbontdsa

m

k=1

ahol {B;:i=1,....,n} és {Cr:k=1,...,m} C F az Q alaphalmaz két particidja.
Akkor

\/ bip (B:) = \/ cxp (Cy) -

3.1. Allitas. Legyen f > 0 egy korldtos mérhetd figguény. Akkor

su sdp = inf \Ed,

ahol s és’s nem-negativ mérhetd lépcsds fligguényeket jeldl.

3.1. Definicié (Agbeko, [5]). Legyen f egy tetszdleges mérhetd figgvény. Az f opti-

\ |f| dp = sup \sdp
Q Q

mennyiséget €értyik, ahol a szupremumot azokon az s nem-negativ mérhetd lépcsds

malis dtlagan az

fliggvénye-ken vessziik, melyekre igaz, hogy s < |f|.

Az optimalis mértékek atomos strukturajanak egyik jelentds kovetkezményét az alabbi
két eredményben foglaljuk ossze:
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3.2. Allitas (Agbeko, [6]). Bdrmely f : Q — R nem-negativ mérhetd figgvény minden

felbonthatatlan atomon majdnem mindeniitt konstans értéket vesz fel.

3.3. Allitas (Agbeko, [6]). Legyen adott eqy p € P optimdlis mérték és eqy f mérhetd
fiigguény. Akkor

\Irldp=swp{ \ Ifldpiney,
Q H7L

ahol H (p) = {H, : n € J} egy p-generdld rendszer.
Tovdbbd, ha

\ I1dp < o0
Q

feltétel fenndll, akkor
\|f’dp:5up{cn -p(Hp):neJ},
Q

ahol ¢, = [ (w) majdnem minden w € H,, n € J esetén.

4. A meérhet6 fliggvényekkel kapcsolatos konvergencia-

tételek és korlatossag

3. Tézis:

Az optimalis mérték, valamint optimalis atlag felhasznalasaval jellemziink sza-
mos jol ismert konvergenciatételt a mérhetd fliggvénysorozatok esetén: a stabi-
lizal6do (discrete), egy sorozat szerint pontonkénti (equally), egyenletes (uni-
form), valamint a pontonkénti (pointwise) konvergenciatételeket. Kitériink a
mérhetd fiiggvénysorozatok kiilonféle korlatossaganak jellemzésére is az opti-
malis atlag alkalmazasaval.

4.1. Definicié (Csaszar A. és Laczkovich M., [16, 17, 18]). Legyen X egy tetszile-
ges nem-tires halmaz. Azt mondjuk, hogy az X-en definidlt (h,) valds értéki figguényso-
rozat konvergdl eqy h valos értéki fiigguényhez:

a) "stabilizdlodoan", ha minden x € X esetén létezik olyan ng (x) egy kiiszob index, hogy
hn (z) = h(2),

ha n > ng (z);
b) "egy sorozat szerint pontonként", ha van egy olyan (b,) pozitiv nulldhoz tarté szamso-

rozat és tetszéleges x € X elemhez van olyan ng (x) kiiszob index, hogy
| (2) = h ()] < bn,

ha n > ng (z).
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4.1. Tétel (Agbeko, [7]). Legyenek adottak f és f, (n € N) mérhetd figgvények. Ah-
hoz, hogy az (f,) fligguvénysorozat egyenletesen tartson f-hez, sziikséges és elégséges feltétel,

hogy a (z,) figguénysorozat a nulldhoz tartson egyenletesen a P, halmazon, ahol

Zn<p): \ ’fn_f|dpa
Q

neN,pe Py

4.2. Tétel (Agbeko, [7]). Legyenek adottak f és f, (n € N) mérhetd figgvények. Ah-
hoz, hogy az (f,) figgvénysorozat pontonként (stabilizaloddan, egy-sorozat szerint ponton-
ként) tartson f-hez, sziikséges és elégséges feltétel, hogy a (z,) fiigguénysorozat pontonként

(stabilizalodoan, egy-sorozat szerint pontonként) konvergdljon 0-hoz a P« « halmazon, ahol

Zn(p): \‘fn_f’dp7
Q

neN, peP.

5. A val6szintiségszamitasi eszkozokkel kapcsolatos ma-

ximalis egyenl&tlenségek

4. Tézis:

Attekintjiik a konkav (konvex) Young fiiggvényekkel kapcsolatos maximalis
egyenlGtlenségeket valodszintiségszamitasi eszkozokkel. Elkiilonitjik az Yo
konkav Young fiiggvények halmazanak egy 2 részhalmazat, mely a kompozi-
ciora zart. Megadunk az )., halmazon egy olyan metrikat, mely szerint az 2
részhalmaz stird az )., halmazban. Megadjuk a pozitiv fixponttal rendelkezd
o0sszes konkav Young fiiggvények halmazat.

5.1. Szubmartingilokkal kapcsolatos maximalis egyenl6tlenségek

5.1. Definici6. A ¢ : R, — R, figgvényt konkiav Young fiiggvénynek nevezzik, ha
minden © > 0 esetén

ahol ® (0) = 0 és ¢ : (0, 00) — (0, ©) csokkend, jobbrdl folytonos figgvény, mely in-
tegrdalhato minden véges (0, x) intervallumon. Tovdbbd feltessziik, hogy ® (c0) = c0. Az

osszes ilyen konkdv Young fiigguények halmazdt az Yeone-cal jelolyiik.
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5.2. Definici6é. Azt mondjuk, hogy a ® konkdv Young figguény teljesiti a mazimdlis
egyenldtlenséget, ha létezik olyan K¢ > 0 (csak ®-tdl fiiggd) konstans, hogy minden
(Xn, Fn), n € N nem-negativ szubmartingdl esetén az

B (X3) < Ko (1+ EX,) 3)
egyenldtlenség teljesil minden n € N-re, ahol X} = \/ X.
k=1

5.1. Tétel (Agbeko, [3]). Legyen @ egy konkdv Young figguény. Ahhoz, hogy a ® fiigg-
vény teljesitse a fenti maximadlis egyenldtlenséget sziikséges és elégséges feltétel, hogy

Ag = /100 *OT(t)dt < . (4)

5.2. Konkav Young fiiggvények fixpontjarol
Fixpontrol az elsé tanulméany az 1912-ben jelentet meg Brouwertol (lasd [14]).

5.2. Tétel (Brouwer, [14]). Ha D" egy zdrt egységsugari gomb, akkor minden f :
D™ — D" folytonos fiigguény esetén, van olyan x pont D™-ben, hogy x = f (x).

A fixponttételnek kiilonbozs formaja van. Mindegyikre nem szandékozom kitérni;
egy ilyen tétel példaul a kontrakcios elven alapul6 fixponttétel. Megemlitem Mészaros J.
kollégamnak egy nagyon szép dolgozatat, ahol kiillonb6z6 kontrakcios elveket kétott ossze
[27].

Brouwer tételének egy igen elegans illusztracioja a kovetkezs (lasd
http://www.marginalrevolution.com /marginalrevolution /2004 /08 /kakutani_is at_.html).

"Egy reggel, pontosan a napkeltekor, egy Buddhista szerzetes utnak indult egy kis
csillogd templomba, mely egy hegy csiicsan talédlhato. Egy keskeny Osvény kigyozva ve-
zet a hegy mentén a templomhoz. A szerzetes valtozo sebességgel ment fel, tobbszor is
megallt pihenni és enni. Kicsivel a napnyugta el6tt elérte a templomot. To6bb napos
bojtolés és meditacié utéan szintén a napkeltekor visszafelé indult ugyanazon az 6svényen,
megint valtozo sebességgel haladt sok pihenéssel. Az atlagsebessége lefelé természetesen
nagyobb mint, amikor felment. Kérdés, hogy van-e az Gt mentén olyan pont, ahova azonos
idépontban ér el mindkét iranybol?"

A feladatnak intuitiv megoldasa a kovetkezs: "Képzeljiink el két szerzetest, egyik a
templombdl lefelé, a masik a kolostorbdl felfelé indul el ugyazon a napon és a napkeltekor.
Biztosan van olyan pont ahol talalkoznak."

A Brouwer-féle fixpont tétel garantalja egy ilyen pont létezését.

5.3. Tétel (Agbeko, [11]). Legyen ® € Veone tetszdleges fiigguény. Ahhoz, hogy létezzen
egy olyan s > 0 szam, melyre ¢ (s) < 1 fenndll sziikséges és elégséges feltétel, hogy a P
figgvény rendelkezzen egy fizponttal, azaz x = ® (x) fenndlljon valamilyen x > 0 szdm
esetén.
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5.1. Allitas (Agbeko, [11]). Legyen ® € Veone tetszbleges fiigguény. Ha xy € (0, 00)
eqy olyan szam, hogy ® (ro) = xo, akkor ¢ (zg) < 1.

6. Alkalmazasok

6.1. Az optimalis mérték adatokboél valé meghatarozasa
6.1.1. El6zmények

A fuzzy halmazelméletben problémaként meriilt fel, hogy hogyan lehet meghatarozni em-
pirikusan a fuzzy mértéket. Wang Z., Leung K.S. és Wang J. (valamint sokan maésok)
javasoltak a Sugeno-féle integral hasznélatat erre a célra (lasd [40]). A Sugeno integ-
ralt ugyis lehet tekinteni mint tobb-bemend és egy kimend rendszernek. A bemenet egy
(f(w1), ..., f(wn)) vektor és a kimenet

E = (S)/fdu:sup{a/\u(Fa):aE 0, 1]},

ahol f egy ismeretlen mérhetd fliggvény, u egy ismeretlen fuzzy mérték az (€2, F) mérhetd
téren ¢és I, :={w e Q: f(w) > a}.
Megfigyeljiik k-szor az (f (w1), ..., f (w,)) rendszert, melynek eredménye:

filw)) filwe) .. fi(wa) | EA
fz(wl) f2(w2) f2(wn) Ey

fk(’wl) fk(‘w2) fk(.wn) Ek

és keressiink azt a p kozelité fuzzy mértéket, melyre F; = (S)/fid,u, (1=1,..., k),

= \/ S () ) 6

Megemlitem, hogy a fenti (5) minimél feladatot az tn. genetikus algoritmus felhasz-

és amely minimalizalja az

kifejezést.
nalasaval oldottdk meg, amelynek tobb inputja és egy outputja van [25].

6.1.2. Az optimalis mérték adatokbodl valé meghatarozasa

A Wang 7. és tarsainak dolgozata mintajara fogalmazzuk meg az alabbi problémat:
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1. Probléma. Legyen (Q, F) egy mérhetd tér, ahol Q = {1, ..., n} és F = 29, azaz
F az Q alaphalmaznak hatvinyhalmaza. Tekintsik o By = {1}, ..., B, := {n} egye-
lemd halamzokat és legyen f : Q — [0, 00) egy mérhetd fiigguvény, melynek értékkészlete
csak elméleti értéket tartalmaz. Megfigyeljik k-szor az f (1), ..., f (k) elméleti értékeket,

melynek eredménye:

B Bs B,
fl(l) f1(2) f1(n) 1
@) | Q). | f2(n) | Q

A AL R

1 n

aholQi:— fij; fzj:fz(]); (]:1,,’0,1:1,71{?)
n
j=1

A kérdés az, hogy a k szdmu "minta" kozil, mely tekinthetd a legjobbnak a mintadtlag

szempontjabol?

Ennek a problémanak megoldaséara javaslom, hogy keressiink egy p elméleti optimélis

mértéket, melyre fennall Q; =~ \ fidp, (i =1, ..., k), gy, hogy
Q

err = 252152-2: Z; Qi — \fidp (6)
Q

minimalis legyen. Nyilvanval6an a fent emlitett elméleti optimalis mérték kozelitését csak
szimulaciéval lehet meghatarozni. Legyen p, az az optimalis mérték, mely minimalizalja
az (6) kifejezést. Konnyen be lehet latni, hogy

k
\/ Qi — \fidp* < err.
=1 Q
Legyen iy az az index, mely esetén a maximum elérheté volt, azaz
k
Qiy — \fiodp* = \/ Qi — \fidp* .
Q i=1 Q

Ekkor azt mondhatjuk, hogy a p, optimalis mérték mellett az ig-adik minta a legjobb a

mintaatlag szempontjabol.
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Megemlitem, hogy a statisztikai mez&k alaphalmaza altalaban nem szamértékekbdl
vagy szamvektorokbol all. Ezért fogalmazzuk meg az alabbi altalanos probléméat. Majd
ramutatjuk, hogyan lehet az els6 problémanak megoldasat felhasznalni az altalanos problé-

ma megoldasara.

2. Probléma. Legyen (X, S) egy tetszéleges mérhetd tér és a Dy, ..., D, halmazok az
X halmaz eqy particidjat alkotjak. Tekintsik a h : X — [0, 00) egy valdsziniségi vdl-
tozo. Megfigyeljiik k-szor a h elméleti fiigguényt a Dy, ..., D, particion. A megfigyelés
eredménye:

Dy | Dy |...| D,

hir | hig | oo | hin | Q1

hoi | haa | ... | hap | Q2

Pia | hia | oo | hen | Qk

ahol h;; a h figguény megfigyelt értéke az i-edik kisérletnél a D; halmazon, 1 =
1 n
L, ....kg=1,...,n,€éQ;=—Y hi;,1=1, ..., k.
J Q n; j

A kérdés az, hogy a k szdamu "minta" kozil, mely tekinthetd a legjobbnak a mintadtlag

szempontjdabol?

A 2. problémat az elsére vezetjiik vissza az alabbi médon:

Vegyiik az Sy := o (D1, ..., D,)a Dy, ..., D, partici6 altal generalt véges o-algebrat.
Nyilvanvalo, hogy a h fiiggvény Sp-mérhets és legalabb egy bijekcid 1étesithets az Sy és a
2 halmazok kozott, ahol Q = {1, ..., n}. Ezutéan tekintiink egy f : Q — [0, co) mérhets
fliggvényt, melynek megfigyelt értékei: f; (j) :==hy, i =1, ..., k; j =1, ..., n. Innentsl
ugy jarunk el mint az els6 problémanal lattuk.
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6.2. Az els6 problémat megoldé algoritmus
Step 0.
Input: n positive integer
Q={1,...,n}
k x n matrix F = [f(z,])]?]]il
n-dimensional vector )
error bound ¢
B; ={j}, j=1.n
X = the power set of {2 whose elements should be indexed kk =1...2"
Generate the set o of all permutations of {1, ..., n}.
Step 1.
Generate a decreasing sequence a(j) € (0, 1], with a(1) = 1.
Step 2.
For any permutation {ny, ..., n,} € o
Put p(Bj) = a(n;), for j=1, ..., n
Compute the optimal average: A(i) = max{f(i,j) *p(B;):j = 1..n}
2
Compute the corresponding error: err = \/(27:1 Qi) — A(z)))
Step 3.
If err < e for some permutation do
Find the index iy such that |Q(ig) — A(ip)| = max{|Q(i) — A(¢)| : i = 1...k}
Determine p (B) = max {a(n;) : j € B}, for each B € X
Else GOTO Step 1
Step 4.

The outputs
1.) Best sample: f (ig, 1), ..., f (io, n)
2.) The approximated optimal measure:
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6.3.

Step 1.
Step 2.

Step 3.

Step 4.

Step 5.

2° | p(B)
{} =0 0

B, p(B1)

Bz p(Bz)

A kontrakciés fok és a pozitiv fixpont keresésének algorit-

musa

Input @ (z), cc > 0.
Compute the derivative ¢ (z) of ® (z)

Starting from cc find an approximation root for

equation ¢ (z) — 1 = 0 and put the result into c.

If ¢ =0 then STOP.

else do

Starting from c apply the FixedPoint algorithm, i.e.
xo:=¢; T =P (ap); k=k+ 1L
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OSSZEFOGLALO

Bevezettiik az optimalis mértéket és belattuk, hogy minden optimélis mérték struktu-
ralis tulajdonsigu. Definialtuk az optimalis dtlagot nem-negativ mérhetd lépcsts fliggveé-
nyek esetén. ElGszor belattuk, hogy ez az atlag nem fligg a 1épcsds fiiggvény felbontéasatol.
Kiterjesztettiik az optimalis atlagot tetszéleges nem-negativ mérhetd fiiggvényekre és igy
megkaptuk a Fubini, illetve Radon-Nikodym tételek a mértékelméletbeli megfelelgjét. Jel-
lemeztiink szamos jol ismert konvergencia fogalmakat a mérhetd fiiggvénysorozatok esetén:
a stabilizaldodo, egy sorozat szerint pontonkénti, egyenletes, valamint a pontonkénti kon-
vergencia fogalmakat. Kitértiink a mérhetd fiiggvénysorozatok kiilonféle korlatossaganak
jellemzésére is az optiméalis 4tlag alkalmazésaval. Attekintjiik a konkav (konvex) Young
fiiggvényekkel kapcsolatos maximalis egyenlStlenségeket valoszintiségszamitasi eszkozok-
kel. Elkiilonitettiikk az V.one konkav Young fiiggvények halmazanak egy 2 részhalmazéat,
mely a kompoziciora zart. Megadtunk az V., halmazon egy olyan metrikat, mely szerint
az A részhalmaz strd az Yeon. halmazban. Megadtuk a pozitiv fixponttal rendelkezé

Osszes konkav Young fiiggvények halmazat.

SUMMARY

In the image of the probability measure we proposed a set function, cal-
led optimal measure, which we showed to have a structural property. Next,
we defined the so-called optimal average for non-negative measurable simple
functions and then extend this definition to arbitrary measurable functions.
Optimal average provides us with many similar well-known results in measure
theory such as the Fubini and Radon-Nikodym theorems, say. We characteri-
zed various notions of well-known convergence such as the notions of discrete,
equally, uniform and pointwise convergence of sequences of measurable func-
tions. Maximal inequalities in connection with concave (convex) Young func-
tions are discussed are studied with probabilistic tools. Further we isolated a
subset 2 of the set )., of concave Young functions and showed that it is clo-
sed under the composition operation. We also demonstrated that subset 2is
a dense set in )., with respect to a specific metric. Finally we characterized

the set of those concave Young functions possessing a positive fixed point.



