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1. fejezet
BEVEZETES

A numerikus modszerekre tobbféle iranybol és tobbféle célbol tekinthetiink. Az
egyik szélen a tiszta matematika tudésa all. Az 6 nézépontjabol a numerikus
analizis nem maés, mint tudoményos kutatésok targya, amelynek miivelése, fej-
lesztése maga a cél. A masik sz€éIrdl viszont a numerikus modszerekben csupén a
konkrét gyakorlati feladatok megoldasat segité eszkozoket lathatunk.

Az a tankdnyv, amit most az Olvasé a kezében tart, elsGsorban miszaki egye-
temi képzésben résztvevok szamara késziilt. A megirasakor a kiilénbo6z6 célok
kozott a hangsulyt a gyakorlati alkalmazhatésag irdnyaban helyeztiik el, azt is
szem elGtt tartva, hogy fGiskolai hallgatok is haszonnal forgathassik. Ugyanakkor
nem mondhattunk le teljesen az elméleti megalapozasrol, definiciok, tételek pontos
kimondasarol sem. Egy-két egészen 11j eredményt is beiktattunk, kiilénésen a mo-
dern hibaanalizis teriiletérGl. Nem bizonyitottunk minden tételt, néhany helyen
csupan a motivaciot adtuk meg, de egyes helyeken teljes matematikai szigorisag-
gal igazoltuk az allitast. A kozolt bizonyitasokkal egyrészt izelitét kivantunk adni
egyéb matematikai apparatusoknak a numerikus modszereken beliili alkalmazasai-
bol, masrészt a tétel sziiken vett jelentését meghaladé mondanivaléra igyekeztiink
a figyelmet felhivni. Mindezekkel egyiitt tudoményegyetemi hallgatoknak sem lesz
talan érdektelen a konyv lapozgatésa.

A konyv anyaganak oktatasa el6tt mintegy két féléves analizisbeli tanulma-
nyokat tételeziink fel. A kifejtés terjedelme fejezetenként eltérs. A klasszikus
hibaszamités mellett kiilon figyelmet forditottunk a lebegGpontos hibaanalizisre.
Legrészletesebben a linearis algebra numerikus eljarasait targyaltuk, tekintettel
azok elterjedt miszaki alkalmazésaira. A gyakorlati, sokszor nagyméreti felada-
tok numerikus megoldasa manapsag szinte kizarolag szamitogéppel torténik. Ep-
pen ezért kitértiink a tarolasi modokra is és minden eljarast a szamitastechnikai
megvalositas szempontjai szerint fogalmaztunk meg. Annak érdekében, hogy az
algoritmusokat tomoren, kozérthetGen, sz6 szerinti (vagy majdnem sz szerinti)
program forméajiban is leirhassuk, a konyv tartalmazza a MATLAB programozési
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nyelv legfontosabb elemeit. A szdvegkozi, kidolgozott példakkal a targyalt prob-
léma mélyebb megértését céloztuk meg, a fejezetek végén felsorolt néhany feladat
pedig, szdndékunk szerint, 6nallo munkara serkenti az Olvasot.

A forrasmunkakon kiviil széles szakmai latokorrel és gyakorlati tapasztalattal
rendelkez6 kollégak észrevételei is segitették a konyv elkésziilését. Koszonetiinket
fejezziik ki Balla Katalinnak, Demendy Zoltannak és Stoyan Gisbertnek a sok-
sok értékes megjegyzésért és tandcsért, amellyel hozzajarultak e tankonyv végleges
formaba ontéséhez.

A jelen kiadas a 2002-es kiadéas alig modositott valtozata. A kisebb tipogra-
fiai valtozasokon kiviili tartalmi modositast elsGsorban az tjabb processzorok és
a MATLAB ujabb valtozatainak megjelenése, valamint az oktatas soran szerzett
tapasztalatok indokoltak.



2. fejezet
A MATRIXSZAMITAS ELEMEI

2.1. Matrixok és matrixmiiveletek

Roviden Osszefoglaljuk azokat a matrixokkal és vektorokkal kapcsolatos ismerete-
ket, amelyekre sziikségiink van.

1.1 Definici6. Legyenek n és m pozitiv egész szamok. Eqy A m xn tipusi (valds)
mdtrizon valds a;; szdmok aldbbi tdbldzatdat értjik:

ail a2 ... A1 ... Q1n
A= ;1 Qg ... Qi ... Qyp
L Gm1 Om2 .. Amj ... Qmn |

Az a;; az A métrix i-edik sordban és j-edik oszlopaban 4ll6 matrixelemet jeldli.
Matrixok szokasos jeldlése még a kovetkezs:

aiq a2 ... A1 ... Q1n
A= Q41 A2 Qi Qip,
Am1 Om2  --- Qmj ... Gnn

Néhany tomorebb matrixmegadasi mod:

A = la"" A= (ag);"

ij=1" ij=1"

Az m x n tipust valés matrixok halmazat R™*" jeloli. Az A maétrixot négyze-
tesnek nevezziik, ha m = n. Ekkor a tomdr megadasi moédok a kdvetkezSképpen
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egyszertisodnek:
A = lag]; A = (ay);

ij=1" ij=1"
A métrixok kozti fontosabb miiveleteket az aldbbiak szerint definialjuk.
1. Osszeadas: A, B € R,

C=A+BeR"oc¢gj=a;+b; (i=1,...,m, j=1,...,n).
Az Osszeadasra fennall, hogy
A+B=B+A, (A+B)+C=A+(B+C).
2. Szammal val6 szorzas: A € R™*" X valds széam,
C=MecR"" Sc¢i=M;; (i=1,....m, j=1,...,n).
A szammal val6 szorzasra fennall, hogy
MpA) = (M)A, A+ p)A = A+ pA.

Jegyezziik meg, hogy megallapodas szerint N\A = A\.
3. Transzponalas (tiikrozés): A € R™*"

C':ATER"XW(:)Cij:aﬁ (221,,n,]:1,,m)
A transzponalasra fennall, hogy

(AN =4, (A+B)"=AT + BT,

)

Az A matrixot szimmetrikusnak nevezziik, ha AT = A.
4. Szorzas: A € R™* B ¢ R,

k
C=AB GRmxn@Ci]’ :Zaitbtj (Z: 1,...,m, j: 1,...,71,).
t=1
Vegyiik észre, hogy a szorzatmatrix (i,j) indexd elemét tgy kapjuk, hogy az

1-edik sort szorozzuk a j-edik oszloppal, azaz

blj
cij = i, ..., a) :

bij
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A matrixszorzas fontos tulajdonsagai a kdvetkezok:

(AB)C = A(BC),
A(B+C) = AB+ AC,
(A+B)C = AC+ BC,

(AB)' = BTAT.

Fontos megjegyezni, hogy a szorzas nem kommutativ, tehat altalaban
AB # BA. (2.1)

A tovabbiakban a métrix és méatrix-vektor miiveletek felirdsanél feltessziik, hogy
az ott szerepld matrixok, ill. vektorok méretei olyanok, amelyek lehet&vé teszik az
adott miiveletet.

1.2 Definici6. Az egyetlen sorbdl, vagy egyetlen oszlopbdl dllé matrizot vektornak
nevezziik.

A sorvektor szokasos megadasi modja: x = [xq,...,2,|. Az oszlopvektorokat
az
L1
xr = : e R"
‘TTL

formaban szoktuk megadni, ahol R™ az n komponensii oszlopvektorok halmaza
(tulajdonképpen R™ = R™!). Az oszlopvektorokat meg lehet még adni z =
[#1,...,2,]7, a sorvektorokat pedig az

T
x

Tn

formaban is.
Az i-edik egységvektornak nevezziik azt a vektort, amelynek i-edik komponense
1, a tobbi pedig 0. Oszlopvektornak tekintve tehéat:

e;=1[0,...,0,1,0,...,0]" e R™.

1.3 Definicié. z,y € R" skaldris szorzata a

fT?J = i L3Y;
i=1

képlettel definialt valos szam.



12 2. FEJEZET. A MATRIXSZAMITAS ELEMEI

A kovetkezGkben matrixok részekre bontasaval (particionalasaval) foglalko-
zunk. Az A m x k tipust matrixot sorok szerint particionaljuk, ha

ol
A= al |,
Ly, ]
ahol al’ = [a;1, ..., au] az i-edik (k-dimenzi6s) sorvektort jeldli. A B k x n tipust
matrixot oszlopok szerint particionaljuk, ha
B =1[b,..., by,
ahol
b1
b; = :
bri

az i-edik (k-dimenzios) oszlopvektort jeloli. A fenti particionalasok felhasznalasa-
val az A és B matrixok szorzata felirhato

AB = [a] b;]""

4,7=1
alakban is. Tehat AB a sorok és oszlopok skalarszorzataibol all6 méatrix. Az AB
maétrixszorzatot felirhatjuk még a kovetkez6 alakokban is
al'B
AB = [Aby, ..., Ab,|, AB= :
al B
Megjegyezziik, hogy mas tipusi particionalasok is lehetségesek. Ezek kozos alakja
az A € R™™ matrix esetén

i All e Alj cee Alr i
A = Ail “e . Al] I AiT‘ Y
B Apl PN Ap] e Apr i

ahol A;; € R™*™ (i = 1,...,p, j = 1,...,r). Az azonos sorban &ll6 blokkok
sorainak szama azonos. Hasonloképpen, az azonos oszlopban 4ll6 blokkok osz-
lopainak szama azonos. Fennall még az értelemszert

p T
E m; =1m, E n;=mn
i=1 Jj=1
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Osszefliggés. Azonosan particionalt matrixok Osszegzését és skalarral vald szorza-
sat blokkonként végezhetjiik, igy mintha a blokkok szdmok lennének. Particionélt
matrixok blokkonkénti szorzasanal az elsé matrix oszlopok szerinti particionalasa
meg kell, hogy egyezzen a masodik tényez§ sorok szerinti particionalasaval. Példaul

az
All A12 Bll BIQ
A= c Rmxn, B = c RnXp
|: A21 A22 BQl 322

particionalt matrixok szorzata a particionalas megtartasaval akkor lehetséges, ha
Ay € R™*¢ és By, € R*?. Ekkor

O — A A Bi1 Bia _ A1 By + A1aBay A11Bis + A9 Bos
Ag Ago By By Ao1 By + AgoBoy Ag1Bio + Ay Bas |

A kovetkezdkben specialis tulajdonsagi matrixokat vezetiink be.
1.4 Definicié. Az I € R™" madtriz eqységmdtriz, ha

1 0 ... ... 0
0 1 :
7= | -
: .1 0
0 ... ... 0 1]

Az egységmatrixra fennall, hogy minden A € R™" esetén
Al =TA = A.

1.5 Definici6. A D € R™" diagondlmdtriz, ha

(d; 0 ... ... 0
0 d ;
D=1 : -
: doy O
0 ... ... 0 d, |

A diagonalmaéatrixra fennéll, hogy minden A € R™*™ és B € R™*" esetén

al diat
DA=D| : | = : , BD =1by,...,b,) D =[diby,...,dpby].

T T
a, dna.,

A D diagonalmatrixot diag(ds, ..., d,), vagy diag(d;) (i = 1,...n) is jelolheti.
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1.6 Definicié. Az 0 € R™*™ mdtriz zérusmdtriz, ha minden eleme 0, azaz

A zérusmétrixra fennall, hogy minden A matrix esetén

At0=A, A0=0.

2.2. MAtrixok inverze és determinansa

1.7 Definicié. Az X € R™" mdtrizot az A € R™"™ mdtriz inverzének nevezziik,
ha A X =XA=1.

Ha az inverz matrix létezik, akkor egyértelmi. Az inverz matrix jeldlése A= =
X. Az inverz métrixra fennéllnak az alabbi tulajdonsagok:

(AN =4, UB)T=BA, A=A =aT

Jelolje A(i) azt az (n — 1) X (n — 1)-es matrixot, amelyet az

ai;r a1 ... Qip
A= a;1 A ... Qin
| Ap1 Ap2 ... Apn i

méatrixbol az els6 oszlop és az i-edik sor elhagyasaval kapunk.
1.8 Definici6. Az A € R™*" (n > 2) négyzetes mdtriz determindnsdt a

det (A) = Q11G92 — A12a91, n=2

det (A) => (1) an det(A (i), n>3.
i=1
eldirdsok definidljdk.
Megjegyezziik, hogy az egy elemi [a;;] matrix determinansan az aq; értéket
értjiik.
1.1 Tétel. Az A € R™™ mdtriznak akkor és csak akkor van inverze, ha det(A) #
0.
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2.3. Vektorok és matrixok normaja
1.9 Definicié. Az f: R" — R filiggvényt vektornormdnak nevezzik, ha

fx) > 0 (MzeR"), f(x)=0&c2=0, (2.2)
fx) = [N f(x) (VzeR" VAeR),
flaty) < f@)+f(y) (Vo,yeR").

A vektornorma szokasos jelolése: ||z||. A fontosabb vektornormék a kovetkezdk:

lzll, = > lail, (2.5)
=1

n 3
llzll, = (fo) (euklideszi norma), (2.6)

lzll, = 1121?%>51|x,| (maximum norma). (2.7)

1.10 Definicio. Az x,y € R™ (z,y # 0) vektorok szige 0, amelynek koszinuszdt
a

cos(f) = &
[l Nyl

osszefiiggés definidlya.

1.11 Definicié. Az f: R™"™ — R fligguényt mdtriznormdnak nevezzik, ha

f(A) >0 (VAeR™™), f(A)=0& A=0, (2.8)
fAA) = [N f(A) (VAeR™™" VAeR), (2.9)
f(A+B) < f(A)+f(B) (VA BeR"™). (2.10)

A matrixnorma szokasos jelolése: ||All. A leggyakrabban hasznalt méatrixnor-
mak a kovetkezok:

|All, = max Z la;;|  (oszlopdsszeg norma) , (2.11)
|Al, = {A" A legnagyobb sajétértéke}?  (spektralnorma) (2.12)
| Al = max Z la;;j|  (sorGsszeg norma), (2.13)

1<i<n
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A, = (Z > afj) (Frobenius norma) . (2.14)

i=1 j=1
A matrixnorméaknak két fontos osztalyat emeljiik ki.

1.12 Definicié. A ||.||,, : R™*" — R mdtriznormdt a ||.||,, : R* — R vektornorma
dltal indukdlt mdiriznormdnak nevezzik, ha

[A[l 5y = max {[[Az]ly - [zl = 1}. (2.15)

Az indukalt matrixnorma jelentése: az egységnorméji x vektorok megnyijtasa-
nak (Az) maximalis mértéke. Masképpen fogalmazva az indukalt matrixnorma az
egységgomb képének (ellipszoidnak) az origotol vett legtavolabbi pontjaba mutato
helyvektor norméja.

Osszehasonlitasként megjegyezziik, hogy a determinans abszolat értéke az ellip-
szoid és az egységgdmb térfogatanak hanyadoséval egyenls. Konnyen igazolhato,
hogy || All, az ||z||,, ||All, az ||z]],, ||All,, pedig az ||z||, vektornorma &ltal indukélt
méatrixnorma.

Példa. Felhasznalva az indukalt matrixnorma definici6jat, igazoljuk, hogy a,b €
R"™ esetén HabTH2 = |lall5 ||6]|5!

HabTH = max HabTxH = |lal|, max ‘bT:c’
2 =1 > = | H2H93||2:1

Ezek szerint a |, bix;| — max, Y . a7 = 1 feltételes szélsGérték feladatot kell

megoldanunk (b # 0). Analitikus eszkézokkel kénnyen elGallithato a megoldés: © =

+b/ ||b]|,. Eredményiinket az egyenlGséglanc jobboldalaba helyettesitve megkapjuk

a példa allitasat.

1.2 Tétel. Indukdlt mdtriznormdban ||AB|| < ||A|| ||B]| (VA, B € R™*").
Bizonyitas. Elszor igazoljuk, hogy indukalt matrixnorméaban

[Az]| < [[All |z} (= € R").
Ha x # 0, az indukalt matrixnorma definicioja alapjan

T
]

T
]

|Az] = HAHxH H . HA H < 2l 141l

ahonnan

[ABz|| < [[A[[ || Bz]| < [|A] | BI ]|l

és a tétel allitasa kovetkezik. [

Megjegyezziik, hogy az 4llitds nem minden matrixnormara igaz (lasd 1.6 Fel-
adatokban a 2. szamut). Az indukalt norméakhoz hasonlo (de veliik nem azonos)
fogalom a kovetkezd.
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1.13 Definicié. A ||.|,, : R™™" — R mdtriznorma kompatibilis a |||, : R® = R
vektornormdval, ha ||Az|,, < [|A]l, 2]y

Az ||A|| Frobenius norma kompatibilis a ||z||, vektornormaval. Az 1.12 Defi-
nici6 alapjan vilagos, hogy az indukalt matrixnormék az Gket indukal6é vektornor-
makkal kompatibilisek.

2.4. Matrixok és vektorok a MATLAB nyelvben

A MATLAB matematikai szoftver a nevét a MATrix LABoratory kifejezésbdl kap-
ta. A neve is arra utal, hogy benne a matrixszamitédsok rendkiviil egyszeriien
programozhatok. Ennek megfeleléen a MATLAB legfontosabb adattipusa a valos
vagy komplex elemt matrix. Mindazonéaltal a skaldrokra és vektorokra nem kell
(bar lehet) két indexszel hivatkozni, tovabba az ujabb verzidkban a tébbindexes
tombok és egyéb objektumok is megjelentek.

A maétrixokat legegyszeriibben elemeik sorfolytonos felsorolasaval adhatjuk meg.
A sorokat pontosvesszével vagy enter-rel valasztjuk el, ugyanazon méatrixsorban al-
16 elemeket pedig helykdzzel vagy vesszével. Az egész felsorolast szogletes zardjelbe
tessziik. Pl. az

A:

_~ W
ot = O
SN W

méatrixot megadhatjuk a kévetkezSképpen:
>A=[103;312
4,5,6]

Mindjart az értékadasra is lattunk példat. A matrixok deklaracioja a rajuk,
vagy egy elemiikre vonatkozo elsG értékadd utasitédssal automatikusan megtorté-
nik. Azonositét a szokésos modon valaszthatunk. Vannak foglalt azonositok, ezek
a HELP parancs segitségével megismerhetGk. Most csak az eps foglalt azonositot
emlitjilk ami a konkrét szamabrazolastol fliggs, an. gépi epszilon (rendszerint
€ &~ 2.2204x10719) értékés jelenti. Nehezen kiderithets hibat okozhat a jelentésétsl
eltéré hasznalata.

Egy matrixot kisebb matrixokbol (blokkokbdl) is felépithetiink. Pl a

> B=[A,[-1 -2;-1-2;-1-21,;7,7,7,-7,-7]
utasitas az el6bbi A-val a

103 -1 -2
31 2 -1 =2
B = 4 56 -1 -2
T T =T =7

matrixot adja.
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A matrix valamelyik elemére kerek zardjelek segitségével hivatkozunk:
A(2,3), B(1,4). Példainknal maradva el6bbi értéke 2, utobbié -1. Sor- vagy
oszlopvektor (azaz 1 x n vagy n x 1 méretli matrix) elemére egyetlen indexszel
is hivatkozhatunk. Bizonyos esetekben nincs jelentésége annak, hogy egy vektor
sor- vagy oszlopvektor-e, sokszor viszont igen. Ha a vektor egyindexes elemeit
kiilon-kiilon adjuk meg, akkor az sorvektor lesz. Skaldr adatot pedig mas prog-
ramnyelvben megismert modon irhatunk, egy legaltaldnosabb példa: -1.23e-2.

Ha k,h,m mar definidlt szamértékek, akkor a vektorok felépitésére egy specidlis
lehetGség is rendelkezésiinkre 4ll:

> c=k:h:m
Itt egy sorvektort definialtunk: c elemei rendre k, k+ h, k+2h, ..., k+th lesznek.
Az utols6 elem a k+th < m < k+ (t +1)h, vagy ak+ (t + Hh)h <m < k+th
relaciokbol adodik, attol fiiggen, hogy h pozitiv vagy negativ. A h elhagyhato,
ha értéke 1. A vektor (vagy matrix) iires is lehet.

Lattuk, hogy egy méatrixot részmatrixok segitségével is megadhatunk. A forditott-
jat is megtehetjiik: egy matrixbol kiemelhetiink egy-egy blokkot (részmétrixot).
A kovetkezd

> C=A(p:q,r:s)
utasitas a

C:

méatrixot hozza létre. Ha p = g vagy r = s, akkor elég az egyiket megadni. Teljes
sort vagy oszlopot pedig elég a : (kettGspont)-tal jelolni.

Fontos alkalmazasa a részmatrixoknak az

> A(1,:)=A(1, ) +txA(k, 1)
utasitas, amely az A matrix i-edik sordhoz hozzaadja a k-adik sor t-szeresét.

A részmétrixot még altalanosabban is definidlja a MATLAB: ha u egy r elemd,
v pedig egy s elemt vektor (mindegy, hogy sor-, vagy oszlopvektor), akkor a

> H=A(u,v)
utasitas azt az r X s méreti H matrixot hozza létre, amelynek elemeire H(i,j) =
A(u;, v;) teljesiil. Pl. egyetlen utasitassal felcserélhetjitk A két sorat:

> A([j,k],:)=A(lk,jl,:)

Megjegyezziik, hogy ha u vagy v elemei nem szigortian noéveked6 sorozatot
alkotnak, akkor A(u,v)-re mar nem mondhatjuk, hogy részmétrixa A-nak.

Specialis matrixokat beépitett fiiggvényekkel is létrehozhatunk. Néhany fiiggvény-
hivas:

> eye(m,n), ones(m,n), =zeros(m,n), rand(m,n)

Ezek a fiiggvények rendre az m xn méretii egységmaétrixot, a csupa 1-esekbdl al-
16 matrixot, a zérusmatrixot, illetve véletlenméatrixot adnak. (Akarmilyen méretd
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egységmatrixot a kovetkezdképpen értelmeziink: az azonos indexii elemei 1-esek,
a tobbi eleme 0.) A RAND a (0,1)-be es6 (itt most egyenletes eloszlast) véletlen-
szamokat allit el6. Ha m = n, akkor elég egy argumentumot irni, pl.: ones(4).

Logikailag ide (kis eréltetéssel akar a részmatrixokhoz is) tartozik tovabbi hé-
rom fiiggvény. A TRIL(A) alsé haromszog-, a TRIU(A) pedig fels6 haromszog-
matrixot képez az A matrix megfelel§ poziciojaban 1évE elemeibdl. (A héarom-
szogmatrixok definiciojat a kovetkezs fejezetben adjuk meg.) A DIAG targyalasa
el6tt meg kell emliteni, hogy a matrixok diagonalisaira sorszamukkal is hivatkoz-
hatunk. Az m x n-es A matrix f6diagonélisanak sorszama 0, a f6l6tte léviké rendre
1,...,(n—1), az alatta lévéké pedig —1, ..., —(m—1). Precizebben szélva a k-adik
diagondlist azon a,; elemek alkotjék, amelyekre & = j — 4. Legyen v egy ¢ hosszi-
sagi vektor. A DIAG (v,k) azt a D € ROFIEDXCEHIED matrixot hozza létre, melynek
k-adik diagonélisa a v elemeit tartalmazza, tobbi eleme pedig 0. DIAG(A,k) pedig
azt a h oszlopvektort adja, amelynek elemei az A méatrix k-adik diagonalisaban
talalhatok. Ha k& = 0, akkor feltiintetése elmaradhat.

Matrixok, vektorok, skalarok kozott a +, —, * jelekkel az algebraban megismert
miveleteket végezhetjiik el és a vart eredményt kapjuk. Van egy kivétel: skalart
barmilyen méretd matrixhoz hozzaadhatunk (kivonhatunk). Ilyenkor a skalar a
métrix minden eleméhez hozzdadodik. A =~ a hatvinyozas jele. Az A"k mitivelet k-
szor Osszeszorozza A-t, ha k pozitiv egész, illetve k = —1 esetén az inverzet adja,
ha az létezik.
eredménye az Ax = b lineéris egyenletrendszer megoldasa (ha az egyenletrendszer
konzisztens).

2.5. Feladatok

1. Melyik méatrix szimmetrikus barmely A, B € R™*" mellett a kovetkezdk koziil?
(i) ATA+ B"B,
(ii) (ATA)(BTB)
2. Igazoljuk, hogy || A||, = maxi<; j<n |a;;| matrixnorma! Mutassuk meg tovabba,
hogy az A=B=| ] | } métrixokra [ AB|, > | Allx | B!
3. Igazoljuk a Strassen és Winograd algoritmusok helyességét!
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3. fejezet

LINEARIS
EGYENLETRENDSZEREK
MEGOLDASA

3.1. Linearis egyenletrendszerek

A linedris egyenletrendszerek altalanos alakja m egyenlet és n ismeretlen esetén:

allxl+...+a1jxj+...+a1nxn = bl
a1y + ...+ Q5 5 + ..ot appT, = bl (31)
11+ o+ Q5+ Ay, = by,

Az egyenletrendszert megadhatjuk a témorebb
Az =b (3.2)

forméaban, ahol

A=lay]]% e R™T 2 € R, bER™

Ha m < n, akkor az egyenletrendszert alulhatdrozotinak nevezziik. Ha m > n,
akkor tulhatdrozott egyenletrendszerrdl beszéliink. Az m = n esetben az egyen-
letrendszert négyzetesnek nevezziik. Az egyenletrendszerek geometriai tartalmat a
kovetkezdképpen irhatjuk le.
2.1 Definicié. Az R" euklideszi tér d (d € R™) normdlvektori és xo € R™ ponton
atmend hipersikjdat az

(x —20)Td =0 (3.3)

21
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egyenletet kielégitd x € R™ pontok hatdrozzdk meg.
A hipersik egyenlete mas formaban kifejezve:

v'd = xld. (3.4)

Felhasznalva az A méatrix sorok szerinti

a7 ]
A= alT
| ay, |
felbontésat, ahol al = [a;,...,ay|, az Ar = b egyenletrendszert felirhatjuk az
ekvivalens
alz = b,
: (3.5)
alx =b,,

alakban. Innen jol lathatjuk, hogy a linearis egyenletrendszer megoldasa m hiper-
sik kozos része. Ennek megfelelGen harom eset lehetséges:

(i) az egyenletrendszernek nincs megoldasa,

(ii) az egyenletrendszernek pontosan egy megoldasa van,

(iii) az egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa van.
2.2 Definicié. Ha az Ax = b linedris egyenletrendszernek legaldbb eqy megolddsa
van, akkor az egyenletrendszert konzisztensnek nevezziik. Ha az egyenletrendszer-
nek nincs megolddsa, akkor az egyenletrendszert inkonzisztensnek nevezziik.

Példaul az = + 2y = 1, x + 2y = 4 egyenletrendszer inkonzisztens.

Az Ax = b egyenletrendszert felirhatjuk az ekvivalens

n
g ria; = r101+ ...+ Tua, =b
i=1

alakban is, ahol a; az A matrix i-edik oszlopat jeloli. A >  x;a; Osszeget az
{a;};_, vektorok linedris kombindcidgjdnak nevezziik. Az egyenletrendszer akkor és
csak akkor oldhatd meg, ha b kifejezhet6 az A oszlopvektorainak linearis kombina-
ciojaként.

2.3 Definicio. Az {ai}le C R™ wektorok linedrisan osszefiiggdk, ha létezik x €
R* (x#0), hogy

k
=1
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Ha nincs ilyen x # 0 vektor, akkor az {ai}le vektorokat linedrisan fiiggetlennek
nevezzik.
A megoldhatosag egy "masik jellemzését” adhatjuk a rang fogalméval:

rank(A) = linearisan fiiggetlen oszlop- vagy sorvektorok
maximalis szdma

(3.7)

A matrix rangjaval megfogalmazva az Ax = b egyenletrendszer akkor és csak akkor
megoldhato, ha rank(A) =rank([A,b]). Ha rank(A) =rank([A,b]) = n, akkor az
Ax = b egyenletrendszernek pontosan egy megoldasa van.

A tovabbiakban csak négyzetes egyenletrendszerekkel foglalkozunk. Feltessziik
tehat, hogy m = n. Ismert a kovetkez6
2.1 Tétel. Az Az =b (A € R, b € R") egyenletrendszernek akkor és csak
akkor van pontosan eqy megolddsa, ha létezik A~'. Ekkor a megoldds x = A~'b.
2.2 Tétel. Az Az =0 (A € R™") homogén linedris egyenletrendszernek akkor
és csak akkor van x # 0 nemtrividlis megolddsa, ha det (A) = 0.

3.2. Haromszogmatrixi egyenletrendszerek

2.4 Definici6. Az A = [a;;]};—, mdtriz alsé hdromszdg alaki, ha minden i < j
esetén a;; = 0.
Az als6 haromszogmatrixok alakja sematikusan a kovetkezd

2.5 Definici6. Az A = |a;;]};—, mdtriz felsé haromsz0g alaki, ha minden i > j

esetén a;; = 0.

A fels6 haromszogmatrixok alakja:

Megjegyzés.

Eqgyidejileg also és felsd hdromsziogmdtrizok a diagondlmdtrizok

(kéztik a zérusmdtriz).

* 0 0
¥ % :

ok *
0 =
: *
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[gazolhato, hogy als6 vagy fels6 haromszogmatrixok esetén det(A) = aq1a93 - . . Ay
A haromszogmatrixi egyenletrendszerek megoldasa igen egyszerii. Tekintsiik az

a1171 = b
aﬂxl—i- e —|-0J“£IZ',L = bl
amTi+ ... +aur; ... +‘apmx, = b,

als6 haromszogmétrixa egyenletrendszert! Az egyenletrendszer akkor és csak akkor
oldhaté6 meg egyértelmiien, ha ayy; # 0,...,a,, # 0. Az als6 haromszogmatrixi
egyenletrendszer megoldéasat adja a kévetkezd algoritmus:

951:51/(111
fori=2:n

i = (b — Y10 aijry)/a
end

(3.8)

Tekintsiik most az

a1+ ... Fayxi+ ... FapT, = bl

Apndn - bn

fels6 haromszogméatrixa egyenletrendszert! Az egyenletrendszer akkor és csak ak-
kor oldhat6 meg egyértelmten, ha ayy # 0,.. ., @y, # 0. A fels6 haromszogmatrixi
egyenletrendszer megoldéasat a kovetkezd, un. wvisszahelyettesitd algoritmus adja:

Tp = bn/ann
fori=n—-1:-1:1

zp = (b — 325 @)/ i
end

(3.9)

3.3. A Gauss-modszer

A Gauss-féle eliminacios modszer két fazisbol all:

I. Azonos atalakitasokkal az Ax = b egyenletrendszert felsé haromszog alakura
hozzuk:

IT. A kapott fels6 haromszogmatrixi egyenletrendszert a (3.9) Algoritmussal
megoldjuk.
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A fels6 haromszog alakra hozas a kdvetkez6képpen torténik.
Ha ay; # 0, akkor az aq; alatti z; egyiitthatokat nullava tessziik (kinullazzuk)

tgy, hogy az i-edik sorbdl kivonjuk (i = 2,...,n) az els6 sor y-szoroséat:
(ail — ’7@11)1‘1 + (aig — 7&12)272 + ...+ ((lm — valn)xn = bl — ’}/bl. (310)

Az a; — yann = 0 feltételbdl kapjuk, hogy v = 2. Igy az els6 oszlop a1q alatti
kinullazasat a

Y= ail/all
a;; =a;; —yay; (j=2,...,n) (i=2,...,n) (3.11)

algoritmussal végezhetjiik el. Vegyiik észre, hogy az algoritmus feliilirja az A
matrix 2 < 4,5 < n indexd és a b vektor 2 < i < n indexd elemeit (a 0-kat
viszont feleslegesen nem irja be az alsé haromszog részbe). A feliilirt elemeknél is
megtartva az eredeti jelolést, a kapott ekvivalens egyenletrendszer alakja:

anry + aprs + ... + QipT, = bl
a0y + ... + AonTy — b2

(3.12)
GnoXs + ... + appXn = b,

Ezt szétbonthatjuk az n ismeretlent tartalmazoé els egyenletre és az n— 1 ismeret-
lent tartalmazo kisebb (n — 1) x (n — 1)-es egyenletrendszerre. Ha agy # 0, akkor
a kisebb egyenletrendszeren megismételjiik az el6z6 1épést és igy tovabb. Tegyiik
fel, hogy a (k — 1)-edik oszlopban a kinulldzast mar elvégeztiik és az

anri+ ... ... FTOQETE + ... + QpTp = bl
QXL + ... 4+ appr, = bk
Qi Tl + ...+ QpTn = bl
kT + ... + G, = b,

egyenletrendszert kaptuk. Ha ag, # 0, akkor kinullazzuk az ax alatti z; egyiittha-
tokat. Az i-edik sorbol a k-adik sort y-szorosat kivonva az

(@i — Yare)Tr + (@igr1 — YOk gr1)Thr1 + -+ (Qin — Yapn)Tn = by — yb (3.13)
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egyenlet adodik. Az a; — vagr = 0 feltételbdl kapjuk, hogy v = ;%‘“ A k-adik
oszlop ay; alatti kinullazasat tehat a

=

7:aik/akk
aij = ai; —ya; (J=k+1,...,n) (i=k+1,...,n)

algoritmussal végezhetjiik el.

A kinulldzast mindaddig folytathatjuk, amig az ag, # 0 és k < n — 1 feltételek
fennallnak. Ha sikeriil az A méatrixot fels§ haromszog alakra hozni, akkor a (3.9)
Algoritmust alkalmazzuk (visszahelyettesitiink). A kovetkez6kben A(i,j) az A
matrix a;; elemét jeloli.
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A GAUSS-MODSZER:
I. (eliminacios) fazis:
fork=1:n-1
fori=k+1:n
v=A(i,k)/A(k, k)
A(ik+1:n)=A@Gk+1:n)—yxA(k,k+1:n)
b; = b; — by,
end
end
I1. (visszahelyettesits) fazis:
Ty = bp/ann
fori=n—-1:-1:1
wi = (b = 3 i 0ij%;) /i
end

3.4. A Gauss-modszer miiveletigénye

A Gauss-modszer véges sok lépésben, véges sok aritmetikai alapmivelet (+, —,
x, /) elvégzése utan megadja az Ax = b (A € R™™™) egyenletrendszer megoldasat.
A sziikséges aritmetikai miveletszam (miveletigény) az egyenletrendszer megoldo
eljarasok fontos mindségi jellemzgje, mert az ilyen algoritmusok szamitogépideje
nagyjabol aranyos az aritmetikai mtiveletigénnyel. A Gauss-modszer miiveletigé-
nyét az alabbiak szerint tudjuk meghatarozni. A szorzas és az osztas nagyjabol
azonos idGigénytiek. Ezért ezeket Gsszevonva, azonos multiplikativ mitveletként
(jele M) szamoljuk. A kivonas és Osszeadas miiveleteknél hasonlo a helyzet. Itt a
kozos alapegység az additiv mivelet (jele A).
Az 1. fazis k-adik lépésében a mitiveletek és miiveletszamok a kovetkezdk:

fori=k+1:n

v=A(i,k)/A(k k) = M

Al k+1:n)=A@Gk+1:n)—vxAkk+1:n) = (n—k)(M+ A)
end

A ciklus miiveletigénye Osszesen

m—K)(M+n—k(M+A)+M+A),

azaz

(n—k)?+2(n—k) M+ ((n—k)?>+ (n—k) A
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Ezt Osszegezve a k =1,...,n — 1 lépésekre kapjuk, hogy az I. fazis miveletigénye
n—1 n—1
D (4 20)M + ) (i +1i)A.
i=1 i=1

Felhasznélva, hogy

Ziz  k(k+ 1)6(2k +1)

kapjuk, hogy

((n _ 1)72(271 —1) o 1)n> M4 ((n - 1)7%(271 —1) i (n —21)n) A,

n® n? 5 nd n
P 2\ (D) a
(3+2 6") +(3 3>

A II. fazis miveletigénye:

illetve

Tp = by /ann = M
fori=n—-1:-1:1
end

Osszegezve az i = n — 1 : —1 : 1 lépések miiveletigényét kapjuk, hogy a II. fazis
Osszkoltsége

|3

- — n? n n?
M+Y jM+Y jA= (?+§>M+(7— )A.
j=2 j=1

Az 1. és I1. fazis koltségét Osszeadva kapjuk a Gauss-modszer szamitéasi 0sszkoltsé-

gét:
3 3 2
n 5 N n n b}
— —= | M —+——-n|A
<3+n 3) +<3+2 6n)

Nagy n értékekre az %3 egyiitthato valik dominédnssa mindkét zarojeles kifejezés-
ben.

2.3a Tétel. A Gauss-maodszer miveletigénye

ennyi %3 + O(n?) additiv mivelet.
Véges befejezésti aritmetikai miiveleteket hasznalo algoritmusok esetén az al-
goritmusok lényeges mindségi jellemzGje az algoritmus végrehajtasahoz sziikséges

aritmetikai miiveletek szama a feladatok paramétereinek (pl. ismeretlenek szama,

n3

%+ O(n?) multiplikativ és ugyan-
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egylitthaté matrix mérete, stb.) fiiggvényében. A régebbi szamitogépek esetén a
multiplikativ miiveletek végrehajtasi ideje lényegesen nagyobb volt, mint az addi-
tivaké. Ezért ezeket kiilén hataroztak meg. Késgbb megfigyelték, hogy a linearis
algebra szamitasi eljardsaiban az additiv és a multiplikativ miveletek szdma na-
gyon gyakran kozel azonos. Ezért C.B. Moler a szamitasi igény mérésére bevezette
az 1 flop fogalmat.

2.6a Definicio. 1 (rvégi) flop az a szamitdsi munka, amely az s = s+xxy mdvelet
(1 Gsszeadds + 1 szorzds) elvégzéséhez kell.

Példaul az z7y skalarszorzat (x,y € R™) kiszamitasa az

s=0, s=s+xzy (i=1,...,n)

algoritmussal n flop miiveletigény.

Az Gjabb szamitogépeken a multiplikativ és az additiv miiveletek ideje azonos-
nak tekinthets. Ezért a régi flop fogalmét a kévetkez&képpen modositottak.
2.6b Definicio. 1 (4j) flop az a szamitdsi munka, amely eqy +, —, %, / aritmetikai
mivelet elvégzéséhez kell.

Tehat egy régi flop 2 4j floppal azonos a mai szamitoégépeken. Az algoritmusok
flop igényét a MATLAB rendszer régi valtozatai mérték. Az 1j MATLAB valtoza-
tok azonban a fent emlitett okok miatt mar nem. Ugyanakkor a flop fogalmanak
erds elterjedtsége miatt a kdnyvben még a régi flop értelmezést hasznéljuk.
2.3b Tétel. A Gauss-maddszer miveletigénye %3 + O(n?) régi flop.

Klyuyev és Kokovkin-Shcherbak igazolta, hogy ha csak sor- és oszlopmiivelete-
ket (sor, vagy oszlop szammal valo szorzasa; sorok, vagy oszlopok cseréje; sorok,
vagy oszlopok szamszorosanak sorokhoz, vagy oszlopokhoz valé hozzédadésa) enge-
diink meg, akkor nem lehet %3 + O(n?) régi flopnal kevesebb miivelettel az Ax = b
lineéris egyenletrendszert megoldani.

Az Ax = b alaka n x n-es egyenletrendszerek megoldasahoz sziikséges mive-
letigény gyors matrixinvertalo eljarasokkal O(n?%%®) régi flopra leszorithato. A
jelenleg ismert eljarasokat numerikus instabilitasuk miatt gyakorlatilag nem hasz-
naljak.

3.5. A f6elemkivalasztasos Gauss-modszer

A Gauss-modszer 1. fazisaban eléfordulhat, mondjuk a k-adik 1épésben, hogy az
arr elem zérus. Példaul a

41’2 + XT3 = 9
Ty + X9 + 35133 = 6
233'1 — 23]2 + x3 = -1
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rendszernél a;; = 0. Ilyen esetekben a sorok, vagy az oszlopok felcserélésével
megkisérelhetjiik elérni, hogy az ay helyére zérustol kiilonb6z6 elem keriiljon. A
fenti esetben példaul az elsé és harmadik sor felcserélésével kapjuk, hogy

2%1 — 21}2 + X3 = -1
Ty + X2 + 3513'3 = 6
41’2 + x3 = 9

Az els6 és masodik oszlop oszlop cseréjével pedig azt kapjuk, hogy

4$2 + x3 = 9
To + X1 + 3373 = 6
2%2 — 21’1 + x3 = —1

A sorok cseréjénél az egyenletek (és b megfelel6 komponenseinek) sorrendje, az
oszlopok cseréjénél pedig a valtozok sorrendje valtozik meg. Altalaban, igy az
el6z6 példaban is, tobb valasztasi lehetGségilink is van sor-, vagy oszlopcserére. Ha
azonban az ay elem alatt minden egyiitthat6 zérus, akkor az [aij]z;k:l részmatrix
oszlopai linedrisan Osszefiiggfk, A szinguléris és az eliminédcids eljaras sorcserével
sem folytathat6. Hasonld a helyzet, ha ag, sordban, téle jobbra, minden egyiitthato
zérus, mert ekkor A ismét szingularis.

Az ayy elemet k-adik pivot, vagy féelemnek nevezziik. A sorok felcserélését gy,
hogy az 1j pivot elem zérustol kiillonboz6 legyen, pivotdldsi, vagy féelemkivdlasztisi
eljardsnak nevezziik. A pivot elem megvalasztasa nagymértékben befolyasolja az

eredmények megbizhatosagat. Példaként emlitjiik a kovetkezd egyenletrendszert:

1072 + y = 1
T + y = 2

Ha ezt a pivotalas nélkiili Gauss-modszerrel szamitogépen megoldjuk, akkor (15
tizedesjegy pontossagii MATLAB szamitasok esetén) az x = 0, y = 1 kozelits
eredményt kapjuk. A helyes eredmény: =z = Tb—m y=1-— %. Az elsG és a
mésodik egyenlet felcserélésével kapott

x + y = 2
10072 + y = 1

egyenletrendszeren ugyanaz a modszer az x = 1, y = 1 kozelité megoldést adja.
Ez utobbi kozel van a pontos megoldashoz, mig az els6 eredmény katasztrofalisan
eltér.

Altalaban is igaz, hogy a kozelité megoldas pontossagat nagymeértékben javitja
a helyesen megvalasztott pivotalds. Pivot elemnek nagy abszolut értéki elemet
kell valasztani. Két alapvetd pivotalasi stratégiat hasznalunk.
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Részleges f6elemkivalasztas: A k-adik lépésben a k-adik oszlop aj, (K <
j < n) elemei koziil kivalasztjuk a maximalis abszolut értékit. Ha ennek indexe
1, akkor a k-adik és az i-edik sort felcseréljiik. A pivotalas utan teljesiil, hogy

|axk| = 52?;;'“%‘”-

Teljes fGelemkivalasztas: A k-adik 1épésben az a;; (kK < 4,5 < n) méatrixele-
mek koziil kivalasztjuk a maximalis abszolat értékit. Ha ennek indexe (4, j), akkor
a k-adik és az i-edik sort, valamint a k-adik oszlopot és j-edik oszlopot felcseréljiik.
A pivotalas utan teljesiil, hogy

|ap,| = max ag|.
<ij<n

Megjegyezziik, hogy oszlopcsere esetén valtozodcsere is torténik.

A fGelemkivalasztasos Gauss-modszer esetén az I. fazis minden 1épésében pivo-
talast hajtunk végre. A teljes fGelemkivalasztast biztonsagos stratégianak tekinthet-
jiik. A részleges f6elemkivalasztas egyéb technikdkkal kiegészitve ugyancsak biztonsa-
gosnak tekinthets. A részleges fGelemkivéilasztas lényegesen kevesebb extra arit-
metikai miiveletet igényel mint a teljes fGelemkivalasztas. Ezért a gyakorlatban
inkadbb ezt hasznéljuk. Az I. fazis alakja algoritmikus formaban

fork=1:n—-1
Hatérozzuk meg a t indexet, hogy |A (¢, k)| = maxg<;<n |A (7, k)]
if k£t
Cseréljiik fel a k-adik és t-edik sort!
end
fori=k+1:n
T = A<Z’k) /A(kvk)
A(k+1:n)=A0G,k+1:n)—yxA(k,k+1:n)
b; = by — by,
end
end

Nem kell végrehajtani f6elemkivalasztast a kovetkezé esetekben:

1. A szimmetrikus és pozitiv definit (A € R™" pozitiv definite 27 Az > 0,
Vo e R", x #0).

2. A diagonéalisan dominéns a kovetkez§ értelemben:

jail > > lay| (1<i<n).

ji
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Szimmetrikus és pozitiv definit A méatrix esetén a Gauss-eliminidcié egy késébb
bemutatasra keriil6 specidlis alakjat, a Cholesky-modszert hasznaljuk az egyen-
letrendszer megoldéséra.

A Gauss-eliminéci6 tovabbi vizsgalatihoz sziikségiink van az eljaras kovetkezd
lefrasara: Legyen A©) = A és b = b. A Gauss-eliminacié els6 fazisaban egy

Az =p@ 5 AWz = p) 5 A=Yy = pn=D
ekvivalens egyenletrendszerekbdl 4llo sorozatot képeziink, ahol

A — {a@)}”

Y Jig=1

Fennall, hogy
0 (0 (0)

a/ll a/:(l%) o .. a%ﬁ
A1) _ 0 ayy ... ay,
0o ... ... aq(ﬁl_l)

ahol a,(fk_l) a k-adik f6-, vagy pivotelem. A pivotelemek noévekedési tényezdje:

k=1) , (0
al(ck: )/agl) -

P =55
Igen fontos kérdés a p novekedési tényez6 nagysagrendje, mert ez Gsszefiiggésben all
az eljaras numerikus stabilitasaval. Wilkinson igazolta, hogy a k&zelit6 megoldés

hib4ja ardnyos a p ndévekedési tényezdvel, amelyre teljes fGelemkivalasztas esetén
a

1
1 1\ 2 1y
p<+n (2 .32 --~nn—1> ~ cnznalos)
részleges fGelemkivalasztas esetén pedig a

p S 2n—1

korlat teljesiil. Wilkinson azt sejtette, hogy teljes fGelemkivalasztas esetén p < n.
Ezt kis n értékekre tobben is igazoltdk. Véletlen matrixokon végzett statisztikai
vizsgalatok (n < 1024) azt mutatjak, hogy p nagysagrendje atlagosan O (n2/3) a
részleges és O (nl/Q) a teljes fGelemkivalasztas esetén. Tehat a p > n eset statisz-
tikai értelemben ritkdn fordulhat eld.

A részleges fGelemkivalasztas p = 277! korlatja pontos és teljesiil példaul a
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Wilkinson altal konstruélt n x n-es

[ 1 o 0 ... 0 1
—1 1 0 ... 01
N
: . 1 0 1
-1 -1 ... -1 11
| -1 -1 ... -1 -1 1 |

matrix esetén. Ekkor nem kell a pivotalasnal sorcseréket végrehajtani és az utolséd
oszlop elemei exponencialisan névekednek. Ujabban talaltak néhany, a gyakorlat-
ban is (differencial- és integralegyenletek kozelité megoldasanal) elgforduld esetet,
amikor a részleges féelemkivélasztason alapulé Gauss-modszer p novekedési ténye-
zGje exponencialisan né és a modszer cs6dot mond.

A felemkivalasztas nélkiili Gauss eliminacié esetén a novekedési tényezd na-
gyon nagy lehet. Példaul az

1.7846 —0.2760 —0.2760 —0.2760
—3.3848  0.7240 —0.3492 —0.2760
-0.2760 —0.2760  1.4311 -0.2760
—0.2760 —0.2760 —0.2760  0.7240

A:

matrix esetén a novekedési tényezs p = py (A) = 1.23 x 10°.

3.6. Az LU-felbontas

A Gauss-modszer, amely egy egyszeri eljarast ad egyenletrendszerek megoldasara,
az I. fazisban egy fels6 haromszégmatrixot allit el§. Most azt a kérdést vizsgaljuk
meg, hogy mi ez a fels§ haromszogmatrix és milyen kapcsolatban all az eredeti A
egylitthato matrixszal. Sziikségiink van a kovetkezd észrevételekre és fogalmakra:

(i) Haromszogmatrixok inverze azonos tipust haromszogmatrix;

(ii) Als6 haromszogmatrixok szorzata also, felsé haromszogmatrixok szorzata
pedig fels6 haromszégmatrix.
2.7 Definici6. Az A € R™" mdtriz LU-felbontdsin a mdtric A = LU szor-
zatalakban torténd felbontdsdat értjik, ahol L € R™™ also, U € R™™ pedig felsd
hdromszogmdtriz.

Ha egy nemszingularis A méatrixnak létezik két LU-felbontasa, A = L U; és
A = LyU,, akkor van olyan D diagonélis matrix, hogy L, = LD, U, = D71Us.

Az észrevétel igazolasihoz tegyiik fel, hogy van két LU-felbontésunk. Az
L Uy = LyU, egyenléségbél L2_1L1 = UQUl_l kovetkezik. A baloldal also, a jobbol-
dal pedig fels6 haromszogmatrix. Ezek csak akkor lehetnek egyenlék, ha diagona-
lisak, azaz Ly L = UU; ' = D. Innen az allitds mér kovetkezik.
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Ha L egység als6 haromszogméatrix (azaz fédiagonalisiban minden elem 1),
akkor az LU felbontas a fenti bizonyitas alapjan egyértelmd.
Legyen
aip ... Qip

AW = : : (r=1,....,n—1).

Ary - Qpp

Az A" matrixot az A matrix r-edik féminor matrixanak nevezziik.
2.4 Tétel. Egy A € R™"™ nemszinguldris mdtriznak akkor és csak akkor létezik
LU -felbontdsa, ha

det (AM) #£0 (r=1,...,n—1). (3.14)

Bizonyitas. Feltehetjiik, hogy L egység als6 haromszogmatrix. Az n = 1
esetben az allitas trivialis. Tegyiik fel, hogy az allitds n < k esetén igaz. Legyen

A € RF*F a9
1 A ¢ (k+1)x (k+1) k
A= i €eR (b,ceR*,a €R).

Keressiik az A métrix LU-felbontasat az utolsé sor és oszlop szerint particionélt
formaban:

Z:{g C}: L U (b,c,x,yERk,a,veR),
@ L 01[U vy
271 0 ~

ahol L egység also, U pedig fels6 haromszogmatrix. Ez pontosan akkor allhat fenn,
ha
A=LU, Ly=c, 2U=b" 2ly+~y=a.

Ha A-nak van LU-felbontasa, akkor sziikségképpen A-nak is van. Az igemszingu—
laris, mert egység alsé haromszogmatrix. Ha A nem szingularis, akkor U sem lehet

- o\ -1~
szingularis, mert U = (L) A. Ekkor tehat az U nemszingularis és o — b7 A~tc #
0. Tehat A = LU sziikségképpen nemszingularis. Az A matrix LU-felbontasanak
alakja pedig

A= L U
L

-1

L 0 U c
-t 1 0 a—>b"A1c

N

-~

Forditva, ha A-nak van LU-felbontésa, akkor A-nek is van. Az A matrixnak
az indukcios feltevés miatt akkor és csak akkor van LU-felbontasa, ha féminor
matrixai nemszingularisak. [
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A pozitiv definit méatrixok Osszes féminor matrixa is pozitiv definit és ezért
nemszingularis. Porzitiv definit matrixoknak tehat van LU-felbontasuk. Ha a
matrix még szimmetrikus is, akkor az L U-felbontas speciélis szerkezet.

Tegyiik fel, hogy A szimmetrikus és pozitiv definit. Legyen az A = LU felbon-
tasban L egység als6 haromszogmatrix. Minthogy AT = A, fennall UTLT = LU
is. Ezt balrol szorozva az L~!, jobbrol pedig az L~7 matrixszal az

L'ur=uL"

egyenl@séget kapjuk. A baloldal alsé, a jobboldal pedig fels6 hdromszogméatrix.
Ezért egyenl6ség csak akkor lehetséges, ha 1étezik egy D diagonélis méatrix, hogy

LT =uL " =D.

Innen az U = DLT 6sszefiiggés azonnal adodik. Kaptuk tehéit, hogy szimmetrikus
pozitiv definit matrixoknak létezik az

A=LDL" (3.15)

felbontésuk, ahol L egység alsé haromszogmatrix. A D =diag(d;) matrix minden
diagonalis eleme pozitiv. Legyen ui. x = L~"e;. Minthogy 2" Az > 0, az 27 Az =
e/ L"'LDLTL Te; = d; > 0 is igaz. Legyen D =diag(v/d;) és L = LD. Akkor
fennall, hogy

A=LL", (3.16)

ahol L als6 haromszogmatrix, amelynek f6diagonalisiban pozitiv szdmok vannak.
Ezt a felbontast a szimmetrikus pozitiv definit A matrix Cholesky-féle felbontasa-
nak nevezziik.

Vannak esetek, amikor egy matrix nemszinguléris és mégsincs L U-felbontasa.

Példa. A
01
10

nemszingularis matrixnak nincs LU-felbontéasa.

2.8 Definici6é. A P n x n mdtriz permutdciomdtriz, ha minden sordban és oszlo-
paban pontosan egy darab 1-es van és a tobbi elem zérus.

Példa.

o O O
_ o O O
S O = O
O = O O



36 3. FEJEZET. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK MEGOLDASA

Legyen e¢; = [0,...,0,1,0,... ,O]T € R™ az i-edik egységvektor. Egy permutacio-
métrixot felirhatunk a kévetkezé formaban is

T
61-2
P = S,
T
ein
ahol i1,1s,...,1, az 1,2,... n szamok valamelyik permutacidéja. A fenti példa
esetében P = [e1, e3,€4,6€5] . Vizsgaljuk most meg a permutaciomatrixszal valo
szorzas eredményét. Az el A = al osszefiiggést felhasznélva kapjuk, hogy
T T T
€, e;, A a;,
eg eg;A ag;
PA = C | A= i = .
T T T
€in €, A i,

Ez azt jelenti, hogy a PA szorzas felcseréli az A matrix sorait. Fzzel szemben
az AP szorzas az A matrix oszlopait cseréli fel. Legyen a P permutaciométrix
oszlopvektorok szerint particionalva, azaz legyen

P = [6]‘1,. .. 76jn,] y
ahol jq,7j2,...,7, az 1,2,...,n szamok valamelyik permutacioja. Az A méatrix
oszlopok szerinti particija legyen A = [aq,...,a,] (a; € R™). Marmost Ae; = q;

miatt
AP = A[ejl,...,ejn] = [Aejl,...,Aejn} = [ajl,...,ajn] .

Konnyen belathato, hogy tetszbleges permutaciomatrix esetén PTP = I.

Amikor a részleges fGelemkivalasztason alapul6 Gauss-modszer k-adik 1épésé-
ben az A®~Y) métrix k-adik és i-edik sorat (i > k) felcseréljiik, akkor ez ekvivalens
a P,AF Vg = o1 atalakitassal, ahol

- -
€1

Po=| : |eRvm
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Itt a k-adik sorban el az i-edik sorban pedig el all. A teljes f6elemkivalasztés

esetén, amikor oszlopceserét is végezhetiink, az P,ARDQ, (QFz) = Pb*~Y, ahol
Q. az oszlopcserének megfeleld permutaciomatrix. Igaz a kovetkezd

2.5 Tétel. Ha az A n X n-es mdtriz nemszinguldris, akkor létezik olyan P
permutdciomdtriz, hogy a PA mdtriznak van LU -felbontdsa.

3.7. Az LU-felbontas és a Gauss-moédszer kapcsolata

Particionaljuk az A matrixot az

a r’ n—1
A= . B (aeR,a#O,c,reR )

formaban. A Gauss-moddszer elsé lépése megfelel az

- a r’
ha-[5 7]

szorzasnak, ahol
- 1 or T
Ll_[—c/a [}, By =B —cr/a.

Az L particionalt alsé6 haromszégmatrix inverze
- 1 o7
cla I

1 07 a 1T
A—[c/a 11{0 Bl}'
Ha a B; méatrixnak létezik LU-felbontasa By = L U, akkor A-nak is van:

1 of a r*
A—|:C/CL L1}|:0 U1:|_LU

és

Azt még nem tudjuk, hogy mi a B; matrix LU-felbontésa, de azt mar tudjuk,
hogy az A matrix LU-felbontadsaban az elsé oszlop, ill. sor micsoda. Ez ugyanis

nem mas mint
e 1 07 a rT
|l c¢/a 7 0o 7 |

Ha megismételjiik az eliminacios 1épést a B matrixon, akkor megkapjuk az L,
elsG oszlopat, valamint U; els§ sorat. Az eljarast igy folytatva eljutunk az U
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matrixhoz. Ha a c¢/a vektort egy L matrixba (a gyakorlatban A als6 haromszog
részébe) beirjuk, akkor az L U-felbontést teljes egészében megkapjuk. Osszegezve:
a Gauss-modszer az . fazisban elgallitja az A matrix L U-felbontasat, pontosabban
az ekvivalens

Ur=L"b (3.17)

egyenletrendszert. Tehéat a Gauss-modszer az A = LU speciélis szorzatfelbontason
(faktorizacion) alapul.

Ha az eljaras soran fGelemkivilasztast kell végrehajtani, akkor a Gauss-modszer
a PA méatrix LU-felbontasat adja meg, ahol P permutéciéméatrix.

Konstruktivan igazoljuk az 2.5 Tételt. Ha a;; = 0, akkor van olyan P, permutacio-
méatrix, hogy

arT

pa=[2 7] wro

1 of a rT
PlA_[c/a I } {O Bl]‘
Ha By nemszingularis, akkor feltevésiink szerint 1étezik ﬁQ e R(
métrix, hOgy P2B1 = L1U1. Tehat

PoA— 1 0 a rT [ 1 0 a T
Tl ela I 0 PI'LU, | | ¢/a PI'Ly 0 U |’
amelyet az (n — 1) x n méreti alsé részmétrix sorait felcseréls

1 oF
P, = ~
2 {0 PJ

Ekkor

n=Dx(n=1) permutacio-

permutaciématrixszal szorozva a

RhA= {132(10/@) Lol} [8 ZTI]

Osszefiiggést kapjuk. Ezzel az 2.5 Tételt igazoltuk.

Vegyiik észre, hogy a sima Gauss-modszerrel ellentétben a P, permutécio-
matrixszal valo szorzas a ¢/a sorait is felcseréli. Ez azt is jelenti, hogy a fGelemki-
valasztasos Gauss-modszer esetén, ahol P elére ismeretlen, a tovabbi sorcserék a
¢/a oszlopvektor elemeit is megeserélik.

A sima Gauss-modszer esetében az L alsé haromszogmatrixot ugy kaphatjuk
meg, hogy a c¢/a vektorokat beirjuk A f6diagonélisa ala. Ezek az elemek lesznek L
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diagonalis alatti elemei. Eszerint

1 0 o 0
CL21/G11
I — a31/a11 1
ak—i—l,k/akk
: : 1 0
L anl/all cee ank/akk cee an,n—l/an—l,n—l 1 |

A f6elemkivalasztas esetén ugyanezt tessziik, de a diagonéalis alatti elemeken is
végrehajtjuk a sorcseréket.

3.8. Az LU- és Cholesky-médszerek

Legyen A = LU és vizsgaljuk az Ax = b megoldasat. Ez az Ax = LUz = L(Uz) =
b osszefiiggés miatt felbonthatd az Ly = b als6 haromszogmatrixu és az Uxr = y
fels6 haromszégmatrixi egyenletrendszerek megoldéasara.

AZ LU-MODSZER ALGORITMUSA (I.):

1. Hatarozzuk meg az A = LU felbontést!

2. Oldjuk meg az Ly = b egyenletrendszert!

3. Oldjuk meg az Ux = y egyenletrendszert!

Az eredeti Gauss-modszer 1. fazisdban az A = LU felbontéast és az Ux =
L7'b fels6 haromszogmatrixi egyenletrendszert allitjuk els. A II. fazisban ezt
az egyenletrendszert oldjuk meg. Az LU-moddszerben a Gauss-modszer 1. fazisat
két lépésre bontjuk fel. Az els§ lépésben az A = LU felbontast allitjuk el§ és
értelemszeriien nem végziink szamitasokat a b oszlopvektoron. Az eljaras masodik
lépésében az y = L~1b vektort allitjuk els. Az eljaras harmadik lépése megegyezik
az eredeti Gauss-modszer 1. fazisaval.

Az LU-moédszer kiilondsen elényds, ha ugyanazon egyiitthatoméatrixszal egynél
tobb

Ax =by, Az =by,..., Az = b

alaktl egyenletrendszert kell megoldani. Ekkor elég az A matrix LU-felbontasat
egyszer meghatarozni, majd rendre az Ly; = b;, Ux; = y; (i = 1,..., k) hdromszog-
matrixt egyenletrendszereket megoldani. Az eljaras osszkoltsége: n3/3 + kn?/2 +
O (kn) régi flop.

Ezen észrevétel alapjan egy A € R™ ™ métrix invertalasat az LU-modszer
segitségével a kovetkezSképpen végezhetjiik:

1. Meghatarozzuk az A = LU felbontéast.
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2. Sorra meghatéarozzuk az Ly; = e;, Ux; = y; (i = 1,...,n) egyenletrendszerek
r; megoldasait. Az A inverze At = [11, ..., x,].

Az eljaras miveletigénye O (n?) régi flop.

Ha a PA = LU felbontast tudjuk csak meghatarozni, akkor az I. algoritmus
értelemszeriien a kovetkez6képpen modosul.
AZ LU-MODSZER ALGORITMUSA (II.):

1. Hatarozzuk meg a PA = LU felbontéast!

2. Oldjuk meg az Ly = Pb egyenletrendszert!

3. Oldjuk meg az Uzx = y egyenletrendszert!
Példa. Oldjuk meg az

1227 + 21z — 323 = -—11.5
5.7xy — 3.1lxzy + 89z3 =  32.8

egyenletrendszert LU-modszerrel!

Az LU-felbontast gyakorlatilag ugyantugy végezziik, mint a Gauss-eliminaciot,
csak a f6atlo alatti szamokat valtoztatés nélkiil hagyjuk (nem irjuk be a 0-kat).
A szamitas soran ezeket a szamokat gombolyd zardjellel jeloltiik, a pivot elemeket
pedig bekereteztiik.

12 21 —32 00 1
A = 2.3 0 45 |, PO=101 0], A9 =pOy
| [5.7] -31 89 100
) 57 =31 8.9 (1.0 0] i
A = | (23 12509 09088 |, PY=1]00 1], AV =ph4
| (1.2) [2.7506] —5.0737 (010
[ [5.7 -3.1 8.9 001
A® = | (1.2) [2.7506] —5.0737 |, P=PYPO=]1 0 0
| (2.3) (1.2509) [3.2144 010
[ 1 00 57 3.1 8.9
L = | 02105 10|, U=| 0 27526 —5.0737
| 0.4035 0.4544 1 0 0 32144

Emlékeztetsiil: az L az A®) also haromszog részébdl gy keletkezett, hogy az osz-
lopokat osztottuk a foatloban 16v6 elemekkel (azaz A bekeretezett elemeivel), U
pedig az A® felsé haromszog része.

—11.5 32.8
LU = PA, bV =Pb=P 113 | = | —11.5 |. A PAx = Pb egyenletet
32.8 11.3

megoldva:
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32.8 1
Ly=Pb=y=| —184053 | ésUr=y=ax= | —3
6.4288 2

Lattuk, hogy ha az A € R™" matrix szimmetrikus és pozitiv definit, akkor
felbonthato6 A = LLT alakban, ahol L als6 haromszégmatrix. Ekkor nem kell
tarolni az A matrix felét és az LU-felbontds (LLT-felbontés) kiszamitasanak a fele
is megtakarithaté. Legyen

a;y ... Qip lll 0 s 0 lll l21 N lnl
asy ... Qa9pn _ l21 l22 e 0 l22 e lng

: 0 ’
p1 - Gpp It Lo oo Lo 0 ... 0 Ul

ahonnan kapjuk, hogy

2
a1 = 111, as; = lorlin, .., am = Ll

Innen lll = 4\/0Qa11 és lil = ail/lll = ail/,/all (Z = 2, ce ,n). Tegyuk fel, hOgy az
L els6 k — 1 oszlopat mar meghataroztuk. Figyelembevéve, hogy az LT matrix
k-adik oszlopadban csak az els6 k elem nem zérus, kapjuk, hogy

Al — lﬂlkl + liglkg 4+ ...+ li,k—llk,k—l + lzklkk (2 = ]{3 + 1, e ,n)

és
awe = lpy + o+ -+ ey + s

ahonnan Iy, = (apx — Zf;ll l,%j)l/z. Ennek figyelembevételével

k—1
lzk:(azk_zlz]lk])/lkk (Z:]ﬂ—Fl,,n)
j=1

Ennek alapjan az eljaras algoritmusa a kévetkezs.
A CHOLESKY-MODSZER ALGORITMUSA:
for k=1:n
arke = (agr — 25;11 azj)l/Q
fori=k+1:n
air, = (ax — Zf;ll (ijQnj )/
end
end
Az A matrix alsé haromszog része fogja tartalmazni L-et. Az eljaras szami-
téasi koltsége % + O(n?) régi flop. Az eljards, amely a Gauss-eliminacio specialis
esetének tekinthetd, nem igényel pivotalast. Megjegyezziik, hogy az algoritmus
lefrasaban felhasznaltuk, hogy megallapodas szerint 2521 s; =0, ha k <.
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3.9. Az LU-moédszer algoritmusa pointeres techni-
kaval

Az algoritmus ezen forméja lényegében a 60-as évek eleje 6ta ismert. A P vektor
tartalmazza a sorok indexeit. Indulaskor P (i) = ¢ (1 < i < n). Sorcserék esetén
ténylegesen csak a P vektor megfelel§ indext elemeit cseréljiik ki. A program a
kovetkezs:
fork=1:n-1
Hatarozzuk meg azt ¢t indexet, amelyre |A (P (t) , k)| = maxg<i<n |[A (P (i), k)|!
if k<t
Cseréljiik fel a P (k) és P (t) vektorkomponensek értékét!
end
fori=k+1:n
A(P (i), k) = A(P (i), k) JA (P (k) k)
AP(i),k+1:n)=APi),k+1:n)—A(P 1), k)*xA(P(k),k+1:n)
end
end
fori=1:n
s=0
for j=1:i—1
s=s+A(P(),5)* 2 ())

end

]}(Z) :bp(i)—s
end
fori=n:-1:1

s=0

for j=i+1:n
s=s+ AP (), J)*z())
end

(1) = (z (i) = s) /A(P (i) ,9)

3.10. Utasitasok, fiiggvények és eljarasok a
MATLAB nyelvben

A MATLAB rendszerben nagyon sok beépitett fliggvény és eljaras segiti a progra-
moz6i munkat. (Eljarason itt a hagyomanyos fiiggvénykiértékelésnek nem tekint-
het§ miiveletsort — pl. képernyére rajzolas — értiink.) Mindezen alprogramok korét
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maga a programozoé is bévitheti, igy aztan egy MATLAB program altalaban kevés
utasitasbol és sok-sok fiiggvény, illetve eljaras behivasabol All.

3.10.1. Utasitasok

Konkrét utasitasbol csak néhény fajta van. A mar latott egyszeri értékadd uta-
sitason kiviil tulajdonképpen csak harom tovabbi utasitast emlithetiink: az IF
utasitast, és két ciklusutasitast. Ezek mas programnyelvbdl is jol ismert Osszetett,
un. blokkutasitasok.

Az IF utasitas altalanos alakja:

if feltétel

utasitdsok
{elseif
utasitdsok }
<else
utasitdsok>

end

A {---} akdrhényszor ismétlédhet (el is maradhat), < --- > elmaradhat.

A kiilon sorba irt részek egy sorba is irhatok. Ilyenkor vesszét, vagy pontos-
vesszGt kell kozéjik tenni. (Minden 6nallo utasitassal is igy kell eljarni.) Az IF
utasitas szemantikidja magyaradzatot nem igényel, minimalis programnyelvi isme-
rettel ra lehet jonni.

Feltételként logikai kifejezéseket hasznalunk. Tudlnyomorészt egyetlen relacio a
kifejezés, de logikai miiveletekkel 6ssze is kapcsolhatjuk Gket. Relaciojelek:

Az utolso ketts az “egyenld”, illetve "nemegyenld” jel. A logikai Osszeadas,
szorzas és a negécio jelei rendre:

A taxativ ciklusutasitas legaltalanosabb alakja:

for i =v
utasitdsok
end

Az i a ciklusvaltozo, v pedig altalaban egy vektor amely leggyakrabban k:h:m
(vagy k:m) alakia. Szemantika (legyen pl. v elemszama n): az i ciklusvaltozo

rendre felveszi a vy, vs,...,v, értékeket és mindegyik mellett lefut a ciklusmag.
(Ha torténetesen v matrix, akkor vy, vy, ..., v, rendre a matrix oszlopvektorait
jelenti.)

Az iterativ ciklus altalanos alakja:
while feltétel
utasitdsok
end
A szemantika itt is ismerds.
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3.10.2. Fiiggvények

A MATLAB-ban valé programozashoz sokféle fliggvényt hasznalhatunk. Egy-
két fiiggvénnyel mar talalkoztunk, amelyek matrixot kozvetleniil (a “semmibdl”)
hoznak létre, vagy egy matrixot egyszertien alakitanak at. Most néhany olyan
fliggvényt sorolunk fel, amelyek mar létez6 matrixokbol allitanak el§ egy vagy
tobb output értéket. Ezek inputjai is lehetnek természetesen skaldrok. Bizonyos
fliggvények alapjaban véve csak skalarokra vannak értelmezve, ezeknél a fiiggvény
elemenként értendS. Pl. sin(pi/4*ones(2,3)) azt a 2 X 3-as métrixot jelenti,
amelynek minden eleme v/2/2. A fiiggvények gazdag tarhazabol csak a legfonto-
sabbakat emlitjiik meg (a HELP segit a tobbit is megismerni).

Elemi matematikai fliiggvények: SIN, COS, stb. Ezek a szokasos értelmezéstiek,
a ROUND szabélyosan kerekit.

DET(A) az A determinansat, COND(A) a méatrix kondicioszamat ("2”-es nor-
méaban), RANK(A) pedig a rangjat adja. Néhany tovabbi fontos fiiggvény hivasat
mutatja a kévetkezd példa:

>[m,n]=size(A), h2=norm(A), hinf=norm(A,inf)

Itt az els§ utasitas az A matrix (vagy vektor) méretét (sorainak és oszlopainak
szamat) adja (a ketts koziil a nem kisebbet LENGTH (A )-val kozvetleniil megkap-
hatjuk), a kovetkezs kettd pedig a 727-es és 700” normajat. Az "17-es és a Frobenius
norma is szaimolhaté a NORM(A,1), illetve a NORM(A, fro’) hivéssal.

A kovetkezd fiiggvények outputjai sorvektorok (adott esetben persze skalarak):
MAX, MIN, SUM, PROD. Ha az input argumentum métrix, de nem sorvektor,
az eredményvektor az input oszlopainak a legnagyobb elemét, legkisebb elemét,
0sszeqét, szorzatat tartalmazza. Ha az input egy sorvektor, akkor a vektornak veszi
a legnagyobb elemét, legkisebb elemét, dsszegét, és a szorzatdt (az eredmény tehat
itt mindenképpen skalar). Fontos tudni, hogy a MAX, és a MIN fiiggvények két
outputtal is hivhaték. Ilyenkor a masodik output a megfelel§ elemek sorindexét
tartalmazza. A MAX, MIN fiiggvények egy fontos alkalmazasat érdemes példan
bemutatni. Legyen

132 1 -2
222 2 15
A= 023 -9 1
204 5 1

max (A) csak a [2,3,4,5,15] vektort adna, mig a
> [c, dl=max(4), [cl,d1]=max(abs(A(3:4,2:4)))
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utasitasokkal a

¢ = [2,3,4,515]
d = [2,1,4,4,2]
cl = [2,4,9]
dl = [1,2,1]

eredményeket kapjuk. A

> [p,jl=max(max(A))
eredménye pedig a p = 15, j = 5, azaz A legnagyobb eleme és annak oszlopindexe.
Az A maximalis elemének sorindexét ezek utan d(j) adja, ami most természetesen
2.

A beépitett fliiggvények kozott taldlunk néhany olyat is, amelyek a linearis
algebra egy-egy bonyolult algoritmusat hajtjak végre. Ezek koziil megemlitjiik a
legfontosabbakat.

> [L,U,P1=1u(A), [T,F]=1u(A), H=chol(C)

Az els6 ketts az LU-felbontas két verzidja, az utolso a C' matrix (aminek szimmet-
rikus, pozitiv definitnek kell lennie) Cholesky-felbontasat adja. Az eredményekre
igaz a kovetkez6: L, PT, H als6 haromszogmatrixok, U, F' fels6 haromszégmat-
rixok, P permutaciématrix, tovabba

L=PT, U=F LU=PA, TF=A HH'=C.

> X=inv(4), [Q,R]=qr(A)

Itt X az A inverze (ha az létezik), @) ortogonalis, R fels¢ haromszogmatrix és
QR =A.

> s=eig(A), [V,D]=eig(A)

Az els6 utasitds A sajatértékeit helyezi az s vektorba. A masodik utan a sajatér-
tékek a diagonalis D matrixban jelennek meg, a V' matrix i-edik oszlopa pedig a
d;i-hez tartozo sajatvektor (aminek "2"-es norméaja 1) lesz.

Bar nem a beépitett fiiggvények kozé tartoznak, de itt emlitjiik meg a nume-
rikus modszerek nemlinedris eljarasaira késziilt fiiggvényeket. Néhany koziiliik:
az FSOLVE nemlinearis egyenletrendszerek megoldasat végzi, a QUAD integralt
szamol adaptiv Simpson-formulaval, a SPLINE természetes spline interpolaciot
végez.

3.10.3. M-adatallomanyok, eljarasok

MATLAB utasitédsok sorozata egy MATLAB programot alkot. A programot .M
kiterjesztésti adatalloméanyban (M-adatallomény) kell elhelyezniink. A behivasa
egyszertien a nevével torténik. Pl a
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> prog
utasitas betolti és lefuttatja a prog.m adatallomanyban 1év6 programot. Az egy-
szer( program (script-file) valtozoi globalis valtozok.

Lehetgségiink van egy M-adatallomanyban a beépitett fiiggvényekkel egyezd
modon hivhato sajat fiiggvények definialasédra. Ekkor az utasitassorozatot

function [ki,..., k] = fnév(by,...,bs)

sorral kell kezdeniink. A ki,...,k; kimend és a by,...,bs bemend paraméterek
szama (elvben) tetszéleges. A fiiggvény azonositojat és az adatalloméany nevét
érdemes egyeztetni, azaz a fiiggvényt az fnév.m allomanyban elhelyezni. Az al-
lomanyban (script-file-ban is) barhol elhelyezhetiink RETURN utasitéast, ennek
hatasa a szokdsos. A fliggvény definiciés programjaban szerepld, nem paraméter
valtozok lokalisak. Egy-egy valtozd globalissa teheté a GLOBAL utasitéssal. Be-
mené paraméterként szerepelhet fiiggvénynév is. Ilyenkor a function programban
a FEVAL eljarast kell hivni. Pl. ha az f paraméter egy kétvaltozos fliggvény,
akkor z = f(x,y) hibas, helyette a z = feval(f,x,y) a helyes utasitas.

Ismerkedjiink meg néhany tovabbi lehetéséggel is.

A DISP(vdltozd) vagy DISP(’sziveg’) eljaras a képerny6n megjeleniti az argu-
mentumat.

A DIARY oda utasitas kiadasa utan minden képernyGiizenet oda (tetszéleges
adatallomény lehet) is kifrodik. Ezen naplozast a diary off utasitassal fejezhet-
jik be, diary on ott folytatja, ahol el6z6leg abbahagyta.

Ha x és y egy-egy azonos hosszisagu vektor, akkor a plot (x,y) hatasara a kép-
ernyén egy gorbét kapunk az (z;,y;) pontokbdl. A PLOT eljarast mas formaban
is hivhatjuk.

Az idémérést egy példan keresztiil mutatjuk be:

> t=clock vagy t=cputime
> {utasitdsok}
>tt=etime(clock,t) %vagy tt=cputime-t

A CLOCK egy 6 elemi vektorban a datum és id§ adatokat tarolja, az ETIME
az argumentumainak kiilonbségét adja masodpercekben (szazad pontossaggal), a
CPUTIME pedig a MATLAB inditasa ota eltelt idét méri.

3.11. Feladatok

1. Mekkora a lehetséges legnagyobb aritmetikai miveletigénye a részleges és a
teljes fGelemkivéilasztasnak?

2. Allitson el6 a MATLAB-ban egy véletlen 4 x 4-es A matrixot és egy csupa
1-es, 4 elemd y vektort, majd a b vektort, melyre b = Ay. Program és az LU
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fiiggvény hasznélata nélkiil, egyszerre csak egy-egy utasitast adva ki, lépésrdl-
lépésre hajtva végre az algoritmusokat, szamitsa ki az Ax = b egyenletrendszer
megoldasat Gauss-modszerrel

(i) pivotalas nélkiil,

(ii

ii) részleges fGelemkivalasztassal,
(iii) teljes fGelemkivalasztassal,
(iv) valamint L U-modszerrel is!
(v) Hatarozza meg a pivot elemek névekedési tényezsjét az els6 harom esetben!
(vi) Hasonlitsa dssze a megoldasokat az x = [1,1,1,1]7 pontos megoldassal!
3. Az el6z6 feladat A matrixaval szamitsa ki a B = AT A matrixot, majd
(i) hatarozza meg a B = LU felbontéast Gauss-modszerrel!
(i) Adja meg azt a D diagondl matrixot, melyre L, = LD és DU = LT
teljesiil!
(iii) A CHOL fiiggvénnyel szamitsa ki B Cholesky-felbontasat és hasonlitsa
ossze az el6bb kapott Ly illetve LT -vel!
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4. fejezet

A KLASSZIKUS HIBASZAMITAS
ELEMEI

A klasszikus hibaszamitas alapmodellje a kovetkezs. A pontos értékeket nem is-
merjiik, csak adott hibakorlatt kozelitéseiket. A kozelits értékekkel pontosan vég-
zett miiveletek eredményét az ismeretlen elméleti eredmény kozelitésének tekintjiik
és azt vizsgaljuk, hogy mekkora a kozelités hibaja. Példaul a v/2 ~ 1.41 kozelités
hibaja legfeljebb 0.01.

A kovetkezs jeloléseket és elnevezéseket hasznéljuk: x pontos érték, a az x
kozelitése (a ~ ), Aa = x — a a kozelités hibaja, da az a kozelits érték abszolut
hibakorlatja, ha fennall |z — a| = |Aa| < da.

4.1. Az aritmetikai miiveletek abszolit hibai

Legyen x és y két pontos érték, a az x, b pedig az y kozelitése. Tegyiik fel, hogy
az a és b kozelitések abszolut hibakorlatai da, ill. 6b. Ezekre fennéll, hogy

v — a| = |Aa| < da, |y — b| = |Ab| < db.

Jelolje O a +, —, *, / miiveletek barmelyikét. Az aQb miivelet eredményét az xQy
elméleti eredmény kozelitésének tekintjiik és a

A (a0b)| = |(20y) — (adb)| < 0 (adD)

mennyiségre keresiink becsléseket, ahol A (aQb) a miivelet hibajat, 6(a0b) pedig
abszolat hibakorlatjat jeloli.
6.1 Tétel. Igazak a kovetkezd becslések:

d(a+10)
d(a—Db)

da + 0b, (4.1)

<
< da+ 6b. (4.2)

49
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Bizonyitas. Az Osszeg esetében fennall, hogy

((x+y)—(a+b)] = [(z—a)+(y—0b)
< |z —a|+|y— bl = |Aa| + |Ab| < da+ b,

amibdl a fenti allitas kovetkezik. A kiilonbség esetében hasonldéan kapjuk, hogy

((z—y) = (a=b)] = |(z—a)—(y—0)
< |z —a|l+|y—0b| =|Aa| + |Ab| < da + b,

ami bizonyitando volt. [
A szorzat abszolat hibakorlatjara kapjuk, hogy

lzy —ab] = |(a+ Aa)(b+ Ab) — ab|
= |aAb+ bAa + AaAb| < |a| b+ |b| da + dadb.

Ha |a| > da és |b| > db, akkor a dadb masodrendi hibatagot elhanyagolhatjuk és
a

5(ab) = |a| 8b + |b| 6a (4.3)

kozelitG becslést kapjuk.
Az osztés esetén azt kapjuk, hogy

z al _ |atlAa a
y bl |b+Ab b
B '—aAb—i— bAa| _ |a||Ab| + |b] |Aal - la| 6b 4+ |b| da
= < .
Wb AD) | = - BT (- )

ob

Ha [b| > 0b, akkor a neveziben 1év6 ol

tagot elhanyagolhatjuk és a

al 0b + |b| da
kozelité becslést kapjuk.
6.2 Tétel. Fenndllnak az alabbi kozelito eqyenldségek:
d(ab) =~ |aldb+ |b|da (|a] > da, |b] > 6b), (4.5)
0b + |b| &
S(afb) ~ W (b0, || > 6b). (4.6)

Figyeljiik meg, hogy osztas abszolat hibakorlatja 0-hoz kozeli b esetén rendkiviil
nagy lehet!
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4.2. Fiiggvényértékek hibaja

Kiilon foglalkozunk az egy- és a tobbvéltozos esetekkel. Legyen f : R — R leg-
alabb kétszer folyonosan differencialhato fiiggvény, =~ a. Az f(x) helyett f(a)-t
szamoljuk. Az

1) = fa) + P )+ T @ (e e (0 do,a+ 0)

méasodrendd Taylor-formulabdél kapjuk, hogy

J"(€
7) ~ fa)l = | @) - a) + T (@ — | < | 7(@)] b0 + (o,
ahol M > 1|f"(z)| (z € [a — da,a+ da]). A mésodrendd M (da)?* tagot elhanya-
golva kapjuk, hogy a fiiggvénybehelyettesités abszolat hibéja

§(f (a)) = |f'(a)| a. (4.7)
Legyen f : R" — R legalabb kétszer folytonosan differencidlhato fiiggvény,
zr,a € R" és x ~ a. Legyen Aa = = — a, |z; — a;| = |Aaqy| < da; (i =1,...,n)

és da = [day, ... ,(5an]T. Az f(x) helyett az f(a) figgvényértéket szamoljuk. A
tobbvaltozos

f@) = f(a) + Vf(a)" (z — a) + %(ﬁ —a)'H(a+¢&(@—a))(z—a) (0<E<1),

Taylor-formulat hasznaljuk, ahol V f (z) =

Hw =[5

az in. Hesse-matrix. Tegyiik fel, hogy ||H(a + £(z — a))|| < M. Ekkor az |27y| <
[zl lyll, és [|Az|[, < [|Al[z [[=][, egyenlStlenségek alapjan

1,7=1

(@ —a) H(a+&(x —a))(z —a)| < |o—al[H(a+E@—a)(z—a
< ||H(a+ €@ = a))ll[lz — alf*.

Ezt felhasznédlva kapjuk, hogy

[f(z) = fla)] < \Vf(a)T(fU—aHJr%MHJf—aH2
—~0f(a)

=1

2
I

1
6ai+§MHx—a
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ahonnan a masodrendd M ||z — al|* = M ||Aal® < M 7, (da;)? tagot elhanya-

golva kapjuk a
5 (7 (@) = 32|

8@

oa; (4.8)

becslést.

4.3. Az aritmetikail miiveletek relativ hibai

Az abszolit hiba sok esetben semmitmondé. Példaul egy 0.001 nagysagrendi
elméleti mennyiség 0.05 abszolut hibakorlata kozelitése nem sokat ér. A 7w~ 22/7
kozelités sok esetben jo lehet, de példaul a csillagdszatban mar bizonyosan nem.
6.1 Definicié. Az x szdm valamely a kézelitd értékének relativ hibdja a |5“| meny-
nYISEq.

Az x pontos érték altalaban nem ismeretes, ezért a | ‘ helyett a f“‘ kozelitést
hasznaljuk. Ennek hibajara fennall, hogy

da  da _ [la] — |x|| < 5a|a—x| < ((5@)2

(1.9)

jal [] lal [z| " af |=|

A hiba elhanyagolhat6, ha |z| és |a| lényegesen nagyobb a masodrendi (5a)® meny-
nyiségnél. Ennek figyelembe vételével kaphatjuk a kovetkez6 eredményeket:

ola+b da 6b
\<a+b|) :max{m,m} (ab>0), (4.10)
) da + ob
|(a - b|> =Tazp (@>0), (4.11)
d(ab)  da b
~ — 4+ — 4.12
@l "~ Tal Rl 412)
(5(“) 5a ob
oSl T (4.13)

Figyeljiik meg, hogy egymashoz kozeli a és b esetén a kivonas relativ hib4ja rend-
kiviil nagy lehet!

Példa. Szamitsuk ki a v/1996 — /1995 mennyiséget, ha ismertek a /1996 =~
44.67 és V1995 =~ 44.66 kozelitd értékek, amelyek kozos abszolat hibakorlatja
0.01, a kozos relativ hibakorlat pedig 0.022%. A kivonas elvégzésével kapjuk, hogy
V1996 — /1995 = 0.01, amelynek relativ hibakorlatja az altalanos formulabol

0.01+0.01
0.01 -
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azaz 200%. Most lehetGségiink van az elméleti relativ hiba kiszdmolasara is, ami
"esak” 10.66%. Ez a valosagos hiba is jelentds mértékii, a kiindulé adatok hibéjahoz
képest kb. 5 x 10%-szoros. A kiilonbség képzését elkeriilhetjiik a
1996 — 1995 1 N
V1996 + V1995 /1996 + /1995  89.33

V1996 — /1995 = ~ 0.01119

atalakitassal. A szamlalo pontos érték. A nevezd abszolut hibaja 0.02, a hanyados
relativ hibaja pedig 0.02/89.33 =~ 0.00022 = 0.022%. Ez 6sszhangban van a kiin-
dul6 adatok relativ hibaival és lényegesen kisebb, mint amit a kézvetlen kivonasnal
kaptunk.

Hasonl6 fogésokat lehet alkalmazni mas esetekben is.

4.4. Fiiggvényértékek relativ hibaja és a kondici6-
Sszam

Legyen ismét f : R — R kétszer folytonosan differencialhaté és x ~ a. Az f(z)
pontos érték helyett szamitott f(a) érték relativ hibéja

0(f(a)) _ [f'(a)]da
|/ (a)l [f(a)]

Erdekesebb ez a mennyiség az a kozelits érték relativ hibajaval valo dsszehasonli-

tasban. A
[f(a+ Aa) — f(a)]  |Aal
|f(a)] "~ al
mennyiség, amely a relativ hibak hanyadosa, azt méri, hogy az a adatban felléps
bizonytalansagot az f(a) fiiggvénybe vald behelyettesités mennyire "nagyitja” meg.
Egyszerii atalakitasokkal adodik, hogy
[fla+Aa) — f(a)| |Ad| |f(a)l[Aa] o] _ |f(a)l]a]

~

| f(a)] ~ al f@)]  |Aal  [f(a)l
6.2 Definici6. A

(4.14)

_ (@)l ]al
c(f,a) = ) (4.15)

mennyiséget az f: R — R fiiggvény a pontbeli kondicidszdmdnak nevezziik.

Egy fiiggvényt numerikusan instabilnak, vagy rosszul kondicionaltnak neve-
ziink, ha nagy a kondicidoszama. A fliggvény stabil, vagy jol kondicionalt, ha a
kondiciészam kicsi. Természetesen a kicsi és nagy jelz6 relativ. Mint késébb latni
fogjuk, ezek a relativ jelz6k adott feladat esetén a rendelkezésre all6 szamitogép
aritmetikajatol és a kozelités megkdvetelt pontossagatol fiiggenek.
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Példa. Az f(x) =1+ +/x—1és x> 1. Ekkor

_ |z
) = eI+ @=D)

ami tetszblegesen nagy lehet, ha x elég kozel van 1-hez. Ezért a példa fiiggvénye
numerikusan instabil. Ha bevezetjiik az 0j x = 1 4 ¢ valtozot, akkor kapjuk, hogy
g(t) = f(1+1t)=1++/t. Ennek a fiiggvénynek a ¢ > 0 helyen vett kondiciészdma

Y
¢(9:t) = 2+ 2Vt

Ha t =~ 0, azaz ¢ ~ 1, akkor a kondicioszam kicsi marad. Tehat stabilizadltuk a
szamitast egy egyszer( atalakitassal.
6.3 Definicid. FEgy f () mennyiség O (g (x)”) nagysdgrendd, ha alkalmas K >
0 szdmmal fenndll |f (z)] < K l|g(z)|" minden szébajovd x értékre. Egy h(x)
mennyiség o(g(x)) nagysdgrendd, ha % =0 (z— x).

Tekintsiik az F = [fi,... fu]' : R™ — R" t&bbvaltozos fiiggvényt. Az F'-t a
kévetkez&képpen értelmezziik:

P = |37

Legyen most F' olyan, amelyre fennall, hogy

1,7=1

F(x) = F(a) + F'(a)(z — a) + o(]|]z — al|), (x —a).

Az F(x) helyett F(a)-t szamoljuk. Az F(a) relativ hibaja az a vektor relativ
hib4djahoz viszonyitva a kovetkezd
[1F(z) = Fla)] | |lz = al
1 (a)] lal

A "nagyitéasi szam” korlatja az a pont egy € > 0 sugari nyilt kornyezetében a

[1£(z) = Fa)ll . |lz = all
IF@l Al

dRm@z&m{ |WF@H<&x%a}

mennyiség. Az

[1F(z) = F@)|l . Nz =all _ (IF(a)(z = a)ll + oz = all)) ~_lal
IF@l - llall [ = all 1 ()l

* 1P (@) - a)]

< [[F(a)l]
[z = af
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Osszefiiggések miatt

: lall 1F"(a)]
lime(F,a,6) = —————.
&0 1 ()]l
6.4 Definici6é. Az F : R™ — R" fiiggvény valamely a pontbeli kondicidszima a
lall [1E"(a)]]
c(Fa) = ————— (4.16)
1F(a)]l

mennyiseq.
Definidljuk az F' : R® — R" leképezést az Ay = x egyenletrendszer megol-
daséaval, azaz legyen F(z) = A7'z (A € R™", det(A4) # 0). Ekkor F/ = A™!
és
At Ayl ||A™1
(A1 q) = el ||_1 I [AylHA™]
A~ all [yl

A jobboldali fels6 korlatot az A matrix kondiciészaménak hivjuk. Ez a korlat
pontos, mert létezik olyan a € R™, hogy ¢(A™' a) = || A] |A7|.

< [JAII[AT] (Ay =a).

4.5. Direkt és inverz hibak

Vizsgaljuk egy f (z) fiiggvényérték kiszamitasat. Ha az g kozelitést szamoljuk a
pontos y = f (x) érték helyett, akkor a direkt (forward) hiba Ay = y—y. Haegy -+
Ax értékre fennall, hogy § = f (v + Ax), azaz g a perturbalt (megvaltoztatott) z+
Ax értékhez tartozo pontos fiiggvényérték, akkor a Ax értéket inverz (backward)
hibdnak nevezziik. A kétfajta hibat mutatja a kdvetkezs abra:

Az y = f(x) értéket szamité algoritmust inverz stabilnak nevezziik, ha barmely
x értékre olyan y szamitott értéket ad, amelyre a Az inverz hiba kicsi. A “kicsi”
jelz6 kornyezetfiiggd.

Vizsgaljuk most a direkt és az inverz hiba kapcsolatat. Tegyiik fel, hogy y =
f (z+ Ax) és f kétszer folytonosan differencidlhato. Ekkor

1" (x + YvAx)

o (Az)* (9 €(0,1))

j-y=[f(+Az) - f(z)=[f(z) Az +

és a szamitott megoldas relativ hibaja

b=y _ (xf/(‘”)) AT 0 ((Aan)?).

y flx) )
Innen kapjuk az aldbbi, hibaszamitasi 6kolszabalynak is nevezett
W) ¢ (g, 22 (4.17)

]
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kozelits egyenl6tlenséget, amely szoban kifejezve a kovetkezs:
relativ direkt hiba < kondici6szam X relativ inverz hiba. (4.18)

Az egyenlGtlenség azt mutatja, hogy egy rosszul kondicionalt probléma sza-
mitott megoldasanak nagy lehet a (relativ) direkt hibaja. Egy algoritmust direkt
stabilnak neveziink, ha a direkt hiba kicsi. Egy direkt stabil modszer nem feltét-
leniil inverz stabil. Ha az inverz hiba és a kondiciészam kicsi, akkor az algoritmus
direkt stabil.

Példa. Vizsgaljuk az f (z) = logz fiiggvényt! Ennek kondiciészama c(f,z) =
c(xz) = 1/ |logx|, amely x ~ 1 esetén nagy. Tehat az x ~ 1 értékekre a relativ
direkt hiba nagy lesz.

4.6. Feladatok
1. Vizsgaljuk meg 22 — y? kiszdmitasanak alabbi modjait:

F=xxz—yxy,
G=(z—y)=(@+y),
Hl=(zx+y)*xx, H2=(x+y)*xy, H=H1— H2.

Legyen = ~ a és y ~ b, valamint r, és r, a hozzajuk tartozo relativ hibakorlatok!
Adjuk meg az F, G és H relativ hibakorlatait r, és r, fiiggvényében! Melyik eljaras
mikor jo?

2. Mutassuk meg, hogy a kovetkezG kifejezések numerikusan instabilak x ~ 0
esetén:

(1) l-cosz

sin®z

(2) sin(1007 4 x) — sin(x),

(3) 2—sinx — cosx — e~ *.

Szamitsuk ki a fenti kifejezések értékét x = 1073,1075, 1077 esetén és becsiiljiik
a hibat! Alakitsuk at a kifejezéseket numerikusan stabilla!
3. Mutassuk meg, hogy a kovetkez6 kifejezések numerikusan instabilak nagyon
nagy x értékek esetén:

(1) 2 — Va3 -1,

2

(2) e = — HLQN

(3) sin(10%zr),

Szamitsuk ki a fenti kifejezések értékét x = 103,105,107 esetén és becsiiljiik a

hibat! Alakitsuk at a kifejezéseket numerikusan stabilla!



5. fejezet

A LEBEGOPONTOS
HIBAANALIZIS

A digitalis szamitogépek egy F' véges szamhalmazt dbrazolnak és az aritmetikai
miiveleteket ezekkel a szamokkal végzik. Ha a miivelet eredménye az F' halmazbeli
szam, akkor a mivelet eredményét pontosan kapjuk meg. Egyébként pedig harom
eset léphet fel:

- kerekités abrazolhato (nemzérus) szamhoz,

- alulcsordulas (kerekités 0-hoz),

- tulesordulas.
A tudoméanyos-mtszaki szamitasok zomét tn. lebegdpontos aritmetikdban végez-
ziik. Ennek legaltalanosabban elfogadott modellje a kovetkezd.
7.1 Definicié. A lebegdpontos szamok halmaza

F(B,t,L,U) =
:{imxﬁe\%§m<l, m = 0.dydy . .. dy, LgegU}u{O},

ahol
- B a szamrendszer alapja,
- m a lebegdpontos szdm mantisszdja a B alapi szamrendszerben,
- e az dbrdzolt szam kitevdje (karakterisztikdja, exponense),
-t a mantissza hossza (az aritmetika pontossdga),
- L a legkisebb kitevd (alulesorduldsi hatdr kitevdje),
- U a legnagyobb kitevd (tulcsorduldsi hatdr kitevdje).
A harom leggyakrabban hasznalt szdmrendszer a kévetkezd:

elnevezés I6; felhasznalas
binéris 2 legtébb szamitogép
decimalis 10 legtobb szamologép
hexadecimalis | 16 | IBM és hasonl6 nagyszamitogépek

57
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A mantisszat felirhatjuk az

dy  dy d
=+ =+t
BB B

alakban is. Innen lathato, hogy az % < m < 1 feltétel miatt az els§ jegyre

teljesiilnie kell az 1 < dy < 8 — 1 egyenl6tlenségnek. A tobbi szamjegyre fennall,
hogy 0 < d; < f—1 (i =2,...,t). Az ilyen szamrendszereket normalizdltaknak
nevezziik. A 0 jegyet és a tizedespontot értelemszeriien nem szokas abrazolni. Ha
[ = 2, akkor az els6 jegy csak az 1 lehet, amelyet szintén nem abrazolnak. A (5.2)
felirast hasznalva a F' = F(3,t, L,U) halmazt megadhatjuk az

F:{i(ﬂ+%+...+%)56|LgegU}u{o} (5.3)

alakban is, ahol 0 < d; < -1 (i=1,...,t) és 1 < d;.
Példa. Hatarozzuk meg az F'(5,t, L, U) halmaz elemeinek szamat! A mantissza ¢
szamjegye koziil az elsé § — 1 féle lehet (0 nem!), a tobbi viszont a 0,1,...,8 —1
barmelyike. Elgjeltsl eltekintve tehat (8 — 1) kiilonboz6 mantissza allitha-
to Ossze. Az L < e < U miatt U — L + 1 kiilénb6z6 kitevonk van. Konnyt
belatni, hogy ha két szam akar a mantisszaban, akar a kitevében (vagy mindket-
t6ében) kiilonbozik, akkor nem egyenlgek. Mostméar az elGjelet, valamint a zérust
is beszamitva, kapjuk az elemek szamat: 2(8 — 1)371(U — L+ 1) + 1.

Az F halmaz elemei nem egyenletesen helyezkednek el a szamegyenesen! Pél-
daul p=2,t=3, L =—1¢és U =2 esetén a 33 eleml F halmaz pozitiv része

737

15 6 71567 _ 1012 14 _ 20 _ 28
4°16°16716°2°8' 88 7878787 8 8 |

Altalaban, a § alapt szamrendszerben az m mantisszara fennall, hogy

1 d | b d p-1, f-1 potl L
5 5 52+'”+Bt§ 3 + 52 +...+ 5 1 G

Az [%, 1} intervallumba es6 F-beli szomszédos szamok téavolsaga 5. Minthogy az
F halmaz elemeit a +=m x 8¢ szamok alkotjak, a szomszédos F-beli szamok tavolsa-
ga az exponens értékének megfelelGen valtozik. A szomszédos elemek legnagyobb
tavolsaga BV, a legkisebb pedig AX.

Az abrazolhat6é szamok nagysagrendjét adja meg a kivetkezs
7.1 Tétel. Ha a € F, a # 0, akkor My < |a| < My, ahol

Mp=p"", My=pY(1-p87").
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Bizonyitas. Tetszéleges a € F, a # 0 szamra fennéll, hogy

)

ahonnan L < e < U miatt
prt < %56 <mpe< B (1-p57") <pv(1-57).

Ezzel az allitast igazoltuk. [

Legyen a,b € F és jelolje  a négy aritmetikai miivelet (+, —, , /) barmelyikét.
A kovetkez§ esetek lehetségesek:

(1) a®b € F (pontos eredmény),

(2) |a®b| > My (aritmetikai talcsordulas),

(3) 0 < |aQb|] < My, (aritmetikai alulcsordulas),

(4) adb ¢ F, My, < |aQb| < My (nem abrazolhaté eredmény).

Az utols6 két esetben a lebegGpontos aritmetika az a{Qb eredményhez hozza-
rendeli a legktzelebbi F-beli szamot. Ha két szomszédos F-beli szim az a{b ered-
ményt6l egyforméan tavol van, akkor &ltaldban a nagyobbik szamhoz kerekitiink.

Példaul 6tjegyl decimalis aritmetika esetén a 2.6457513 szamot a 2.6458 szam-
hoz kerekitjiik.

Legyen G = [— My, My]|. Vilagos, hogy F C G. Legyen x € . A kerekitéssel
x-hez rendelt F-beli szamot jeldlje fl(z). Az © — fl(z) leképezést kerekitésnek
nevezziik. Legyen u = %ﬁl‘t az eqységnyi kerekités mértéke. lgaz a
7.2 Tétel. Ha x € G, akkor

flfz) =2(1 +¢), |e] <w.

Bizonyitas. Az altalanossdg megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy = > 0.
Tegyiik fel, hogy az x szamot kozrefogd szomszédos F-beli szamok mq 3¢ és ms5°.
Ekkor fennall, hogy

my 3¢ < x < mofff,

ahol % <mp <mg < 1—p7"8ésmy—myg = 71 Marmost fI(z) = my3°, vagy

fl(z) = mofc. Barmelyik valasztas esetében igaz, hogy

/Be—t

\mz —m1|

|fl(z) — x| < 5

B =
Ezért a kerekités relativ hibajara fennall, hogy

J1G0) o) 0]

= lﬁl_t = uU.
|| - o Be T 2mBe 2my T 2
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Fennall tehat, hogy fI(x) — x = Azu, ahol |A\| < 1. Ezt atrendezve kapjuk, hogy
fl(z) =z(1+ Au),

ahol az ¢ = Au szamra teljesiil, hogy |e| = |[Mu| < w. Ha (1—-p57%)p° <z <
(¢, akkor a bizonyitds az mo = 1 valasztassal érvényben marad. Ezzel a tételt
maradéktalanul igazoltuk. [J
A tétel tulajdonképpen azt mondja ki, hogy a lebeg&pontos aritmetikaban a
kerekités relativ hibaja korlatos és ez a korlat u, az egységnyi kerekités mértéke.
A ey = 2u = B értéket szokas gépi epszilonnak is nevezni. Az ey az 1 és a
hozza legkdzelebbi 1-nél nagyobb szam tavolsaga. Binaris alap esetén az
r=1
while 1 +2 > 1
r=u1x/2
end
algoritmussal hatarozhatjuk meg €;,/2 értékét. A MATLAB rendszerben €, ~
2.2204 x 10716,
A lebegbpontos aritmetikai mtiveletek eredményére vonatkozoan a kovetkezd
feltevéssel éliink (szabvany modell):

fl(aQb) = (a®b) (1 +¢), || <u (a,beF). (5.4)

Az IEEE aritmetikai szabvany, amelyet késGbb ismertetiink, kielégiti ezt a fel-
tevést. A feltevés fontos kdvetkezménye, hogy aQb # 0 esetén a miiveletek relativ
hib4jara ugyancsak teljesiil, hogy

f1(a0b) — (a0b)| _
R

Tehat az aritmetikai mtveletek relativ hibaja kicsi.

Vannak bizonyos lebegépontos aritmetikak, amelyek nem elégitik ki a (5.4)
feltevést. Ennek az az oka, hogy a kivonasnél nincs egy tn. ellenérzé jegyiik.

Az egyszertiség kedvéért vizsgaljuk az 1 —0.111 kiilonbséget hdromjegyd binaris
aritmetikaban. Az els6 lépésben a kitevSket azonos értékre hozzuk

2 x 0 1 00
- 2 x 0 0111

Ha a szamitast négy értékes jegyre végezziik, akkor az eredmény

21 ' x 0. 100
21 x 0. 01 11
21 x 0 0001
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amelybdl a normalizalt eredmény 272 x 0.100. Vegyiik észre, hogy a kivonasra
keriilt szam nem normalizalt, mert elsé jegye 0. A felhasznalt ideiglenes negyedik
mantisszajegyet, ellen6rz6 jegynek nevezziik. Ha nincs ilyen ellenérzé jegy, akkor
a megfelel§ szamitasok

21 ' x 0. 100
-2 x 0.0 11
21 x 0 . 0 0 1

amelybdl a normalizalt eredmény 27! x0.100. Ennek relativ hibaja 100%. Nincs el-
lenérzé jegye a CRAY szuperszamitogépeknek, valamint egy sor zsebkalkulatornak.
Ha nincs ellenérzé jegy, akkor a miveletek eredményeire az

fllzty) = z(1+a)£y(1+08), laf,[8] <u, (5.5)
flzOy) = (z0y)(1+6), [0l <u, O=x/ (5.6)
Osszefiiggések teljesiilnek.

Tegyiik fel a tovabbiakban, hogy van ellenérzé jegy a kivonasnal és teljesiil a
(5.4) feltevés. Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

2| = [|zl\,...,|zn|}T (z € R"), (5.7)
Al = [lay |72, (A e R™™), (5.8)
A<B<& Qi < bij (A, B e Rmxn) . (59)

Igazolhatok az alabbi eredmények, ahol E az aktualis mivelet hibajat (hibamat-
rixat) jeldli:

|1 (z"y) —2"y| < 1.01nu lz|" ly|  (nu <0.01), (5.10)
fl(adA)=aA+E (|E] <ulad]), (5.11)
flIA+B)=(A+B)+E (|[E|<u|A+ B, (5.12)
flL(AB)=AB+E (|E| <nul|A||B|+0 (uv*)). (5.13)

A szabvany modellnek eleget tevs lebegépontos aritmetikaknak szamos sajatos
tulajdonsiga van. Fontos tulajdonsiguk, hogy az Osszeadas a kerekités miatt nem
asszociativ. Ezt mutatjak a kovetkezd MATLAB példak, amelyeket a format long
e utasitas kiadasa utan ellenérizhetiink.

Példa. MATLAB rendszerben

FU(fL(074+1) —=1) =0, fI(107"°+ f1(1-1)) =10"".

Példa. Haa=1,b=c=3 x 10719, akkor a MATLAB 6.1 rendszerben Pentium
4 processzori szamitogépen

(a+b)+c#a+ (b+c),
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amelyet az ((a + b) + ¢) — (a + (b+ ¢)) utasitas segitségével ellenérizhetiink.

Nagyszamu adat 0sszegzésénél a kommutativitassal (tulajdonképpen asszociativi-
tassal) is probléma lehet. Vizsgaljuk most a y . | z; Osszeg kiszamitasat! A termé-
szetes algoritmus az Un. rekurziv 6sszegzés:

s=0
fori=1:n

Ss=s+ux
end

Példa. Szamitsuk ki az

“ 1
=142
=1

Osszeget n = 4999 esetén. A rekurziv 6sszegzéssel kapott MATLAB eredmény
1.999800000000002¢ + 000.

Ha az dsszegzést forditott (azaz nagysag szerint névekedd) sorrendben végezziik,
akkor az eredmény
1.999800000000000e + 000.

Ha a kétféle képpen kapott értékeket Gsszevetjiik az elméleti s,, = 2— n+r1 Osszeggel,
akkor lathatjuk, hogy a masodik sszegzés adott pontos eredményt. Ennek ma-
gyarazata az, hogy amikor a kisebb tagokkal kezdjiik, akkor ezek Gsszegei értékes
jegyeket érnek a végsé eredményben.

Nagy mennyiségi, elGjelben és nagysagrendben eltéré szdm nagy pontossagi
Osszeadasa nem egyszerd feladat. A kovetkezé algoritmus, amely az egyik legérde-
kesebb ilyen célra kifejlesztett eljaras, W. Kahantol szarmazik.

A KOMPENZALT OSSZEGZES ALGORITMUSA:

S =
e =
for j=1:n
temp = s
y=uxz(j)+e
s =temp-+y
e = (temp —s) +y
end

Példa. Kahan algoritmusat az

4999 1
54999 = ; -
Z j2 + ,]

j=1

osszegre az x (j) = 1/ (j + j) szereposztassal alkalmazva a MATLAB 6.1 a pontos
9.998000000000000e-001 értéket adja.
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5.1. A lebeg6pontos aritmetikai szabvany

Az ANSI/IEEE Std 754-1985 binéris (8 = 2) lebegdpontos aritmetikai szabvanyt
1985-ben hoztak nyilvanossagra. A szabvany specifikilja az alapvets lebeg&pontos
miiveleteket, 0sszehasonlitasokat, kerekitési modokat, az aritmetikai kivételeket és
kezelésiiket, valamint a kiilonb6z6 aritmetikai formak kozti konverziot. A négy-
zetgyokvonas az alapvet miveletek kozé tartozik. A szabvany nem mond semmit
az exponencialis és transzcendens fiiggvényekral.

A szabvany két {6 lebegGpontos formatumot ismer: az egyszeres és a dupla
pontossagit.

tipus méret | mantissza | e U (M, My| ~
egyszeres | 32 bit | 231 bit | 8 bit | 27 = 5.96 x 10~% | 10+38
dupla 64 bit | 521 bit | 11 bit | 2723 ~ 1.11 x 10716 | 10+308

Mindkét formétumban egy bitet az elGjelnek tartanak fenn. Minthogy a lebe-
gépontos szamok normalizalva vannak és az els6 jegy mindig 1, ez a jegy nincs
tarolva. A mantisszaban szerepl§ +1 ezt a rejtett bitet jelzi.

Az aritmetikai kivételek kezelése a kovetkezd: Az IEEE aritmetika zart rend-
szer. Minden aritmetikai miiveletnek van matematikailag értelmes vagy értelmet-
len eredménye. A kivételes miiveletek esetén jelzést ad ki, amely utan a szami-
tasokat eldirasszerten folytatja. Az IEEE aritmetikai szabvany kielégiti a (5.4)
modellt.

Az IEEE szabvany korai hardver megvalositasai koziil ki kell emelni az Intel
80x87 matematikai koprocesszorokat, a DEC Alpha, a HP (Precision Architecture),
az IBM RS/6000, az INMOS T800 és T900 processzorokat, a Motorola (680x0) és
Sun (SPARCstation) processzorokat, valamint a HP tudoményos kalkulatorait.

Végiil megjegyezziik a kovetkezGket. Egyszeres pontossig esetén a mantissza
hossza kb. 7 értékes jegyet enged meg a tizes szamrendszerbe atszamolva. Ugyanez
dupla pontossag esetén kb. 16 értékes jegyet jelent. Létezik még egy 80 biten
abrazolt, tn. kiterjesztett pontossag is, ahol t = 63, a kitevs pedig 15 bites.

5.2. Feladatok

1. Abrazoljuk az

- 622 — 2 (751 — 2 (324 — 2 (59 — 4x)))
e g (151 — 2 (72 — 2 (14 — 1))

fiiggvényt az v = 1.606+ (k — 1) 2772 pontokban (k = 1,...361)! Mit tapasztalunk
és mi a magyarazatuk?
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2. Szamitsuk ki x75 értékét, ha ;. o = —%ﬂxiﬂ + gxz (1 =1,...) és =1 = 30,
o = 25. Hasonlitsuk ssze a kapott eredményt az elméleti z; = 36 (5) (i=1,...)
megoldassal! Abrazoljuk grafikusan is a szamitott és elméleti sorozatokat! Mi
lehet az eredmények magyarazata?
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3. Irjunk egy olyan programot, amely kisérleti iton becsli a kovetkezs fiiggvények
kondici6szamait a megadott pontokban:

fl@)=]]=—-i)-10"2" (2=0,15,3710,11) (i)

=1

f(z) =1282°% — 2562° + 1602* — 3222 +1 (2 =10,0.5,1.0,2.5) (ii)

(3v/z —2.6 + 1.26) sin [(z + 1) ™= V] cos [(z + 1) e O3]

1+ =2 [(VRT+ 1) / (14 3V/RT)| +los [(1+22)/ (1-+sin*2)]
(i)

fz) =

ahol x = —1,0, 1,2, 2.6, 200.
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6. fejezet

LINEARIS
EGYENLETRENDSZEREK
HIBAANALIZISE

A vizsgélatban a direkt és az inverz hibakat elemezziik. Az Ax = b egyenletrend-
szer megoldasaval kapcsolatban a kovetkezd jeloléseket és fogalmakat hasznaljuk.
Az elméleti megoldast x, a kozelité megoldasokat pedig z jeloli. A kozelité meg-
oldas direkt hibaja Az = & — x. Az r = r(y) = Ay — b mennyiséget rezidudlis
hibdnak nevezziik. Az elméleti megoldas esetén r (z) = 0, a kozelité megoldas
esetén pedig

r(z)=Ar—b=A(z—x)=AAx.

Az inverz hiba meghatirozasahoz kiilonféle modelleket hasznélunk. A legilta-
lanosabb esetben feltessziik, hogy az & szamitott megoldas kielégiti az Az = b
egyenletrendszert, ahol A = A+ AA ésb=b+ Ab. A AA és Ab mennyiségeket
inverz hibaknak nevezziik.

Meg kell kiilonbo6ztetniink a probléma érzékenységét és a megoldd algoritmu-
sok stabilitasat. Egy adott probléma érzékenységén a megoldés valtozasanak mér-
tékét értjiik a probléma (input) paramétereinek fiiggvényében. Egy algoritmus
érzékenységén, vagy stabilitisan a szamitasi hibak végeredményre gyakorolt ha-
tasdnak mértékét értjiik. Egy problémét, vagy algoritmust annal stabilabbnak
tekintiink mennél kisebb az input paraméterek, ill. szamitasi hibak megoldasra
(szamitott megoldasra) gyakorolt hatésa. Az érzékenység, ill. stabilitas fogalma-
nak egyik jellemzési forméja a korabban latott kondicioszam, amely az eltérések
relativ hibait hasonlitja Ossze.

Algoritmusok felhasznélasanak a kovetkezd altalanos elveit lehet megfogalmaz-
ni:

- A gyakorlatban csak stabil (jol kondicionalt) algoritmusokat hasznéalunk.

67
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- Instabil (inkorrekt kitiizést), vagy rosszul kondicionalt feladatot altalanos
célu algoritmusokkal altalaban nem tudunk megoldani.

6.1. Erzékenységvizsgalat

Tegyiik fel, hogy az Ax = b egyenlet helyett a perturbalt
Az =b+ Ab (6.1)

egyenletrendszert oldjuk meg. Legyen T = x 4+ Az és vizsgaljuk a két megoldas
eltérését!
8.1 Tétel. Ha A nemszinguldris és b # 0, akkor

[Az| |AD]
< cond(A)——, (6.2)
]l 1]
ahol cond(A) = ||A|| ||A7Y| az A mdtriz Wn. kondicidszdma.

Bizonyitas. Az Ai = A(x + Azx) = b + Ab egyenlSséghsl Az = A~1AD,
ahonnan [[Az| < ||[A7Y||||Ab|| kovetkezik. Masrészt [|b]] < ||A] ||=]|, ahonnan
ﬁ < %. A két egyenlGtlenséget Osszeszorozva kapjuk, hogy

[A| Ab||

TSI =L :

ami éppen a bizonyitando allitas. [J

A tételbdl lathato, hogy az A méatrix kondicioszama erésen befolyasolhatja az @
perturbalt megoldas relativ hibajat. Egy rendszert jol kondicionaltnak neveziink,
ha cond(A) kicsi és rosszul kondicionaltnak neveziink, ha cond(A) nagy. Ertelem-
szerien a nagy és kicsi jelzGk relativak és kornyezetfiiggék. A kondicidszam fiigg
a normatol. Ha a normatol valo fiiggés lényeges, akkor ezt kiilon jeloljiik. Ennek
megfelelGen példaul cond., (4) = || Al A7, A kondicionaltsag egy lehetséges
geometriai jellemzését adja a kovetkezd példa.

Példa. A
10001’1 + 999%2 = bl

999z, + 998z, = by

egyenletrendszer rosszul kondicionalt (cond.(A) = 3.99 x 10°). A két egyenes
majdnem parhuzamos. Ezért, ha perturbaljuk a jobboldalt, az 1j metszéspont
messze lesz az el6z6tal.

A most vizsgalt modellben az inverz hiba Ab, a 8.1 Tétel pedig a relativ direkt
hibara ad becslést. Ez teljes 0sszhangban van a hibaszamitasi okolszaballyal. A
tétel allitasa az r (&) = Ai—b = b—b = Ab dsszefiiggés miatt atirhato az ekvivalens

& — ]

ond(A) “7””2?” (6.3)
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alakba. Az egyenlGtlenség jelentése az, hogy az = perturbalt megoldéas relativ
hibaja kicsi, ha A kondicioszama kicsi és az || (Z)|| / ||b|| relativ rezidudlis hiba
kicsi. Ha azonban a rendszer rosszul kondicionalt, akkor ez nem sziikségképpen
igaz.

Példa. Vizsgaljuk az Ax = b egyenletrendszert, ahol

<[] (1) 2]

2| Ekkorr = [206} és vl / bl = 2¢, de
12 =zl /|2l = 2.
Tegyiik most fel, hogy az Ax = b egyenletrendszer helyett a perturbalt

Legyen & = [

(A+AA)E =b (6.4)

egyenletrendszert oldjuk meg. Legyen ismét & = = + Ax és r(z) = Az — b!
Felmeriil a kérdés, hogy adott = esetén van-e egyaltalan AA inverz hiba tgy, hogy
(A+ AA)z =1b. Igaz a kovetkezs
8.2 Tétel (Rigal-Gaches). Tegyiik fel, hogy T,r (T) # 0. Ekkor AA = —r (2) 27 /272
minimdlis spektrdlnormadayi inverz hiba.

Bizonyitas. Behelyettesitéssel kapjuk, hogy

(A+AA)Z=(A—r(@)27/3T2)F= AT —r (3) = b.

Tehat AA inverz hiba. A spektralnorma definici6ja alapjan igazolhatd, hogy
|AAl, = ||Ir @),/ ||Z]l,- Ha E tetszéleges inverz hiba, azaz (A+ E)Z = b,
akkor [ (@)ll, = | E3ll, < | Ell, lIr (3], miatt [ Ell, > lIr @), / ], Tehat AA
valoban minimalis spektrdlnormaja inverz hiba. [J

Megjegyezziik, hogy 7 (Z)" & # 0 esetén AA = —r (Z)r (2)" /r ()" 7 is inverz
hiba, amely azonban mér nem minimélis normé&ju.

A kovetkezd tétel azt mondja ki, hogy kis relativ reziduéalis hiba esetén a relativ
inverz hiba is kicsi.
8.3 Tétel. Teqgyiik fel, hogy & # 0 az Ax = b egyenletrendszer kizelitd megolddsa,
det (A) #0 és b#0. Ha |r(2)],/bll, = <1, akkor a AA = —r (&) 27 /277
mdtrizra fenndll, hogy (A+ AA)z =1b és [|[AA|,/||A]l, < a/(1—a).

Bizonyitas. Csak az el6z6 tételben nem szerepld allitasrészt igazoljuk. Az
r+ b= AZ egyenlségbdl és az o < 1 feltételbdl kapjuk, hogy

0 < [blly = lIrfly < llr +bll, < [[Ally ll2]l; ,

ahonnan
1 1

TR
[l [0, = Wolly = 7l
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illetve il
[AA[, 7l Iy, L, a 0
||A||2 HAHQ ||§3||2 N ||b||2 - ||T||2 1-— HZ”; -«

Ha a relativ inverz hiba kicsi és A kondicidészama kicsi, akkor a relativ rezidualis
hiba is kicsi. Erre mutat ra a kévetkez§ tétel.
Ha A rosszul kondicionalt, akkor a 8.4 Tétel nem igaz.

X | 14+e 1 100, , 1
Példa. LegyenA—{ 1 1_6},AA—{0 EQ]esb—{_l],(0<e<<

1). Ekkor cond, (A) = (2 + 6)2 Je@ = 4/e es ||AA|l L /Al =€/ (2+€) ~ /2.
Legyen most

:%:(A+AA)_16:1[2_6+62}m{ 2/63].

53 —2 — € —2/63
Ekkor r (%) = At —b=| , 3 L Ezért ||r (2)]| / [|bllo = 2 + 1, ami nem kicsi.
Tegyiik fel, hogy az Az =b egyenlet helyett a perturbalt
(A+AA)z=b+ Ab (6.5)

egyenletrendszert oldjuk meg. Legyen T = x + Ax. Igaz a kovetkezd

8.5 Tétel. Ha A nemszinguldris, cond(A) % <1 ésb+#0, akkor

[AA]  [IAb]|
A _ cond() (U + )
)

|
lz]l = 1—cond(4)leal (6.6)

A tételt nem igazoljuk. A tételbdl kovetkezik a kovetkezd "0kolszabaly”.
Okolszabaly. Tegyik fel, hogy Az = b. Ha A és b elemeit s decimdlis jegyre
pontosak és cond(A) ~ 10, ahol t < s, akkor a szdmitott megoldds kb. s —t jegyre
lesz pontos.

Az okolszabély kovetkez6 heurisztikus levezetését adjuk. A feltevések miatt

12AI 1g-s, 12801 4
1Al el

és
cond(A)% ~10° <1

Ezért feltehetjiik, hogy 1—cond(A)124l ~ 1. A 8.5 Tétel alapjan

A
|Az]] (HAAH HAbH> -
~ cond(A) + ~ 1077
1Al o]
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amibdl az 6kolszabaly koévetkezik.
A 8.5 Tétel cond(A) 124l < 1 feltételének jelentése szemléletes: azt biztositja,

AT
hogy az A + AA matrix ne legyen szingularis. A cond(A) HHAAﬁII

ség ugyanis ekvivalens a ||AA| < HA—I*H feltétellel és az A nemszingularis matrix

< 1 egyenl&tlen-

legkozelebbi szinguléris méatrixtol valo tavolsdga éppen ﬁ. Ennek igazolasdhoz
sziikségiink van a kovetkez6 eredményre.
8.1 Lemma. Legyen F' € R™™ olyan, hogy ||F|| < 1. Akkor I — F nemszinguld-

TS,
=Y R (6.7)
k=0

és

=) < = ||F|| (6.8)

8.6 Tétel (Eckart-Young-Gastinel). Legyen A € R™"™ nemszinguldris, P € R™*"
pedig tetszdleges szinguldris mdtriz. Akkor fenndll, hogy

1

A =Pl =t
A=

(6.9)
Létezik tovabba olyan P szinguldris mdtriz, amelyre eqyenldség dll fenn.

Bizonyitas. Az allitast csak spektralnormaban igazoljuk. Legyen P = A +
AA. Ha ||AA| < 1/]|A7Y|, akkor A+ AA a fenti lemma miatt invertalhato, ui.

(A+AA) = (T+A7AA) A7 [|AtAadA] < ||a7t||1aA] < 1.

Kovetkezésképpen ||AA| > 1/[|A7Y| teljesiil. Megmutatjuk, hogy alkalmas AA
valasztassal egyenlGség is fennall. Legyen y € R™ olyan, hogy |ly||, = 1 és
|A™ yll, = [JA7|,- Legyen tovabba z = ﬁfl_ly. Ekkor igaz, hogy 27 A1y =
2
1, ui.
12
T p-1 1 T 1A~ yll;

ATy = 5z Z = = 1
A~ ||2yTA_TA_1y A3
e —

Legyen AA = —yaz™. Minthogy (A + AA) A7y =y—y (2TA7'y) =0, az A+ AA
méatrix szingularis. Felhasznalva a kordbban megmutatott

ly="|, = lllly lyll,
egyenlGséget, egyszeri szamitassal

1 1
AA At
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adodik. Ezzel allitasunkat igazoltuk. [J
A 8.6 Tétel segitségével a kondicioszam egy tjabb jellemzését adhatjuk:

1 . £

—_— = . 6.10
cond (A)  A+E szingularis || Al (6.10)

Eszerint, ha egy matrix rosszul kondicionalt, akkor kozel van egy szingularis mat-
rixhoz. Megjegyezziik, hogy matrixok kondicioszamat az F (x) = A~'z leképezés
kondiciészamanak fels6 becsléseként mér korabban is megkaptuk.

Vezessiik be a kdvetkezs definiciot.

8.1 Definicié. Egy linedris egyenletrendszer megoldé eljdrdast gyengén stabilnak
neveziink eqy H mdtrizosztdlyon, ha minden jolkondiciondlt A € H mdtriz és min-
den b esetén az Ax = b egyenletrendszer T szdmitott megolddsdnak ||z — x|| / |||
relativ hibdja kicsi.

Ha a 8.3-8.5 Tételeket Osszerakjuk, akkor a kovetkez6 eredményt kapjuk.

8.7 Tétel (Bunch). Egy linedris egyenletrendszer megolds algoritmus gyengén
stabil a H mdtrizosztdlyon, ha minden jolkondiciondlt A € H mdtriz és minden
b esetén az Ax = b egyenletrendszer T szdmitott megolddsdra fenndll az aldbbi
feltételek barmelyike:

(1) |2 — x| / [l icsi;

(2) llr @)1/ || hicsi

(3) Létezik AA dgy, hogy (A+ AA)z =0 és ||[AA|/||A| Kicsi.

A 8.5 Tétel becslését a gyakorlatban akkor tudjuk jol hasznélni, ha ismert
Ab, AA és cond(A), vagy ezek egy becslése. Ezek hianydban a kozelité megoldas
hibajat csak utolagosan (a posteriori) lehet becsiilni.

A kovetkezSkben komponensenkénti hibabecslésekkel foglalkozunk. ElsGként a
kozelité megoldas abszolit hibajara adunk becslést az inverz hibak komponensei-
nek segitségével.

8.8 Tétel (Bauer-Skeel). Legyen A € R" nemszinguldris és tegyik fel, hogy
az Ax = b egyenletrendszer T kézelité megolddsa kielégiti az (A+ E)T = b+ e
egyenletrendszert. Ha S € R™", s € R" és ¢ > 0 olyanok, hogy S > 0, s > 0,
|E| < eS8, |e| <es, valamint € |||A7Y S|, <1, akkor

A7 (S |a] + 9)]
s 60.11
T2 |JA 5] (6-11)

17 — ]|, <
Bizonyitas. Az (A+ E)7 = b+ e egyenlGséget balrol megszorozva az A~!
matrixszal kapjuk, hogy T+ A™'ET = A~'b+ A~le = 2 + A 'e. Innen
T—r=A'e-—A'ET=-A"'"Ex+ Ale - AT'E (2 — 2)
adodik. Mindkét oldalon a vektor abszolut értékét véve kapjuk, hogy
Z—az|<e|AS|z|+e|A  s+e AT ST —a].
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Figyelembevéve, hogy |||y|ll.. = llyll., (v € R"), az
17— zlloe <el[[AT](Slal +8)[|, +e[[[AT] S]], 17— =l

egyenlGtlenséget kapjuk, ahonnan a tétel allitdsa mar adtrendezéssel adodik. [
Hae=0(s=0), S =|A]és

ke (A) = |[|[A7114]], < 1, (6.12)
akkor a s (A)
~ eky
|1z — 2|, < Tk, (A) (6.13)

becslést kapjuk. A k. (A) mennyiséget Skeel-féle normanak nevezziik, noha a ko-
rabban definialt értelemben nem norma. A Skeel-féle norma kielégiti a

k. (A) < cond (A) = || 4]l HA‘1H00 (6.14)

egyenlGtlenséget. Tehat a fenti becslés nem rosszabb mint a hagyomanyos kon-
diciészamot hasznalé becslés. Az inverz hiba komponensenkénti becslését teszi
lehet6vé Oettli és Prager kovetkezd eredménye.

Legyenek adottak az A,0A € R™ "™ méatrixok és a b, db € R" vektorok. Tegyiik
fel, hogy 0A > 0 és 0b > 0. Legyen tovabba

D={AA€R™ :|AA <SA}, G={AbeR":|Ab| < db}.

8.9 Tétel (Oettli-Prager). Egy & szamitott megoldds akkor és csak akkor megol-
ddsa egy (A+ AA)Z = b+ Ab perturbdlt egyenletrendszernek, ahol AA € D és
Ab e G, ha

I (2)] = |Az — b] < JA |Z| + 0b. (6.15

)
Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy létezik AA € D és Ab € G tigy, hogy (A + AA)z
b+ Ab. Ekkor

|Az —b] = |(A+AA)z — AAZ — (b+ Ab) + Ab|
< [(A+AA)Z — (b+ Ab)| + |AAz| + |Ab|
< 0A|Z| + ob.

Forditva tegyiik fel, hogy 7 kielégiti az (6.15) egyenl6tlenséget. Legyen r = Az —b,
s = 0A|z| + 0b és

b  has; #0

v 0, ha S; = 0 -
Fennall, hogy |t;| < 1 és az s; = 0 feltételbdl kovetkezik, hogy r; = 0. Tehat

J=1 Jj=1
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Legyen ¢; = 6b;t; és e;; = —da;;sign (2;)t;, akkor az r definicioja alapjan
n n
r, = Zai]’j}j — bZ = — Zeij@- +5i7
=1 j=1

vagy ekvivalens formaban

n

Z (CLZ‘]‘ + eij) Z%j = bz + Ei-

j=1
A AA = [e;]”._, matrixra komponensenkeént fennall, hogy |e;;| < da;j, a Ab =

irj=1
e1,...,en]" vektorra pedig fennall, hogy |Ab| < 6b. Ezzel a tételt igazoltuk. O

A tétel alkalmazasahoz nem kell a kondicioszam ismerete. A gyakorlatban §A
és 0b elemei a gépi epszilonnal aranyosak.

6.2. Wilkinson tétele

Wilkinson igazolta, hogy az Ax = b egyenletrendszer Gauss-mddszerrel lebegdpon-
tos aritmetikdban kapott & kézelitd megolddsa kielégiti az

(A+AA)zT =10 (6.16)
egyenletrendszert, ahol
|AAlL, < 80%p, [ All o u+ O(w?). (6.17)

A p, a pivot elemek ndvekedési tényezdje. Minthogy a gyakorlatban p, kicsi, a

|AA] 3 2
——= < 8n°pru + O(u)
[

relativ inverz hiba is az. Ezért a Bunch tétel (8.6 Tétel) alapjan a Gauss-eliminacié
gyengén stabil mind a teljes, mind pedig a parcidlis f6elemvalasztas esetén.
A Wilkinson tételbdl kapjuk, hogy

|AA]

condoo(A)”A—Hoo < 8n’ppeonde (A)u+ O (u?).
Kis kondicioszam esetén feltehetjiik, hogy 1—cond,(A) ”ﬁ(ﬁ“w ~ 1. A 8.5 Tétel
felhasznalasaval (Ab = 0 eset) a direkt hibara az alabbi kozelité becslést kapjuk:
1Az 3
——= < 8n’pycondy (A) u. (6.18)

1],
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Ez az 6kolszabaly helyességét tamasztja ala a Gauss-modszer esetén.
Tekintsiik a kovetkezd példat, amelynek egyiitthatoit pontosan tudjuk abrazol-
ni:
888445z, + 887112249 = 1,
887112z, + 885781xy = 0.

Itt cond(A)s ugyan nagy, de cond,(A) H”AA””m elhanyagolhat6 az 1 mellett. A

feladat pontos megoldasa x; = 885781, x5 = —887112. A MATLAB altal adott
kozelitd megoldas £ = 885827.23, 25 = —887158.30, amelynek relativ hibaja

2 — 5922 x 107°.

Minthogy s ~ 16 és cond(A)_ =~ 3.15 x 10" az eredmény lényegében megfelel
a Wilkinson tételnek, ill. az okolszabalynak A Wilkinson tétel az inverz hiba
mértékére a

|AAll, <1.26 x 107°

becslést adja. Az Oettli-Prager tételt a 0A = ey |A| és b = €jy |b] valasztéssal
alkalmazva kapjuk, hogy |r (%) < dA|Z| 4+ 6b. Minthogy ||0A| . = 3.94 x 10719,
ez jobb becslést ad a [|[AA|_ inverz hibara, mint a Wilkinson-féle eredmény.

6.3. Utodlagos hibabecslések

A valamilyen moédszerrel kapott kozelité megoldas hibajanak utélagos becslésére
azért van sziikség, hogy valamilyen adatunk legyen az eredmény megbizhatdsaga-
rol. A kovetkezGkben harom ilyen modszert ismertetiink.

6.3.1. A direkt hiba becslése a rezidualis segitségével

8.10 Tétel (Auchmuty). Jeldlje T az Ax = b egyenletrendszer valamilyen mddon
kiszamitott kozelitd megolddsdt. Fkkor igaz, hogy

2 IIATT( )5’

ahol ¢ > 1 konstans, amely A-tdl fiigg.
Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy A nemszingularis, & # z = A7'b és legyen

Cy(A) = max || ATyl|, |47y,

lylla=1
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Azt igazoljuk, hogy
a2 2
@)l <|lz -2z, < Cy (A) (@) I3 ’

[AT7 ()]l

@I = r(@)r() = r(@)7AG - 2) = (AT ()" (@ - 2)| <
< ||ATr (2)

) T —z,.

Ezt osztva az HATT(QZ)Hz mennyiséggel kapjuk az egyenlGtlenség baloldalat. A
C5(A) mennyiség felirhato az ekvivalens

Cy(A) = max 1Ay ][, 1Ayl
v70 lyll3

alakban is. Marmost az y = r(Z) # 0 helyettesitéssel kapjuk, hogy

AT @] A @l _
r@E

Atrendezéssel és az A™'r(2) = @ — x Osszefiiggés figyelembevételével kapjuk a
bizonyitando6 egyenl6tlenség jobboldalat. [

Megemlitjiik, hogy a c hibakonstans értékét nem befolyasolja az ©—ax hibavektor
nagysaga, csak az irdnya. Igaz tovabba, hogy

Cy(A).

o (A) = % (Cond2 (A) + ) < conds (A).

conds (A)

A szamitogépes tapasztalatok azt mutatjak, hogy ¢ nem tual nagy szam, gyakran
¢ < 100. Az Gsszefiigges alapjan a rezidualis és az ||r(2)|3 / ||ATT(:%)H2 hanyados
meghatarozasaval nagysagrendileg helyesen becsiilhetjiik a kozelité megoldas ab-
szolut hib4jat.

6.3.2. Az HA_lH LINPACK becslése

A LINPACK programesomagban hasznaljak a kovetkez6 eljarast || A~ becslésére.
Oldjuk meg rendre az ATy = d, Aw = y egyenletrendszereket! Az [|A~!|| becslése:

-1 NM -1
HA ” ~ ||?JH (S HA H) (6'19)
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Minthogy
Jwl _ [[A~" (ATd)]

Iyl ATd

az eljaras felfoghato a sajatértékszamitasi fejezetben ismertetésre keriilg hatvany-
modszer alkalmazasanak. A becslés az 1,2 és oo normak esetén alkalmazhato.
A d vektor javasolt komponensei +1 értékiiek. Az elGjeleket lehet véletlenszert-
en valasztani. A LINPACK rendszerben az elGjelek megvélasztésa egy adaptiv
stratégiaval torténik.

Ha az Ax = b egyenletrendszert az LU-modszerrel oldottuk meg, akkor a tovab-
bi egyenletrendszerek megoldasa O(n?) régi flop rendszerenként. Igy a LINPACK
becsls eljaras koltsége kicsi marad. Az ||[A7Y| becslés segitségével cond(A) és a
kozelité megoldas hibaja mar konnyen becsiilhets (v.6. a 8.5 Tétellel, vagy az
okolszaballyal). Megjegyezziik, hogy mas hasonlo eljarasok is ismertek.

6.3.3. Az inverz hiba Oettli-Prager-féle becslése

Az inverz hiba becsléséhez az Oettli-Prager eredményt a kovetkez6 forméban szokés
hasznalni. Legyen r (&) = AZ — b a rezidualis hiba, £ € R™" és f € R" adottak
ugy, hogy £ >0 és f > 0. Legyen

W — max r (2),]

i (B2l + /),

ahol 0/0-at 0-nak, p/0-at pedig oo-nek definidljuk, ha p # 0. Az (y), jelolés az y
vektor i-edik komponensét jeloli. Ha w # oo, akkor van egy AA métrix és egy Ab
vektor, amelyekkel fennall

[AAl SwE, [Ab<wf

és

(A+ AA)z =b+ Ab.
Tovabba w a legkisebb olyan szam, amelyre a fenti tulajdonsaga AA és Ab létezik.
Az w mennyiség az E és f mennyiségekben kifejezett relativ inverz hibat méri.
Ha egy adott E, f és & esetén w kicsi, akkor a perturbalt probléma is (és ennek
megoldésa is) kozel van az eredetihez (és ennek megoldasidhoz). A gyakorlatban
az E = |A|, f = |b| valasztast preferaljak.

6.4. A kozelit6 megoldas iterativ javitasa

Az eljaras els6 ismert alkalmazasa Fox, Goodwin, Turing és Wilkinson nevéhez
fiiz6dik (1946). Jelolje & az Az = b egyenletrendszer kozelité megoldasat. Legyen
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r(y) = Ay — b az y pontbeli rezidualis hiba. Az % kozelité megoldas pontossagat
a kovetkezd iterativ eljaréssal lehet javitani.
AZ ITERATIV JAVITAS ALGORITMUSA:
1= 17 T = x
fori=1,...
r=Ax;, — b
Szamitsuk ki az Ad = r egyenletrendszer d kdzelits megoldéasat az LU-
modszer segitségével!
Tig1 = Ty — d
Ha HJH / l|z;|| < tol, akkor vége.

end

Az eljarés kiilonféle valtozatai ismertek. Az LU-moédszer helyett mas modszer
is hasznalhato.

Legyen n az a legkisebb relativ inverz hibakorlat, amelyre

(A+AA)z=b+ Ab, |AA| <nl|A|, |Ab <nlb|.
Legyen tovabba

7 (A,) = max (|A|[2]); / min (|A] [2]),, min (4] |a]), > 0.

Igaz a kovetkezs
8.11 Tétel (Skeel). Ha k. (A1) o (A, z) < ¢1 < /ey, akkor elég nagy i esetén
fenndll, hogy

(A+AA)z; =b+ Ab, |AA| <4dnep |A|, |Ab|] < 4nep |b]. (6.20)

Ez az eredmény gyakran az els§ iteraci6é utan, az ¢ = 2 értékre teljesiil. Jan-
kowski és Wozniakowski az iterativ javitast a Gauss-eliminaci6é helyett tetszéleges
olyan ¢ modszerre vizsgaltak, amely az Ax = b egyenletrendszer 1-nél kisebb rela-
tiv hibaju & kozelitését allitja els, azaz amelyre ||z — z|| < q||z]| (¢ < 1). Igazoltak,
hogy az iterativ javitas még egyszeres pontossagi lebegépontos aritmetikdban is
javitja a kozelité megoldés pontossagat és a ¢ modszert gyengén stabilla teszi.

6.5. Feladatok

1. Oldjuk meg az

1 -1 1 T —1772893
—1 888445 887112 Ty | = 1
1 887112 885781 T3 0
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egyvenletrendszert és vizsgaljuk a megoldas hibajat.

2. Oldjuk meg az Ax = b egyenletrendszereket a sima és a részleges fGelemkiva-
lasztasos Gauss modszerrel az alabbi adatok esetén. Hatérozzuk meg a kondicio-
szamokat és vizsgaljuk meg a kapott megoldasok hibajat a fejezet modszereivel
iterativ javitassal és anélkiil.

3¢ 2 1 3+ 3¢
A=1|2 2 21, b=16 , ek 1. (6.21)
1 2 -1 2
3 2 1 3+ 3¢
A= 2x10% 2 21, b=16 , (6.22)
106 2 —1 2
3 2 1 3+3x10°°
A=12 2x10% 2x10% |, b=| 6x10° ) (6.23)
1 2x1076 —10°¢ 2x 1076

Mi a kapcsolata az egyes egyenletrendszereknek?

3. Legyen A 10 x 10-es matrix és valasszuk prekondicionalé matrixnak az A fGat-
l6jabol és két mellékatlojabol allo savmatrixot. Mennyit javul a rendszer kondi-
ciészama, ha (i) A véletlen matrix; (ii) A Hilbert-méatrix?
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7. fejezet
A SAJATERTEK-PROBLEMA

A matrixok sajatérték-feladatanak megfogalmazasahoz sziikségiink van a komp-
lex elemd méatrixok és vektorok bevezetésére. A komplex elemii n-dimenziés osz-
lopvektorok halmazat C™-el jeloljiik. Hasonloképpen az m x n tipusi komplex
elem@ matrixok halmazat C™*" jeloli. Nyilvanvaléan fennall, hogy R™ C C" és
R™ ™ C C™* ™. A valos elemii vektorokra és matrixokra bevezetett miiveletek és a
determinans értelemszertien ugyanazok maradnak a komplex esetben is. Ezekhez
jon még két miivelet: a konjugalas és a hermitikus transzponalas. Egy A € C™*"
matrix konjugaltjan az A = [Eij]?:‘j’il e C™ ™ matrixot eértjikk. Egy A € C™*"
hermitikus (vagy konjugalt) transzponaltjan az

AH Z AT ¢ grxm

matrixot értjiik. A valdos matrixok esetén a konjugélas a matrixot nem véltoztatja
meg. Ezért valos matrixok esetén a hermitikus transzponéalt egybeesik a kozonséges
transzponalassal. A komplex vektorok és méatrixok norméjanak definici6ja az R",
illetve R™*™ halmazok C"-re, ill. C"*"-re torténd cseréjétdl eltekintve valtozatlan
marad. Az 1. Fejezetben bevezetett konkrét normék esetén a valos szam abszolut
értéke helyett a komplex szam abszolut értékét kell érteni. Az euklideszi és a
Frobenius norma definicioja azonban az aldbbiak szerint modosul

1], = (Z\%!Q) : (7.1)

1Al = (ZZ\%V) : (7.2)

i=1 j=1
ahol a definici6kban szerepl6 abszolut értéken a komplex szamok abszolat értékét
kell érteni. Vegyiik észre, hogy = € C" esetén |z||, = (27 z) 12

81
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9.1 Definicié. Legyen A € C™*" tetszdleges mdatriz. A N € C szdmot az A
mdtriz sajatértékének, az x € C" (x # 0) vektort pedig a )\ sajatértékhez tartozd
(jobboldali) sajdtvektornak nevezzik, ha

Az = Az (7.3)

A sajatvektor egy olyan vektor, amelyet az x — Ax leképezés a sajat hatas-
vonalan hagy (iranyitas, nagysag valtozhat). A sajatérték-feladat megoldasa a
sajatértékek és a hozzajuk tartozo sajatvektorok meghatarozasat jelenti.

Egy x sajatvektor t-szerese is sajatvektor ¢ # 0 esetén, ui. A(tx) = tAx =
tAr = A(tx). Az Ax = Az egyenletrendszer atrendezéssel az ekvivalens (A—\)z =
0 alakra hozhat6. Ennek a homogén egyenletrendszernek akkor és csak akkor van
zérustol kiilonb6z6 megoldasa, ha det(A — A1) =0. A

all — A ai2 cee A1n
a Aoy — A ... Qon,
d(\) = det(A — ) = det doomon ? =0 (74
Qn1 Qn2 e G — A

egyenletet az A maétrix karakterisztikus egyenletének nevezziik. A determinénst
kifejtve a A\ valtozd n-ed foku polinomjat, azaz a

S(N) = (=1)" (A" — A" — .~ paih — pa) (7.5)

polinomot kapjuk. Az algebra alaptétele miatt az A n x n matrixnak a multiplici-
tasokat is beleszamitva pontosan n sajatértéke van. Egy A\, sajatértékhez tartozo
linedrisan fiiggetlen sajatvektorok szama legfeljebb annyi, mint \; multiplicita-
sa a ¢(A\) = 0 karakterisztikus egyenletben. Kiilonboz6 sajatértékekhez tartozo
sajatvektorok linearisan fiiggetlenek.

Legyen A € C™ " tetsz6leges. Megmutathato, hogy A sajatértékei A sajatértéke-
inek konjugaltjai. Legyen X\ az A tetszéleges sajatértéke és y € C" egy ehhez
tartozo sajatvektor: A7y = \y. Mindkét oldal hermitikus transzponaltjat véve
kapjuk, hogy

yH A = Ayl

Az y € CY™ sorvektort az A matrix \ sajatértékhez tartozo baloldali sajatvek-
toranak nevezziik. Ha )\ az A matrix egyszeres sajatértéke, = és y a hozzatartozo
jobb- és baloldali sajatvektorok, akkor yx # 0.

Legyen A valos matrix és vegyiik az Az = \x (A € R™™, X\ € C, x € C")
egyenlet mindkét oldalanak komplex konjugaltjat: AT = AT. Azt kapjuk, hogy ha
A az A komplex sajatértéke (és x a hozzatartozé komplex sajatvektor), akkor A az
A-nak szintén sajatértéke (és T a hozzatartozo sajatvektor). Tehat valos matrixok
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sajatértékei vagy valosak, vagy komplex konjugalt sajatértékparok lehetnek. Valos
méatrixok komplex sajatértékeit és sajatvektorait valos aritmetika hasznélata esetén
csak specialis technikakkal kaphatjuk meg.
9.1 Tétel. Legyen A az A mdtrix tetszdleges sajdtértéke. Tetszbleges indukdlt
mdtriznormaban fenndll, hogy |\ < ||A].

Bizonyitas. |[Az]| = |A|||z| = ||Az| < ||A] ||z], ahonnan = # 0 miatt
IA| < |JA|| adodik. O
9.2 Tétel. Legyen p(z) = bpz" + ... + bz + by tetszdleges polinom. Ha az A
mdtriz sajatértékei A1, g, ..., Ay, akkor a p(A) = bpAF + ...+ b1 A+ byl mdtriz
sajdatértékei: p(A1),p(A2), ..., p(An)-
Kovetkezmény. Az A* mdtriz sajdtértékei \Eo XS ... 2\F
9.3 Tétel. Tegyiik fel, hogy a T n x n mdtrizra det(T) # 0 teljesil. Ekkor az A
és B = T YAT midtriz sajdtértékei megeqyeznek. Ha v az A sajdtvektora, akkor
y=T"'x a B sajdtvektora.

Bizonyitas. Definici6 szerint

Av =X r & T 'Av = T""'2 & T 'AT(T '2) = N(T"'z) & By = \y,

ami bizonyitandé volt. [J

Az A — T7YAT leképezést hasonldsdgi transzformdcionak nevezziik. Az A és
B métrix hasonld, ha van egy T matrix gy, hogy B = T1AT. A 9.3. Tétel
tartalma az, hogy hasonl6 matrixok sajatértékei megegyeznek.

9.2 Definicié. Egy A mdtriz diagonalizdlhatd, ha van olyan T mdtriz (det(T)
#0), hogy a T AT hasonlé mdtriz diagondlis.

A diagonalizadlhatosag pontos feltételét meglehet&sen bonyolult ellenérizni.
9.3 Definicib. Azt a legalacsonyabb foku p(z) polinomot, amelyet A kielégit, azaz
p(A) =0, az A mdtriz minimdlpolinomgjinak nevezziik.

A minimalpolinom konstans szorzotol eltekintve egyértelmt. Igaz a kovetkezs
9.4 Tétel. Egy A mdtriz akkor és csak akkor diagonalizdlhatd, ha minimdlpoli-
nomjdanak minden gyoke egyszeres.

A tételnek csak elméleti jelentGsége van. Altalanos esetben a kovetkezs fontos
eredmény igaz.

9.5 Tétel (Jordan). Legyen A tetszdleges n X n mdtriz. Létezik olyan nemszin-
guldris X mdtriz és m természetes szam, hogy

J 0 ... 0

XTUAX = diag( ..., ) = | O ] (7.6)
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ahol ~ -
A 10 ... ... 0
0 X 1 0
J; = 7.7
; (7.7
0 .. 0 A ]

un. Jordan blokk n; X n; méretd és 221 n; = n. A blokkok szdma és mérete
sorrendjuktdl eltekintve egyértelmd.

Az XTAX =diag(Jy, ..., ) elsallitast Jordan-féle normdlalaknak nevezziik.
Az n; blokkméret nem feltétleniil azonos A, multiplicitasaval. Minden sajatérték
szerepel legalabb egy blokkban, de egy A sajatértékhez tobb kiilonb6z6 méreti
Jordan blokk is tartozhat. A blokkok mérete csak bonyolult vizsgalatokkal hata-
rozhato meg. Diagonalizalhato matrixok esetén a J; Jordan blokkok természetesen
1 x 1 méatrixok és m = n.

Az Osszes sajatérték és sajatvektor meghatarozasa elvileg sem konnyt feladat.
A nehézségeket tovabb fokozza az a tény, hogy a sajatértékek és sajatvektorok a
matrixelemek megvaltozésara erGsen érzékenyek. Az eredeti A matrix és a pertur-
balt A+ 0 A matrix sajatértékei jelentGsen eltérhetnek egymastol és a sajatértékek
multiplicitasa is megvaltozhat. A sajatérték-feladat érzékenységét a kovetkezs té-
telekkel és példakkal jellemezhetjiik.
9.6 Tétel (Ostrowski-Elsner). Az A € C™" mdtriz minden \; sajdtértékhez
létezik a perturbdlt A + 0A mdtrix eqy olyan g sajdtértéke, hogy

A = il < (20 = 1) (| Ally + A+ 0A]) "= [[8A]5 - (7.8)

A tétel azt mutatja, hogy a sajatértékek folytonosan valtoznak és azt, hogy a
megvaltozis mértéke aranyos a 0 A perturbacié mértékének n-edik gyokével.
Példa. Vizsgaljuk meg egy u sajatértékhez tartozo r x r méretd Jordan métrix
alabbi perturbaciojat:

w10 ... 0
0 u 1 :

) 0
0 teop 1
i 0O ... 0 p|

A perturbalt matrixhoz tartozo karakterisztikus egyenlet (A — p)” = €, ahonnan
az eredeti Jordan matrix r-szeres p sajatértéke helyett az r kiilonb6z6

A = pu+ €Y7 (cos (2sm/r) +isin (2s7/r)) (s =0,...,7r—1)



85

sajatértéket kapjuk. A sajatértékek megvaltozasanak mértéke €!/7. amely megfelel

a 9.6 Tétel allitasanak. Ha példaul |p| ~ 1, r = 16 és € = ey &~ 2.2204 x 10716
értékeket vessziik, akkor a sajatértékek eltérése ~ 0.1051. Ez pedig a matrix
perturbaciojahoz képest a sajatértékek egy igen jelentGs mértékd megvaltozasat
jelenti.
Specialis tulajdonsagi matrixok és perturbaciok esetén a sajatértékek megval-
tozasa az Ostrowski-Elsner tételben latottnal joval kisebb is lehet.
9.7 Tétel (Bauer-Fike). Legyen A € C*™" diagonalizdlhaté mdtriz, X ' AX =diag(A\1,..., \,)
és jeldlje p az A+ 0 A mdtriz sajdtértékét. Ekkor

min |\; — p| < condy(X) ||d4],. (7.9)

1<i<n

Tehat diagonalizalhatdé matrix perturbécidja esetén a sajatértékek megvalto-
zasanak mértéke ardnyos az altalaban ismeretlen X matrix kondiciészamaval és
|0A||,-val. Ez aszimptotikusan lényegesen jobb eredmény mint az Ostrowski-
Elsner tétel, azonban ne felejtsiik, hogy cond, (X)) igen nagy is lehet.

Az A métrix sajatértékei folytonos fliggvényei a matrix elemeinek. Ez a nor-
malt sajatvektorokra is igaz, ha a sajatértékek egyszeresek. A kovetkezd példa is
mutatja, hogy az utobbi allitas tobbszoros sajatértékek esetén méar nem igaz.
Példa. Legyen

1+ tcos % —tsin
A(t):[ —tsingg 1—tcosg

Az A (t) matrix sajatértékei \y =141t és Ay =1 —t. A )\ sajatértékhez tartozo
sajatvektor [sin (1/t),cos (1/1)]", a Ap-hoz tartozo pedig [cos (1/t), —sin (1/t)]".
Ha t — 0, akkor

D
o~ | DO+ | DN

I ero.

T

10

A(t)—>[z[0 1

:| ) )\17 )\2 — 17
mig a sajatvektorok sehova sem tartanak.

Legyen A az A € C™*" métrix egyszeres sajatértéke, x és y pedig a hozzatartozo
jobb- és baloldali sajatvektorok. Az A = A + E perturbalt matrixnak létezik
pontosan egy A sajatértéke, hogy

H

~ y' Ex
A=A+ s +O(|E]3) - (7.10)

Innen kénnyen kapjuk, hogy

5 [yl 1]
A — )\‘ < 222 B, .
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Y1l 1l
v=urv(\) ]
mennyiséget a A egyszeres sajatérték kondiciészamanak nevezziik. T6bbszoros
sajatértékek kondicidszama nem véges. Igaz a kovetkezd
9.8 Tétel (Bauer-Fike). Legyenek A € C™ " sajdtértékei egyszeresek és X TAX =
X1AX =diag(\i, ..., \n). Ekkor igaz, hogy

1 1

A sajatértékek elhelyezkedésének geometriajat jellemzi a kovetkezd
9.9 Tétel (Gersgorin). Legyen A € C"*",

n

ri= > lagl (i=1,...,n) (7.12)

=1,
és
D,={ze€C|lz—ay| <mr} (GF=1,...,n). (7.13)
Ekkor az A mdtriz minden \ sajdtértékére fenndll, hogy
A€ UL, D (7.14)
Bizonyitas. Legyen v = [vy, ... ,vn]T a A-hoz tartozo sajatvektor, i pedig az

az index, amelyre fennall, hogy ||v||_ = |v;| > 0. Az Av = Av egyenletrendszer
1-edik egyenlete

n
)\”Ui = a;V; + E AV,
J=15#i
ahonnan atrendezéssel

n

< > agl vl

J=Lj#i

n
E aijvj

J=Lj#i

|Av; — ;v = |A — il |vi] <

adodik. Mindkét oldalt |v;|-vel elosztva kapjuk, hogy
|)\ — Cll'i| S ;.

Minthogy minden A sajatérték benne van valamelyik D; korlemezben, az 6sszes
sajatérték benne van az egyesitésiikben. [

A sajatértékeket tartalmazo korok egy részének sugarat sok esetben csokkent-
hetjiik, ha a Gersgorin tételt az A-hoz hasonlé S™'AS métrixra alkalmazzuk, ahol
S egy alkalmasan megvélasztott diagonélis matrix.
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Példa. Az
1+¢ 20 /2
A=1| 1/2 4 )2
1/2 1/2 6+i
matrix esetén r; = 2.5, ry = r3 = 1. Legyen S =diag(1,1/2,1/2). Az S~'AS
matrix esetén a megfelel6 korsugarak: r; = 1.25, o = r3 = 1.5. Tehat egy

korsugar csokkent, mig a tobbiek novekedtek.

Tekintsiik a D =diag(Ag, ..., \,) diagonalis matrix D + E alakt perturbécio-
jat. A Gersgorin tétel miatt a D + E matrix tetszéleges p sajatértéke benne van
valamelyik korlemezben. Ha ez az i-edik, akkor

n

=N —ei| < Z leij] -

=1, j#i

Az |a —b| < |a| + |b| egyenlGtlenség miatt ebbdl kovetkezik, hogy

= Al < fey] < max (Z |e¢j|> = Bl -
P =1

Kimondhatjuk tehat, hogy mini<;<, |t — Ni| < ||E||,. Legyen az A € C™"
matrix diagonalizalhato, azaz X 'AX = D =diag(\, ..., \,). Az A métrix A+ F
perturbaciojara fennall, hogy

A+E=XDX '"+E=X(D+X'EX) X"

Minthogy A + E és D + X 'EX hasonloak, sajatértékeik is megegyeznek. D +
X'EX a D diagonalis matrix perturbicioja. Ezért az el6z6 okfejtés alapjan A+E
tetszoleges p sajatértékére fennall, hogy
min [ —A;| < |XT'EX|| < conds (X) | E] - (7.15)

A kapott egyenl6tlenség pedig nem méas mint a Bauer-Fike tétel co-normaban.

Végiil a kozelit6 sajatérték-sajatvektor parok josdganak megitélésével foglal-
kozunk. Legyen p az A matrix kozelité sajatértéke és x a hozza tartozo kozelité
sajatvektor, amelyre fennall, hogy ||z|, = 1. Azt vizsgaljuk, hogy mennyire telje-
sill az Ax = px egyenlet. Jelolje r = Ax — px a kozelités rezidualis hibajat. Ha
r = 0, akkor p és x pontos sajatérték, ill. sajatvektor. Ha r # 0, akkor kérdés,
hogy ||7]|, kicsinysége mond-e valamit a kozelités pontossagarol. Sajnos, dltalaban
semmire sem lehet kovetkeztetni. Tekintsiik az

=[]



88 7. FEJEZET. A SAJATERTEK-PROBLEMA

matrixot, ahol € ~ 0 kicsi. Az A (¢) matrix sajatértékei 1 + /e. Legyen p =1 és
x = [1,0]". Ekkor a kozelits sajatérték hibaja +1/e és

= || 7]

Ha most példaul ¢ = 107!, akkor a rezidudlis 6t nagysagrenddel alulbecsli a
tényleges 107° hibat.
Legyen x # 0 és u € C tetszéleges, r = Ax — px. Ekkor az

= €.
2

’I“J]H

EF=— 7.16

i (7.16)
matrix olyan, hogy (A+ E)z = px és ||E|l, = ||r|l,/ ||z|,. Tehat E a (p,z)
sajatérték-sajatvektor kozelités inverz hibaja. Ha p a A egyszeres sajatérték koze-
litése, akkor még az is fennall, hogy

A= pl=vN)IE,- (7.17)

Az el6z6 szampéldaban valojaban a v (1 £ /€) kondiciészam nagy és ez okozta
az Ot nagysagrendi alulbecslést. Az 14 /e sajatértékhez tartozo bal-, illetve jobb-
oldali sajatvektorok [1,+1/y/€”, ill. [1,++/e]". Ennek megfelelsen v (1 4 /) =
$1/2+ e+ 1. Az e = 10710 érték esetén v (A 2) ~ 5 x 1074 Ez nagyjabol megfelel
az alulbecslés mértékének. Vegyiik még észre, hogy € — 0 esetén a v (1 + \/e)
kondicioszam végtelenhez tart. A hatarértékként kapott A (0) matrixnak az 1
kétszeres sajatértéke.

Legyen az A € C™™ matrix kozelit sajatvektora z # 0. Azt vizsgaljuk, hogy

milyen 1 kozelits sajatérték minimalizalja az ||r||, = ||Az — px||, rezidualis hibat
és ennek kovetkeztében az E = —rxfl/ (xHx) inverz hibat. Fennall, hogy
5 2 ot Az |? ’xHAx‘Q ) }xHA:cf
HTH2 = HAZ‘HQ + K quz - ]| - 5 2 HA‘THQ TN
2|l [ ]l
Az egyenlGség pontosan akkor teljesiil, ha p ||z, — ﬁ;f;‘“ = 0. Tehat a rezidualis
hibat a
i Ax
=R = 7.18
p=R) =" (7.18)

érték minimalizélja. Az R (z) értéket Rayleigh-féle hanyadosnak neveziik. Ha x a
A sajatértékhez tartozd pontos sajatvektor, akkor R (z) = A.



7.1. FELADATOK

7.1. Feladatok

1. Tekintsiik a kovetkezd 10 x 10-es matrixot

Vizsgaljuk meg a sajatértékek megvéltozasat e = 0,1075,1075, 1077 esetén!
2. Vizsgaljuk meg a Bauer-Fike tétel becslését az 1. Feladat A = A(0) matrixahoz

képest!

3. Legyen a,b € R™. Az [|Al|, = [Anax(ATA)] 2 definicio alapjan igazoljuk, hogy
HabT”2 = |lall, ||bll,! (Az allitast az 1.3 fejezet egyik példajaként mas modon mar

belattuk.)

[ 10 10
9

3

10
8

10

2

10
1
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8. fejezet

SAJATERTEK-PROBLEMAK
ITERATIV MEGOLDASA

Csak valos elemii métrixok valos sajatértékeit és sajatvektorait vizsgaljuk. A mod-
szerek értelemszerd modositasokkal kiterjeszthet6k a komplex esetre is.

8.1. A hatvianymobdszer

A von Mieses-t6] szarmazé modszer alapgondolata a kovetkezs. Tegyiik fel, hogy
az A n X n tipusa valés métrixnak pontosan n kiilonbozs valos sajatértéke van.
Ekkor a Ay,..., A\, sajatértékekhez tartozo xq, ..., x, sajatvektorok linearisan fiig-
getlenek. Tegyiik fel, hogy a sajatértékek kielégitik a

feltételt és legyen v(® € R™ adott! A sajatvektorok linearis fiiggetlensége miatt
v egyértelmiien elsall v(© = a 21 + aoxy + . .. + a2, alakban. Tegyiik fel, hogy
a; # 0. Képezziik a v = Av=D = Aky(©) (k= 1,2,...) sorozatot! A kiindulo
feltevések miatt

v = Ap© Al + agzy + ...+ apy)

= Oél)\ll’l + OéQ)\QIQ + ...+ Oén)\nllfn,

v® = A = A M e a Ty L+ ap N y)
alx\’fxl + agx\gxg +...+ ozn/\ﬁxn

k k
= )\’f(alxl%—ag(’;—f) :172+...+an<§—’;> $n>

91
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Legyen y € R™ tetsz6leges olyan vektor, amelyre y?z; # 0. Ekkor

k+1
k+ Ai
yT Av®)  yTylkt) Af (Oély T+ i, (A ) Z/TSUZ)
Tyk) — o Topk) i N
/ y AY (alyT% + D i (%) yT%‘)

ha k — co. Minthogy |Ax/A1] < |A2/A1] <1 (k> 2) miatt
o)

/\k

—)>\1,

— 011

és |o® | /(| M| lleazall) — 1, a Ay sajatértékhes tartozo sajatvektort is megkap-
hatjuk. Ha ugyanis az v*) vektor helyett az egységnorméji v(®)/ ||v(k)Hoo vektort

képezziik, akkor fennall, hogy
v Neayay

% ~ Tk
0@ [N lara |

T
[E3Y/ .

= sign ()‘l)k sign (o)

= Zk-

Az, vektor sorozat minden eleme A sajatvektora. Negativ \; esetén azonban
a 2z és az 6t megkozelits v/ Hv(k)Hoo vektorsorozatok iranyitasa valtakozo lesz.

T
Legyen v®) = [vik), . ,v,(lk)} . Ekkor az algoritmus alakja a kovetkezd.

A HATVANYMODSZER ALGORITMUSA (v(? € R™ input adat):
for k: 1,2,...

)/ Tyk=1) " (yT € R, 1épésenként valtozhat, yT v £ 0)

end
A fentiek alapjan fennall, hogy

v® gy, Vi = A1. (8.1)

A v®) — 2y konvergencian itt azt értjiik, hogy v®) hatésvonala tart ; hatasvo-
naldhoz. Az y vektort dltalaban egységvektornak valasztjuk gy, hogy ha ‘ (U(k))l.| =

Hv H , akkor legyen y = ¢;. Ha az y = v* Y valasztast hasznaljuk, akkor

e = DT 4ylk— 1)/( )T gy (k= 1)) a v® vektorhoz tartozé R (v(k_l)) Rayleigh
hanyadossal azonos. Az el6z6 szakaszban mar lattuk, hogy ez a valasztis adja a
A1 sajatérték minimalis rezidualis hibaju kozelitését.

Az eljaras a |A\o/A;| nagysagrendtdl fiiggs konvergencia sebességgel rendelke-
zik. A modszer erésen érzékeny a v(® kezdGvektor megvalasztasara is. Ha a; = 0,
akkor az eljaras nem konvergal a A\; dominans sajatértékhez. Bizonyos matrix-
osztalyok esetén igazoltak, hogy véletleniil valasztott v(®) kezdévektorok esetén 1
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valoszintséggel konvergél az eljaras. Komplex sajatértékek, illetve tobbszoros Aq
esetén az eljarast modositani kell. Az eljaras konvergenciajat gyorsitani lehet, ha
az A—ol an. eltolt matrixra alkalmazzuk, ahol o alkalmasan megvélasztott szam.
Az A — ol matrix sajatértékei ui. \y — o, Ay — 0,..., A\, — 0 és a megfelel6 kon-
vergencia tényezs: [\ — o| / |\ — o|. Ez utobbi o iigyes megvalasztéasaval kisebbé
tehetd mint |/\2/>\1|

A hatvinymodszert az

el [[Av™ = o

W,
= <e€
o™, o™,

1Bkl =

kilépési feltétellel szokés leallitani. Ha a hatvanymodszert szimultan alkalmazzuk
az AT matrixra és wy, = (AT)k wy, akkor

w®] |lu®)
oy 1 [

|wi; v
a A1 kondicibszamanak egy becslését adja. Ekkor értelemszertien a
v (M) [[Eelly < €

kilépési feltételt hasznaljuk.

A hatvanymoédszert, amely igen elényOs lehet nagymeéretd ritka métrixok ese-
tén, leginkabb a legnagyobb, ill. a legkisebb abszolut értéki sajatértékek meghata-
rozasara hasznaljuk. Ez utobbi a kovetkezsképpen torténhet. Az A~! sajatértékei:
/\%’ e Ai Ezek koziil a legnagyobb abszolut értékd sajatérték ﬁ lesz. Alkalmaz-
zuk a hatvinymodszert A~'-re a kovetkezd formaban:

AZ INVERZ HATVANYMODSZER (v¥ € R", y € R"):
for k=1,2,...
Oldjuk meg az Az*) = v*=1 egyenletrendszert z*)-ral
e = yT2®) JyTyh=1)
v®) = 2(k)/ Hz(k)Hoo

end

Nyilvanvalo, hogy alkalmas feltételek mellett 7, — 1/A, és v®) — z,. Az
Az = =) egyenletrendszer megoldasahoz az LU-médszert célszerti hasznalni.
Az algoritmus szembetiing elénye, hogy nem kell A~'-et meghatarozni.

Ha az inverz hatvanymodszert az eltolt A — ul matrixra alkalmazzuk, akkor
(A — pul)~" sajatértekei (\; — ). Ha p kozelit, mondjuk \-hez, akkor \; — pn —
Ai — . Ezért az eltolt matrix sajatértékeire teljesiil, hogy

Ne—pl ™ >IN —ul Tt (A,
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A konvergencia sebességét pedig a

q = |\ — p| / {max|\; — p|}

hanyados hatarozza meg. Ha p elég kozel van A\i-hez, akkor ¢ kicsinysége miatt
az inverz hatvanyiteracié rendkiviil sebesen fog konvergéilni. Ezt a tulajdonsa-
got hasznalhatjuk ki kozelité sajatvektorok meghatarozasanal, ha egy sajatérték
p kozelitése ismert. Ekkor feltéve, hogy det (A — ul) # 0, az A — pl matrixra
alkalmazzuk az inverz hatvanymoédszert. Annak ellenére, hogy A — ul koézel szin-
gularis matrix és ezért (A — pl) 2® = v®) nem oldhaté meg nagy pontossaggal,
az eljarés sok esetben igen j6 sajatvektor kozelitést ad.

Végiil megjegyezziik, hogy rangszamcsokkents eljardsokkal és egyéb modosité-
sokkal a Mieses eljaras alkalmassa teheté az Gsszes sajatérték-sajatvektor megha-
tarozasara is.

8.2. Ortogonalizalasi eljarasok

Sziikségiink van a kovetkezd definiciora.
10.1 Definicié. Egy Q n x n mdtriz ortogondlis, ha QTQ = I.
10.1 Tétel. ||z||, = ||Qx],.

Bizonyitas. ||z]; = 27z = 27Q"Qz = (Qx)"Qx = ||Qz|3. O

Tehat ortogondlis matrixszal valo szorzas nem valtoztatja meg a vektor eukli-
deszi hosszat.
10.2 Tétel (QR-felbontds). Minden A nxn mdtriz felbonthaté A = QR alakban,
ahol Q ortogondlis mdtriz, azaz QTQ =1 és R felsé hdaromszégmdtriz.

A @ R-felbontas az LU-modszerhez hasonlo eljarast tesz lehetévé. Ha ismert az
A nemszingularis matrix () R-felbontasa, akkor az Ax = b linearis egyenletrendszert
megoldhatjuk a kévetkezGképpen is:

Az = QRx =b < Rx = Q.
Ekkor tehat elég megoldani a felsé haromszogméatrixa
Rz =Q"b

egyenletrendszert.

Egy matrix () R-felbontasara tobb modszer is létezik. Ezek koziil a Gauss-
eliminacion alapulé modszert és a Gram-Schmidt eljarast ismertetjiik.

Legyen A nemszingularis matrix és tekintsiik a B = ATA = RT R Cholesky-
felbontast, ahol R felsé haromszogmatrix. Ekkor a Q = AR~ méatrix ortogonalis,
az A = QR pedig az A métrix QQR-felbontasa. A () méatrix ortogondlis, mert
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QTQ = (RYHY ATAR™ = (R°Y' RTRR™ = I. Az észrevétel alapjan a QR-
felbontast a kovetkezGképpen lehet végrehajtani:

(1) Szamitsuk ki az AT A = RT R Cholesky-felbontést!

(2) Invertaljuk az R méatrixot az RX = I egyenletrendszer megoldasaval!

(3) Szamitsuk ki az Q = AR matrixot!
A kapott Q és R matrixok az A matrix () R-felbontésat adjak.

A most bemutatott eljarasnak elsGsorban elvi jelentGsége van. A gyakorlatban
a Givens- és Householder-moédszereket, valamint az MGS moédszert hasznaljak.

Az MGS vagy modositott Gram-Schmidt eljardas az onmagaban is rendkiviil
fontos klasszikus Gram-Schmidt (CGS) ortogonalizacios eljaras numerikusan sta-
bilizalt ekvivalens valtozata. Legyen

R{al,...,am}:{Z)\jaj ’ )\jGR, jzl,,m}

j=1
az a,...,a, € R" (m < n) vektorok altal kifeszitett linearis altér. Az orto-
gonalizacios feladat a kdvetkezs: Legyen aq, ..., a,, linearisan fiiggetlen. Keres-
siik azon linedrisan fiiggetlen gy, ..., ¢, vektorokat, amelyekre fennall: ¢lq; =

0 (Z 7’&])’ HQZHQ =1 (Z = 17"'7m) es R{alw"vam} = R{qlw”v%n}' A {Qi};’il
vektorrendszert ortonormdlt rendszernek mondjuk. A Gram-Schmidt eljaras alap-
gondolata a kdvetkezd.

Adjuk meg a ¢1,q> vektorokat a kévetkezSképpen: ¢ = a1/ ||aill, és G2 =
as — r12q1. Az r19 vektort pedig valasszuk meg ugy, hogy ¢s Lg; legyen:

Golgy & (ay — 7"12Q1)T G =aiq —ra=0=ry=alq.

Legyen rys = [|Ga|, = Ha2 — (agql) q1H2, és g2 = Go/T92. Eddig kaptuk a ¢ és ¢
vektorokat, amelyek ortonormaltak. Igazolnunk kell, hogy R {a1,a2} = R{q1, ¢}
Vilagos, hogy q1,q2 € R{ay,as} és igy R{q1,q} C R{ay,a2}. Minthogy a; €
RA{q} és az = rooqa + 1121 € R{q1, ¢}, igazoltuk az R {ai,a2} = R{q, ¢}
allitast. Tegyiik most fel, hogy elGallitottuk a ¢y, ..., gx_1 ortonormalt vektorokat,
amelyekre teljesiil, hogy

R{alv"'7ak—1} :R{QI;--ka—l}-

Keressiik a ¢, vektort
k—1
Qr = ar — Z Tjkdj
j=1

alakban ugy, hogy gxLq; (j =1,...,k —1). Ez akkor és csak akkor teljesiil, ha

k—1
ar ¢ :a;‘fql-—erkquqi =0 (i=1,....k—1).
j=1
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Mivel i # j esetén ¢} ¢; = 0 és ¢/ ¢; = 1, kapjuk, hogy
rae=arq (i=1,....k—1).

A kiindulo vektorok linearisan fiiggetlenek, ezért g, # 0 és ry, = ||Gkll, # O.
Legyen qx = Gi/rre- Igazoljuk, hogy R {a1,...,ax} = R{q,...,q}. Tekintve,
hogy R{ay,...,ak—1} = R{q1,.--,q@-1}, a g € R{ay,...,a;} tulajdonsag is

igaz. Forditva
k—1

ap = Z Tikq; + Tkkqk
j=1
miatt ap € R{q,...,q}. Kovetkezésképpen R{ay,...,ax} = R{q1,...,q}. Az

eljarast a kovetkezd formaban algoritmizalhatjuk.
CGS (klasszikus Gram-Schmidt) ELJARAS:

Adottak az aq,...,a, € R" linearisan fiiggetlen vektorok, m < n.
fork=1:m
fori=1:k—-1
Tik = afai
ap = G — TikQ;
end
ek = [laxll,
ar = g /Trk
end
Az eljaras feliilirja az a; vektorokat az ortonormalizalt ¢; vektorokkal. A Q)R-
felbontassal valo kapcsolatot a a, = E;:ll Tikq; + Trrqr Osszefliggés adja meg.

Ugyanis fennéll, hogy

a; = qirn

Az = (1T12 + @2T22

a3 = 1713 + @2723 + 3733

Am = q1T1m + qoTom +...+ AmTmm

Ez felirhat6 a tomorebb

lat, ... an) = Q ] R )
[QIv S ’qm] M1 T2 T3 ... Tim
N——
0 Tog T23 ... Taom
0 0 33 ... T3m
0 0 0 T
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alakban is. Kaptuk tehat a kovetkezd eredményt.

10.3 Tétel (QR-felbontds). Minden A € R™™ mdtriz, amelynek rangja m,
elddll A = QR alakban, ahol QQ € R™™ oszlopai ortonormdltak, rangja m és
R € R™™ nemszinguldris felsé hdromszogmdtrix.

Ha m = n, akkor a () R-felbontéasra vonatkozé 10.2 Tételt kapjuk nemszingu-
laris A esetén. Ekkor ugyanis Q7 Q = [q?qj}?jzl =1.

A numerikusan stabilizalt MGS moédszer a kovetkezSképpen adhaté meg.
MGS (moédositott Gram-Schmidt) ALGORITMUS:

Adottak az ay,...,a, € R" linearisan fiiggetlen vektorok.
fork=1:m
Tk = laxll,

ak:ak/rkk

for j=k+1:m
T

Tk; = CL]- (073
a; = Q5 — Tp;ag
end

end

Az eljaras feliilirja az a; vektorokat az ortonormalizélt ¢; vektorokkal. Az MGS
eljaras ekvivalens a CGS eljarassal. Ugyanakkor numerikusan lényegesen stabi-
labb. Bjorck igazolta, hogy m = n esetén a szamitott () matrixra fennall, hogy

QTQ=1I1+E,  |E],= cond(A)u, (8.2)

ahol u az egységnyi kerekités mértéke.

8.3. A QR-moébdszer

A ma hasznalt legfontosabb altalanos eljaras az Osszes sajatérték meghatarozasara.
Megmutathato, hogy a hatvanymodszer altaldnositasa. Legyen A; = A és A, =
Q1 Ry. Képezziik az Ay = R;(Q; méatrixot! Az A, méatrix hasonl6 az A; matrixhoz,
ui. Ry = QA és Ay = RiQ1 = Q7' AQ,. Hasonloképpen az

Ap = Ry 1Qr1 = QpRi (K=2,3,...)

métrixsorozat minden matrixa hasonlé az A matrixhoz. A @QR-modszer a fenti
sorozat képzésébdl all.
A QR-MODSZER ALGORITMUSA:
fori=1,...
Szamitsuk ki az A; = Q; R; felbontast!
A1 = RiQ;
end
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[gaz a kovetkez§ tétel.
10.4 Tétel (Parlett). Ha az A mdtriz diagonalizdlhatd, sajdtértékeire fenndll

IA1] > [ A2 > ... > |\ >0

és az X TAX =diag(A1, Na, ..., \n) hasonldsdgi transzformdcié X mdtrizdnak 1é-
tezik LU-felbontdsa, akkor az Ay mdtrizok alsé hdromszig része konvergdl egy
diagondlis mdtrizhoz, amelynek diagondlis elemei az A sajdtértékei lesznek.

A 10.4 Tételnél lényegesen jobb konvergencia eredmények is ismertek. Az Ay
méatrixok fels6 része nem feltétleniil konvergal egy meghatarozott méatrixhoz. Ha
az A matrixnak p szdmu azonos abszolit értékid sajatértéke van, akkor az A
méatrixok sorozata egy

X X
X
0 0 =x *
0 0 X
| O 0 x|

alakt matrixhoz kozelit, ahol a * elemekkel jelolt részmatrixok elemei nem konver-
galnak, sajatértékeik viszont igen. Ezt a részmétrixot lehet azonositani és alkalmas
modon kezelni. Ha valés métrixunk van, akkor a karakterisztikus egyenletnek va-
16s vagy komplex konjugalt gyokei lehetnek. Komplex konjugélt gyokparok esetén
p legalabb kettd. Tehéat az Ay sorozat a most vazolt jelenséget fogja mutatni.

A QR-felbontas nagyon szamitasigényes, koltsége O(n?) régi flop. Ugyanakkor
a QR-modszert rendkiviil gazdasagosan lehet alkalmazni, ha a kiinduld A métrix
fels6 Hessenberg-alak.
10.2 Definicié. Egy A n x n mdtriz felsd Hessenberg-alaki, ha

aiq Ce Q1n
a21
0 aso
A=
0

Gp—1n—2 Opn—-1n—-1 Qn—-1n
0 0 (pp—1 Ann,
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Ekvivalens megfogalmazasban: A felsé Hessenberg-alaku, ha a;; =0, 7 > j +
2. Hessenberg-alakt matrixok QR-felbontasa O(n?) régi flop szamitasi koltséget
igényel.
10.5 Tétel. Ha A felsé Hessenberg-alaki és A = QR, akkor RQ) is felsé Hessenberg-
alaki.

Bizonyitas. Felhasznaljuk a kovetkezs észrevételt. Ha egy B matrix fels6
Hessenberg-alakt és R fels§ haromszog alaki, akkor F' = BR és G = RB is fels6
Hessenberg-alaka. Ha ¢ > 7 + 2, akkor

1
o= 23 bnbal | | =0,
0,...,0
:
L 0
illetve
C b, T
; bjt1,
i =127+ L, .. i) 07 =0,
0,...,0
L 0 ]

amivel az észrevételt igazoltuk. Minthogy R~! szintén fels6 haromszogmatrix ala-
ki, ezért Q = AR™! is fels6 Hessenberg-alaki. Ebbél az R(Q) Hessenberg-alakja is
kovetkezik. [J

Kovetkezésképpen a Hessenberg-alaka matrixok alakja invarians a () R-modszerrel
szemben. Ha tehat a Q R—modszer egy nulladik l1épéseként az A métrixot hason-
losagi transzforméacioval egy felsé Hessenberg-alakii matrixba vissziik at, jelentés
szamitasi koltség megtakaritast érhetiink el.

Egy A matrixot fels6 Hessenberg-alakra sokféleképpen hozhatunk. Az egyik
legolesobb (a2 5n3/6 régi flop) eljaras a Gauss-eliminécios eljardson alapul. Legyen

Ny =1-p8Wel
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ahol e € R™ a (k + 1)-edik egységvektort jeloli és

i 0

Bk — 0
ak+2,k/ak+1,k
Qni / A1,k
Tehat ~ .
1
1
Ny = 1

ak+2,k/akz+1,k

Ak Q1 & 1

Feltéve, hogy az A matrix soronként van particionalva

] o _
k) T GT'
NyA=A—pWal | = b+l

a;‘fw - (ak+2,k/ @k+1,k) @ZH

af - (ank/akﬂ,k) a%-s—l

A transzformacioé tehat kinullazza a k-adik oszlopban az ajy1 ) alatti matrixele-
meket és valtozatlanul hagyja az elsé k + 1 sort. Ha af,,,...,al els6 k — 1 eleme
0, akkor ez valtozatlanul marad és csak az A (k+2:n,k:n) részmatrix elemei
valtoznak. Vegyiik észre, hogy N, ' = I + ﬁ(k)eal és tetszéleges B € R™™ esetén

BN;'=B+ceR" ,=B+ce, =B+10,...,0,k+1,0,...,0].
&

BB® N
~——

Ez azt jelenti, hogy a B — BN, ! transzformaci6 csak a B métrix (k + 1)-edik
oszlopat modositja. Legyen tehat A1) = A és képezziik az

Alk+1) NkA(k)Nk_l (k=1,...,n—2)

métrixsorozatot. Tegyiik fel, hogy A% els6 k—1 oszlopaban az @41, alatti matrix-
elemek mar ki vannak nullazva (1 <i < k — 1). Ekkor Ny A® kinullAzza az agy1 4
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alatti oszlopelemeket. Minthogy az (NyAW) N~ szorzat csak a (k + 1)-edik osz-
lopot modositja, az A®+Y matrixban az ax+1, alatti oszlopelemek zérusok. Veégiil
kapjuk, hogy

H= A1 = N A N1 — NAN!
Np—2--+Ny N;7t...N-L
—_ —

fels6 Hessenberg-alakii, amely hasonlésigi transzforméacioval allt el§. Megmutat-
hato, hogy

1
1
Nl az1/az 1
Un—11/021 An_12/a32 ... 1
L anl/am Gn2/a32 an,n72/an71,n72 1 ]

Az aj41  elem pivotelemként viselkedik. Ha ayq kis abszolit értékd, vagy zérus,
akkor sor- és oszlopcsere alkalmazasaval itt is pivotalhatunk. Ekkor az eljarast
értelemszerien modositani kell.
A @ R-moédszer konvergenciaja a hatvanymoédszerhez hasonloéan a sajatértékek
|A\ir1/A:| hanyadosaitol fiigg. Minthogy az A — ol matrix sajatértékei A\; — o, Ay —
o,..., A\, — 0, az ehhez kapcsolodo sajatérték hanyadosok:
|(Aiz1 — o)/ (A —0)|. A o iigyes megvalasztasaval ezek a hanyadosok kicsivé te-
het6k, meggyorsitva ezaltal a konvergenciat. A Hessenberg-alakra hozast és az
eltolast is alkalmaz6 Q) R-modszer algoritmusa a kovetkezd:
AZ ELTOLASOS QR-MODSZER ALGORITMUSA:
H, =U'AU (H, fels6 Hessenberg-alaki)
fori=1,2,...
Szamitsuk ki a H; — 0,1 = Q); R; felbontast!
Hipy = RiQi + ol

end

A H;,, matrix hasonlé H;-hez, ui.

R,Q;+o0,l = QzT(Hi —0:1)Q; + 0l = QiTHiQi-

A o; paraméterek megvalasztasara kiilonféle stratégiak léteznek. A leggyakrabban
javasolt valasztas a kovetkez6:

o=t (m=p]" ).
1,]=

A gyakorlatban a (Q R-modszert csak eltolasos formaban hasznaljuk.
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Az Asajatvektorai a Q R modszer segitségével tobbféleképpen is konnyen meghata-
rozhatok. Ezek részletezése az irodalomban megtalalhato.
1 0 1
Példa. Legyen A= | 2 1 0 | . Oldjuk meg a sajatérték-sajatvektor feladatot!
6 0 0
Ellenérizziik a kapott eredményeket a hatvinymodszerrel, Q) R-modszerrel és az
eltolasos () R-modszerrel is!

A karakterisztikus polinom: p()\) = det(A—AE) = A*—2X\?—5X+6. A polinom
gyokei, tehdt A sajatértékei: \y = 3, Ay = —2, A3 = 1. A megfelel§ sajatvektorok:
s1=10.5,0,51]T, sy =[-% 2,17, s3=1[0,1,0]T.

A hatvanymodszert a v o) [1,1,1]7-bsl inditva kapott sorozat néhany eleme:

Il o

z v
2.0000, 3.0000,6.0000 ] [0.3333, 0.5000, 1.0000]"
[1.5667,1.6583,[3.4000 |7 [0.4608,0.4877, 1.0000]”
10 [1.4919,1.4812,[2.9517]7 [0.5055,0.5018, 1.0000]”
20 [1.4999,1.4997,(2.9992]]" [0.5001, 0.5000, 1.0000]"

A X\ = 3-hoz konvergal6 v, sorozat elemeit bekereteztiik. A kévetkezd tablazat a
Q R-modszerrel kapott A; és a 0; = —1 értékkel tortént eltolidsos (Q R-modszerrel
kapott A; sorozat néhany elemét tartalmazza. Tobbféle eltolast probaltunk ki,
ezek koziil a 0; = —1 gyorsitotta meg a legnagyobb mértékben a konvergenciat. A
sajatértékek a fgatlobeli, bekeretezett elemek hatarértékeként adodnak.

k
1
5

—_— — — —

A; A;
3.6062| —1.2015 —4.4498 3.0237| —0.8743 —5.2865
t=4 | —0.0490 |1.0226 0.2516 |, 0.0248 |0.9893 0.3378

0.7752 —0.9574 0.0120 —0.0520
—0.8528 537817 [[3.0003] —0.8936  5.2948 ]

1= 9 0.0110 ]0.9951| —-0.4177 |, 0.0008 10.9996| —0.4061

0.0765 —0.0340 [-1.9133] | [ 0.0000  0.0000 [-2.0000] |
—0.9068 —5.2688 | [ [3.0000] —0.8943 —5.2947 ]

1=12 | —0.0032 |1.0014 0.4052 |, 0.0001 |1.0000 0.4080

0.0237 —0.0106 [-2.0257] | [ 0.0000  0.0000 [-2.0000] |
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8.4. A szingularis érték felbontas

A linearis algebra szamos eljarasaban a Jordan-féle normalalak helyett lényegesen
fontosabb a szerepe van az tn. szinguldris érték felbontisnak (SVD).
10.6 Tétel. Minden A € R™"™ mdtrix felbonthato

A=USV (8.3)

alakban, ahol U és V ortogondlis mdtrizok (azaz UTU =1, VIV =1),

01 0 e 0

0 o :
Y= 2 (8.4)

: 0

O ... 0 oy,

diagondlmdtrix és o1 > 09 > ... > 0, > 0.

A oy,...,0, szamokat szinguldris értékeknek nevezzilkk. A zérusmatrixra o, =
0, nemszingularis matrixra o, > 0, egyébként az A matrix rangja akkor és csak
akkor r, ha o, > 0 és 0,,; = 0. Konnyen lathato, hogy o2, ..., 02 az AAT matrix

sajatértékei.

A szinguléris értékek joval kevésbé érzékenyek mint a sajatértékek.
10.7 Tétel. Legyen A, B € R™", amelyek szinguldris értékei rendre o1 > o9 >
.20, 20, dlletve T > 19> ... > 1, > 0. Ekkor

max |o; — 7| < || A = B, (8.5)

A tétel a szingularis értékek numerikus stabilitasat mondja ki. Ha B = A+ A,
akkor maxi<;<, |0; — 7| < ||[0A]|,, tehat az A kismértékd megvaltozasa a szingu-
laris értékek kismértékid megvaltozasat vonja maga utan. Ha figyelembevessziik,
hogy o7 az AAT szimmetrikus (és pozitiv szemidefinit) matrix sajatértéke, akkor a
tételbdl azt a kovetkeztetést is levonhatjuk, hogy szimmetrikus pozitiv szemidefi-
nit matrixok szimmetrikussagot és pozitiv szemidefinitséget megérzé perturbécioi
esetén a sajatértékek csak kicsit valtoznak.

A szingularis érték felbontas altalanosithato téglalapméatrixok esetére is.

10.8 Tétel. Legyen A € R™*™ és rank(A) = r. Ekkor léteznek U € R™ ™ és
V e R™™™ ortogondlis mdtrixok gy, hogy

. 0

mXxn
0 0 eR ,

A=UxVT, 2:[

ahol ¥, =diag(oy,...,0,) és 01 > 09> ... > 0, > 0.
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A kovetkezSkben egy robusztus eljarast adunk meg a szingularis érték felbontas
meghatarozasara. Ehhez sziikségiink van a kovetkezdkre.

A 10.3 Tételben kimondtuk, hogy minden A € R™™ matrix, amelyre rank(A) =
m (m < n), el6all A = QR alakban, ahol Q) € R™*™ oszlopai ortonormaltak, rang-
jam és R € R™ nemszinguléris fels6 haromszogmatrix. Ez a Q) R-felbontés
nem egyértelmd. Legyen A = Q1R és A = Q2 Rs két kiilonb6z6 @ R-felbontas. A
Q1R1 = Q2R egyenléségbdl azonos atalakitassal kapjuk, hogy QT Q, = RyRy*.
Minthogy QT Q; € R™™ ortogonalis matrix, a transzponaltja az inverze. Ugyan-
akkor RoR;! fels6 haromszogmatrix, aminek az inverze is fels§ haromszogmatrix,
viszont a transzponéltja als6 haromszégmatrix. Egy alsé és egy fels6 haromszdg-
matrix csak akkor egyezhet meg, ha diagonalisak. Tehat QTQ, = RyR;* = D,
ahol D diagonélis matrix. Innen adodik, hogy Q; = Q1D, Ry = DR;. A QTQ,
matrix ortogonalitdsa miatt D is ortogonalis, azaz DTD = D? = I. Ezért a D
méatrix diagonélis elemei csak +1-ek lehetnek. Ha kik6tjiik, hogy R minden dia-
gondlis eleme porzitiv legyen, azaz r; > 0 (1 = 1,...,m), akkor a QR-felbontas
egyértelmii lesz. Ekkor ugyanis D diagonélis elemei csak (+1)-ek lehetnek.

Legyen A = QR egy tetsz6leges felbontéas, ahol R diagonalisiban van negativ
elem. Definidljuk a D matrixot a kdvetkez6képpen. Legyen d;; = 1, ha r; > 0 és
di; = =1, har; <0. AQ = QD és Ry = DR méatrixok A egyetlen olyan QR
felbontasat definialjak, amelyben a fels§ haromszogmatrix diagonélis elemei pozi-
tivak. Természetesen a ()1 és R; matrixokat ugy kaphatjuk meg legkénnyebben,
hogy 7; < 0 esetén @ i-edik oszlopat és R i-edik sorat (—1)-el megszorozzuk.

A kévetkezGkben feltessziik, hogy a Q) R-felbontas minden esetben olyan R felsé
haromszogmatrixot allit el§, amelynek diagonalisdban csupa pozitiv elem van. A
kovetkezs algoritmus A szingularis érték felbontasat allitja el, ha A € R™™,
rank(A) =m és m < n.

TRANSZPONALT QR-ALGORITMUS:

A= QR

fori=1,...

Szamitsuk ki az R} = Q; R, felbontast!

end

Legyen Uj = Q2Q4. ..QQj és ‘/J = Q1Q3. --Q2j—1- Ekkor jo = V}TR{UJ‘_l
és Ry = U} R\V;. Igazolhato, hogy U; — U,V; - Vés Ry — S, ahol S
diagonalis méatrix. Minthogy R, = UJRQJ»HV;T, hataratmenettel kapjuk, hogy
R =QrA= USVT, ahonnan az U = QuU bevezetésével az

A=USVT

szingularis érték felbontés adodik.
Az eljaréssal kapcsolatban a kovetkezdket jegyezziik meg. Vegyiik észre, hogy

R,LR,LT - RZARH& .
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Megmutathato, hogy a B; = R;RI métrixok egymashoz, illetve B; = QT AATQ,
miatt AAT-hez hasonloak. Ha csak a szingularis értékekre van sziikségiink, akkor

a Cholesky-felbontas segitségével az eljarast a kovetkez6képpen irhatjuk at:
A= Qo

fori=1,...
Szamitsuk ki az R;R} = RI,,R;;1 Cholesky-felbontést!
end
1 01
Példa. Az el6z6 fejezetben szerepls A = | 2 1 0 | matrix szingularis érték
6 0 0

felbontasa a transzponélt QR-algoritmussal a kévetkezd sorozatokat eredményezi:

QoU; %
0.1596 —0.1682 0.9727 0.9985 —0.0466 —0.0304

j= 2 | 03191 09412 0.1104 |, | 0.0497 0.9924  0.1128
0.9342 —0.2928 —0.2039 0.0249 —0.1141  0.9932

[ 0.1596 —0.3543  0.9214 | [ 0.9985 —0.0399 —0.0388 ]
j= 5 103192 09018 0.2915 |, | 0.0498  0.9522  0.3014

| 0.9342 —0.2476 —0.2570 | | 0.0249 —0.3028  0.9527 |
[ 0.1596 —0.6161 0.7713 1 [ 0.9985 —0.0260 —0.0492 ]
j=10 | 0.3192 0.7716  0.5503 |, | 0.0498  0.8130  0.5801
| 0.9342 —0.1584 —0.3198 | | 0.0249 —0.5816  0.8131 |
0.1596 —0.8944  0.4178 0.9985  0.0000 —0.0556

j=o00 | 03192 04472 0.8355 |, | 0.0498 0.4472  0.8930
0.9342  0.0000 —0.3568 0.0249 —0.8944  0.3568

Az s = (01, 09, 03) szinguléris értékeket kozelits, az R; diagondlis elemeibél 4llo
S; sorozat:

sy = (6.4126,0.9553,0.9774),
s;0 = (6.4128,0,9653,0.9693),
S0 = (6.4128,0.9863,0.9486).

A harom, 4 tizedesjegyre pontos szingularis érték: s = (6.4128,1.0000,0.9356).
Megjegyezziik, hogy a 64-ik iteraci6 utan allt be minden kozelit szingularis érték

4 tizedesjegy pontossaggal, de ilyen pontossiggal mar az A ~ (QoUs)SeVs is
teljestilt.



106 8. FEJEZET. SAJATERTEK-PROBLEMAK ITERATIV MEGOLDASA

8.5. Feladatok

1. Alkalmazzuk a hatvanymodszert az A = [ (1) ; } matrixra a v(® = { 1 }
kezdgGértékkel! Mi a 20-ik 1épés eredménye?
2. Alkalmazzuk a hatvanymodszert, az inverz hatvianymodszert, illetve a Q)R-

modszert a

-4 -3 =7
2 3 2
4 2 7

matrixra/
3. Alkalmazzuk az eltolasos QQ R-moddszert a 2. feladat méatrixara egy rogzitett
o; = o értékkel!



9. fejezet
INTERPOLACIO

Az interpoléci6 feladatat a kovetkezSképpen fogalmazhatjuk meg. Ismerjiik egy
y=f(z) (f:R— R) fiiggvény
A< <To<...<x,<b (9.1)

pontokban felvett értékeit, az

yi=f(z;) (i=1,...,n) (9.2)
fiiggvényertékeket. Az f(x) fiiggvényt, amely lehet ismert, vagy akar ismeretlen
is, egy olyan, altalaban konnyen szamithato h (x) fiiggvénnyel kozelitjiik (vagy
helyettesitjiik), amelyre fennall, hogy

yi=h(z) (i=1,...,n). (9.3)

Az {x;};_ | pontokat interpoldcids alappontoknak, az (9.3) feltételt interpoldcids
feltételnek nevezziik. Az interpolacios feltétel teljesiilése esetén azt reméljiik, hogy

a
h(x) = h(z;{ziisy {vikis)
interpolalé fiiggvény az (z;, x;+1) intervallumokban jol kozeliti az f(z) fiiggvényt.
A h(z) fiiggvény megvalasztasatol fliggden beszéliink kiilonb6zd tipusi interpola-
ciokrol.
Ha a h(x) figgvénnyel f(x)-et az (x1,x,) intervallumon kiviil kozelitjiik, akkor
extrapoldciordl beszélink.

9.1. A linearis interpolaci6

A lineéris interpolacio esetén a h (z) fliggvény alakja

h(z) = a1¢1(x) + asga(x) + ... + angn(x) = Zaiﬁbi@)a (9-4)

=1

107
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ahol a ¢; : [a,b] — R (i = 1,...,n) bazisfiiggvények adottak. Az ismeretlen
ai,...,a, egylitthatokat az interpolacios feltételbsl hatarozhatjuk meg. Ekkor
teljesiilnie kell az alabbi n feltételnek

a1p1(21) + axga (1) + ...+ apbu(w1) = f(z1),
: S (9.5)
a101(wn) + aada () + ...+ an@u(rn) = flzn),
amely linearis egyenletrendszer az ismeretlen aq, ..., a, egyiitthatokra nézve. Le-
gyen
B = [¢j<xi)]zj:1 (9-6)
és
a=lay,...,a))", c=1[f(x1),....f(z)]". (9.7)
A fenti feltétel tomor alakban
Ba =c. (9.8)

Ha det(B) # 0, akkor az egyenletrendszernek pontosan egy megoldasa van: a =
B~ le.

A gyakorlatban sokféle {¢; (x)};_, bazisfiiggvényt alkalmaznak. Az egyik leg-
fontosabb a

p1(z) =1, ¢o(x) =2, ..., ¢p(x) =2™! (9.9)
fliggvényrendszer, amely a Lagrange-féle interpoldcios feladatot definidlja. Ekkor
az interpolacios feladat matrixa

1 oo ... 2!
B=|: : : (9.10)
1 z, !

az in. Vandermonde-féle matrix, amely a det(B) = [[,,_;,(z; — ;) Osszefiiggés
miatt nemszingularis. Tehat a Lagrange-féle interpolacios feladatnak egyértelmii
megoldésa van.

Tovabbi fontos esetek a kiovetkezk. A trigonometrikus interpolaciot a

o1 () =1, ¢o (x) =sin (kz), ¢ogs1 (z) = cos (kx) (k: =1,..., n ; 1) (9.11)

fiiggvényrendszer (n = 2k+1, [a,b] = [—7, 7]), az exponencialis interpolaciot pedig
a
() =M (i=1,....m A <A< ...<\) (9.12)
fiiggvényrendszer definidlja. Raciondlis tortfiiggvényeket hasznal a
1
di(x) = (i=1,....,n, 0<a; <...<ap) (9.13)

a; +x
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fiiggvényrendszer. Itt fel kell tenniink, hogy z 4 a; > 0. Ez konnyen teljesiil, ha
x € |a,b] és a+a; > 0.

Nem minden {¢;(x)}; , fiiggvényrendszer és x; < z2 < ... < x, alappont-
rendszer esetén van megoldasa a lineéris interpolacios feladatnak.
Példa. Legyen ¢y (z) = 1, ¢o(x) = 22, xy = —1, o = 1. Ekkor

B= [ L=y } , det(B) = 0.

A lineéaris interpolacios feladat matrixa sok esetben rosszul kondicionalt. Tlyen-
kor specialis technikakat vagy mas tipusu interpolaciot kell hasznalni.

9.2. A Lagrange-féle interpolacios feladat

A feladat szokasos megfogalmazasa a kovetkezs. Adottak az x; < xo < ... < z,
alappontok és az y; = f(z;) (i = 1,...,n) fiiggvényértékek. Hatarozzuk meg azt a
legfeljebb (n — 1)-edfoka

p(r) =ag+ar+ ... +ap_12"" (9.14)
polinomot, amelyre teljesiil a
yi=plz;) (=1,...,n) (9.15)
interpolécios feltétel.
A Lagrange-féle interpolacios polinom létezését és egyértelmiiségét mar beldt-

tuk. A polinom tobbféle ekvivalens alakban is felirhat6. Kiilondsen fontos azonban
a Lagrange-féle elgallitas. Legyen

W)= [ =—2% (i=1,....n) (9.16)

Ly — T
1

az i-edik Lagrange-féle alappolinom. Ekkor az interpolacios polinom elGall
plx) = yili(z) (9.17)
i=1
alakban. Ennek igazoldsara vegyiik észre, hogy

li(x,) = { é: 2; (9.18)
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és
i=1
A Lagrange-féle interpoléacios polinom hibajara vonatkozik a kovetkezd
11.1 Tétel (Cauchy). Ha f € C™[a,b], [z1,2,] C |a,b] és x € [a,b], akkor

F (&)

n!

f(x) —p(x) =

(.73 — xl)(x — xz) - (27 - xn)v

ahol &, = &(x) az x és az x1,x, pontok dltal kifeszitett intervallumban van.

Bizonyitas. Ha van i, hogy © = x;, akkor allitasunk trividlis. Egyébként
legyen w(x) = (z — z1)(x — x3) ... (x — z,,) és tekintsiik a kovetkezs segédfiigg-
vényt:

W(t) = f(t) —p(t) = [f(z) — p(x)| ——. (9.20)

A W(t) € C™|a,b] figgvénynek van n + 1 gyokhelye: z,xq,...,2,. A Rolle-tétel
miatt W (t) barmely két gyokhelye kozott a W (t) derivaltfiiggvénynek zérushelye
van. Ezért W’ (t)-nek legalabb n zérushelye van. Hasonloképpen okoskodva belat-
hato, hogy W”(t)-nek legalabb n — 1, W®)(¢)-nek legalabb n — 2 zérushelye van,
és igy tovabb. Végiil W (t)-nek is van legalabb egy zérushelye, amit jel6ljon &,.
Minthogy p™ () = 0 és w™(t) = n!, azért

W(&,) = f&) — [f(z) — p(z)]—— =0, (9.21)

ahonnan atrendezéssel kapjuk a tétel allitasat. [
Kovetkezmény. Ha |f"(z)| < M, (z € [a,b]), akkor

M,
n!

F(2) = pla)] < Z2(b—a)" (9.22)
Konkrét n esetén szélsGértékszamitassal élesebb becslés is levezethetd.

Példa. Hany ekvidisztans alappontban kell megadnunk a sin z fliggvény tablaza-

tat a [0, g] intervallumon ahhoz, hogy a kozbiils6 pontokban linedris Lagrange-

interpolaciot hasznalva az elkovetett hiba legfeljebb ¢ = 10~* legyen? Vezessiik be

ah = x;11—ux; jelolést. A Cauchy-tétel kovetkezménye alapjan olyan h-t keresiink,

melyre Myh?/2 < 10~ Mivel (sinz)” = — sinz, valaszthatjuk az M, = 1 értéket.

Ezzel h < \/5/100, n > o miatt n > 112 adodik. Ha viszont a hibakorlatot az

£(2) = pla)| < 72 max (@ = )@ — wisa)

becslésbdl kozvetleniil vezetjiik le szélsGértékszamitassal, akkor az élesebb,
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2
7(a) —pla)] < 22"
eredményt kapjuk. Ez alapjan kideriil, hogy n = 28 pont is elég.
Az interpolacios eljarasoktol elvarjuk, hogy a pontok szamanak novelése esetén
a kozelités hibaja csokken. Fz azonban nem minden esetben van igy, amint azt a
feladatok kozott szereplé Runge-féle példa is mutatja. Nagy n-ek esetén numerikus
instabilitas is felléphet. Ennek illusztralasara tegyiik fel, hogy az y; = f(z;) fiigg-
vényértékeket &; hibaval ismerjiik (i = 1,...,n). Ekkor az elméleti

= Zf(fvi)lz(x)

Lagrange-interpoliciés polinom helyett a perturbélt

n

p(z) = Z(f(mz) +&i)li(z)

i=1

polinommal szdmolunk. A ketts eltérésére teljesiil, hogy

>oeite) < 3l (o)l < (o e ) S hho

Ez a becslés pontos. Igazolhato, hogy

6 (p(x)) = [p(z) —p(x)] =

Z |l (z logn+c (9.23)

ahol ¢ konstans. Ha n elég nagy, akkor a § (p (x)) perturbécios hiba is nagy lesz.
A divergencia és numerikus instabilitds miatt sok esetben mas tipusi interpo-

laciés technikdkat hasznalunk.

Példa. Kozelitsitk masodfoku fiiggvénnyel az f(z) = cos(

ben az 1 = —1, x5 = 0,23 = 1 pontokra tamaszkodva! f(

Asx?. Az egyiitthatokra felirhat6 az

Al—A2+A3 - O
Al - 1
A1+A2+A3 =0

x) fiiggvényt a[—1,1]-
=~ ( ) Al +A2$+

5

egyenletrendszer. Innen p(r) = 1 — 2. Természetesen ugyanezt kapjuk az [;()
Lagrange-fiiggvényekkel is. f(x1) = f(x3) = 0 miatt elég az l5(z)-t meghatarozni,
ez 1 — 22, ami jelen esetben a p(x) polinommal megegyezik. A kozelités hibajat

M;
h < ?7?5)21\(3:—1- Dax(x — 1)
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becsli, ahol M3 az |f”(z)| maximuma, jelen esetben 73/8. SzélsGértékszamitassal
adodik, hogy

“max |(z +Dz(z — 1) = o,

azaz h < 73 /216 ~ 0.15 .

9.3. Harmadfoku szplajn interpolacié

A szplajn interpoléci6 is a linearis interpolaciok kozé tartozik alkalmasan meg-
valasztott {¢;} béazisfliggvény-rendszerrel. Bevezetése és targyalasa viszont més
alapokon szokasos. A szplajn interpolacio esetén a h(z) interpolalo fliggvényt sza-
kaszonként adjuk meg specidlis csatlakozasi feltételekkel. Az a =z <29 < ... <
x, = b alappontokhoz, illetve az y; = f(x;) (1 = 1,...,n) fiiggvényértékekhez
olyan S(z) fiiggvényt keresiink, amely kielégiti a kovetkezo feltételeket:

(i) S(x) = Si(z) (x € [x;,xi11]), ahol S; () legfeljebb harmadfoka polinom
(i=1,...,n—1),

(i) S(x;) = v; (4 —1,...,n),

111) Sz (xz—l—l) == l+1 (xz—l—l) (l 1, e, — 2)7

V) S (241) = Sl (241) (= Ly...om = 2),
TP T e

vi) 8"(x1) = Ay, 8" (x,) = By,
Az (ii)-(iii) feltételek egyiittesen azt jelentik, hogy az S () fiiggvény folytonos az
[a,b] intervallumon. Az (iv)-(v) feltételek azt mondjak ki, hogy S’ (x) és S” (z)
folytonos. Ha A, = B, = 0, akkor az S(x) fiiggvényt természetes szplajnnak
nevezziik.
Legyen h; = z;41 — x; az i-edik részintervallum hossza (i = 1,...,n —1). A S(x)
szplajnt az [z;, x;41] intervallumon a

(

(

(v) S5
(vi

(

S(x) = Si(x) = a; + bi(x — ;) + ¢i(x — 23)* + di(x — ;)° (9.24)

alakban keressiik (i = 1,...,n — 1). Az (ii)-(vi) feltételek felhasznélasaval az
ismeretlen a;, b;, ¢; és d; egyiitthatokat a kovetkezdképpen hatarozhatjuk meg.

Az (i), azaz az S(z;) = S;(z;) = y; interpolacios feltétel miatt a; = y;
(t=1,...,n—1). Az (iil) csatlakozasi feltétel alakja

Si(it1) = yi + bibi + cihf + dib} =y (i=1,...,n—1), (9.25)
Az (iv) csatlakozasi feltétel alakja
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Hasonloképpen kapjuk, hogy a (v) feltétel alakja
S (zi41) = 2¢; + 6d;ih; = 2¢i41 = S (@iy1) (i=1,...,n—2).
Ebbdl az egyenlGség-lancbol a
Ciy1=¢C+3dh; (i=1,...,n—2)
Osszefliggéseket kapjuk. A (vi) végpont-feltétel alakja
S"(x1) =2¢1 = A, S"(x,) =2¢p1 + 6dp_1hn_1 = B,,. (9.27)
Igy kapjuk, hogy

Cit1 — Ci . B, — 2¢,_1
di = ——— =1,....n—2), dy1=——.
(7 n ) 1 -

9.28
30 (9.28)

Mindent osszevetve a 3(n — 1) ismeretlenre az (9.25)-(9.28) &sszefiiggések Osszesen
3(n—1) egyenletet adnak. Az (9.25) egyenleth6l b;-t kifejezhetjiik a kovetkezokép-
pen:

@:%%f&—qm—¢@ (i=1,...,n—1). (9.29)
A (9.27)-(9.29) osszefiiggéseket felhasznalva a szplajn elGallithato a ¢y, co, ..., chy
egylitthatok ismeretében. A (9.28) Osszefiiggést a (9.29)—ba beirva kapjuk, hogy
1=1,...,n— 2 esetén

Yir1 — Vi Civ1 —Ci, o Yit1 —Yi  2¢i+Cipa
b = ——= —c;h; — hs = — h;. 9.30
h; ¢ 3h, h; 3 (9.30)

Hasonléképpen kapjuk, hogy

Yn — Yn—1 Bn - 2671—1 2
bn— = — Y — Cp— hn— - —h —
' hn—l -t ' Ghn—l ol
Yn — Yn—1 4(3”,1 - Bn
— hp_1. 9.31
e 5 1 (9.31)

Legyen A; = (yit1 — yi) /h; és helyettesitsiik a b; és d; egyiitthatokra vonatkozd
Osszefliggéseket a (9.26) egyenldségbe:

2¢i41 + Ciya

2¢; + ¢ i+1 — Ci
. ﬂhi+gcihi+3uh§

1 3 3h;
(i = 1,...,n=23),

Aiy1—
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4c,—1 — B, 2¢,_9 + Cp_
Apg——L g = A, -2 I
6 3
Ch—1 —Cph—2,9
2¢,_ohp_o +3—h> _,.
+2¢,_ohp_9 + 3h n—2
Az Osszefiiggések atrendezésével kapjuk, hogy
hici + 2(hi + hig1)Civ1 + hivicipe = 3 (Aipn — Ay) (9.32)
(t=1,...,n—3) és
hn—l
hn_gcn_g + 2<hn_2 -+ hn—l)cn—l =3 An—l — An_z + 6 Bn . (933)

Figyelembevéve, hogy ¢; = A, /2, az els6 egyenlet (i = 1) atmegy a
h
2 (hl + hg) Co + thg =3 <A2 — Al — ?114“> (934)

alakba. Az i-edik egyenletet (h; + h;y1)-el osztva kapjuk, hogy

hy
2 Aicz = Ay — A1 — —A, |, 9.35
2% e m+m<2 1T ) (5:35)
3 .
pici + 21 + Aicipr = ————— (A — Ay) - (1=2,...,n—3), (9.36)
hi + hipa
3 hnfl
n-92Cn_9+20, 1 =——"— (A1 —A,_ B, ], 9.37
Hn—2Cn—2 + 2Cp_1 hn2+hn1( 1 2 + 6 ) (9.37)
ahol )\z = hi+1/ (hz + hi+1)7 i = 1-— )\z (Z = 1, N 2) Ez egy n — 2 ismeretle-
nes linearis egyenletrendszer a ¢y, c3, ..., c,_1 ismeretlenekre. Az egyenletrendszer
matrixa n > 4 esetén tehat
2 N0 e 0 ]
M2 2 A :
A=1|o0 - 0
: Mn—3 2 >\n—3
L 0 0 Hn—2 2 |
egy harom atlobol allo savmatrix, n = 3 esetén A = [ i 2 }, n = 4 esetén

2 N

dig A =
pedig [M 9

} A Gersgorin tétel miatt A Osszes sajatértéke benne van
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a |z —2| < 1 korlemezben. Kovetkezésképpen A nemszingularis. Minthogy az
A matrix diagonalisan dominans is, az egyenletrendszer fGelemkivéilasztas nélkiil
és numerikusan stabilan megoldhaté a savos Gauss-eliminacioval O(n) régi flop
miivelettel. Igaz a kovetkezd

11.2 Tétel. Az (i)-(vi) feltételekkel meghatdrozott S(x) szpldjn létezik és egyér-
telmid. Ha f € C?[a,b], akkor létezik K > 0 konstans , hogy

1<i<n—1

|f(z) = S(x)| < K ( max hi) (x € [a,b]) . (9.38)

Ha f € C3la,b], A, = f"(21) és B, = f"(vn), akkor létezik K > 0 konstans,
hogy
N 3
|f(z) = S(z)| < K ( max hi) (x € [a,b]). (9.39)

1<i<n—1

Ha az f”(x;) és f” (z,) informéciok nem allnak rendelkezésre, akkor a termé-
szetes szplajnt definidlo A, = B, = 0 valasztassal éliink. A kozelités hibajara
ekkor a (9.38) becslés érvényes. A természetes szplajn az

/ 8" ()] de — min  (s(z;) =y, i=1,...,n) (9.40)

feltételes szélsGértékfeladat megoldésa. A természetes szplajn mechanikai tartalma
a kovetkezs. Legyen adott egy rugalmas rad (szplajn), amely dtmegy az (x;,y;)
pontokon (tengelyeken). A legkisebb deforméacios energia mechanikai elve miatt a
szplajn azt az alakot veszi fel, amely a fenti (kozelits) kifejezést minimalizélja.

A (vi) végpont-feltétel helyett méas kikotések is lehetségesek. Ilyenek példaul
az

S'(x1) =ar, S (x,)= b, (9.41)

ill. az
SO (z)) =89 (2,) (i=1,2) (9.42)

végpont-feltételek. Az el6bbi feltételek az tn. teljes szpldjnt, mig az utobbiak az
an. periodikus szplajnt definidljdk. Fzek targyalasa hasonlé a most latotthoz és
részletesen megtaldlhaté a szakirodalomban.

A szplajn fiiggvények elényei: gyors és numerikusan stabil kiszamitas, nagyon
jo kozelitési tulajdonsagok. Hatranyuk a bonyolult megadas, amely szamitogépek
hasznalata esetén nem jelent komoly problémaét.

9.4. Feladatok

1. Legyen x = [x1,...,2,]) és ¥y = [y1,...,yn]! Oldjuk meg a kivetkez§ linearis
interpolacios problémakat!
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(A)z=1[0,1,2,...,7],y=1[0,1,0,—1,0,1,0, —1], ¢;(x) = sin(ix)
(i=1,....8)
(B) o = [1,2,4,8], y = [0.5,0.3,0.1,0.05], ¢(z) = X, \; € {0, —1, —2, 3}
i—1)2 T - ;
(C) zi = ()7, vi = oz Gi(r) € {1, 2% " e 7o} (i =1,...,6).
2. (Runge példdja). Abrazoljuk az f(z) = L5 fiiggvényt a [—5, 5] intervallumon

1+x2 )
és n kiilonboz6 értékeire (n = 11,17, ...) az f(x) fiiggvényhez és az x; = —5+10=%
(1t = 1,...,n) alappontokhoz tartozd Lagrange-féle interpolacios polinomot! Mit

tapasztal, ha n értéke ng? Tapasztalja-e ugyanezt a jelenséget, ha a szamitésokat
a [—3, 3] intervallumon végzi?

3. Oldjuk meg a 2. feladatot természetes szplajn fiiggvényekkel is! Hasonlitsuk
Ossze a kapott eredményt a Lagrange-interpolécioval kapottal!



10. fejezet

NUMERIKUS DERIVALAS

A numerikus derivalas alapprobléméja az f : R — R fiiggvény derivaltjanak
kiszamitasa egy vagy tobb adott pontban. A probléma kézenfekvé megoldasa
az, hogy az f(x) fliggvényt egy h(z) fiiggvénnyel (linearis interpolacioval, szplajn-
interpolacioval, sth.) kozelitjiik és az f'(x) kozelitésének a kozelits fiiggvény h'(z)
derivaltjat tekintjiik. Sematikusan: ha f(z) ~ h(z), akkor f'(x) ~ h/(z) és altala-
ban f9)(z) ~ h9)(z).

10.1. A Lagrange-interpolacio esete

Adott x1 < 29 < ... < x, alappontok és y; = f(x;) (i = 1,...,n) figgvényértékek
esetén az f(x) figgvény Lagrange-féle interpolacios polinomja p(z) = >, y;li(x).
Az f (x) fiiggény z-pontbeli j-edik derivaltjanak kozelitését az

@) %D () = 3wl (@) (10.1)

Osszefiiggés adja meg, amelynek hibajara fennéll az

79) = @) < 3 — Z){('n 5 o @) w0 (@) (10.2)

egyenlGtlenség, ahol z, x1, z, € [a,b] és w(x) = (v — z1)(x — 22) ... (x — x,).
Legyen n = 2k + 1, az alappontok pedig legyenek

t—kh, ... t—htt+h,.. . t+kh (10.3)

117
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Ha p(z) az f (z) fiiggvény ezen pontokra tamaszkodo Lagrange-féle interpolacios
polinomja, akkor igaz, hogy

707 01 < G (10.1)
ahol K az | f**) (z)| korlatja a [t — kh, ¢ + kh] intervallumon.
A7 n = 3 esetben az
£ % o [ (6 R) — £ (= D), (10.5)
az n = 5 esetben pedig az
P~ [F (= 20) 8 (1= W)+ 8F (b +0) — f(t+20)]  (106)

kozelité formulat kapjuk.

A kozelités hibaja az elsg esetben O (h?), a masodik esetben pedig O (h?).
Végiil megjegyezziik, hogy nagy n értékekre Lagrange-interpolacion alapuld nu-
merikus derivalast ritkan alkalmaznak a fellépS numerikus instabilitas miatt.

10.2. Kozelités differencia hanyadosokkal

A differencia hanyadosok alkalmazasa a kozelitd derivilas legelterjedtebb mod-
szere. Legcélszertibben a Taylor-sorfejtés felhasznaldsaval vezethetiink le kozelitd
formulakat.

Tegyiik fel, hogy f € C? és irjuk fel f(x) masodfokt Taylor-polinomjat:

h2
flz+h)=f(z) +hf(z) + 5 [1€) (z<E<z+h)
Egyszeri szamolassal adodik, hogy

fx+h) - fz)
h

= @)+ 37(6),

ahonnan a .
flo)~ L8 2_ /() (10.7)
kozelitést kapjuk, amelynek hibaja O (h).
Ennél pontosabb kozelitést kaphatunk, ha f € C3. Legyen

Fla+ ) = 1)+ hf @) + @)+ D0, <g <ah,
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h2 h3
fle=h)=fl@) = hf' @)+ 5 (@) = = fO&), v-h<&<w
Kivonassal és atrendezéssel kapjuk, hogy

flx+h)—flx—h) h s 3 o h s
57 —f($)+ﬁ[f( (&) + (&) —f(if)*'gf( (&),

ahol v — h < & < x + h. Az ebbdl adodo

R AL () o)

kozelités hibaja O(h?) nagysagrendii.
Magasabbrendii derivaltak

n

F9(2) ~ % > af(atib) (10.9)

1=—m

kozelitéseit hasonlo modon lehet megkonstrualni. Altaldban (10.9) alaki kozeli-
téseket keresiink, ahol n +m > j. Az ismeretlen ¢; egyiitthatokat a pontossigi
kovetelménybdl vezethetjiik le. Legyen

i
fl@tih)=>" O () - +0 (R 1)
és

n n J i _
Z cif(x +ih) = _Z Ci (Z O (x) l-?) +0 (K.

Atrendezéssel kapjuk, hogy

Z cif(x+ih) = Zf(l) (x)% (Z cl-z'l) +0 (W) .

i=—m =0

Ha most fennall, hogy

zn:ciil:O O<I<j-1), > e =4,

1=—m t=—m

akkor

n

> af(e+in) = f9 (x) 1 + 0 (W),

i=—m
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Innen az O (h) pontossagu (10.9) formulat kapjuk.
A maésodik derivalt ismert kozelitései az

f(x)=2f(x+h)+ f(x+2h)
h2

F'(z) ~ (10.10)

és az
f(z) ~ fleth) Qa(f) iz —h) (10.11)

képletek. Az utobbi hibaja O (h?). Altalaban is igaz, hogy az Gn. centrdlis diffe-
rencia formuldk (m = n eset) egy nagysagrenddel jobb kozelitést adnak.

Kozelit6 parcialis differencia hanyadosokat hasonlé médon vezethetiink le.

A kovetkez6kben megmutatjuk, hogy a derivalas instabil mivelet. Legyen f (x)
tetszéleges differencialhato fiiggvény. Ha ezt a fiiggvényt a differencidlhato n ()
fiiggvénynyel perturbaljuk, akkor a derivaltak megvaltozéasa

[ (&) = (' () + 0 ()] = I ()]

Megmutatjuk, hogy tetszGlegesen kis 7 (x) esetén is lehet 7’ (x) nagy. Legyen
1 (z) = esin (%), amelyre fennall, hogy |n(z)| < e. Minthogy 7 (z) = Lcos (%),
az * = 0 pontban a derivalt megvéltozasa [/ (0)] = . Ha ¢ — 0, akkor ez
tetszéleges nagy lehet.

Vizsgaljuk most a perturbaciok hatasat a numerikus derivalas esetén. Legyen

Dy (f (x)) = (f (x + h) = [ (2)) /h.
Ennek hibaja | Dy, (f (z)) — f' (z)] < (K/2) h, ahol K = maxgcpyoin) |f” (2)]. Te-

gyiik fel, hogy f (z) helyett az f (x) perturbalt fiiggvénnyel szaimolunk, amelyre
teljesiil, hogy ‘fN(t) -y (t)‘ < ¢/2 (t € [z, + h]). Ekkor f'(z) kozelitésének hi-
baja

Du (F(@) = f ()] < e/
miatt

D (F@) ~ 7' @) = |Pa (@) = £ @)+ Du (F@) — £ )| < S+
Ha rogzitett € esetén h — 0, akkor a hibakorlat végtelenhez tart. Tehat h és €
megvélasztasa célszertien nem fiiggetlen egyméastol. A most kapott hibakorlatot
a h = \/2¢/K vélasztas minimalizalja. Ekkor a korlat értéke v2Ke. Ha K
értéke, vagy jo becslése nem ismert, akkor a h = c¢;4/e valasztast hasznaljuk egy
1 tapasztalati konstanssal. Ez valasztas a becslés O (1/€) nagysagrendjét tekintve
helyes eredményt szolgaltat. Dupla pontossagi lebeg&pontos aritmetikaban e >
enr ~ 2.2204 x 10716, A € = ¢, esetben a hiba mértéke 10~8 nagysigrendd.
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10.3. Numerikus differencialas szplajnokkal

Hatarozzuk meg az x7 < x9 < ... < x, alappontokhoz és y; = f(z;) (i=1,...,n)
fiiggvényértékekhez tartozo természetes szplajnt:

S(z) = Si(x) = a; + b(z — ;) +ci(x —)* +di(x — ;) (25 <w < wi41).
A szplajn derivaltja
S'(z) = Si(z) = by + 2¢i(x — ;) + 3di(7 — ;)
ami az f'(z) egy kozelitését adja, ha z; < = < x;41. A kozelités hibajara f €

C? [a, b] esetén fennall, hogy

/() = S'(x)| < K, (ngxlhi) : (10.12)

ahol K7 > 0 konstans. A kozelités hibdja a legnagyobb részintervallum hossza-
val aranyos. A szplajn kozelitéseknek van egy simito jellege is, amely mérsékeli
a kerekitési, ill. adathibak negativ hatésat. A szplajn hasznalata akkor el6nyos,
ha a derivalt sok pontban sziikséges. A szpldjnnal torténd kozelitések esetében
is megmutathato, hogy az f fiiggvényben bekdvetkezd perturbaciok hatésat a
maxi<;<,_1h; & c1/€ valasztas minimalizalja.

10.4. Feladatok

1. Igazoljuk, hogy f € C* esetén az f”(x) ~ (f(z +h) —2f(x) + f(z — h)) /h?
kozelités hibaja O(h?).
2. Becsiiljiik az f'(0), f/(1) és f/(10) értékét az

(f(@+h)=f(@)/h, (f(x+h)=[f(x=nh)/(2n)
formulakkal, kiilonboz6 h értékekre az e®, sin(2z), 4, 1/(1 + 2?) és a
[cos (z% — 1) + x2]1/2
(322 + 17)"/3

fiiggvények esetén!

3. Becsiiljiik meg a numerikus derivilas hibajat a kovetkezd eljarassall Szamit-
suk ki a kozelits derivaltakat a h és h/2 értékekre és tekintsiik ezek kiilonbségét a
hibanak. Mennyire pontos ez az eljaras a 2. feladat fiiggvényei esetén?
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11. fejezet

NUMERIKUS INTEGRALAS

Numerikus integralast (numerikus kvadraturat) altalaban akkor végziink, ha a
primitiv fliggvény nem ismert, vagy nem allithato elg konnyen, illetve, ha az f(x)
fiiggvénynek csak véges sok értéke ismert. A numerikus eljarasok alapotlete sema-

tikusan a kovetkez6:
b b
f(z) ~ h(x) :>/ f(x)dx%/ h(z)dzx. (11.1)

11.1. Interpolacios eljarasok

Legyen adott @ < oy <@g < ... <z, <bésy, = f(x;) (i=1,...,n). Az f(x)
fiiggvényt a Lagrange-féle interpoléciés polinommal kozelitve kapjuk, hogy

/abf(:z:)daw/ dx—/ Zy” ]dl’:iiyi/abli(x)dx. (11.2)

Az ilyen kozelitéseket interpoldcids tipusi kvadratura (integrdld) formuldknak ne-
vezziik. A kozelités hibajara f € C™a,b] esetén a 11.1 Tétel alapjan fennall,

hogy

= /abf(x)d:c - /abp(x)d:c = %/ab FME) (x — 21)(x — x3) ... (& — x,)d.

Ha | f")(z)| < M, (x € [a,b]), akkor

/abf(x)dx—/ p(z)dz

Nagy n értékekre ez a kozelités igen rosszul viselkedhet. Ezért helyette az tn.
dsszetett kvadratura (integrdld) formuldkat hasznaljuk. Ezek lényege az, hogy az

< Mn —(b—a)"t. (11.3)

o ()l = <=

123
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[a, b] intervallumot felosztjuk részintervallumokra, az egyes részintervallumokra al-
kalmazunk egy el6re rogzitett kvadraturaformulat, és az igy kapott részeredmé-
nyeket Osszegezziik. A legismertebb és legegyszeriibb eljarasok a kovetkezdk.

11.1.1. A trapézformula

Legyen z1 = a és o = b. A két pontra tdmaszkodo els6foku Lagrange-féle inter-
polécidés polinom

plx) = f(xl);__i + f(xg)jz__zll, (11.4)
amelynek hatarozott integralja
T2 B 2 . 2 %2
[ i = P@n§%{%5+f@g§%§%%
= 2 f (@) + fa)]

Ha f(x1) és f(x2) elGjele azonos, akkor ez az eredmény az (x1,0), (x2,0), (29, f (22)),
(x1, f (1)) pontok altal hatarolt trapéz teriilete. A kapott

b b—a
[ 1@ @+ 1 o) (115)
kozelités hibajara fennall, hogy
b J—
[ #aida =50 (rt0) + £0)| < 0 - ) (1L6)

Ha az [a, b] intervallumot felbontjuk az
=21 <Ty<...<Xpy1=2> (11.7)

pontokkal n részintervallumra, akkor az dsszetett trapézformula a kévetkezs:

n

b

Z; — T

| e =T = ST ) 4 S (LY
a i=1

A képlet hibajara f € C?[a, ] esetén fennall, hogy

[ e = 30 )+ fan))| < 2D (- w119

=1
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Ha az alappontok ekvidisztansak, azaz x; = 1+ (i—1)h (h = b_T“, i=1,...,n+1),
akkor a képlet alakja egyszertisodik:
b h n
/ f(x)dz =T, (f) = 5 [f(xl) +2 Z @) + f(@na) | - (11.10)
a =2

A képlet hibajara pedig nh = b — a miatt fennall, hogy
< Mg(b — a)h2 . Mg(b — a)3

b
- T, 11.11
11.1.2. A Simpson formula
Legyen x1, = a, x5 = “T“’ és x3 = b. Tekintsiik a hdrom pontra tamaszkodo

masodfokt Lagrange-féle interpolacios polinomot:

(x — x9)(x — x3)
(z1 — @2) (22 — 73)
(x — 1) (x — 29)
() (23 — 21) (23 — T2)

plx) = f(r) + (s

Ennek az [a, b] intervallumon vett integralja adja a kovetkezs kozelitG formulat

a+b
2

/abf(a:)dx Lbh—a [f(a) +4f(——) + f(b)] : (11.12)

6
amelynek hibdjara f € C*[a,b] esetén fennall, hogy

Ef(x)dx_ b_Ta {ﬂa) +4f<a;b) +f<b)” <, 0=

11.13
2880 ( )

Ha az [a, b] intervallumot itt is felbontjuk az
=21 <To<...<Tpy1 =2b
pontokkal n részintervallumra, akkor az dsszetett Simpson formula a kévetkezd:

[ raie s, = 3 e [f(:m FAEI & )|
@ i=1

Ennek hib4jara fennéll, hogy

n

/ab f(x)dz — Sn(f)‘ < 2];;0 S (st — )"

=1
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Ha az alappontok ekvidisztansak, azaz x; = 1+ (i—1)h (h = b_T“, i=1,...,n+1),
akkor a képlet alakja
h : g h
Salf) = ¢ | fle) + 2> flw) +4> flai+ o)t @) (11.14)
=2 i=1

amelynek képlethibajara fennall, hogy

My (b — a)h4 _ My(b—a)’

= 11.15
2880 2880n* ( )

[ e s.01) <

11.2. Kvadraturaformuldk hibainak utélagos becslése

Alapgondolata egyszert, az extrapolacié (Runge-féle szabaly) altalanos otletét
hasznalja. Technikailag a kévetkezGképpen jarunk el. Elvégezziik a numerikus
integralast n és 2n részintervallum esetén. Ha fennall, hogy

T.(f) = Ton(f)] <oé, (11.16)

akkor a Ty,(f) kozelitést e pontossagunak fogadjuk el. Ugyanezt csindljuk a
Simpson-formula esetén is. Igazolhatok a kovetkezd allitasok.

13.1 Tétel (Rownland-Miel). Ha f"(z) eldjele dllandd, akkor az dsszetett trapéz-
mdadszer hibdjdra fenndll, hogy

[ st - m(f)] < T.(f) = Ton(F)]. (11.17)

13.2 Tétel (Rownland-Miel). Ha f™ () eldjele dllandd, akkor az dsszetett Simpson-
formula hibdjdra fenndll, hogy

b
[ st - Sgn(f)‘ < 1Su(F) = Smn(f)] (11.18)

11.3. Numerikus integralas természetes szplajnokkal

Kiszamitjuk az ¢« = =1 < 3 < ... < x,1; = b alappontokhoz és y;, = f(x;)
(1=1,...,n+ 1) figgvényértékekhez tartozo természetes szplajnt:

S(x) = Si(x) = a; + bi(x — ;) + ¢;(x — 2;)* + di(x — 1)

Marmost ennek integralja az [x;, x;,1] részintervallumon

zit1 12 5 pa

i
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Ezek Gsszegzése adja a keresett kozelité formulat

b i 2R3 A
~ ey A [ ) 11.1
/a flax)da Z, (a,hﬂrbl oty di 4) (11.19)

A szplajn kozelités hibaja (9.38) alapjan

/abf(ar)dzv—/abS(:v)dx

ahol K > 0 az f (x) fliggvénytdl fiiggd konstans. Ha a felosztas ekvidisztans, azaz
hi = h = (b—a) /n, akkor a hibakorlat értéke K (b — a)® /n. Ez nagysagrendben
megegyezik az Osszetett trapézformula hibdjaval.

< [ -s@lar=o-o K ( h)

1<i<n—1

11.4. Adaptiv kvadratura eljarasok

A kvadratura eljarasok szamitéasi koltsége aranyos az alappontok (fiiggvénybehe-
lyettesitések) szamaval. Sok esetben az ekvidisztans felosztason alapulé eljarasok
indokolatlanul sok pontot igényelnek. Ennek a hatranynak a kikiiszobdlését szol-
galjak az un. adaptiv kvadratura eljarasok. Alapgondolatukat egy, a trapézfor-
mulan alapulo eljaréssal szemléltetjiik. Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy
az f (z) fiiggvény konkav az [a, b] intervallumon. Ebben az esetben az [a, b] inter-
vallum egy adott felosztasa esetén a trapézformula hibajat feliilr6l becsiilhetjiik a
trapézok feletti haromszogek teriileteinek Gsszegével, amelyeket a kdvetkezd abra
mutat.

Legyen az [z, xg| tetszGleges részintervallum. Legyen tovabba fr = f(xr) és
fr = f (xg). Az abrardl leolvashato, hogy a haromszog alapja

d=((fr— f)’ + (xr — fL'L)2)1/2 )

magassaga pedig h = d/ (cot af, + cot ag). A haromszog teriilete, amely egyben a
trapézkozelités B (xp, xr) hibakorlatja is, dh/2. Az intervallumot megfelezve (x )
a hiba mértéke az abran lathaté modon csokken.

Az adaptiv stratégiat a kovetkezSképpen fogalmazhatjuk meg. Legyen ¢ > 0
elére megadott hibakorlat. Megbecsiiljiik egy [z, zg] intervallum B (xp, xg) hiba-
korlatjat. Ha ez kielégiti a

TR — T,

B (zp,xR) <€ —

(11.20)

egyenlGtlenséget, akkor az intervallumot tovabb mar nem osztjuk, az intervallumot
toroljiik és az intervallumhoz tartozé integralbecslést (trapézteriiletet) elfogadva,
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hozzaadjuk az integralkozelits 0sszeghez. Ha a hibakorlatra vonatkozo feltétel nem
teljesiil, akkor az intervallumot tovabb felezziik. Ha mar minden intervallumot
toroltiink, akkor a kozelité 6sszeg hibajara fennéll, hogy

. . TR — XL

teljes hiba < Z B(zp,zR) < Z Eﬁ = €.
[z L,z Rr] intervallumok [z L,z r] intervallumok
Helyezziik el az intervallumokat egy verembe gy, hogy a verem tetején a baloldali
intervallum legyen. A kovetkezd felezésre keriils intervallum a verem tetején 1évé
intervallum. Toroljiik azokat az intervallumokat, amelyekre az (11.20) elfogadési
feltétel teljesiil, a tobbit pedig tegyilik a verem tetejére vissza. Az eljarast akkor
fejezziik be, ha a verem Kkiiiriil.
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11.5. Feladatok

1. Integraljuk az f(x) = 2%(1.2 — x)(1 — €®*=Y) fiiggvényt a [0, 1] intervallumon
az =2, =0.2¢ az a = 0.1, § = 20 paraméter értékekre a trapéz, a Simp-
son, a szplajn, ill. az adaptiv eljarassal. A megkdvetelt pontossag legyen rendre
e = 10741075 1078, Tablazatoljuk a sziikséges intervallumok és fiiggvénybehe-
lyettesitések (régi flopok) szamét!
2. Kozelitsiik az alabbi integralokat! A hibaképlettel becsiiljiik a sziikséges alappont-
szamot!

(A) [ sin(z?)dw, e = 1074,

(B) fol Vadr, e =1073.

(C) fol emrde, e =107°.

(D) fol cos(e™ + log(1 + 2%))dx, e = 1077,
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12. fejezet

FUGGVENYEK LEGJOBB
EGYENLETES KOZELITESE

Legyen az f € C'|a, b] fiiggvény adott, amelyet egy F' = F4 € C'[a, b] paraméteres
fiiggvénnyel kozelitiink, ahol A = [al,...,an]T e Q, Q C R” adott paraméter
halmaz. A fliggvénykdzelités josdgat az e = f — F4 hibafiiggvény normaéjaval
mérjik.
14.1 Definici6. ||.| : C'la,b] — R figgvény a C'[a,b] figguényhalmazon értelme-
zett norma, ha minden f,g € C'la,b] esetén fenndll, hogy

(i) £ 0, I =0 & f(x) =0, Va € [a,]

(ii) IAFIP=TATIANL A e R

(i) | f + gl < LI+ 1lgll-

A legjobb fiiggvénykozelités (approximacio) problémajat a kovetkezSképpen
fogalmazhatjuk meg. Adott norma esetén keressiik azt az A* € () paramétervektort
(Fa- kozelits fliggvényt), amelyre fennall, hogy

If — Fa-|| < ||f — Fal|, VAe€Q. (12.1)

Az Fy« () megoldast legjobb approzimdcionak (kozelitésnek) nevezziik.
A probléma megoldasa az f fiiggvényt6l, az F4 kozelits fliggvényektdl és az
adott normatol fiigg. Ha a norma azonos az un.

I7lle = max If (@) (122)

Csebisev-normaval, akkor legjobb egyenletes kézelitésrdl, vagy Csebisev-féle approximd-
ciorol beszéliink. Ezt az tin. legjobb egyenletes kozelitést két F4 fiiggvényosztalyra
vizsgaljuk.

Linedris approximdciorol beszéliink, ha

Fa(z) = Z a;ipi (), (12.3)

=1
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ahol {¢;}" , C Cla,b] adott bazistiiggvények. Feltételezziik, hogy a ¢1,..., ¢,
bazisfiiggvények linearisan fiiggetlenek. Ez azt jelenti, hogy

n

> i (x) =0, Va € [a, 1] (12.4)

i=1

esetén sziikségképpen teljesiil, hogy ¢; = ... = ¢, = 0. Igaz a kovetkezs
14.1 Tétel. Ha {¢;};_, C Cla,b] linedrisan figgetlenck, akkor minden f €
C'la,b] esetén létezik legjobban kizelitd Fa- =Y . | ai¢; figguény.

Szamos esetben megmutathato, hogy a legjobban kozelits fiiggvény egyértelmii
is.

12.1. Legjobb egyenletes approximacio
polinomokkal

Vizsgaljuk most folytonos fiiggvények legjobb polinom approximécidjat a Csebi-
sev-norma esetén. Legyen P, a legfeljebb n-edfokt polinomok halmaza. Minden
n-ed foku p () = ap + a1z + ... + a,z™ € P, polinom elgall

p(z) = Z@i¢i (z) (12.5)

alakban, ahol ¢; (z) = 2" (i =0,...,n). Minthogy a {¢; (z)}|_, fiiggvények line4-
risan fiiggetlenek, a p* (z) € P, legjobb egyenletes polinom approximacio létezik,
azaz fennall, hogy

En(f)=If=pllc < lf =plle, p(z) € P (12.6)

Az E, (f) mennyiség az f fiiggvény legjobb n-ed foki polinom kozelitésének hibéja
a Csebisev normaban. A legjobb egyenletes kozelités tulajdonképpen azt jelenti,
hogy az f—p eltérésfiiggvény maximuma a p* (x) legjobb approximécios polinomra
a legkisebb.

Példa. f € Ca,b| és legyen n = 0. Keressiik tehat a legjobban kozelité kons-
tans fiiggvényt. Legyen M = maxX,cjap [ (7) és m = mingep f (7). Legyen
ap = (m+ M) /2. Ez a keresett legjobban kozelité konstans, amelyre Fy (f) =
(M —m) /2.

Példa. Legyen f € C?[a,b] és tegyiik fel, hogy f (x) konvex, azaz f”(z) > 0
(x € [a,b]). Hatarozzuk meg az (a, f (a)) és (b, f (b)) pontokat Gsszekots szel6t,
valamint a gorbe ezzel parhuzamos ¢ pontbeli érintéjét (a < ¢ < b). Az f (z)
gbrbe ezen két parhuzamos egyenes kozott van. Tekintsiik azt a veliik parhuzamos
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egyenest, amely a két egyenestdl pontosan egyenls tavolsidgra van! Ez lesz az f ()
fiiggvény legjobban approximéalé elséfoki polinomja.
A legjobb egyenletes polinom approximacioknak a kovetkezd fontos tulajdon-
sagai vannak.
14.2 Tétel (Weierstrass). Legyen f € C'la,b] adott. Minden € > 0 esetén létezik
egy p () polinom, hogy || f —pllo < e
A tétel kovetkezmeénye, hogy E, (f) — 0, ha n — +o00. A konvergencia sebes-
ségét, ill. a legjobb approximécié mértékét jellemzi a
14.3 Tétel (Jackson). Ha f € Cla,b] k-szor folytonosan differencidlhatd, akkor
Ap (b—a)"
nk

En(f) <

ahol Ay, csak k-tdl figgd dllando és cx (n) — 0, ha n — oo.
14.4 Tétel (Csebisev, de la Vallée-Poussin). A p* (x) € P, polinom akkor és csak
akkor a legjobban kdzelitd polinom, ha létezik n + 2 pont: a < 11 < 19 < ... <

Tnto < b, tigy, hogy
\f(zi) =p" (x)| = Ilf =0l (=1,...,n+2), (12.8)

cr (n), (12.7)

f(xi) =p" (zi) = = [f (wi1) =" (wir)] (=1,....,n+1). (12.9)
A Csebisev tételbdl kovetkezik a legjobban approximéalé polinom unicitisa is.
A tételbeli {xz}?jf pontokat alterndld ponthalmaznak nevezziik. Vegyiik észre,
hogy az el6bbi két példdban éppen az alternalé ponthalmazokat hataroztuk meg.
A Csebisev tétel lehetGvé teszi a legjobban approximélé polinom meghataroza-
sat. Szamos algoritmus kiindulépontja a legjobb approximécios feladat megoldasa
egy véges ponthalmazon.
Legyen X, = {x;}.", véges ponthalmaz az [a, b] intervallumban. A p*(z) € P,
polinom az f (z) fiiggvény diszkrét legjobb approximacoja, ha

En (f, Xim) = max | (z) p" (2)] < max |f (z)p(2)], p€Fu  (1210)

Igazolhatd, hogy m > n + 2 esetén 1étezik pontosan egy legjobb approximéacié és
(legalabb) egy X! ., C X,, alternalé ponthalmaz tgy, hogy

@) D @)= (1) sy (f. Xn), @ € Xipgy j=L,oini2, s— 1 (12.11)

J J

Ha m = n + 2, akkor az alternal6 tulajdonsag alapjan kdnnyen meghatarozhat-
juk a legjobban approximalé polinomot, ui. p* (z) egyiitthatoi és az sE, (f, X,12)
menynyiség kielégitik a

> a4+ (<1 sE, (f. Xpso) = f () (G=1,...,n+2) (12.12)
=0
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linearis egyenletrendszert. Az m > n + 2 esetben a legjobban kozelité polinom
meghatarozasa toébbféleképpen is lehetséges. Az

E,(f,Xn) = max E,(f, X,2) (12.13)

X'n+2ng

Osszefiiggés alapjan kivalasztjuk az 6sszes X,,.o C X, részhalmazt, ezekre meghaté
rozzuk a legjobban approximal6 polinomot, ill. a legjobb approximéacié mértékét,
az

E, (f, Xni2)-t. Az X, halmazon legjobban approximal6 polinomot, ill. X,
alappontrendszert azon X, o alappontrendszer hatarozza meg, amelyre fennall

max B, (f, Xp42) = E, (f, X:;+2) ) (12.14)

X7L+2§Xm

Ha ezt a maximumot tobb X, o alappontrendszer is eléri, akkor tetszés szerint

lehet koziiliik valasztani. Tekintettel arra, hogy (T::Z) kiilonb6z6 eset van, a diszk-

rét approximacios feladat fenti megoldasa sok szamitast igényelhet. Ujabban a
lineéris programozasi eljarast javasoljik a fenti feladat megoldasara. Legyen

p = max |f (z) —p(2)].

Ez ekvivalens az

feltétellel. Az approximécios feladat tehat atmegy a

fle) (G=1...,m)
—flz) G=1...,m)

p
P+ Do Wi
p— D io Wil

\VALVARS

lineéris programozasi feladatba, amelynek megoldasara rendkiviil hatékony eljara-
sok és programok ismeretesek.

Remez algoritmusaval az f € C'[a, b fiiggvény [a, b] intervallumbeli (nem diszk-
rét) approximalasa gy torténik, hogy az [a,b] intervallumot felosztjuk az z; =
a+ k%% (k = 0,...,N) pontokkal és erre meghatarozzuk a legjobban kdzelits
diszkrét polinom approximéciot. Megmutathato, hogy ha N elég nagy, akkor a
diszkrét polinom approximacio jol kozeliti az elméletileg legjobb polinom appro-
ximaciot. Gyakorlati célokra a Remez eljarés gyorsabb konvergenciaja valtozatait
hasznéaljak.
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12.2. Legjobb egyenletes approximacié racionalis
tortfiiggvényekkel
Legyen R (m,n) mindazon r (x) = p(x) /q (x) alakt racionalis tortfiiggvények hal-

(
maza, ahol p(z) € P, q(x) € P, és a p(x) és ¢ (x) polinomoknak nincs kozos
zérushelyiik. Az f € C'[a,b] figgvények

ag+ a1+ ...+ a,x™
r(z)= T ~
U+ 1.7}++bn$

(12.15)

alaki legjobb approximécidjat keressiik Csebisev normaban. Jegyezziik meg, hogy
a polinom kozelitésektdl eltéréen R (m,n) nem részhalmaza C [a, b]-nek. Igazak a
kovetkezd eredmények.

14.5 Tétel. Ha f € Cla,b], akkor létezik legjobb egyenletes raciondlis app-
roximdcid, azaz olyan r* (x) € R(m,n) raciondlis tortfigguény, hogy

If=rlle <If =7llg, 7(x) € R(m,n). (12.16)

14.2 Definicié. Az a < 21 < 29 < ... < zy < b pontokat (az f(z) — r(x)
hibafigguényre nézve) alterndlo pontoknak nevezzik, ha

[f (zj) =r (@)l =f=rllc (G=1....,N)
flas) =r(z5) = = [f (2j41) — T(x(j'—i-l)] (Gj=1,...,N—=1)" (12.17)

14.6 Tétel. Legyen adott f (x) € Cla,b]. Az r(x) =p(x) /q(x) € R(m,n) raci-
ondlis tortfiigguény akkor és csak akkor az f fiigguény legjobb egyenletes approxi-
mdacidja, ha az f (x)—r (z) figguénynek létezik egqy N = 24+max {n + dp, m + dq}
pontbol dllé alterndld ponthalmaza (Op a p (x) fokszdma, Oq a q(x) fokszdma).
14.7 Tétel. A legjobb egyenletes raciondlis approximdcio eqyértelmi.

A raciondlis tortfiiggvények sok esetben a polinomoknél 1ényegesen jobb app-
roximaciot szolgaltatnak. Ezért széles korben hasznéljdk specidlis fliggvények
kiszamitéasara.

Legyen E,,,, = Enn(f,[a,b]) = ||f —r*||o a legjobb racionalis approximacié
hibaja. Newman igazolta, hogy n > 4 és f(x) = |z| esetén E,,, (f,[-1,1]) <
3¢V, ha n péaros és Eni1,-1 (f,[~1,1]) < 3e7V", ha n pératlan. Polinomok
esetén E, (f) > c¢/n, ahol ¢ konstans. Minthogy elég nagy n-re 3e™V" < ¢/n, a
raciondlis approximaci6 hibaja lényegesen kisebb, mint a polinom approximaci6eé.

A legjobb racionalis approximéciot a Remez-moddszer altalanositasaival lehet
meghatéarozni. Ezekkel itt nem foglalkozunk.
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12.3. A Padé-approximacid

Fiiggvények Padé-approximacidja egy raciondlis kozelits fiiggvény, amelyet az x =
0 pont kornyezetében sorfejtés segitségével defindlunk. A Padé-approximécio alta-
laban nem azonos a legjobb racionélis approximacioval. Tegyiik fel, hogy f (z) €
C'[a, b] Taylor-sora

f(x)= Z ¢j? (12.18)

és legyen

S

(z)
o) (12.19)

ahol p(x) = ag + a1 + ... + apx™, q(x) = by +bix + ...+ bra® és by # 0. Az
altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy by = 1. Vizsgaljuk az

p(r) (Z;ZO ijj) <Z?:0 bjxj) - ZT:O a;x’

G i . (12:20)
¢(z) S by
kiilonbséget. Eléirjuk, hogy az eltérés mértéke
fa) =28 o () (12.21)

legyen. Ezt gy lehet elérni, hogy teljesiil

(i cjxj> (i bjxj> —zm:ajxj = i d;z?. (12.22)

=0 =0 j=mk+1

Tehat a baloldalon x elsé m + k + 1 hatvanyanak egyiitthatoja el kell hogy tiinjon.
Minthogy

00 k 00 min{t,k}
(chxj> (Z bj:vj) :Z Z b | 2,
5=0 j=0 t=0 =0

az els6 m + k + 1 egyiitthato akkor lesz zérus, ha

min{¢,k}
Yo = a (t=0,...,m), (12.23)
=0
min{t,k}
o =0 (t=m+1,...m+k). (12.24)

=0
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Ha ennek az egyenletrendszernek van megoldéasa, akkor R, (x) az f fiiggvény
(m, k) indext Padé-féle approximaciéja. Noha a Padé-approximéacié altalaban
nem azonos a legjobb racionalis kozelits fiiggvénnyel, sok esetben igen jo kozelitést
szolgaltat az x = 0 pont egy kdrnyezetében (tehat lokalisan, mint a Taylor-sor).

Példa. Legyen f(z) =1— 2o+ 32> +.... Ekkorm =k =1,b) =1, ¢g = 1,

= —%, c3 = % és a vonatkozo egyenletrendszer
cobp = 1= ay,
1
Clbo + Cob1 = —5 + b1 =a,
1 1
b by, = - —=-b=0.
C200 + €101 37"
Ennek megoldésa ag =1, a; = % és by = % Tehat a megfelel§ Padé kozelités
14 iz
Ry (z) = g
11 ( ) 1 + §$7

amelynek hib&ja O (z?).

Példa. Osszehasonlitjuk az e® fiiggvény néhany, a [0, 1] intervallumon vett kize-
litését. Az e” masodfoku legjobb egyenletes polinomkozelitése p (x) = 1.008934 +
0.855897x + 0.84451922, ahol az egyiitthatok pontossdga 107%. A tovabbi kozeli-
tések: az

12 + 6z + 22

Ry () = ——

2(0) = 5 1 a2
Padé-approximécio, a ¢ (x) = 1 +z + %LE2 méasodfokta Taylor-polinom és az x; = 0,
Ty = %, x3 = 1 alappontokra tamaszkodé Lagrange-féle interpoléciés polinom

r(z) = 1+ 0.876604x + 0.84167922. Az egyes kozelitések eljeles hibafiiggvényét
(e*-kizelités) mutatja az abra.

Itt lathato, hogy a legjobb kozelitést a Padé-approximacio adja (|e* — Ras (z)| <
3.996 x 1073). A Padé-féle kozelités hibaja ng, amint x tavolodik nullatol. A
Taylor polinom adja a legrosszabb eredményt (|e” — ¢ (z)] < 0.2182 és hibaja
ng, amint = tavolodik az origétol. A Csebisev-féle polinomkozelitésre fennéll,
hogy |e® — p ()] < 8.934 x 1073, A hibafiiggvényen a 4 alternalo pont leolvas-
hato. A Lagrange-féle interpolacios polinom kozelitésének hibaja: |e* —r (z)| <
1.4421 x 1072, Vegyiik észre, hogy r (z) egyiitthatoi igen kozel vannak p (z) meg-
felelg egyiitthatoihoz. Az r (x) esetén azonban csak 2 alternald pont van.

12.4. Elemi fiiggvények kiszamitasi modjai

Az elemi fiiggvények kiszamitasara szamos modszer ismeretes. Lényeges szempont
az algoritmus meghizhatésdga, pontossaga, numerikus stabilitasa és végrehajtasa-
nak gyorsasaga, ideje. A leggyakrabban hasznalt technikdk kozott megemlithetjiik
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a Taylor-sorfejtést, a Padé-approximéaciot, a legjobb egyenletes approximéaciokat,
iterativ modszereket és ezek kiilonféle kombinacioit. Egyes kozelitési technikak
kihasznaljak a fiiggvények kiilonféle specialis (pl. periddikus) tulajdonsagait is. A
ma hasznalt eljardsok méar olyan gyorsak, hogy a szamitasi id6k Osszevetheték a
multiplikativ miveletek szamitasi idejével.

Néhany ismert algoritmust a technikak illusztralasara bemutatunk.

1. Inz szamitasa (z > 0): Az x szdm el6all © = 27X alakban, ahol £ < X < 1.
Tehat Inxz = pln2 + In X. Ezzel redukiltuk a feladatot az In X kiszamitasara,

amelyhez a
00 1 X 1 2k+1
InX =2 12.25
N % 2% + 1 (X n 1) (1225)

végtelen sort hasznaljuk. Ha % < X < 1, akkor a sor tagjai 37*-nal gyorsabban
csOkkennek. A konvergencia gyorsitasara vezessiik be az X = y/\ valtozot! Ekkor

00 1 Yy — 1 2k+1
Iny =2 ) 12.26
Y k;zkﬂ(yﬂ) (1226)
A X tényez6t az u = max; jp<x<1 i’ﬁl — min feltételbdl hatdrozzuk meg. Eszerint

A = /2, amikor is u < 0.172. Tehat a sor konvergencia sebessége névelhets. Az
Iny = In X + In /2 képlet figyelembevételével

1 = 1 V2X —1
Inx = — = |In2+2v vk = . 12.27
(p 2) ;ZkJrl V2X + 1 (1227)

A Y s sorfejtést helyettesithetjilk az egyenletesen legjobban kozelits,
vagy hozzéa kozeli polinommal a v megfelel6 tartoményan. A hiba nem nagyobb
mint 3 x 1078, ha az alabbi képletet hasznaljuk

Inz =~ (p — 0.5) In 2+ (2.000000815+0.666445069v°+0.415054254v")  (12.28)

2. e® szamitésa racionalis torttel: Ha |z| < 22 akkor a kdvetkezd (3,3) indexii
Padé-kozelités 9 x 107 pontossagot biztosit:

120+ 60z + 1222 + 23
T 120 — 60z + 1222 — 23

exp () (12.29)

3. /& szamitasa Newton-iteracioval:

1 T
Ykr1 = = (yk + —) , k=0,1,... (12.30)
2 Yk
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ahol yo > /x. Az iteracié hibajara fennall, hogy

2k+1

VE = | = oL S DEZIE <o g (VM)

Az eljaras rendkiviil gyorsan (kvadratikusan) konvergal, ha |yo — /2| < 24/x. Ha
ez utobbi feltétel nem teljesiil, akkor az eljaras eleinte linedrisan konvergal, majd
begyorsul. Az iteracios eljaras részletes elemzését a késébbiekben végezziik el.
Egy tetszGleges © > 0 szam négyzetgyokének tényleges kiszdmitasa a kovetke-
z6képpen torténhet. A szam felirhaté az x = 2?™X alakban, ahol i <X <1

Ezért /z = 2"V/X. A \/z fiiggvényt az [1,1] intervallumon kézelitjiik. Példa-
ul az egyenletesen legjobban kozelits elséfokt polinom p* (x) = g + %az Ennek
maximalis eltérése /z-t61 . A (12.30) iteraciot ezzel az yo = £ + 22 értékkel
kezdjiik.

4. Az IEEE lebeg6pontos aritmetikai szabvanyt kielégité és a matematikai
koprocesszort kihasznélo eljaras e* kiszamitasara a kovetkezd:

i. Redukaljuk az x értéket a [— log %, log 62—4} intervallumra tgy, hogy fennéalljon

x = (32m+ j)log 32—2 + R, |R|<log % (12.32)
ii. Approximaljuk az exp (R) — 1 értéket a p (R) polinommal, ahol
pt)=t+at>+...+a,t"h (12.33)
iii. Rekonstrualjuk exp (x)-et az
exp (z) = 2™ (2//%2 4 21/32p (R)) (12.34)

képlettel.

Az algoritmus gyors végrehajtasanak érdekében a 27/32 értékek nagy pontos-
saggal tablazatolva vannak.

5. A 27 (0 < z < 1) kiszamitdsa CORDIC iterdcioval. Legyen ¢, = log, (14 27F)
(k=1,2,...). Legyen xy = x és képezziik a kovetkez§ sorozatot:

Tiy1 = x; € a1 =0, hax; <ciy,
Tipn = xTi—¢ €6 a1 =1, hax > ¢
Ekkor
[o¢]
T —k\ %k
2 =J[(1+27%)",
k=1
és

2~ [[(1+27%)™, e =2""—1~ (n2)27™"
k=1
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A CORDIC eljarasok a most bemutatotthoz hasonlo jellegi iterativ algoritmusok,
amelyeket koprocesszorokban, ill. tudoményos kalkuldtorokban hasznélnak. Az
eljarasok alapétlete Henry Briggst6l (1561-1631) szarmazik.

Végiil megjegyezziik, hogy a sziikebb intervallumra valé visszavezetések altalé-
ban pontossagvesztést okoznak. A szabvanyos eljarasok ezt kezelik.

12.5. Feladatok

(x € [0, 1]) legjobban kozelits elsfokii polinomjat!
]x| fiiggvényt legjobban approximalé méasodfoku

1. Hatarozza meg az f () = €®
0,3,1} ponthalmazon (p* (z) = 2 + §).

) =
2. Hatarozza meg az f ()

polinomot az X5 = { 1 —%
3. Az f (z) = e” fiiggvény ( ,2) 1ndex1’i Padé-féle kozelitése
12 + 62 + 22
B (0) = 5 =G5

Igazoljuk, hogy ez tényleg a (2, 2) indexii Padé-approximécio! Mekkora a maxima-
lis hibaja a [—1, 1] és a [—3, 3] intervallumon? Abrazoljuk a hibafiiggvényt!



13. fejezet

FUGGVENYEK LEGKISEBB
NEGYZETES KOZELITESE

Fiiggvények legkisebb négyzetes kozelitésérsl, approximacidjarol akkor beszéliink,
ha a C [a, b] halmazon értelmezett (Lo-) norma a kovetkezd

il = ([ 70w d:c); , (13.1)

ahol a w (z) € Ca,b] rogzitett silyfiiggvényrdl kikotjik, hogy w (z) > 0, Va €
[a, b]. Fontos specidlis eset: w (x) = 1.

Diszkrét legkisebb négyzetes kozelitésrol beszéliink, ha a (diszkrét Lo-, vagy
lo-) norma a kovetkezs

2

1/1ly = (Z r (%)wm)) : (13.2)

ahol @ < x; < 2y < ... < x,, < b adott pontok, a w (z) stlyfiiggvény pedig
kielégiti a w (x;) > 0, z; € X, = {x;}]-, feltételeket.

Az Lo-, ill. ly-norma jelentése mas mint a Csebisev-norméaé. Ennek illusztra-
lasara tekintsiik a [0, 1] intervallumon adott fi (z) =1, fo (z) = 1 4 0.5sin (67x)
és f3(x) =1+ 10e719% fiiggvények Csebisev- és Lo-normait a w (x) = 1 salyfiigg-
vénnyel:

-l | -l
fo(z) | 1.5 | 1.0606
f5(x) | 11 [1.3038

Lathato, hogy nagy fiiggvényérték valtozas erésen megvaltoztatja a Csebisev-normat,
mig az Lo-normét alig. Ez a tulajdonsag motivalja az Lo-approximécio (Fourier-
sorfejtés) felhasznélasat is.

141
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Igaz a kovetkezd
15.1 Tétel. Legyen f € C'la,b] adott. Legyen {¢; (z)};_, C Cla,b] linedrisan
fiiggetlen. Létezik pontosan eqy Fj (x) = > | a;¢; (x) legjobban kézelitd figguény,

amelyre
f_Z&i¢i f—zai¢
i=1 i=1

A legjobb approximéaci6 1étezése kivetkezik a linearis approximécio 1étezésére
vonatkozo tételbsl. Az egyértelmiség a ||.||, norma egy tulajdonsagabol (szigo-
ri konvexitasabol) kovetkezik. Megjegyezziik, hogy analog tétel igaz a diszkrét
l,-norma esetén is.

Az Lo- vagy lo-norma esetén konnyen meghatarozhatjuk a legjobb approximéacio6
a; egyiitthatoit. Az ||f —>°" ; a;¢]|, = min feladat ekvivalens az

feladattal. Eszerint az n-valtozos valos

< (13.3)

2 2

2
= min (13.4)

2

b n 2
Rl o) = | (f (1)~ Y a0, <x>> wyde (135
a j=1
fiiggvény egyetlen minimumat kell meghataroznunk. Az [aq, ... ,dn]T minimum-
hely, ha kielégiti a VR = 0, azaz a
OR . ay _
<‘“a’ai @) o (=1, n) (13.6)

stacionarius egyenletrendszert. Az a; paraméter szerint derivalva kapjuk:

= (aléc.z; o) _2/a (f () ~ ;aj% (33)> ¢ (x)w(x)de =0.  (13.7)

Innen atrendezéssel kapjuk, hogy
n b b
Zaj/ o (z) ¢ (x) w (x) de = / f@) o (x)w(x)de (i=1,...,n). (13.8)
j=1 a a

Vezessiik be az

()= [ 1@ g@w@ds, f.g9€Clal (139
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(skalarszorzat) jelolést. Ekkor a fenti egyenletrendszer alakja

zn:(lj Gij = C; (Z = ]_, ce ,TL), (1310)
=t (¢, 0 (frdi)
~——

—

amely felirhaté a tomorebb
Ga=c (13.11)

n

=10 . A G matrixot

alakban, ahol a = a4, ... ,an]T, G = [gs] c=ler, .. 0

Gram-matrixnak nevezziik.
Példa. Legyen a = 0, b =1, w(z) =1 ¢és ¢; () = 2 (i = 1,...,n). Ekkor
i () ¢ () = 972, gy = [F o 2de =1/ (i +j — 1) és

G = [;} ; (13.12)
i+ =114
ami nem mas mint az in. Hilbert-matrix, amely rosszul kondicionalt.

fgy a legkisebb négyzetes feladat megoldésa reménytelen. A jarhato at a
{¢:};_, fiiggvényrendszer iigyes megvalasztasaban rejlik. Vezessiik be a kovetkezd
fogalmakat.
15.1 Definicié. A {¢;} | C C'la,b] figguényrendszer ortogondlis, ha

(0i,¢5) =0, 177,

A rendszer ortonormdlt, ha még teljesil a (¢;,¢i) =1 (1 = 1,...,n) dsszefiiggés
8.

Tegyiik fel, hogy a {¢; (x)};_, rendszer ortonormalt. Ekkor a Gram-matrix
azonos az egységmatrixszal és

a;={f,¢;) (i=1,...,n). (13.13)

Az egyértelmi legjobb (legkisebb) négyzetes approximacioé tehat felirhato az

n

Z (f, di) & (x) (13.14)

=1

alakban. Ennek elnevezése: az f (z) fiiggvény Fourier-sora, ill. annak elss n-tagja.
Nevezetes ortonormalt fiiggvényrendszerek a kovetkezsk.
1. C[—m, 7], w(z) =1 esetén

sin x, —= cos 2z, —=sin 2z, . .. (13.15)
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ortonormalt fiiggvényhalmaz.

2. C[-1,1), w(x) = 1/v/1 — 22 esetén

1 2
7= \/;Tn (r) (n=1,2,..) (13.16)

ortonormalt fiiggvényhalmaz, ahol
T, (z) = cos (narccos x) (13.17)
az un. n-edik Csebisev-polinom. Az elsé néhany Csebisev-polinom:
Ty () =1, Ty (:c) =z, Ty (z) =22° — 1, Ty (2) = 42° — 3z. (13.18)
3. C[—1,1], w(x) =1 esetén

\[PO,,/Q”H =1,2,...) (13.19)

ortonormalt fiiggvényhalmaz, ahol

1 dr
onn! dxn

P, (z) =

(2 —1)" (13.20)

az Un. n-edik Legendre-polinom. Az els6 néhany Legendre-polinom:

Py(x)=1, P (z) =z, Po(x) = §a:2 - 1, Py (z) = §x3 - §x (13.21)
2 2 2 2
Ha rendelkezésiinkre all egy ortonormalt {¢; (z)}._, fiiggvényrendszer, akkor a
legkisebb négyzetes approximécié meghatarozasahoz (elvileg) csak az (f, ¢;) un
Fourier-egyiitthatokat kell kiszamolnunk.
Ortogonalis polinomokat a @) R-felbontasnal latott Gram-Schmidt eljarashoz
hasonl6 médon lehet meghatarozni. Kz azonban numerikusan nem stabil. Helyette
az alabbi haromtagi rekurziot hasznaljuk.

Legyen o
: : (260, 90 )
do(x)=1, ¢ (x)=0— —F+-, (13.22)
<¢07 ¢0>
és B _ _
gbkﬂ (JZ) = ([E — ak) gbk (33) — 5k¢kz—1 ($) (k’ = 1, 2, e n = 1), (13.23)
ahol

(3000 (B i)
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n

Ekkor a {(Zz (x)} polinomrendszer ortogonalis, amelybdl a
i=0

60 (@) = ———56 @) (=0,1,..) (13.25)

<én7 $n>
normalassal kapjuk a {¢; (z)},_, ortonormalt polinomrendszert.

Ha az {oy, B;};_, egylitthatok és az a; = (f, ¢;) (i = 0,...,n) Fourier-egyiitthatok
ismertek, akkor ortonormalt polinomok esetén az

f@)~ ) ai(x) (13.26)

kozelités egy x pontbeli helyettesitési értékét célszertien a haromtagu rekurzioval
szamitjuk ki.

Az eddigiekhez hasonlé allitasok vezethetSk le a diszkrét esetben is, ha defini-
aljuk a

(f,9) = Z f (@) g (w3) w(z;) (13.27)

skalarszorzatot, ahol z; € X, = {;}.", C [a,b] adott véges ponthalmaz.

13.1. Feladatok

1. Abrazoljuk a [0,1] intervallumon adott f; () = 1, fo (z) = 1 + 0.5sin (67x)
és fy(x) = 1+ 10e719% fiiggvényeket és ellendrizziik a normajukra vonatkozo
tablazatot!
2. Oldjuk meg a
1
min/ (ex —ap — a1 T — a2x2)2 dx

a; -1
feladatot a Legendre-polinomok segitségével (p (z) &~ 0.537x? + 1.104x + 0.996).
Abrézoljuk a két fiiggvényt!
3. Hatarozzuk meg az els6 harom Csebisev-, ill. Legendre-fiiggvényt a haromtagu
rekurzié és a Derive (vagy Maple) segitségével (n = 3)!
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14. fejezet

A LINEARIS LEGKISEBB
NEGYZETEK MODSZERE

A legkisebb négyzetek modszere Gausstol szarmazik. Altalanos alapelve a ko-
vetkezG: Fenndll egy vy = f(x;a4,...,a,) fliggvénykapcsolat, amelynek paramé-
tereit nem ismerjik. Az xq,...,x, alappontokban méréseket végziink, amelyek
eredményei az {y;},-, megfigyelések (m > n). Elvileg fenn kellene allnia az
yi = f(xi5a1,...,a,) (i = 1,...,m) Osszefiiggésnek. Ez azonban nem teljestil,
mert a mérésekre hibak rakédnak. Ezért az

yi = f(zija1,...,a,) +e& (i=1,...,m) (14.1)

feltétel teljesiil, ahol az ¢; véletlen hiba. Az ismeretlen paramétereket tugy kell
meghatarozni, hogy a hibak négyzetdsszege minimalis legyen, azaz

m m

ZE? :Z(yi—f(xi;al,...,an))Q = min (14.2)

=1 i=1

teljesiiljon. A feladat rokon a diszkrét legkisebb négyzetes fiiggvénykozelitéssel.
A linearis legkisebb négyzetek probléméja (LKN) a

b=Ax+e, AcR™" beecR” z€R", m>n (14.3)

tulhatarozott egyenletrendszer megoldasdhoz kapcsolodik. A cél az ¢ = b — Ax
rezidualis hiba euklideszi normajanak (normanégyzetének) minimalizélasa, azaz

|Az — b||, — min. (LKN)

A b vektort megfigyeléseknek, az A matrixot pedig a magyarazo valtozok méatri-
xénak szokas nevezni. A rank(A) < n esetet ranghidnyosnak nevezziik. Igaz a
kovetkezd

147
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16.1 Tétel. Az x € R" akkor és csak akkor az LKN-feladat megolddsa, ha
AT (b— Az) = 0.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy ATr (z) = 0. Ekkor minden y € R" esetén
r(y)=b—Ay=r(x)+ A(x —y) és

Ir )y =r"(@)r (@) +2@—y)" =0 +[A@@-y)l;=lr@)l;.
ATr (2)
——

Tehat az ATr (x) = 0 feltételt kielégits = vektor az LKN feladat megoldésa. Fordit-
va: tegyiik fel, hogy A”r (z) = 2 # 0. Igazoljuk, hogy = nem minimalizalhatja az
|7 ()2 mennyiséget. Legyen z —y = —ez és hasznaljuk fel az el6bbi azonossagot.
Ekkor
2 2 2 2 2
I ()15 = lIr (@)l = 2e [[2ll; + € [ A=l < [Ir (2)]]3,

ha ¢ elég kicsi. Tehat az olyan z vektorok, amelyekre ATr (z) # 0, nem lehetnek
az LKN probléma megoldasai. [
Az AT (b — Ax) = 0 egyenletet az ekvivalens

AT Ax = ATh (14.4)

alakban szokas megadni, amelyet normdlegyenletnek nevezziink. Igaz a kovetkezd
16.2 Tétel. AT A akkor és csak akkor pozitiv definit, ha rank(A) = n.

Bizonyitas. Ha rank(A) = n, akkor = # 0 esetén Ax # 0. Ebbdl kovetkezik,
hogy x # 0 esetén 27 AT Az = || Az||5 > 0, azaz AT A pozitiv definit. Ha rank(A) <
n, akkor létezik zo # 0 vektor gy, hogy Az = 0. Ekkor 2l AT Az = 0 egy x¢ # 0
vektorra. Tehat AT A nem pozitiv definit. O

Az LKN-feladat megoldasa a rank(A) = n esetben a legegyszeriibb. Ekkor az
egyértelmi x = (ATA)_l ATh megoldast a normalegyenlet megoldasaval kaphat-
juk meg. A leggyakrabban javasolt numerikus eljaras a Cholesky-modszer. Ha
a rendszer nagyon rosszul kondiciondlt, akkor mas modszereket kell alkalmazni.
Ilyen példaul a @) R-felbontason alapulé kovetkezs eljaras is.
16.3 Tétel (QR-felbontds). Legyen A € R™ "™ m > n. Ekkor létezik Q € R™*™
ortogondlis mdtriz, hogy

QTA = { g } , (14.5)
ahol R fels6hdromszégmdtriz és r; > 0 minden 1 indexre.

Ez a tétel a 10.2 Tétel altalanositasa allo téglalapmatrixokra. Ha rank(A) = n,
akkor R nemszingularis, azaz r; > 0 minden 7 esetén. Legyen

QT A = {ﬂ QTh = {? } (c; ERY). (14.6)

2
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16.4 Tétel. Legyen rank(A) =n. Az x € R" vektor akkor és csak akkor az LKN
feladat megolddsa, ha kielégiti az

Re=ci, |r(2)lly = llell, (14.7)
egyenleteket.
Bizonyitas.
2 2
14z = bll; = [|QT (Az = b)[[; = [|Q" Az — Q"b]|, =

2
2 2
= >0 Jt [eallz = lleall3
2 ”Rx_CIHQ
—_——

- el 1]

ahonnan az allitas kovetkezik. [
Tulajdonképpen azt is megkaptuk, hogy

min [|Az —bfl, = (e, (14.8)

A @QR-felbontéssal az LKN-feladat megoldasa a kévetkezd lehet: elGéllitjuk a
QT A és QTb mennyiségeket particionalt alakban és megoldjuk az Rz = ¢, egyenlet-
rendszert.

A ranghidnyos esetben sziikségiink van A € R™*" (rank(A) = r) szingularis
érték felbontasara (10.8 Tétel):

X, 0

_ T mxn -
A=UxVT ¢ R™" 2_{0 X

} e R™™, (14.9)
ahol U € R™ ™V € R™" ortogonalis, ¥, =diag(oy,...,0,) és 01 > 09 > ... >
o, > 0.

Ha rank(A) < n, akkor az LKN feladatnak tobb megoldasa is van. Ezek
koziil ki szoktuk tiintetni azt az x megoldas vektort, amelyre ||z|, = min. Igaz a
kovetkezd
16.5 Tétel. Legyen A € R™*™ és rank(A) =r < n. Ekkor

_ Zr_l O T 2;1 0 nxm
e [50]m ([5 0] e 1410

az LKN feladat egyetlen olyan megolddsa, amelyre | z||, minimdlis.
Bizonyitas. Legyen

Z:VTx:[Zl}, c:UTb:[Cl}, z1,¢1 € R". (14.11)

22 Co
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Ekkor
o= Asl = |[U7 (b= AVYTa)[3 = [UTb = (UTAV) VTalf; -
_ aa | |2 0 21 ? _ ¢ — X2 i
o Co 0 O z2 2_ C2
>0 4ol > [leal?,

e — Zpzf5
~—_———

2

ami tetszlleges zy esetén a z; = X le, vektorra minimalis. A z, = 0 valasztas
minimalizélja a ||z||5 = ||z1]]5 + ||z2]|> normanégyzetet és ennek kivetkeztében az
|lz||, = ||V 2|, normat. O

A tétel alapjan a ranghidnyos esetben az LKN feladat megoldasa az SVD fel-
bontés segitségével torténhet. Numerikusan stabilnak tekintheté SVD-felbontast
tartalmaz a MATLAB rendszer.

14.1. Feladatok

1. Hasonlitsuk 6ssze az LKN feladat haromféle (normélegyenlet, QR, SV D) meg-
oldasi modszerét az

1 11 1 1—3e¢ 1+ 2

€ 1 1—€¢ 1-—2¢

A= € , A= 1 14€¢ 1-—2¢
€ 1 14+3¢ 1+ 2¢

matrixok esetén kiilonbozs e értékekre! A b vektor tetszéleges lehet.

2. Hasonlitsuk 6ssze az LKN feladat megoldasi modszereit (norméalegyenlet, QR,
SV D) az

0 2 1
106 10 0
A= 10 0 106
0 1 1

méatrix esetén tetszblegesen valasztott b vektorokra.
3. Hasonlitsuk 6ssze az LKN feladat megoldasi modszereit (normélegyenlet, QR,

SV D) az
1 8,6
A= {— : } € R¥*¢
i+l

matrix esetén, ha a pontos megoldas = = [1/3,1/4,...,1/8]" € R® és b = Ax!



15. fejezet

NEMLINEARIS EGYENLETEK

Nemlineéris egyenletek és egyenletrendszerek altalaban részproblémaként fordul-
nak el optimalizalasnal, nemlinearis differencial- és integralegyenletek, stb. meg-
oldasanal. A szakaszban az

flz)=0 (f:R"—=R" n>1) (15.1)

alakt egyenletek (egyenletrendszerek) kozelité megoldasi modszereit vizsgaljuk.
Az x* € R" elemet az egyenlet megoldasanak nevezziik, ha f(z*) = 0. Ha n >
2, akkor egyenletrendszerr6l beszélink. Minden esetben feltessziik, hogy f (z)
folytonos.

Az f(x) = 0 egyenlet javasolt megoldasi modszerei egy, az x* megoldashoz
konvergalo {z;};-, sorozatot képeznek. A konvergencia sebességét az alabbi moédon
jellemezhetjiik.

17.1 Definicio. Az {z;};°, € R" (n > 1) sorozat linedris sebességgel konvergdl
eqy =¥ € R™ hatdrértékhez, ha létezik eqy 0 < q < 1 konstans ugy, hogy ||z; — z*|| <
qllzwiy — 2™ (i =1).

A linearis konvergencia sebesség esetén fennall, hogy

o — 2*|| < qllaioy — 2| < @ llwice — 2| < ... < ¢ |lwo — 27| (15.2)

Ez azt jelenti, hogy az x; kozelitések hibait egy nulldhoz tarté6 mértani sorozat
tagjaival tudjuk feliilr6l becsiilni.
17.2 Definici6. Az {z;},;°, € R" (n > 1) sorozat p-ed rendd sebességgel (p > 1)
konvergdl eqy x* € R™ hatdrértékhez, ha létexik eqy v > 0 konstans gy, hogy
s — 2 < 7 ey — 2P (i 2 1).

A p-edrendd konvergencia sebesség a linearisnal lényegesen gyorsabb. Teljes
indukcioval igazolhatjuk, hogy

1
pf\l/i

(»/A 2o — 2|7 (i 21). (15.3)

s — 27| <

151
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Ha g = »/7||zo — 2¥|| < 1, akkor az x; kozelitések hibdit a {cqpi} nulldhoz tartd
sorozat becsli feliilrél (c = 1/ »/7). Ez nyilvanvaléan gyorsabban tart 0-hoz mint
a cq' mértani sorozat.

15.1. Egyvaltoz6s egyenletek megoldasa

Az f(z) =0 (f : R — R) alaka valos egyenletek megoldéasat vizsgaljuk. Harom
modszert ismertetiink.

15.1.1. Az intervallumfelez6 eljaras

Tegyiik fel, hogy f: R — R folytonos az [a, b] intervallumon és fenndll, hogy
fla)f(b) <O. (15.4)

Ekkor a Bolzano-tétel miatt az f (z) = 0 egyenletnek van legalabb egy z* € (a, b)
gyoke. Ezt a Bolzano—tétel bizonyitasabol ismert eljarassal kaphatjuk meg. Legyen
¢ = (a+0b) /2 ésvizsgaljuk az f (c) értékét. Ha f (a) f (¢) < 0, akkor az [a, ] inter-
vallumban van gyok. Egyébként a [c, b] intervallum tartalmaz gyokot. Az 1j inter-
vallumot Gjra megfelezziik és igy tovabb. Az egymasba skatulyazott zart intervallu-
mok rahtizodnak az egyenlet egy gyokére. Algoritmikus formaban: [a1, bi] = [a, b],
¢ = (ai +bi) /2, [ais1, bia] = { EZ:bCZ]] : eg;é‘él(:éﬁ{(cl) <0 , (1=1,2,...).

Az x* gyokot az [a;, b;] intervallum tetszéleges y pontjaval kozelithetjik. Az y
kozelités hibajara fennall, hogy

2" — y| < max{y — a;, b; — y}. (15.5)

A max{y—a;, b; —y} korlat akkor a legkisebb, ha y = % Ezért az ©* gyok i-edik
kozelitéseként altalaban az z; = (a; + b;) /2 felez6pontot hasznaljuk. Nyilvan

bi—ai_b—a

|lz* — ;] < (1=1,2,...). (15.6)
Az algoritmust akkor allitjuk le, ha a kozelités hibaja kisebb, mint egy el6re meg-
adott € > 0 hibakorlat. Ezért az intervallumfelezd eljaras gyakorlati formaja a
kovetkezd.
AZ INTERVALLUMFELEZO ALGORITMUS:
input [a,b], e > 0.
while b — a > 2¢
r=(a+b)/2
if f(a)f(z) <0
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b=z
else
a==x
end
end
r=(a+Db)/2

Megjegyezziik, hogy az {x;} sorozat csak folytonos f (z) esetén konvergal biztosan
az x* gyokhoz. (Egyébként még a gyok létezése sem garantalt.)

Példa. Legyen f(z) = 4(1 —2?) — e® = 0 és hatarozzuk meg a gyokoket. Az
egyenletnek a [—1,0], ill. [0, 1] intervallumokon vannak gydkei, ui.

F(=1)f(0)==3¢"1<0, f(0)f(1)=—3e<0.

A felez6 modszer tehéat alkalmazhato. Az ¢ = 107% pontossagt kozelitéshez sziik-
séges lépések szamat mindkét intervallum esetén a |z; —a2*| < 5% = & < ¢
egyenlStlenség megoldasa adja. Eszerint i > —loge/log2 ~ 19.93, azaz i = 20

lepés sziikséges (1 ~ —0.950455, xo = 0.703439).

15.1.2. A fixpont iteraciés moédszer

A modszert az f (r) = x — g (z) = 0 alakt vagy ilyen alakra hozott egyenletek
esetén alkalmazzuk. Az f (z) = 0 egyenlet ekvivalens az

r=g(x) (15.7)

egyenlettel. Az x* pontot a g (z) leképezés fixpontjanak nevezziik, ha z* = g (z*).
Leképezések fixpontjara vonatkozik a kovetkezd

17.1 Tétel. Ha g € Cla,b] és a < g(x) < b minden x € [a,b] esetén, akkor a
g (z) figgvénynek az |a,b] intervallumon van fizpontja.

Bizonyitas. Feltehetjiik, hogy g(a) > a és g(b) < b. Legyen h(z) = g(x) — .
Ekkor h(z) folytonos [a,b]-n és h(a) > 0 és h(b) < 0. Ezért a h(z) fiiggvénynek
van £ € (a,b) gyoke, azaz h(§) = g(£)-¢ = 0. Tehat £ fixpont. O
17.3 Definici6. A g € C'a,b] figgvény kontrakcié az [a,b] intervallumon, ha
letezik 0 < g < 1 gy, hogy

lg(x) —g )| <qlr—yl, z,y¢€lab]. (15.8)

Példa. A g (z) = 2? fiiggvény kontrakcio a [O, ﬂ intervallumon, ui.

1 1
’$2—y2‘=§1/2|x—y|§§|x—y|, xayglou_:|'

4
|z + y|
——
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Példa. A g(x) = 2? fiiggvény nem kontrakcio a [0,1] intervallumon, ui. z,y €
[%,1} esetén

2 2 ‘

3
|2* —y 232 r—yl > Sle—yl>le—yl (¢#y)
X

+ |
~——
17.2. Tétel. Ha g € Cla,b], a < g(z) < b (x € [a,b]) és g(x) kontrakcio
la, b]-n, akkor pontosan egy fizpont létezik |a,b]-ben.
Bizonyitas. A 17.1 Tétel a fixpont létezését bizonyitja. Tegyiik fel, hogy
x*, y* € [a,b] fixpontok és x* # y*. Ekkor fennéall, hogy

lz* —y* | =g (z") — g ()| < qla” =y,

ahonnan osztassal az 1 < g < 1 ellentmondast kapjuk. Tehat csak egy fixpont
van. [J
17.3 Tétel. A g € C' [a,b] fiiggvény kontrakcid az [a,b] intervallumon, ha

max |¢' ()| =¢q < 1. (15.9)

z€la,b]

Bizonyitas. A Lagrange-tétel alapjan

lg(x) =g W) =19 ) (x =yl =g llr -yl <qlr—yl. O

A kovetkezs tétel megadja a fixpont iteracios modszert és a konvergencidjara
vonatkozo feltételeket.
17.4 Tétel. Legyen g € C'la,b] olyan, hogy a < g(x) < b (x € [a,b]) és tegyiik
fel, hogy g (x) kontrakcic [a,b]-n. Ekkor minden xq € [a,b] esetén az
iterdcio sorozat linedris sebességgel konvergdl az x* fixponthoz, azaz

lz; — 2| < ¢' |wg — 2| (i=0,1,...). (15.11)

Bizonyitas. Minthogy g (z) € [a,b] minden x € [a, b]-re, azért {x;},°, C [a,b].

Igaz a kovetkez§ becslés:
o1 = @n| = |9 (#n) = g (Tn-1)| S qlan —2aa <0 < ¢ 21 — o]

Ennek segitségével belatjuk, hogy {z;},-, Cauchy-sorozat, azaz |x,, — z,| — 0,
hacsak m,n — oo. Egyszerii becsléssel kapjuk, hogy m > n esetén
|Im - xn| < |Im Lm— 1| ‘I’ + |wn+1 xn| <
<@+ D lne = xn\ <2

<qn1 q" |[E1—l’0|< |£L’1—J]0|

‘xn—i-l - xn’ <
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ahonnan m,n — oo esetén |z, — z,| — 0 kovetkezik. Az {z;}.°, C [a,b] Cauchy-
sorozat egyuttal konvergens is, tehat létezik x* € [a, b] hatarértéke. A ¢ (z) fiigg-
vény folytonossdga miatt fennall a

Tiyr = g(wg)
{ !
rr = g(z¥)

diagram helyessége. Tehat x* fixpont. A fenti egyenlétlenség-lancbol az z,, — z*
hataratmenettel kapjuk, hogy

n

|z, — 2" < 1q |z1 — xo], n>0.

A lineéris konvergencia ebbd6l mar kovetkezik. A tételben szerepld becslést az

egyenlGtlenség lancbol kapjuk. [
A FIXPONT ITERACIOS ELJARAS ALGORITMUSA:
Input zg, € > 0.
while kilépési feltétel=hamis
Tiv1 = 9 (%) )
=141
end
Ha ismert a q érték, vagy egy jo becslése, akkor az ¢ > 0 pontossag eléréséhez
sziikséges iteracidk szamat a

n

l—gq

|$1 — [L’()| S 9 (1512)
egyenlGtlenség megoldasaval kaphatjuk meg. Alkalmazva az ||a| — |b|| < |a — 0| és
’[L’* - mn| - ’xn - mn+l| < "77* - xn+1’ <q ’[L’* - $n|

egyenlGtlenségeket kapjuk, hogy

|z* — x| < |Tpi1 — T - (15.13)

Ha teljesiil, hogy
[T — xn] < (1—q)e, (15.14)

akkor az x,, kozelités abszolit hibaja kisebb mint . Ekkor az iteraciot leallithatjuk,
abbol kiléphetiink.
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Ha ismerjiik a ¢ értékét és fennall a konvergencia, akkor a fenti egyenl6tlenségek
alapjan megallapithatjuk a sziikséges iteraciok szamét, vagy a megoldashoz valo
kozelséget. Altalaban azonban nem ez a helyzet. Vagy nem tudjuk ¢ pontos
értékét, vagy azt nem tudjuk, hogy egy adott xy pont olyan pont-e, amelybél
indulva a konvergencia garantalhato. Ennek ellenére altalanos az alabbi kilépési
feltételek haszndlata:

(B) ’$i+1 — .Z'l‘ S CoE] (C) 1= imax- (1515)

Minthogy a feltételek egyike sem garantalja az |x;, 1 — 2*| < ¢ feltétel teljesiilését,
célszert az (B) és (C) feltételt egyiitt hasznalni.

A 17.4 Tétel feltételeit, a kontraktivitast, de kiilonosen az a < g (x) < b feltételt
altaladban nem konnyt biztositani. E feltételek lokalis jellegét mutatja a
17.5 Tétel. Legyen g € C'[a,b], a £ € [a,b] és § > 0 olyan, hogy |¢' (z)] < ¢ <1
teljesil minden x € [ —06,&+ 6] C [a,b] esetén. Ha 0 < r < § olyan, hogy
lg (&) =& < (1—q)r, akkor g(x) kontrakcid az [§ —r, &+ r]| intervallumon és
E—r<g(x)<&+r,haxe[l—r+r].

Bizonyitas. A kontraktivitds a 0 < r < § egyenlGtlenség kovetkezménye.
Masrészt legyen x € [§ — r, & + 7] tetszileges. Ekkor fennall

lg(x) =&l < <qlz =& +g€) & <qgr+(1-qr=r
lg (x) — g (&)
—_——

tehat g (z) € [ —r, &+ r]. O

Kovetkezmény. Az [§ —r, &+ 1] intervallum a g (x) egy fizpontjdt tartalmazza,

amelyhez a fizpont iterdcid barmely xo € [ — r, & + r] pontbdl kiindulva konvergdl.
Megjegyezziik, hogy a derivalt folytonossaga miatt elég feltenni a |¢' (£)] < 1

teljesiilését. Ebbdl méar kovetkezik, hogy létezik 6 > 0, amellyel igaz a 17.5 Tétel

derivaltra vonatkozo feltevése.

Példa. Oldjuk meg fixpont iteraciés modszerrel az f(x) = 4(1 —2?) — e* =

0 egyenletet a [0.68,0.72] intervallumban ¢ = 10~ pontosséggal! Minthogy az

egyenlet pozitiv gyokérsl van szo, atirhatjuk az z = g () = /1 — e*/4 alakba. A

kijelolt intervallumon

g (r) = —€"/ (4\/4 —e") <0, ¢"(z)=¢€"(e"—28)/ (8 (4 — ex)?’) < 0.

Ezért ¢’ () monoton csokkend és max,cio.7.072 |9 ()| = ¢’ (0.72)] ~ 0.3682. Le-
gyen £ = 0.70. Ekkor az r = 0.02 valasztassal

g (0.7) — 0.7] ~ 0.004671 < (1 — 0.3682) 0.02 ~ 0.01263,

ami az 17.5 Tétel alapjan az iteracidés modszer konvergencidjat jelenti.
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Az f(x) = 0 alakban megadott egyenletek atirdsa az x = g (x) forméara igen
konnyt, ui. z = x — f (x) ilyen alak. A kontraktivitas biztositasa azonban korant-
sem egyszery feladat. Sok esetben az ekvivalens

r=x—af (v) (15.16)

fixpont feladatot vizsgaljuk, ahol az a konstanst vagy « (x) fliggvényt ugy valaszt-
juk meg, hogy a g(z) = © — af (x) fliggvény kontrakcio legyen. Ilyen tulajdon-
képpen a kovetkez6 szakaszban ismertetésre keriil6 Newton-modszer is.

A fixpont iteracio és altalanositasai fontosak tovabbi modszerek kifejlesztésében
és az un. kaotikus jelenségek (fraktéalok) vizsgalataban is. Itt némi egyszeriisitéssel
azt a kérdést vizsgaljak, hogy az iteracié mely pontokbol elindulva konvergens,
illetve az iteracids sorozat hogyan viselkedik.

Végiil megjegyezziik, hogy lebegGpontos aritmetikdban eléfordulhat, hogy a
sorozat nem konvergél a fixponthoz, hanem koriilétte "beciklizal”.

15.1.3. A Newton-modszer

Tegyiik fel, hogy f : R — R folytonosan differencialhato. A modszer lényege, hogy
az x; pontban a fiiggvényhez érint6t htuzunk és ennek az érintének a zérushelye adja
meg a keresett gyok (i + 1)-edik kozelitését, azaz x;,1-et. Az érint6 irdnytangense
f'(x;) és egyenlete

y— f(@) = f'(@:)(x — ). (15.17)
Az y = 0 egyenlet megoldasa:
Tip1 = T — J{’((i)) (15.18)

feltéve, hogy f'(z;) # 0. E képlethez eljuthatunk egy kissé méas érveléssel is.
Nevezetesen f(x)-et linearizaljuk az z; pontban, azaz kozelitjiik az els¢fokt Taylor-
polinomjéaval:
f(x) =~ f(x;) + f(x)(x — x5). (15.19)

Ezutan az f(z) = 0 egyenlet helyettesitjiik a f(z;)+ f'(x;)(z — x;) = 0 egyenlettel,
amelynek gyoke kozeliti az f(x) = 0 egyenlet gyokét.

A Newton-modszer tehat a kovetkezs. Adott egy xg € R kezdeti kozelités és
képezziik az

f'(wi)
sorozatot. Vegyiik észre: a Newton-modszer tulajdonképpen az x = x—f (z) /f' (x)
fixpont feladatra alkalmazott iteracios eljaras. A Newton-moddszer konvergencia-
jara vonatkozik az alabbi
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17.6 Tétel. Legyen f : (a,b) = R kétszer folytonosan differencidlhatd, |f"(x)| <
vés |f(x))| >p>0(x€(a,b)). Haaz f(x) =0 egyenletnek van egy x* gyoke az
(a,b) intervallumban, akkor van egy olyan n > 0 szdm, hogy |xo — x*| < n esetén
z; = x* (i — 400) és

2541 — 27| < 21 7, — 2> (i=0,1,...). (15.21)
p

Bizonyitas. Legyen 1 = min{z* —a,b — 2*} > 0. Tekintsiik a

(@) = [ (@) + f () (@) + (1/2) [ (&) (@° = @2)°

Taylor-sort, ahonnan f (z*) = 0 miatt

fla) = —f (x) (@ — @) = (1/2) f" (&) (" — 2;)°

kovetkezik. Behelyettesitéssel kapjuk, hogy

azaz o
Tipy — O = 5? ((EZ; (zi — I*)Q .

Innen a |f"(z)] < vy és |f'(x)] > p >0 (z € (a,b)) feltevések miatt
i = 27| < ool = a7
kovetkezik, feltéve, hogy z; € (a,b). Ha |zg — 2*| < n = min {m,2p/v}, akkor
* r)/ * * *
o1 =271 < (oo =71} oo = °| < o = o*] <

miatt x; € (z* —n,2*+n) C (a,b). Hasonloan folytatva koénnyen igazolhatjuk,
hogy x; € (a,b) és

2i+l

2 .
]xiﬂ—x*]g?p(%\xo—xﬂ) (i=0,1,...).

Tehat |zg — 2*| < 7 esetben az {z;}.-, sorozat masodrendben konvergens. [
Azt mondjuk, hogy a Newton-modszer konvergenciaja lokalis, mert az x; kezde-
ti kozelitésnek az x* gyok "kozelében” kell lennie. A Newton-moédszer mésodrendii
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konvergencidjat az alabbi megjegyzéssel jellemezhetjiik. Tegyiik fel, hogy z* # 0.
Ekkor fennall, hogy

o~ 2l (1Y el o) (1

jz* [ T 2p || 2p ||

|)2. (15.22)

Ez azt jelenti, hogy az z;,, kozelités relativ hibaja az i-edik kozelités relativ hi-
bajanak négyzete. Ha tehat beallt a kozelités els6 két tizedesjegye, akkor dupla
pontossagl aritmetikdban 3-4 1épésben bedall az elérhetd legnagyobb pontossag.

Kilépési feltételek. A Newton-modszert elvileg akkor kell megallitanunk,
amikor elértiink egy adott € > 0 pontossagu kozelitést, azaz fennall, hogy

|z; —a*| <e. (15.23)

Marmost a gyok ismerete nélkiil ezt a hibat ténylegesen becsiilni nem tudjuk. Ezért
kiilénbo6z6 heurisztikus kilépési feltételeket hasznalunk. A leggyakoribbak:

(A) [f)l<es (B) |zipn—xl <ex; (C) i = tmax (15.24)

A feltételek egyikének teljesiilése sem garantalja a (15.23) pontossagi feltétel tel-
jesiilését. Ezért célszertibb a harom feltételt egyiitt hasznalni.
A fiiggvénykozelitéseknél korabban latott

1
Tip1 = = <$k + i) (k=0,1,...) (15.25)
2 Tk

négyzetgyok algoritmus nem mas, mint a Newton-modszer az f (z) = 2> —a =0
egyvenletre alkalmazva. Felmeriil a kérédés, hogy milyen xq értékekre lesz az eljaras
konvergens? Igaz a kévetkezs, Fourier-t6l szarmazo
17.7 Tétel. Legyen f € C?%[a,b], f'(x) #0 és f"(x) #0, ha x € [a,b]. Tegyiik
fel, hogy létezik x* € (a,b) gyok. Ha az xq € [a,b] pont olyan, hogy f (zo) f" (xo) >
0, akkor a Newton-mddszer monoton konvergdl az x* megolddshoz.

A tételben szerepld [a,b] végtelen intervallum is lehet. Esetiinkben f(z) =
22 —a és [ (z) = 2. Ezért xy > /a esetén f(xo) f” (zo) > 0. Tehat ilyen g
értékekre a Newton-modszer biztosan konvergal.

15.2. Nemlinearis egyenletrendszerek megoldasa
Az f(2) =0 (f : R" -5 R") és az © = g (x) (g : R* — R") alaki egyenletrend-

szereket vizsgaljuk, ahol f(z), ill. g (z) folytonosan differencialhaté. A fixpont
iteracios eljaras és a Newton-modszer altaldnositasat targyaljuk.
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15.2.1. Fixpont iteracios eljaras

Az x = g (x) egyenletrendszert vizsgaljuk, ahol g : R® — R folytonos. Tegyiik
fel, hogy D C R™ zart tartomany olyan, hogy teljesiilnek ra a

g(x)eD, xe€D (15.26)

és
lgx) =g <qlx—vyl, xyeD (0<q¢<l1) (15.27)
feltételek. Ekkor tetszGleges xg € D esetén az aldbbi algoritmus lineéris sebességgel
konvergal az x = g (x) egyenlet egyetlen megoldasahoz.
A FIXPONT ITERACIOS ELJARAS ALGORITMUSA:
Input xg, € > 0.
while kilépési feltétel=hamis
X1 = 9 (%),

=141
end
A hasznalhato kilépési feltételek
(A) [f&)l <e; (B) lxia —xill Sezs (C) 0= imax (15.28)

és ezek kombinacioi.

15.2.2. A Newton-moédszer
Az f(x) =0 (x € R") egyenletrendszer koordinatas alakja:

f1 (ZL‘l,IQ,...,fL‘n) =0

f”(xhx%”'axn) = 0.

Az x; = [xgi),xgi), e ,xg)]T € R™ pontban linearizaljuk az fy(x) koordinata fiigg-
vényt (k=1,...,n):
fr(xr, 2o, ... xy) = fk(mgi),xg), o a®)

"L 0 D) G i i
+ E —axlfk(xg),xg),...,x,(l)) (xl—xl()>.
=1

Témérebb formaban ugyanez

filx) = fi(x) + Vi(x)" (x — x;)

Fa(%) % fu(s) + V fou(x0)T (% — ).
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Az f(x) = 0 egyenletrendszer megoldéasa helyett keressiik a linearizalt egyenlet-
rendszer

filxi) + V) (x —x;) =0

: (15.29)

fu(x:) + V fu(x)"(x —x;) =0

kozos megoldasat, amely az x;,q 1j kozelitést definidlja. Vegyiik észre, hogy az
y = fu(x:) + Vfi(x)T(x — x;) egyenlet az y = fi(x) fiiggvény érintésikja az x;
pontban. Az x;,; kozelités az érintsikoknak az y = 0 sikon 16v6 kozos pontja. Ha
bevezetjiik az

n vfl(X)T
Jx) = | 2T : (15.30)
B
Ox; i =1 Vo (x)T

jelolést (J(x) az f(x) fiiggvény Jacobi-méatrixa), akkor a linearizalt egyenletrend-
szer atirhaté a tomorebb

f(xi)+ J(x)(x —x;) =0 (15.31)
alakba, amelynek megoldasa:
X1 =X — [J(x)] 7 flx) (i=1,...). (15.32)

Az {x;} sorozat fenti el6allitasat (xg el6zetes felvételével) nevezziik Newton-modszer-
nek. A gyakorlatban soha nem invertaljuk a J(x;) Jacobi-méatrixot. Helyette a
linearis egyenletrendszer alakot oldjuk meg. Igy az eljaras alakja az alabbi.
A NEWTON MODSZER EGYENLETRENDSZEREKRE:
Adott xg € R", € > 0.
fori=0,1,2,...
Oldjuk meg a J(x;)A; = — f(x;) egyenletrendszert!
Xip1 = X; + 4
end
Az alkalmazhato kilépési feltételek értelemszertien itt is az (15.28) feltételek és
ezek kombinécidi. Az eljaras konvergencidja alkalmas feltételek esetén lokalis és
masodrendd.

Példa. Tekintsiik az fi (x) = 23+23—1 =0, fy (x) = —27—x5 = 0 kétismeretlenes
nemlinearis egyenletrendszert. Az x; = [1,1]" pontban a z = f, (x) fiiggvény
Sy érintsikja 2z = 2xy + 219 — 3, a 2z = fy(x) fiiggvény S, érint6sikja pedig
2= —2x1 —xo+ 1. A két érintGsik egy egyenesben metszi egymast, amely a z = 0
sikot az xo = [~1/2,2]" pontban metszi. A kovetkezé dbra ezen objektumokat

mutatja be.
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Példa. Oldjuk meg az f = [(fi(x),..., fu(x)]" =0, x=[z1,...,2,]" egyenlet-
rendszert Newton-modszerrel, ha

filx) = o
fi(x) = cos(w;y)+ai—1 (i=2,...,n)

Legyen a kezd6vektor x© = [—1,1,...,—1,1]". A Jacobi-matrix:
[ 1 0 0 cee 0]
—sin(zy) 1 0 '
J(x) = 0 — sin(xg)
: . . 0
i 0 e 0 —sin(z,—1) 1

Az xFH) = x®) [ J(x®))]71 £ (x¥)) sorozat elemei MATLAB-ban irt programmal
szdmolva n = 4 esetén:

0 0
—0.3818 0
1y _ @ _
X —0.7030 | % —0.7020 |’
| 0.2098 | | —0.1720
I 0] I 0
0 0
@3 _ () _
X = O s X = O
| —0.0025 | | —0.5¢—16

Megmutathato, hogy az x*) sorozat barmely n > 1 esetén és barmilyen x(¥-

bol véges (legfeljebb n) lépésben (a kerekitési hibaktol eltekintve) eléri az egyetlen,

*

x*=10,..., O]T megoldast.

15.3. Utoblagos hibabecslések

Nemlinearis egyenletrendszerek kozelitd megoldasainak utélagos (inverz) hibabecs-
lését elvégezhetjiik az Ottli-Prager becslés alabbi altalanositasaval is.

17.8 Tétel (Arioli-Duff-Ruiz). Legyen £ >0 és f > 0 (E € R, f € R").
Legyen F : R™ — R™ nemlinedris figguény, b € R™ és & az

F(z)=b (15.33)

egyenletrendszer kizelitd megolddsa. Akkor és csak akkor van olyan G (|G| < E)
és g (lg| < f), amelyre & az

F(#)+Gi=b+g (15.34)
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perturbdlt egyenletrendszer megolddsa, ha
rl=b—F (&) < B+ /. (15.35)

Ha adott E és f mellett E =wE és f: wf, akkor

(15.36)

|73l
R CIE )
a legkisebb w, amellyel a tétel kielégithetd.
Példa. Tekintsiik az el6z6 szakasz példajat. Haaz E = J(Z) és f=[1,...,1]" e
R” valasztassal éliink, akkor 7 = x(I) esetén w = 0.4200, T = x® esetén w =
0.1482, 7 = x® esetén w = 0.0025, 7 = x¥ esetén pedig w = 0. Ez utobbit az
magyarazza, hogy a MATLAB rendszerben f (X(4)) = 0.
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15.4. Feladatok

1. Oldjuk meg az

15. FEJEZET. NEMLINEARIS EGYENLETEK

T
/ sin(s + V12 + s)ds = 0.25
0

egyenletet T-re az intervallumfelezés modszerével. Hasznéljunk numerikus kvadratu-
rat a fliggvény kiértékeléséhez!
2. Alkalmazzuk a Newton-modszert a

1 |1 — e |
f(“f):1+x2=0a f(fﬂ):\/m:O

egyenletekre az (A), illetve (B) kilépési feltételekkel! Mit tapasztalunk?
3. Oldjuk meg a Newton-modszerrel a kovetkezd egyenletrendszereket!

3x 4+ 4y + e = 1.007

6z — 4y + ¥t =11

2t —4y? + 62 — 8w = 20 (@)
22— w=4

—22% — 3y + 4siny = —6
32? — 2xy? + 3cosz =8

T+ Y 1 —5=0,i=123

T1T2X3T4 — 1=0



16. fejezet

DIFFERENCIALEGYENLETEK
KOZELITO MEGOLDASA

Kozonséges differencidlegyenletek kezdeti- és peremérték feladataival foglalkozunk.

16.1. A kezdetiérték feladat megoldasa Runge-Kutta
tipust moédszerekkel

Az
Yy =f(z.y), yl@)=vw (f:RxR =R (16.1)

alaki kezdetiérték feladatokat vizsgaljuk, ahol f (x,y) = [f1 (z,v) ..., fe (z,y)]"
(z € R, y € RY) folytonos a

D ={(z,9) : ||z — x|l . <k v —vollo < sy} SR (16.2)

nyilt tartoményon, x, és K, pozitiv konstansok és létezik olyan L > 0 konstans,
hogy

1f (@y) = f(z,2)lo < Llly—2lle ((z,9),(z,2) € D). (16.3)

Ekkor minden (zg,yo) € D esetén a kezdetiérték feladatnak létezik pontosan egy
y(x) = [y (2),...,y (x)]" megoldasa valamely [zo, B] intervallumon, azaz

y (@) =f(z,y()), =x€lr,B]. (16.4)

A feladat numerikus megoldasan a kovetkezt értjiik. A megoldast egy [z, b]
intervallum (b < B) diszkrét pontjaiban keressiik. Ezek a pontok legyenek

To =ty <t <...<t;<...<ty=h. (16.5)

165
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A {t;}Y, alappont halmazt az [z, b] intervallum felosztasdnak nevezziik. A fel-
osztéas ekvidisztans (egyentavolsagi), ha
b—to

Az y (2) elméleti megoldas t; pontbeli kozelitését jeldlje y;. Ertelemszertien y (to) =
Yo- A h; = t;1 —t; > 0 mennyiséget i-edik 1épéshossznak nevezziik.

16.1.1. Az explicit Euler-moédszer

A Cauchy-feladat (egyik) jellegzetessége az, hogy ha egy x pontban ismert az
y (x) megoldas vektor, akkor ismert az y' (x) = f (z,y (x)) derivalt vektor is. A
vektor komponensekre fennallo y; (x + h) =~ y; (x) + hy (z) = y; () + hif (z,y (z))
(1 = 1,...,{) els6rendii kozelitéseket (tkp. érintket) vektor formaban felirva
kapjuk az

[y (z+h) ]

y@+h) = | w@+h) |~y +hy (@) =y @) +hf 0y (@)

|y +h) ]

kozelitést. Ha az x pontban az y () ~ g kozelitd érték ismert, akkor a fenti képlet
Atmegy az
y(@+h)=g+hf(z9)

kozelitésbe. Az Euler-modszer alapgondolata ezek utan a kovetkezs: A ¢ = to+hg
pontban kozelitsiik az y (¢1) elméleti megoldast a megoldasgorbe (zg, yo) pontbeli
"érintGjével”, azaz legyen

y (to + ho) = yo + hoy' (to) = y1 = yo + hof (to, vo) - (16.7)
A t1 pontbeli y; kozelitést felhasznalva kapjuk, hogy
y(t2) =y (t) + haf (b y () = ye = g1+ haf (1, 41) - (16.8)
Az eljarast folytatva kapjuk hogy
Yir1 =Y + hif (xi,y;) (@=0,1,...,N —=1), (16.9)

ahol y; ~ y(t;). Ezt a képletet nevezziik explicit Euler-modszernek. Grafikusan
abrézolva az eljarast skalar differencialegyenlet (f : R? — R) esetén a kovetkezs
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abrat nyerhetjiik: A rombusszal jelolt és egyenes szakaszokkal 6sszekotott pontok
az y; (1 = 0,1,2) kozelité megoldasok, amelyeken dtmennek az ¢/ (z) = f(x,y),
y (t;) = y; differencialegyenletek megoldésai (t, =1+ 0.5(i — 1), =0, 1,2).

A kovetkezdkben az eljards hibajat elemezziik.
18.1 Definicié. Az T (y(z),h) =y (x +h) — (y () + hf (x,y (z))) mennyiséget
az x pontbeli lokdlis hibdnak nevezziik.
18.2 Definicid. Az e; = y;—y (t;) hibdt az i-edik pontbeli globdlis hibdnak nevezzik
(i=0,1,...,N).

A definiciok és a (16.3) feltételek alapjan fennall, hogy

[Yi1 —y tin) |l = Hyi+hz-f(tz',yz) [y (t:) + i f (i y (8)) + T (y (), ha)lll o
1y =y (8) + R [f (83, 93) = f iy ()l + 1T (y (83) 5 i) [ o
y (t

<
< (U hl) Iy =y @)l + 1T (y () hi)ll oo »

azZaz

leiille < (U ) lledle + 1T (y (6) h)lle (6= 0,1,...,N —1).  (16.10)

A globélis hiba vizsgélatdhoz két tovabbi eredményre van sziikségiink. Igaz a
kovetkezd
18.1 Lemma. A 0;11 < a;0;+7;, (o > 0,0 =0,1,...,n) egyenldtienség megolddsa
zdrt alakban

Spir < (H aj> 8o + Z ( H ) Y, n>0. (16.11)

Bizonyitas. Az n = 0 esetben a rekurzi6 alapjan,
01 < apdo + Y0,

a képlet alapjan pedig (H;.:l f() =1 hai<l)

< (Haj> 8o + Z (Haj> % = a0 + 0.

=0 \j=1

Feltéve, hogy az allitas valamely n > 0 értékre igaz, igazoljuk helyességét az n+ 1
értékre is. Ekkor kapjuk, hogy
5n+2 S an—i—l(sn—i-l + Yn+1 S
< Qi1 <H;L:o aj) 00 + i1 g <H? it1 aj) Yi + 1 <
n+1 n+1 n+1
< <Hj+o O‘J) do + ico \ <Hj+z+1 O‘J)

Vis
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ami bizonyitando volt. [
Ha a lemmét az o; = 1+ h;L, v; = ||T (y (t;),h;)||,, szereposztassal alkal-
mazzuk, akkor az

1T (y (&), i)l

(16.12)
egyenlGtlenséget kapjuk. Vizsgaljuk most meg az T (y (x) , h) lokalis hiba nagysa-
gat. Tegyiik fel, hogy y (z) € C? [xg,b]. Ekkory (z + h) = y (z)+hy' (x)+ Ry (x, h),
amelynek maradéktagjara teljesiil, hogy

lentallo

=i+1

Nfpaens
7=0

)| lleollo +Z[H (1+h;L)

| Ry (z,h)]|, < h°Ky (2K2 = max max |y; (z )|) . (16.13)

1<i<l z€[z0,b]
A képlethiba ennek megfelelGen
y'(z)
, e e
T(y(z), h) = (y(x) +hy (z) + Ry (z,h)) = (y () + h | (z,y (2))) = R (2,h),
ahonnan [|T (y (x),h)||, < K2h? (z,2 4+ h € [20,b]) és
T (y (t;), hi)] < Koh? (i=0,1,...,N —1) (16.14)

kovetkezik. Az 1+x < e” (z > 0) egyenldtlenség figyelembevételével kapjuk, hogy
1+ h;L < elhi és

[T @+nL) < ] e = ebzimimah < ehommo), (16.15)

j=it1 j=it1
Ha ezt a (16.12) képletbe behelyettesitjiik, akkor kapjuk, hogy

lemsla < 507 el + 3 eHO 2 (16.16)

=0

A nyilvanvalo

egyenlGtlenség miatt

lensal, < 0= <|reo||oo + (b = o) K> max hi) (n=0,1,...,N —1).
) (16.17)
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Mivel eq = yo — y (xo) = 0, az Euler-modszer globalis hibajara igaz a kovetkezd
18.1 Tétel. Az Euler-mddszer globdlis hibdjdra y (x) € C? [xo,b] esetén fenndll,

hogy

| < (b= L(b—zo) N i
max el < (b— o) Koe oJuax b (16.18)

Ez azt jelenti, hogy az Euler-moédszer hibaja a legnagyobb lépéshosszal aré-
nyos. Ha a {t’i}i\;ﬂ felosztas minden hatéron til finomodik, azaz N — oo és
maxo<;<n h; — 0 egyidejtileg teljesiil, akkor fennall, hogy

max |le, — 0, N — oo. (16.19)
1<i<N
Tehat az Euler-modszer (elsérendben) konvergens. A konvergencia jellegét mutatja

a kovetkezs abra, amelyen az y' = 2y/x + 223, y (1) = 2 Cauchy-probléma elméleti
és Euler-megoldasai lathatok h = 1,1/2,1/4,1/8 esetén.

16.1.2. Explicit egylépéses modszerek

Az Euler-moédszernek szamtalan hatékonyabb tovabbfejlesztése ismeretes. Ezek
koziil az egyik legfontosabb az explicit egylépéses modszerek osztalya, amelynek
alakja

Yie1 = Yi + hid (ti, i, b)) (i=0,1,...,N —1). (16.20)

Az f (z,y) fiiggvénytol fiiggs ¢ (z,y,h) (¢ : R x R x R — RY) névekményfiiggvény
minden valtozéjaban folytonos, az y valtozoban kielégiti a

[¢(z, y, h)=o(z, 2z, b)), < K |ly—=], (K >0, (), (v,2) € D,|h| < h)
(16.21)
feltételt és
¢ (z,y,0) = f(z,y). (16.22)

Az Euler-modszer a ¢ (x,y, h) = f (x,y) speciélis esetnek felel meg. Az egylépéses
modszerek x pontbeli lokalis hibajat az

T(y(x),h) =y(x+h) = (y(@)+ho(z,y(x),h)) (16.23)

mennyiség definialja. Az egylépéses modszer p-edrendd, ha létezik K, > 0 kons-
tans, hogy
IT (y (), h)|lo < KphP™, @2+ h € [0, 0] (16.24)

Az Euler-modszerhez hasonléan belathatjuk, hogy az egylépéses modszerek
globélis hibajara is fennall az alabbi egyenlGtlenség

lensille < (14 hak) leall + 1T (v (ta)  B)lle (0= 0,1,.... N = 1). (16.25)

e}
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Ha az egylépéses modszer p-edrendtd, akkor az Euler-moédszerhez hasonloan
igazolhatjuk, hogy a globalis hibara fennall a

p
max_|le;]| <c( max hi) (16.26)

1<i<N 0<i<N-—1

egyenlGtlenség, ahol ¢ > 0 konstans. Tehat a p-edrendi egylépéses modszer p-
edrendben konvergal.

Fontos megjegyezni, hogy egy p-edrendben konvergil6 modszer altalaban csak
olyan kezdetiérték feladatok esetében konvergél p-edrendben, amelyek megoldasa
folytonosan differencialhato legalabb (p + 1)-szer. Ha a differencialegyenlet elmé-
leti megoldasa ennél kevesebbszer differencialhato, akkor a konvergencia rendje is
csokken.

A p-edrendii egylépéses modszer ui. az y(z) megoldas fiiggvényt p + 1-ed
rendii hibaval kozeliti. Ez azt jelenti, hogy az y (x + h) és y () + ho (z,y (z), h)
fliggvényeket az x pont koriil sorbafejtve, a két sorfejtés elsé p+1 tagja megegyezik.
A legkézenfekvébb ilyen tulajdonsagi formula az an. Taylor-sor mddszer, ahol

¢ (z, Zy hz : (16.27)

Az y® (r) magasabbrendii derivaltakat az dsszetett fiiggvény derivaldsi szabalyaval
és az Y () = f (x,y (x)) Osszefiiggeés segitségével tudjuk meghatarozni. PL

y' (x) = (f (z,y (@) = f; (2,9 (2)) + fy (ZU y(ﬂ:))y (z) =

Természetesen bonyolult, vagy nehezen szamithaté derivaltak és tébbvaltozo ese-
tén a Taylor-sor modszer nem elényos. Elényosek viszont a Runge-Kutta modsze-
rek.

Az explicit Runge-Kutta modszerek elkeriilik a Taylor-sor egyiitthatéinak megha-
tarozasat és csak az y és f (x,y) informaciokat hasznaljak. Szokéasos alakjuk

Ynt1l = Yn + hn Zgl Cikiv
By = (20 + Qibos o+ o 2 bighs) (=2, ,m),

Igazolhato, hogy Y1", ¢; = 1 esetén a ¢ (z,y,0) = f (z,y) feltétel teljesiil. Altala-
ban feltessziik még, hogy

a; =Y by (i=2,...,m) (16.30)
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Az explicit Runge-Kutta mddszereket az alabbi matrix sémaban is meg lehet adni:

0
as ba1
(16.31)
(07 bml e bm7m71
&1 Cm—1 Cm
Legnevezetesebb az alabbi negyedrendi Runge-Kutta modszer:
0
/2 | 1/2
1/2 0 1/2
1 0 0 1
1/6 1/3 1/3 1/6
Az Euler-moédszer a
0
1
sémanak felel meg.
A numerikus modszerekkel kapott kozelité megoldasokra altalaban a
max |e;||, <€ (16.32)
1<i<N
globélis hiba korlatot irjuk el§. Kénnyen igazolhat6, hogy
IT (5 (t0) Bl < hne (n=0,..., N —1) (16.33)
esetén alkalmas ¢ > 0 konstanssal fennall a
max ||e;|| < ce (16.34)

1<n<N-1

egyenlGtlenség. Ez a ¢ szam tobbnyire nem ismert. A (16.32) feltételt gy probal-
juk meg teljesiteni, hogy a lokalis hibédkra egy

T (y (tn) s ha) |l < hnefq (i=0,...,N—=1) (16.35)

alaku feltételt irunk els, ahol ¢ > 0 egy tapasztalati konstans. Ha a (16.35) feltétel
teljesiil, akkor a szamitott kozelité megoldasokat € > 0 hibajunak fogadjuk el.

A lokalis hibara vonatkozé (16.35) feltétel felveti a képlethiba becslésének kér-
dését. Szamos modszer esetén analitikus és numerikus becslések is adhatok. Ttt a
két legjobban bevilt, ill. leggyakrabban hasznédlt modszert ismertetjiik.
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A 1épésfelezéses hibabecslés (Runge-féle szabaly). A t,, pontboél kiindulva
végezziink el két 1épést a h,, /2 lépéshosszal is. Igy a t,, + h, pontban kapunk egy
mésodik 2,1 kozelitést is. Igazolhatd, hogy

. Antl — Yntl
Ty (tn) ha) = == (16.36)
ahol p a modszer rendje.
Parositott Runge-Kutta formulak. Az ilyen modszereknél egy p-ed és egy
(p + 1)-ed rendii Runge-Kutta formulat ugy valasztanak meg, hogy az alacsonyabb
rendd formuldhoz tartozé k; értékek egyittal a magasabb rendd formulaban is
szerepelnek és a két formulaval kapott kozelité megoldasok kiilonbsége becsli az
alacsonyabbrendid modszer lokalis hibajat. Sematikusan dbrazolva

0
a2 b1
16.37
(07 bml Ce bm,m—l ( )
C1 Cm—1 Cm
dl dm—l dm
Az alacsonyabbrendi formula:
Yni1l = Yn + ho (c1hkr + ...+ k) - (16.38)
A magasabbrendd formula:
A lokalis hiba becslése:
T (y(tn)  ho) ~ b > (di = i) k. (16.40)

=1

Az ilyen formuldk elénye a lépésfelezéssel szemben az, hogy csak egy pontra ta-
maszkodd informaciot hasznalnak fel. Igazolhato, hogy m < 5 esetén ezek a becs-
lések nem lehetnek aszimptotikusan pontosak.

Az egyik legismertebb formula az un. 2(3)-as Runge-Kutta-Fehlberg képlet (a
MATLAB ode23.m eljarasa):

0

1 1

1/2 | 1/4 1/4
172 1/2 0
1/6 1/6 4/6
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A gyakorlatban a magasabbrendii formula kozelitésével folytatjak az eljarast.
Aszimptotikusan pontos England alabbi 4(5)-6s formuldja, ahol m = 6.

0
12 | 1/2
12 | 1/4 1/4
1 0 ~1 2
2/3 | 7/21  10/27 0 1/27
1/5 | 28/625 —125/625 546/625 54/625 —378/625
1/6 0 4/6 1/6 0 0
14/336 0 0  35/336 162/336 125/336

Jelolje a tovabbiakban EST a lokélis hiba becsiilt értékének norméjat. A
szokasos adaptiv Runge-Kutta sémat az aldbbiakban irhatjuk le.
ADAPTIV EGYLEPESES MODSZEREK ALGORITMUSA:
Input tg, yo, b, tol; hg kivalasztasa; ¢ = 0.
while t; < b
1. y;41 kiszamitasa és a lokalis hiba (EST) becslése
2. if EST < tol
i1=1+1
else
hz‘ = hu’j
goto 1
end
end
Az 4 lépéshosszt (hgj) a || T (y (i), hi)ll., = csh?t ~ EST becslésbol és a
c;;hZ;.rl ~ tol kovetelménybdl kaphatjuk meg. Eszerint cs ~ EST/h'T és hg;rl ~
tol /e ~ (tol /JEST) h**', ahonnan

tol \ VD)
haj = ha (E;T) . (16.41)

Ha a becsiilt hiba lényegesen kisebb mint az elGirt tol hibakorlat, akkor nével-
ni lehet a lépéshosszt az elGbbiek figyelembevételével. Bizonyos esetekben ez a
stratégia optimalis.

Példa. Oldjuk meg az alabbi “orbitalis” differencidlegyenlet rendszert a [0, 20]
intervallumon a MATLAB adaptiv Ode23 programjaval:

yll_y37 3/1(0)—1_)\7
Yo =Yas Y2 (0) =0,
yé - (y2+521)3/27 Ys (O) - 07
1 2
Yy = o, ya (0) = [(1+ )/ (1= N]"2,
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ahol A = 0.3. A program alapbeallitasaival kapott megoldas komponensek (tra-
jektoriak) képe a kovetkezs:

16.2. Peremérték feladatok megoldasa differencia
modszerekkel

Els6ként vizsgéiljuk az

' +p@)y +q@)y=r(r) (a<z<b)
y(a) = qQ, y(b) :ﬂa

linearis masodrendd peremérték problémat, ahol y,p,q,r : R — R tipusua fiiggvé-

(16.42)

nyek.
Legyen
b—a
;= h (j=0,1,...,N+1 h = . 16.4
QJJ CL—I—] (j 07 ) ) + )7 N‘l—l (6 3)
Legyen u; ~ y (x;) és kozelitsiik az z; pontbeli derivaltakat az
Yy (sz 1) — 2y (l’z) + Yy (Iz’—1> i1 — 2uz + ;1
y' (2;) =~ a = ~ = : (16.44)
/ Y (@) =y (@i1) Ui — Ui
i)~ ~ 16.45
y' (i) 5 57 (16.45)

differencia hanyadosokkal. Fzeket behelyettesitjiik a linearis differencidlegyenletbe
az x = x; pontban. Kapjuk, hogy

Uip1 — 2U; + Uiy Uiy — Uj—1
+ i) T
h? T

ahol
up =, Uyt =p.

Ennek atrendezett formaja 1 <¢ < N esetén

- (1 - %P (%)) ui—y + (2 = h?q (2:)) u; — (1 + %p (xz>) Uipr = —h*r(z;).
Ha bevezetjikk az a; =(1— %p(z;)), by = (2—h%q(z:)), & = — (1 + 2p(x,))
jeloléseket, akkor a
biuy + cruy = —h?r(z1) — a1«

anun_1 +byuy = —h*r(zy)—cnf
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tridiagondlis egyenletrendszert kapjuk, amelyet alkalmas feltételek esetén a savos
Gauss-eliminéacioval stabilan O (n) régi flop miivelettel oldhatunk meg. Igaz a
kovetkezd

18.2 Tétel. Tegyiik fel, hogy p,q € C[a,b] és

p(x)| <P, 0<Q1<—q(2) <Qy a<az<h (16.47)

Legyen tovdbbd h < 2/P. Ha y € C*|a,b], akkor fenndll, hogy

2

h
uj =y ()| < M (My+2PMy), 0<j<N+1, (16.48)

ahol M = max {1,1/Q1} és M; = max,<,<; |y (2)| (i = 3,4).
Tehét y € C* [a, b] esetén a kapott {uj}jyzl kozelits értékekre fennall

uj =y (z;)+0(h?), 1<j<N.

Adott € > 0 pontossag eléréséhez sziikséges h intervallum hosszat az extrapolécio
elvére alapozva ugy szokas megallapitani, hogy megoldjuk a fenti linearis egyenlet-
rendszert h és h/2 intervallumhosszakkal. Ha a két felosztas kozos pontjaiban
a kozelitd megoldasok kiilonbsége kisebb mint ce, ahol ¢ egy tapasztalati szim
(pl. ¢ = 1/100), akkor h értékét elfogadjuk. Ha nem, akkor a h/2 felosztést
tovabb felezziik, és igy tovabb. Ha a h értéket elfogadjuk, akkor altalaban a h/2
felosztashoz tartozé megoldasokat hasznaljuk fel a tovabbiakban.
e = Jy) a<a<d
y' = f(x,y,y a<x<

y(@=a, yb)=p (16:49)
nemlineéaris masodrendd peremérték problémara alkalmazzuk a (16.44)-(16.45) dif-
ferenciahanyadosokat, akkor az

Uj+1 — 2Uj + Uj—1

hQ

—f<xj,uj,%):0 (j=1,...,N)  (16.50)

nemlinearis egyenletrendszert kapjuk, ahol ug = o és uy 1 = .
18.3 Tétel. Tegyiik fel, hogy f (x,y,z) folytonosan differencidlhatd és

of of
— I <P, 0< <=1 < Q. 16.51
Legyen tovdbbd h < 2/P. Ha y € C*|a,b], akkor fenndll, hogy

h? .
lu; —y (z5)] < Mﬁ (My+2PM3) (0<j<N+1), (16.52)
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ahol M = max {1,1/Q1} és M; = max,<,<; |y (z)| (i = 3,4).

A nemlinearis egyenletrendszer megoldasat altalaban a Newton-modszerrel vé-
gezziilk. Ekkor az egyenletrendszer Jacobi-matrixa tridiagonalis. Adott ¢ > 0
pontossaghoz sziikséges h intervallum hosszat a nemlineéris esetben is a felezési
eljarassal szokas elérni.

Példa. Oldjuk meg differencia modszerrel a 3yy”+ (y/)? = 0;  y(a) = a; y(b) = 8
peremérték feladatot! A pontos megoldas:

y(@) = [(BYB - a¥/a)s +ap(Va - 3/5)]3/4 I(b— a)¥

Legyen a = 2, y(2) = a =1, b =6, y(6) = = 5. Ezekkel a konkrét peremérté-
kekkel:

y(z) = [(5% — Dz +5(1 - %)}3/4 /8.

A differencia moédszert alkalmazva, helyettesitsiik be a numerikus derivaltakat
és szorozzunk a nevezdével. A kovetkez nemlineéris egyenletrendszert kapjuk:

12u(ujn = 2uj +uj1) + (w1 —u;0)* =0 (j=1,...,N).

Egyenletrendszeriinket kiillonbo6zé N-ekre, illetve N-b6l adodo h-ra megoldva
az alabbi eredmények adodnak:

x; Uy Y(Xj)
h=0.5 h =0.25 h = 0.0625

2.5 1.6432 1.6454 1.6462 1.6462
3.0 2.2118 2.2142 2.2152 2.2151
3.9 2.7356 2.7377 2.7384 2.7384
4.0 3.2278 3.2295 3.2302 3.2302
4.5 3.6963 3.6976 3.6980 3.6980
5.0 4.1457 4.1466 4.1469 4.1469
9.9 4.5795 4.5799 4.5801 4.5801

A tablazatban csak a mindegyik felosztasban szereplé pontokat tiintettiik fel.
Megéllapithatjuk, hogy h = 0.5 mellett egy tizedesjegyre (sok helyen két tizedes-
jegyre is) pontosak a kozelitések. Felezve a lépéstavolsigot, tovabbi egy tizedes-
jeggyel pontosabb eredményeket kaptunk. A pontossag a h tovabbi csokkentésével
hasonl6 javulast mutatott. Egy kivétellel minden pontban 4 tizedesjegy pontossa-
got kaptunk h = 0.0625 lépéskoz esetén.

A lépésfelezéses hibabecsléssel pl. ¢ = 1/100 valasztassal h = 0.25 mellett e-ra
0.24 adodik, ami jocskan feliilbecsli a tényleges hibat. Végezziik el a hibaanalizist a
18.3 Tétel alapjan is! Rovid szamolas utan kihozhatjuk a P =1, ()1 = 0.078, ()5 =
0.67, M = 12.8, M3 = 1.6, M, = 6.7 korlatokat. Ezekkel kapjuk, hogy h < 2
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esetén (u;—y(z;) < 11h% ami pedig még a h = 0.0625 mellett is csupén egy tizedes-
jegy pontossigot garantal, mikézben a tényleges helyzet ettsl lényegesen jobb.
Arra az (6vatos) kovetkeztetésre juthatunk, hogy akkor is megkisérelhetjiik egy
feladatnal a differencia médszer alkalmazasat, ha a tétel egyébként nem erGsitené
meg a megoldasra vonatkozo reményiinket.

16.3. Feladatok

1. Oldjuk meg az Euler, a 4-ed rendd Runge-Kutta és a 2(3) RKF-modszerrel
az iy = vy, y(0) = 1 feladatot ¢ = 107%,107%, 1078 pontossaggal a [0, 1] interval-
lumon! Mekkora a becsiilt és a tényleges hiba? Hogyan alakul a globalis hiba a
lépéshosszak fiiggvényében?
2. Oldjuk meg a [0,20] intervallumon a tn. Briisszelator problémat, amelynek
alakja

vi=1+yiy— (B+ Dy, 51(0)=13

Yo = By — yiye, 12(0)=DB

A paraméter értéke legyen 2.9 < B < 3.1 kdzott. Legyen tovabba tol = 3 x 1074
Abrazoljuk is a kozelité megoldést!
3. Oldjuk meg differencia modszerrel a lineéris

e +(14+e)y +y=0, y(0)=0,y(1)=1

peremérték feladatot e = 1071, 1072 esetén. A megkovetelt pontossag legyen tol =
10~°. Hasonlitsuk dssze a kozelité megoldéast az

y(x) = (e_f” — e_x/e) / (6_1 — 6_1/6)

elméleti megoldéassal!
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