1. Mintafeladat: (LU-mddszer algoritmus I-es)
Adott az alabbi linearis egyenletrendszer.
X +x,+x;=—3
2x,+4 x,+4x,=16
—Xx,;+5x,—4x,=6
Az LU-modszer I-es algoritmussal hatarozza meg
(i) a megoldast,
(ii) az alabbi Q—®+W szamértéket,ahol Q , & és W
rendre az egyiitthatomatrix inverzében szerepl6 1. oszlopnak euklideszi normajat, 2. oszlopnak
oktaéder normajat és a 3. oszlopnak maximum normajat képezi!

MEGOLDAS

El6szoér meghatarozzuk az A matrix LU-felbontasat. Majd alkalmas visszahelyettesit6 a
algoritmussal megoldjuk rendre az Ly=b , Ly<1)261 , Ly(z):e2 és Ly(?’):e3 also
haromszog linearis egyenletrendszereket majd alkalmas visszahelyettesitd algoritmussal rendre
megoldjuk az Ux=y , Ux"= y(l) , Ux?= y(z) és Ux= y(3) fels6 haromszog linedris
egyenletrendszereket. Majd kiszamitjuk a kért vektornormakat, amib&l meghatarozzuk a kivant
szamértéket.

A modositott A matrix és b joboldali vektor kiilonb6z6 fazisai:

t_Szam Pivot:

1 2.00000

U fels6 haromszégmatrix: L als6 haromszogmatrix

1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 0.00000 0.00000
0.00000 2.00000 2.00000 2.00000 1.00000 0.00000
-1.00000 5.00000 -4.00000 0.00000 0.00000 1.00000

t_Szam Pivot:

1 -1.00000

U fels6 haromszégmatrix: L als6 haromszogmatrix

1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 0.00000 0.00000
0.00000 2.00000 2.00000 2.00000 1.00000 0.00000
0.00000 6.00000 -3.00000 -1.00000 0.00000 1.00000

t_Szam Pivot:

2 3.00000



U fels6 haromszégmatrix:

L als6 haromszégmatrix

1.00000 1.00000 1.00000

1.00000 0.00000 0.00000

0.00000 2.00000 2.00000 2.00000 1.00000 0.00000
0.00000 0.00000 -9.00000 -1.00000 3.00000 1.00000

M)} =

2.00000
-0.22222
-0.77778

M (2)} =
-0.50000

0.16667
0.33333

xM(3)} =
0.00000

0.11111
-0.11111

kertnormak =
2.15739 1.00000 0.11111

Kert_szamertek = 1.2685



2. Mintafeladat: (LU-modszer algoritmus I1-es)
Adott az alabbi linearis egyenletrendszer.
X,—2x,+x,=—36
X, +8x,+x,=9
10x,+100 x,—10x,=111
Az LU-mo6dszer Il-es algoritmussal hatarozza meg
(i) a megoldast,
(ii) az egyiitthatomatrix inverzének 2. oszlopat,
(iii) az egytitthatomatrix determinansat!
A rendelkezésre all6 permutaci6é matrix sorai rendre: [0, 1, O0]; [0, 0, 1]; [1, 0, O].

MEGOLDAS

El6szoér meghatarozzuk a C:=PA matrix LU-felbontasat. Majd megoldjuk rendre

az Ly=Pb és Ux=y alsé és fels6 haromszog linearis egyenletrendszereket a
megfelelGen visszahelyettesit6 algoritmusokkal. Mivel PA matrix LU-felbontasat
ismerjiik csak, ezért det(A)=((—1)%)xdet(U) , ahol az alpha szamérték

azt jeloli, hogy hanyszor kell visszarendezni a P permutaciomatrix sorai, hogy
egységmatrixhoz jussunk. Az inverz matrix 2. oszlopanak meghatarozasahoz

meg kell oldani a (PA)v = Pe_{2}, ahol e_{2} a 2. egységvektort jeloli.

Jegyezziik meg, hogy az a v vektor, mely megoldasa a (PA)v =Pe_{2} és az

Av = e_{2} linearis egyenletrendszerek koziil valamelyikének a masiknak is megoldasa.

A=
1 -2 1
1 8 1
10 100 -10

A modositott C matrix és Pb joboldali vektor kiilénboz6 fazisai:

t_Szam Pivot:

1 10.00000

U fels6 haromszogmatrix:

L als6 haromszdgmatrix:

1.00000 8.00000 1.00000
0.00000 20.00000 -20.00000
1.00000 -2.00000 1.00000

1.00000 0.00000 0.00000
10.0000 1.00000 0.00000
0.00000 0.00000 1.00000

t_Szam Pivot:

1 1.00000

U fels6 haromszogmatrix:

L als6 haromszdgmatrix



1.00000 8.00000 1.00000 1.00000 0.00000 0.00000

0.00000 20.00000 -20.00000 10.00000 1.00000 0.00000
0.00000 -10.00000 0.00000 1.00000 0.00000 1.00000
t_Szam Pivot:
2 -0.50000
U fels6 haromszogmatrix: L als6 haromszogmatrix
1.00000 8.00000 1.00000 1.00000 0.00000 0.00000
0.00000 20.00000 -20.00000 10.00000 1.00000 0.00000
0.00000 0.00000 -10.00000 1.00000 -0.50000 1.00000

(i) Az Ly = Pb LER megoldasa:
y =

111.0000
-47.1000
5.7500

Az Ux = y LER megoldasa:
X =

-30.4500
4.5000
3.4500

(ii) Az Ly =Pe_{2} LER megoldasa:
y=

0

0

1

és az Ux = y megoldasa pedig
X =

-0.40000

0.10000

0.60000

(iii)
det(A) = (-1)*(-1)*(-10)*20*1 = -200



3. Mintafeladat: (Részleges f6elemkivalasztas)
Adott az alabbi linearis egyenletrendszer.
X,—2X,+x,=—36
X, +8Xx,+x,=9
10x,+100x,—10x,=111
Gauss eliminacios eljarassal részleges féelem-kivalasztassal hatarozza meg
(i) a megoldast,
(ii) az egyiitthatomatrix inverzének 3. oszlopat,
(iii) az egylitthatomatrix az alabbi normai 6sszegét: Frobenius norma, sordsszegnorma és
oszlopdsszegnorma!

MEGOLDAS
A:
1 -2 1
1 8 1
10 100 -10

Az els6 1épésben az els6 oszlop 3. eleme abszoltt értékben nagyobb
a tobbi elem abszoltt értékénél (az oszlopban), ezért felcseréljiik az 1. és a 3. sort.
Ez utan hajtjuk végre a Gauss-eliminaciot, miutan bekarikaztuk a féelemet.

TIter=1
Sorcsere
A:
10 100 -10
1 8 1
1 -2 1
Pivot = 10
Modositott A matrix: Modositott b vektor:
10.0000 100.0000 -10.0000 111.0000
0.0000 -2.0000 2.0000 -2.1000
1.0000 -2.0000 1.0000 -36.0000
Pivot = 10
Modositott A matrix: Moédositott b vektor:
10.0000 100.0000 -10.0000 111.0000
0.0000 -2.0000 2.0000 -2.1000
0.0000 -12.0000 2.0000 -47.1000

Részleges foelemkivalasztas 1évén a 2. oszlopban a 3. elem abszolut értéke
nagyobb a 2. eleménél, ezért felcseréljiik a 2. és a 3. sort. Ugy folytatjuk a
kinullazast.



Tter = 2

Sorcsere
A:
10 100 -10
0 -12 2
0o -2 2
Modositott A matrix: Modositott b vektor:
10.0000 100.0000 -10.0000 111.0000
0.0000 -12.0000 2.0000 -47.1000
0.0000 -2.0000 2.0000 -2.1000
Tter = 2
Pivot =-12
Modositott A matrix: Modositott b vektor:
10.0000 100.0000 -10.0000 111.0000
0.0000 -12.0000 2.0000 -47.1000
0.0000 0.0000 1.6667 5.7500

Az els6 fazis végére értiink, mert fels6 haromszog linearis egyenletrendszerre
redukaltuk az eredeti LER-t. Ezt pedig a megfeleld visszahelyettesitd
algoritmussal megoldjuk.

A megoldas tehat: $x=[-30.4500; 4.5000; 3.4500]{T}$.



4. Mintafeladat: (Teljes f6elemkivalasztas)
Adott az alabbi linearis egyenletrendszer.
7x,—8x,+15x,=1
=X, +Xx,—2x,=2
8x,—9x,+16x,=3
Gauss eliminacios eljarassal teljes f6elem-kivalasztassal hatarozza meg a megoldast!

MEGOLDAS

Teljes foelem-kivalasztas esetén a Gauss eljarashoz a kezd6 tabla/matrix mindegyik oszlopa f6lé
kérem tiintesse fel a megfelel6 valtozét, mivel egy adott 1épésben sorcserét és oszlopcserét
hajthatjuk végre (a helyzettdl fiigg6en). Oszlopcsere esetén a valtozoval egyiitt megy végbe.

Az els6 1épésben még a kinullazas el6tt az egyiitthatomatrixban keressiik a legnagyobb abszoltit
értékii elemet (a 16-0s): az éppen a 3. sor és a 3. oszlop k6zos eleme, ezért felcseréljiik az 1. és a 3.
sort, majd az 1. és a 3. oszlopot. Igy mér kivalasztjuk a 16-os szamot féelemnek és hajtjuk végre a
kinullazast. A masodik 1épésben (a 2. sor és oszlop, valamint a 3. sor és oszlop kdzos) 2x2-tipusu
részmatrixban keressiik a legnagyobb abszolut értékii elemet, ami a 0,5 szamérték (az éppen a 2. sor
és a 3. oszlop kozos eleme), ezért ebben az esetben csak a 2. és a 3. oszlopot cseréljiik fel. fgy az
elso fazis végén az utolso tabla fels6 szegélyén az oszlopok végleges sorrendje 3. 1. 2. A
visszahelyettesitd algoritmusnal figyelemebe kell venni, a 2. valtozdt szamitjuk els6nek, majd az
els6 valtozét a masodiknak és a harmadiknak pedig a harmadik valtozoét.

Megjegyzés: Az oszlopcseréknél az alabbi permutaciokat hajtottuk végre 123 - 321 - 312.

Az utols6 permutaciébdl kidertiil a valtozdk eldallitasi sorrendje 2., 1. és 3. (a fels6 haromszog LER-
re vonatkozo visszahelyettesit6 algoritmus miatt).

A=
7 -8 15

-1 1 -2
8 -9 16

WN =

Iter= 1

A legnagyobb abszolut értékii elem keresése
am = 16

I=3

J=3

imax = 3

jmax = 3

Sorcsere

A=

o
& — &
o5

N =
1

—

ul



3
2
1

Oszlopcsere
A=

16 -9 8
21 -1
15 -8 7

Iter= 2
A legnagyobb abszolut értékii elem keresése
am = 0.50000

Sorcsere
A =

16.00000 -9.00000 8.00000
0.00000 0.43750 -0.50000
0.00000 -0.12500 0.00000

3.0000
-1.8125
2.3750

Oszlopcsere
A=

16.00000 8.00000 -9.00000
0.00000 -0.50000 0.43750
0.00000 0.00000 -0.12500



5. Mintafeladat: (Gauss-Jordan eljaras)
Gauss-Jordan eljarassal hatarozza meg az alabbi linearis egyenletrendszert megoldasat és az
egyiitthatomatrix inverzét!

0.25x,+4x,+3.75x,=10
—4x,—4x,=20
0.25x,+8x,+8.75x,=30

MEGOLDAS

A kiindul6 tabla: az egyiitthatématrixot bovitjiik a jobboldali vektorral és az egyiitthatomatrixszal.
Még a kinullazas el6tt a féelem sorat elosztjuk a féelemmel, majd végrehajtjuk az eliminaciét

szokasos modon.

A=

0.25000 4.00000 3.75000
0.00000 -4.00000 -4.00000
0.25000 8.00000 8.75000

10
20
30

It Sz Modositott A matrix: Moadositott b vektor: Pivot:

1 1.0000 16.0000 15.0000 40.0000 0.2500
0.0000 -4.0000 -4.0000 20.0000 0.0000
0.2500 8.0000 8.7500  30.0000 0.0000

Modositott A matrix: Modositott b vektor: Pivot:

1.0000 16.0000 15.0000 40.0000 0.2500
0.0000 -4.0000 -4.0000 20.0000 0.0000
0.0000 4.0000 5.0000  20.0000 0.0000

It Sz Modositott A matrix: Moadositott b vektor: Pivot:

2 1.0000 16.0000 15.0000 40.0000 0.2500
0.0000 1.0000 1.0000 -5.0000 -4.0000
0.0000 4.0000 5.0000 20.0000 0.0000

Modositott A matrix: Modositott b vektor: Pivot:

1.0000 0.0000 -1.0000 120.0000 0.2500
0.0000 1.0000 1.0000  -5.0000 -4.0000



0.0000 0.0000 1.0000 40.0000 0.0000

It_ sz Mbodositott A matrix: Maoddositott b vektor: Pivot:

3 1.0000 0.0000 -1.0000 120.0000 0.2500

0.0000 1.0000 1.0000 -5.0000 -4.0000
0.0000 0.0000 1.0000 40.0000 1.0000
Modositott A matrix: Modositott b vektor: Pivot:

1.0000 0.0000 0.0000  160.0000 0.2500
0.0000 1.0000 0.0000 -45.0000 -4.0000
0.0000 0.0000 1.0000  40.0000 1.0000

Az A matrix inverze

3.0000 5.0000 1.0000
1.0000 -1.2500 -1.0000
-1.0000 1.0000 1.0000




6. Mintafeladat: (Jacobi / Seidel iteracio)
Hatarozza meg az alabbi linearis egyenletrendszer kozelito megoldasat Jacobi és Seidel iteracioval
8x,—2x,+x,=8
X,—7Xx,+2x,=6
3x,—Xx,—7x,=—10
az alabbi adatok mellett
1.) a kezd6 kozelités elemei rendre: 1; 2; 3.
2.) maximalis iteraciészam: 8
3.) hibakorlat: eps = 0,00002.
Akkor 1épjen ki, ha az alabbi kilépési feltételek koziil legalabb egyik teljesiil:
(i) Jacobi iteraciobol szarmazé hiba eps-nal kisebb
(ii) Seidel iteraciébdl szarmazo hiba eps-nal kisebb
(iii) A maximalis iteraciészam eléréskor.

MEGOLDAS

Az iterativ LER eldallitasa érdekében az adott lineéris egyenletrendszer i-edik egyenletébdl
kifejezziik az i-edik valtozét tigy, hogy a valtozo egyiitthatdjaval elosztjuk az egyenletet (i=1:3). Igy
jutunk a kivant iterativ LER-hez.

x,=0.2500 x, —0.1250 x,+1.0000
x,=0.1429 x,+0.2857 x,—0.8571
x,=0.4286 x,—0.1429 x,+1.4286

Iteraciora alkalmas LER egyiitthat6 matrixa és joboldali vektor élloallitasa

koo o C matrix: sokskoksiok (] yakor: *HkR kR kskok
0.0000 0.2500 -0.1250 1.0000
0.1429 0.0000 0.2857 -0.8571
0.4286 -0.1429 0.0000 1.4286

A kiszamitott sordsszegnorma: cn = 0.57143.

Majd ezt az értéket 1-hez viszonyitjuk. Mivel az iteraciora alkalmas LER C egyiitthatomatrixanak

sordsszegnormaja = 0.5714 < 1, ezért a Jacobi, valamint a Seidel iteracié konvergens sorozatot

alkot.

(a) Jacobi iteracié alkalmazasanal: a kezd6 kozelitésbdl indulva, ha a k-adik kozelités el6allt, akkor

a (k+1)-edik kozelités els6 elemét ugy kapjuk, hogy az elsé iterativ egyenletbe behelyettesitjiik az

el6z6 kozelités 2. és 3. elemét, a masodik elemét a masodik iterativ egyenletbe behelyettesitjiik az

el6z6 kozelités 1. és 3. elemét és a harmadik elemét a harmadik iterativ egyenletbe behelyettesitjiik

az el6z6 kozelités 1. és 2. elemét.

(b) Seidel iteracional az i-edik iterativ egyenleteben a helyettesités el6tt ssze kell hasonlitani a

baloldali valtozé i indexét a jobboldali valtozé j indexével: ha i <j, akkor az el6z6 és ha i > j,

akkor az aktualis (azaz, azokat az x(jk”) ( j<i ) értékeket) kozelitést (azaz azokat az x(jk”) ,
j<i értékeket) helyettesitjiik be.



Tter=1

x_Jacobi x_Seidel x_Egzakt
1.1250 1.1250 0.7164
0.1429 0.1607 -0.2488
1.5714 1.8878 1.7711
Hiba= 2.4762 > eps Hiba= 2.4524 > eps
Iter= 2
x_Jacobi x_Seidel x_Egzakt
0.8393 0.8042 0.7164
-0.2474 -0.2029 -0.2488
1.8903 1.8022 1.7711
Hiba=0.5204 > eps Hiba=0.4848 > eps
Iter= 3

x_Jacobi x_Seidel x_Egzakt
0.7018 0.7240 0.7164
-0.1972 -0.2388 -0.2488
1.8236 1.7730 1.7711
Hiba=.1832 > eps Hiba=0.1069 > eps
Iter= 4

x_Jacobi x_Seidel x_Egzakt
0.7228 0.7187 0.7164
-0.2358 -0.2479 -0.2488
1.7575 1.7720 1.7711

Hiba=0.0881 > eps Hiba=0.0122 > eps




Iter= 5

x_Jacobi x_Seidel x_Egzakt
0.7213 0.7165 0.7164
-0.2517 -0.2485 -0.2488
1.7720 1.7712 1.7711

Hiba=0.0212 > eps Hiba=0.0029 > eps

Iter= 6

x_Jacobi x_Seidel x_Egzakt
0.7156 0.7165 0.7164
-0.2478 -0.2487 -0.2488
1.7737 1.7712 1.7711

Hiba=0.0077 > eps Hiba=0.0003 > eps

Iter= 7

x_Jacobi x_Seidel x_Egzakt
0.7163 0.7164 0.7164
-0.2482 -0.2487 -0.2488
1.7706 1.7711 1.7711

Hiba=0.0041 > eps Hiba=0.0001 > eps

Iter= 8

x_Jacobi x_Seidel x_Egzakt
0.7166 0.7164 0.7164
-0.2489 -0.2488 -0.2488
1.7710 1.7711 1.7711

Hiba= 0.0010 > eps Hiba= 0.0000 < eps



