1 MATRIXOK ES MATRIXMUVELETEK

Definicié. n,m > 0 egész szdmok. Egy A m x n tipusi (valds) mdtrizon valds
ai; szdmok aldbbi tdbldzatdat értjiik:

ail a2 . a1y e A1n
A= a1 a;2 PN Q4 ce Qin
aml Am2 ... Amj ... (mn

a;; az A métrix i-edik sordban és j-edik oszlopdban 4ll6 matrixelem.
Matrixok szokésos jelolései még:

a1 a19 ay; A1n

A= a1 0;2 Qi Ain

am1 Am2 ... Qmj ... GOmp
A=lagllity, A=(ay)i;l

Az m X n tipusi valés matrixok halmaza: R"*™
A € R™*™ négyzetes (kvadratikus), ha m = n.
Ekkor a tomor megadasi médok:

A = [ay]; A= (ay);

i.j=1" i.j=1"

A métrixok kozti fontosabb miiveletek:
1. Osszeadas: A, B € R™*",

C=A4+BeR™"™" S¢=a;;+b,; (i=1,....,m, j=1,...,n).
Az Gsszeadasra fennall, hogy
A+B=B+A, (A+B)+C=A+(B+0).
2. Szammal val6 szorzas: A € R™*™ ) valds szam,
C=MeR"" s¢j=Xa; (i=1,....m, j=1,...,n).
A szammal valé szorzasra fennall, hogy
ApA) = (M)A, A+ p)A=IA+ pA.

Megéllapodés szerint AA = A\.



3. Transzpondlds (tiikrozés): A € R™*",
C:ATERnxm@Cij:aﬂ (Zil,,n,jil,,m)
A transzpondlasra fennall, hogy
AT =4, (A+B)T=A" + B,
Az A matrix szimmetrikus, ha AT = A.
4. Szorzas: A € R™*k B ¢ RF*n,
k
C=AB ERmxn@Cij :Zaitbtj (Z: 1,...,m, j= 1,...,n).
t=1
A szorzatmétrix (4, 7) indexi elemét gy kapjuk, hogy az i-edik sort szoroz-
zuk a j-edik oszloppal, azaz

blj
cij = [ait, - - -, Gk

b
A miétrixszorzés fontos tulajdonsigai:

(AB)C = A(BO),

AB+C) = AB+ AC,
(A+B)C = AC+ BC,
(AB)T = BTAT,

A szorzds nem kommutativ, tehdt altalaban
AB # BA. (1)

Konvencié: A métrix és matrix-vektor miiveletek felirasdndl feltessziik, hogy
az ott szerepl6 matrixok, ill. vektorok méretei olyanok, amelyek lehetové teszik
az adott miiveletet.

Definicié. Az egyetlen sorbdl, vagy egyetlen oszlopbdl dllé mdtrizot vektornak
nevezzuk.

Sorvektor: x = [x1,...,%,).

Oszlopvektor:

T = e R,
Ty,

R™ az n komponensfi oszlopvektorok halmaza (tulajdonképpen R™ = R™*1),
Mas lehetséges alakok:

oszlopvektor: z = [z1,...,2,]T

)



sorvektor
T1
T = : c R".
Tn

i-edik egységvektor: i-edik komponense 1, a tobbi pedig 0, azaz

ei=10,...,0,1,0,...,0]" € R™.

Definicié. z,y € R™ skaldris szorzata

n
T
ry= E ZiyYi-
=1

1.1 Matrixok részekre bontisa (particiondldsa)

Az A m x k tipusd matrixot sorok szerint particionédljuk, ha

ay

ahol al = [a;1,...,a;] az i-edik (k-dimenziés) sorvektort jeldli.

A B k x n tipusi matrixot oszlopok szerint particionaljuk, ha

B =[b1,...,bn],
ahol

az i-edik (k-dimenziés) oszlopvektort jeloli.
A fenti particionaldsok felhasznédlasaval
- T m,n
AB = [ai b_]} ij=1"
Tehat AB a sorok és oszlopok skaldrszorzataibdl allé matrix.
Az AB métrixszorzatot felirhatjuk még a kovetkez6 alakokban is

al'B
AB = [Aby,..., Ab,], AB= :
al' B

m



Altaldnos particiondlds az A € R™*™ matrix esetén

A11 A Alj . Alr
A=| Aa Ajj Ay |,
Apl Apj AW

ahol Az] ERWMX”]‘ (i:17...,p,j:1,.-.,r) és

T
E m; =m, E n; =n.
j=1

i=1

Az azonos sorban all6 blokkok sorainak szdma azonos.

Az azonos oszlopban all6 blokkok oszlopainak szama azonos.

Azonosan particiondlt métrixok Osszegzését és skaldrral valé szorzasat blok-
konként végezhetjiik, igy mintha a blokkok szamok lennének.

Particionalt matrixok blokkonkénti szorzasanal az elsé matrix oszlopok sz-
erinti particiondlasa meg kell, hogy egyezzen a mésodik tényez6 sorok szerinti
particionédlasaval.

Példaul az

All A12 X Bll Bl2 X
A= cR™", B= € R™XP
[ A1 Az } Bs1 B

particionalt métrixok szorzata akkor lehetséges, ha A1y € R™>* és Byy € R¥*7.
Ekkor

- { A A } { Bii B ] _ { AnBi + A12Bor A1 Bia + A12Bao
Aoy Ag By1 B Ap1B11 + AgeBo1 A1 Bia + AgaBao
1.2 Specialis matrixok

Definicié. Az I € R™*™ mdtriz eqységmdtriz, ha

1 0 ... ... 0
0 1
I:
: w1 0
L0 ... ... 0 1|

Az egységmatrixra fenndll, hogy minden A € R™*"™ esetén
Al =TA = A.

Definicié. A D € R™*"™ diagondlmdatriz, ha



[di 0O ... ... 0]
0 dy :
D =
. dn—l 0
L0 ... ... 0 d, |
A diagondlmétrixra fennall, hogy minden A € R"*™ és B € R™*" esetén
al diaT
DA=D| : = : , BD=1[by,...,by] D =[dib1,...,duby].
al dnal

A D diagondlmatrixot diag(ds,...,d,), vagy diag(d;) (i =1,...n) is jelolheti.
Definicié. Az 0 € R™*"™ mdtriz zérusmdtriz, ha minden eleme 0, azaz

0 ... 0
0=1": -
0 ... 0
A zérusmatrixra fennall, hogy minden A métrix esetén

A+0=A4, A0=0.

1.3 Matrixok inverze és determinansa

Definicié. Az X € R™*"™ mdtrizot az A € R™*™ mdtriz inverzének nevezziik,

ha A X =XA=1.
Ha az X inverz matrix létezik, akkor egyértelmfi. Jelolése A~! = X.

Az inverz matrix tulajdonsigai:

(AN =4, UB)=BA, AT =@A ) =4

Jelolje A(i) azt az (n — 1) x (n — 1)-es részmétrixot, amelyet az

a1 ai2 ... Q1n
A= (4751 a2 Qi
an1  ap2 c.. Onn

matrixbdl az els6 oszlop és az i-edik sor elhagyéasaval kapunk.
Definicié. Az A € R"*" (n > 2) négyzetes mdtriz determindnsdt a

det (A) = a11a22 — a12021, n=2



det (4) = En: (=1)"*' a1 det(A (i), n>3.
i=1

eldirdsok definidljik.

Megjegyezziik, hogy az egy elemi [a11] métrix determindnsin az aqy értéket

értjuk.

Tétel. Az A € R™™" mdtriznak akkor és csak akkor van inverze, ha det(A) #

0.

1.4 Vektorok és matrixok normaja

Definicié. Az f: R™ — R fiigguényt vektornormdnak nevezziik, ha

fx) > 0 (VzeR", f(z)=0<2=0,
f () Al f(z) (VzeR™ VAeR),
flety) < f@)+fl) (zyeR").

A vektornorma szokasos jeldlése: ||z||.
A fontosabb vektornormak a koévetkezok:

n
lol, = 3 lail.,
=1

1
n 2
lzll, = (Zﬂc?) (euklideszi norma),
i=1

~ = 11;1%xn|:vi| (maximum norma).

B
|

—~ o~
=W N
NN

Definicié. Az x,y € R" (z,y # 0) vektorok szége 0, amelynek koszinuszat a

O p—
COS = -
ERTT

osszefliggés definidlja.
Definicié. Az f: R™™™ — R fiigguényt mdtriznormdnak nevezzik, ha
f(4) 0 (VAER"X"), fA)=0< A=0,
fAA) = A f(4) (VAeR™™ VAeR),
f(A+B) < f(A)+f(B) (VA BeR"™™").

Y

A miétrixnorma szokésos jelolése: ||A||.
A leggyakrabban haszndlt matrixnormak:

n
| All, = Jax. Z la;j|  (oszlopdsszeg norma),
===

| All, = {AT A legnagyobb sajétértéke}% (spektrélnorma) ,



n
lAll . = max. Z la;j|  (sorésszeg norma), (13)
Sign

2

Al = Z Z a?j (Frobenius norma) . (14)

i=1j=1

Definicié. A ||.||,, : R"*™ — R mdtriznormdt a ||.|[,, : R® — R vektornorma
altal indukdlt mdtrixnormdnak nevezzik, ha

[Allyy = max {[|Az[]y, « [l«]l,, = 1}. (15)

Tétel. Indukdlt mdtriznormaban ||AB| < || A||||B| (VA, B € R"*™).
Bizonyitas. Eloszor igazoljuk, hogy indukalt matrixnorméban

[Az|| < Al {lz]| (€ R").
Ha x # 0, az indukalt métrixnorma definicidja alapjin

T

xT
Az = HAnxn nan e HA H < llel 4],

[E]l
ahonnan
|ABz|| < || Al [|Bz|| < A Bl [|=||

és a tétel allitdsa kovetkezik. OJ

Megjegyezziik, hogy az allitds nem minden métrixnormara igaz

Az indukélt normékhoz hasonlé (de velitkk nem azonos) fogalom a kovetkezé.
Definicié. A |[.||,, : R"™*" — R mdtriznorma kompatibilis a .|, : R — R
vektornormdval, ha || Az, < ||All, ||y -

Az || Al Frobenius norma kompatibilis a ||z||, vektornormaval.

Az indukélt métrixnormadk az ket indukald vektornormakkal kompatibilisek.

2 LINEARIS EGYENLERENDSZEREK MEGOLDASA

A linearis egyenletrendszerek altalanos alakja m egyenlet és n ismeretlen esetén:

1121 + ...+ 0175 + ... + A1y = b
ai1T1 + ...+ Q%5+ .. F ATy = b (16)
A1 T1 + oo+ AT + oo F Qn Ty = by

Toémorebb alakban:



ahol

A=lay]]0t e R™" z €R”, beR™.

Ha m < n, akkor az egyenletrendszer alulhatdrozott.
Ha m > n, akkor az egyenletrendszer tulhatdrozott.
Ha m = n, akkor az egyenletrendszer négyzetes.
Az egyenletrendszerek geometriai tartalma:
Definicié. Az R" euklideszi tér d (d € R™) normdlvektori és xy € R™ ponton
datmend hipersikjdt az
(x —20)Td=0 (18)

egyenletet kielégité x € R™ pontok hatdrozzdk meg.
A hipersik egyenlete mas formédban:

a2Td = zld. (19)
Felhasznélva az
aj
A= azT (a? = [ai1, .. -ﬂm])
an

felbontast, az Ax = b egyenletrendszer ekvivalens alakja:

atz =1b;
(20)
al x = b,

Tehat a linearis egyenletrendszer megoldasa m hipersik kozos része.

Hérom eset lehetséges:

(i) az egyenletrendszernek nincs megolddasa,

(ii) az egyenletrendszernek pontosan egy megolddsa van,

(iii) az egyenletrendszernek végtelen sok megolddsa van.
Definicié. Ha az Az = b linedris egyenletrendszernek legaldbb egy megolddsa
van, akkor az egyenletrendszert konzisztensnek nevezzik. Ha az egyenletrendsz-
ernek nincs megolddsa, akkor az egyenletrendszert inkonzisztensnek nevezziik.

Példaul az = + 2y = 1, x + 2y = 4 egyenletrendszer inkonzisztens.

Az Ax = b egyenletrendszert felirhaté az ekvivalens

n
E T,0; = T101 + ... +Tpa, =b
i=1

alakban is, ahol a; az A matrix i-edik oszlopa.
, o s n . n . . . s s
Definicié. A ), | z;a; dsszeq az {a;},;_, vektorok linedris kombindcidja.



Tétel. Az egyenletrendszer akkor és csak akkor oldhaté meg, ha b kifejezhetd
az A oszlopvektorainak linedris kombindcidjaként.

Definicié. Az {ai}le C R™ wektorok linedrisan dsszefiiggdk, ha létezik x € RF
(z #0), hogy

k
i=1

Ha nincs ilyen x # 0 vektor, akkor az {ai}le vektorok linedrisan fiiggetlenek.
A megoldhatdsag egy "maésik jellemzését” adhatjuk a rang fogalmaval:

rank(A) = linedrisan fiiggetlen oszlop- vagy sorvektorok (22)
maximalis szama

1. Az Az = b egyenletrendszer akkor és csak akkor megoldhatd, ha rank(A) =rank([A4, b]).
2. Ha rank(A) =rank([4,b]) = n, akkor az Az = b egyenletrendszernek

pontosan egy megoldasa van.
A tovabbiakban csak négyzetes egyenletrendszerekkel foglalkozunk. Fel-

tessziik tehat, hogy m = n. Ismert a kovetkezo

Tétel. Az Az =b (A € R"*", b€ R") egyenletrendszernek akkor és csak akkor

van pontosan eqy megolddsa, ha létezik A~'. Fkkor a megoldds © = A~'b.

Tétel. Az Az =0 (A € R ™) homogén linedris egyenletrendszernek akkor és

csak akkor van x # 0 nemtrividlis megolddsa, ha det (A) = 0.

2.1 Haromszogmatrixi egyenletrendszerek

Definicié. Az A = [a;;]};—; mdtriz alsé hdromszdg alaki, ha minden i < j
esetén a;; = 0.

Sematikusan ) }
* 0 0
k%
Lo* .. .k k|

Definicié. Az A = [aij]?,jzl mdtrix felsé hdromszog alaki, ha minden i > j
esetén a;; = 0.
A fels6 haromszogmatrixok alakja:

0 =x*
*
| O R 0 ]




Megjegyzés. A diagondlmdtrizok (koztik a zérusmdtriz) egyidejileg alsé és
felsd haromszogmdatrizok is.
Alsé vagy fels6 hdromszogmatrixok esetén det(A) = a11a92 - . - Gpp.

2.2 A haromszogmatrixi egyenletrendszerek megoldasa

1. Tekintsiik az

a1171 = b
a;1T1+ e “+a;;x; = bl
ap1x1+ ... +apnir; ... +appnxr, = by

alsé haromszogmatrixd egyenletrendszert!

Az egyenletrendszer akkor és csak akkor oldhaté meg egyértelmiien, ha ay; #
0,...,ann # 0.

Az alsé haromszogmatrixi egyenletrendszer megoldéasat adja a kovetkezd
algoritmus:

T = bl/au

fori=2:n

i—1
xi = (b — 3252 aijry) /aii

end

(23)

2. Tekintsiik most az

a1+ ... +ayxst+ ... tFaipr, = bl
A i+ . Faipx, = bz
ApnTn = bn

fels6 haromszogmatrixi egyenletrendszert! Az egyenletrendszer akkor és csak
akkor oldhaté meg egyértelmiien, ha ay; # 0,. .., ayp, # 0. A felsé haromszogmatrixa
egyenletrendszer megoldasat a kovetkezd, un. wvisszahelyettesité algoritmus adja:

Tn = bn/ann
fori=n—-1:-1:1

wi = (bi — 200 @ijws) /i
end

(24)

2.3 A Gauss-moédszer

A Gauss-féle elimindciés mddszer két fazisbdl 4ll:

10



I. Azonos atalakitdsokkal az Ax = b egyenletrendszert fels6 hdromszog alakira
hozzuk:

IT. A kapott fels§ haromszogmatrixi egyenletrendszert a (24) Algoritmussal
megoldjuk.

A fels6 haromszog alakra hozéas:

auml+...+a1jxj+...+a1nxn = b1
aﬂxl+...+aij:rj+...+am:cn = bl
p1 %1+ ... F Opj T+ . F ATy, = by

Ha ay; # 0, akkor az aq; alatti z; egyiitthatékat nulldva tessziik (kinul-
lazzuk) tgy, hogy az i-edik sorbdl kivonjuk (i = 2,...,n) az els6 sor y-szorosdt:

(a1 —ya11)z1 + (a2 — yai2)x2 + ... + (Gin — Ya1n)Tn = b; — 7b1. (25)

Az a;1 — yay1 = 0 feltételbdl kapjuk, hogy v = 2L

air’

fgy az els6 oszlop a11 alatti kinullazésat a

v = ai1/an
A5 = Qi35 — YA1j (j:2,...,’fl> (i=2,...,n) (26)
bi = bz 7’}/61

algoritmussal végezziik.

Vegyliik észre, hogy az algoritmus feliilirja az A métrix 2 < 4, j < n indexf
és a b vektor 2 < i < n indexfi elemeit (a 0-kat viszont feleslegesen nem irja be
az alsé haromszog részbe).

A feliilirt elemeknél is megtartva az eredeti jelolést, a kapott ekvivalens
egyenletrendszer alakja:

anry + apre + ... + apr, = b
922 + ... +  aopT, = bQ

. (27)
2Ty + ...+ AT, = by

Ezt szétbonthatjuk az n ismeretlent tartalmazé els6 egyenletre és az n — 1
ismeretlent tartalmazo kisebb (n—1) x (n—1)-es egyenletrendszerre. Ha ass # 0,
akkor a kisebb egyenletrendszeren megismételjiik az el6z6 1épést és igy tovabb.

11



Tegyiik fel, hogy a (k — 1)-edik oszlopban a kinulldzast mér elvégeztiik és az

a1+ ... ... Faurr + ... + apx, = b
ATk + ... 4+ appTn, = b
ks + ... + aprn = b
Ankxr + ... + apnTn = by

egyenletrendszert kaptuk. Ha agr # 0, akkor kinulldzzuk az ayp alatti xy
egyutthatdkat. Az i-edik sorbdl a k-adik sort «y-szorosédt kivonva az

(@i —vark)Tr + (@i k41 — YO0k k1) Tht1 + - - -+ (Qin — Yakn)Tn = b; — b (28)

egyenlet adddik. Az a;; — vagr = 0 feltételbdl kapjuk, hogy v = &

agk "
A k-adik oszlop ay alatti kinulldzasat tehat a .
Y = aik/akk
Qj5 = Q5 — 7YAkj (]:k—l—l,,n) (z:k‘—l—l,,n)

bi = bi — vbr

algoritmussal végezhetjiik el.

A kinulldzdst mindaddig folytathatjuk, amig az ag # 0 és k < n—1 feltételek
fennallnak. Ha sikeriil az A matrixot fels6 haromszog alakra hozni, akkor a (24)
Algoritmust alkalmazzuk (visszahelyettesitiink). A kovetkez6kben A (i,5) az A
matrix a;; elemét jeloli.

12



A GAUSS-MODSZER:
I. (elimindcids) fazis:
fork=1:n-1
fori=k+1:n
v=A(i,k) /A (k, k)
A(ik+1:n)=A(,k+1:n)—yxA(k,k+1:n)
b; = b; — by,
end
end
II. (visszahelyettesit) fazis:
Ty = bn/ann
fori=n—-1:-1:1
zi = (b — 22741 @ij%5) /i
end

2.4 A Gauss-moddszer miiveletigénye

A sziikséges aritmetikai miiveletszam (miiveletigény) az egyenletrendszer meg-
0ldé eljardsok fontos mindségi jellemzbje, mert az ilyen algoritmusok szamito-
gépideje nagyjabol aranyos az aritmetikai miveletigénnyel.

A szorzés és az osztds nagyjabdl azonos idbigényliek. Ezért ezeket 6sszevon-
va, azonos multiplikativ miiveletként (jele M) szdmoljuk.

A kivonds és Osszeadds miiveleteknél hasonld a helyzet. Itt a kozos alape-
gység az additiv mfivelet (jele A).

Az 1. fazis k-adik 1épésében a miiveletek és miiveletszamok a kovetkezdk:

fori=k+1:n

v =A(i,k) /A (k k) = M

Al k+1:n)=AG,k+1:n)—vxAkk+1:n) = -k (M+A)
end

A ciklus miiveletigénye Gsszesen

(n—k) (M +(n—k)(M+A) + M+ A),

azaz
(=) +2( = 1)) M+ (0= )* + (0 — k) A
Ezt Osszegezve a k = 1,...,n—1 1épésekre kapjuk, hogy az 1. fazis miiveletigénye
n—1 n—1
D (@ +20)M + ) (1 +i)A.
i=1 i=1

Felhasznalva, hogy

Mo, k(4 1)(2k+1)
3= MDD

13



kapjuk, hogy

((n - 1)72(271 D m) . ((n ~n(n-1) , (n- 1)n) i

illetve

A II. fazis miiveletigénye:

Ty = by /ann = M
fori=n—-1:-1:1

XT; = (bl — Z?:i-&-l aijxj)/an = (’/l —1+ 1)M + (n — ’L)A
end

Osszegezve azi=n—1:—1:1 l1épések miiveletigényét kapjuk, hogy a II. fazis
0sszkoltsége

n n—1 2 2
n n n n
M iM A==+ | M+ (= - o)A
+;y +;g <2+2> +(5 - 3)

Az 1. és I1. fazis koltségét Osszeadva kapjuk a Gauss-maédszer szamitasi 6sszkolt-

ségét:
3 3 2
n 9 M n n 5)
— —=— 1M — 4+ ——=-n| A
(3+” 3) +<3+2 6”)
Nagy n értékekre az %3 egyitthaté valik domindnssd mindkét zardjeles kife-
jezésben.

Definicié. Az f(n) mennyiség O(n™) nagysdgrendd, ha van olyan K > 0 szdm,
hogy ||f(n)|| < Kn” (Vn € N).
Tétel. A Gauss-maodszer miveletigénye %d +0(n?) multiplikativ és ugyanennyi
%3 + O(n?) additiv miivelet.
Definicié (C.B. Moler). 1 (régi) flop az a szdmitdsi munka, amely az s =
s+ x xy mdvelet (1 dsszeadds + 1 szorzds) elvégzéséhez kell.

Példaul az 2Ty skaldrszorzat (z,y € R™) kiszdmitdsa az

s=0, s=s+zy; (i=1,...,n)

algoritmussal n flop miveletigényi.
Definicié. 1 (4j) flop az a szamitdsi munka, amely eqgy +,—,*,/ aritmetikai
miwvelet elvégzéséhez kell.
Tétel. A Gauss-mddszer miiveletigénye %3 + O(n?) régi flop.

Az Az = b alaki nxn-es egyenletrendszerek megolddsahoz sziikséges miiveletigény
gyors méatrixinvertalé eljarasokkal O(n?80%) régi flop.
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2.5 A f6éelemkivalasztasos Gauss-modszer

A Gauss-médszer 1. fazisaban eléfordulhat, mondjuk a k-adik 1épésben, hogy

Akl — 0
Példaul a
4{E2 + T3 = 9
1 + x2 + 33 = 6
2r7 — 239 + x3 = -1

rendszernél a;; = 0.

Ilyen esetekben a sorok, vagy az oszlopok felcserélésével megkisérelhetjiik
elérni, hogy az ayy helyére zérustdl kiillonbozé elem kertiljon.

A fenti esetben példdul az els6 és harmadik sor felcserélésével kapjuk, hogy

2x1 — 21‘2 + T3 = 71
I + ) + 31’3 = 6
ey + x3 = 9

Az els6 és masodik oszlop oszlop cseréjével pedig azt kapjuk, hogy

4o + 23 = 9
o + x + 33 = 6
2.1:2 — 21‘1 + T3 = —1

A sorok cseréjénél az egyenletek (és b megfelel komponenseinek) sorrendje,
az oszlopok cseréjénél pedig a valtozok sorrendje véltozik meg.

Altaléban, igy az el6z6 példaban is, tobb vélasztasi lehetOségiink is van sor-,
vagy oszlopcserére.

Ha azonban az apr = 0 elem alatt minden egytitthaté zérus, akkor az
[aij]z;k:l részmatrix oszlopai linedrisan 6sszefiiggdk, A szinguldris és az eliminacids
eljaras sorcserével sem folytathaté. Hasonlé a helyzet, ha agy soraban, tole job-
bra, minden egyiitthaté zérus, mert ekkor A ismét szinguldris.

Az ayy elemet k-adik pivot, vagy féelemnek nevezziik. A sorok felcserélését
ugy, hogy az 1j pivot elem zérustdl kiillonbozd legyen, pivotdldsi, vagy féelemki-
vdlasztdsi eljardsnak nevezziik.

A pivot elem megvalasztasa nagymértékben befolyasolja az eredmények meg-
bizhatésagat.

Példa:

1077 + y =1
T + y = 2

Ha ezt a pivotalds nélkiili Gauss-médszerrel szdmitégépen megoldjuk, akkor (15
tizedesjegy pontossdgi MATLAB szdmitdsok esetén) az © = 0, y = 1 kozelitd
eredményt kapjuk. A helyes eredmény: = = ﬁ, y=1-— %. Az els§

és a masodik egyenlet felcserélésével kapott

|
o

z + y
10772 + y =1

15



egyenletrendszeren ugyanaz a modszer az x = 1, y = 1 kozelité megoldast adja.
Ez utébbi kozel van a pontos megoldashoz, mig az els6 eredmény katasztréfalisan
eltér.

Altaldban is igaz, hogy a kozelit6 megoldds pontossagat nagymértékben
javitja a helyesen megvalasztott pivotalds. Pivot elemnek nagy abszolut értékii
elemet kell vélasztani.

Két alapveto pivotélasi stratégiat haszndlunk.

Részleges f6elemkivalasztas: A k-adik 1épésben a k-adik oszlop aji (k <
j < n) elemei koziil kivalasztjuk a maximédlis abszolit értékiit. Ha ennek indexe
1, akkor a k-adik és az i-edik sort felcseréljiikk. A pivotalas utan teljesiil, hogy

lakk| = [ax |k -

Teljes f6elemkivalasztas: A k-adik lépésben az a;; (k < 4, j < n) métrixelemek
koziil kivalasztjuk a maximédlis abszolit értékiit. Ha ennek indexe (i, j), akkor a
k-adik és az i-edik sort, valamint a k-adik oszlopot és j-edik oszlopot felcseréljiik.

A pivotalds utan teljesiil, hogy

lark] = poax |aij! .

Megjegyezziik, hogy oszlopcsere esetén valtozocsere is torténik.

A féelemkivilasztasos Gauss-médszer esetén az I. fazis minden 1épésében
pivotalast hajtunk végre. A teljes féelemkivédlasztdst biztonsdgos stratégidanak
tekintjiik.

A részleges féelemkivalasztas egyéb technikdkkal kiegészitve ugyancsak biz-
tonsagos és kevesebb extra aritmetikai miiveletet igényel. Ezért a gyakorlatban
inkdbb ezt hasznaljuk. Ekkor az I. fazis alakja algoritmikus formaban

fork=1:n-1
Hatdrozzuk meg a ¢ indexet, hogy |A (¢, k)| = maxp<i<n |A (i, k)] .
if k£t
Cseréljiik fel a k-adik és t-edik sort!
end
fori=k+1:n
5 = A5, k) JA (K, b)
A(k+1:n)=A@G,k+1:n)—yxAk,k+1:n)
end
end

3 A KLASSZIKUS HIBASZAMITAS ELEMEI

A klasszikus hibaszamitas alapmodellje a kovetkezo:
A pontos értékeket nem ismerjiik, csak adott hibakorlatt kozelitéseiket.
A kozelit§ értékekkel pontosan végzett miiveletek eredményét az ismeretlen
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elméleti eredmény kozelitésének tekintjiik és azt vizsgaljuk, hogy mekkora a
kozelités hibgja.
Példdul a /2 ~ 1.41 kozelités hibaja legfeljebb 0.01.
Jelolések és elnevezések:
x pontos érték,
a az x kozelitése (a =~ z),
Aa = x — a a kozelités hibdja,
da az a kozelit6 érték abszolit hibakorlatja, ha fenndll

| — a| = |Aa| < da.

3.1 Az aritmetikai miiveletek abszolit hibai

Legyen z és y két pontos érték, a az x, b pedig az y kozelitése. Tegyiik fel, hogy
az a és b kozelitések abszolut hibakorlatai da, ill. db, azaz

|z —a| = |Aa] < da, |y— bl =]|Ab| < db.

Jelolje O a +,—,*, / miiveletek barmelyikét. Az a(b miivelet eredményét az
xQy elméleti eredmény kozelitésének tekintjik és a

1A (a0b)| = [(x0y) — (aQb)| < 0 (adb)

mennyiségre keresiink becsléseket, ahol A (a0b) a miivelet hibdjat, 6(aQb) pedig
abszolut hibakorlatjat jeloli.
Tétel. Igazak a kévetkezd becslések:

d(a+0)
0(a—0)

da + &b, (29)

<
< da+ 6b. (30)

Bizonyitas. Az Osszeg esetében fennall, hogy

[(z —a)+ (y = b)
< |z —a|l+|y— b =|Aal + |Ab| < da + b,

[(z +y) = (a+D)

amibél a fenti allitds kovetkezik. A kiilonbség esetében hasonléan kapjuk, hogy

[(z —y) = (a =) |(z —a) = (y = b)
< |z —a|l+|y— b =|Aal + |Ab| < da + b,

ami bizonyitandé volt. [
A szorzat abszolut hibakorlatjara kapjuk, hogy

lzy —ab] = |(a+ Aa)(b+ Ab) — ab]
= |aAb+ bAa + AaAb| < |a| b+ |b| da + dadd.
Ha |a| > da és |b| > 6b, akkor a dadb mésodrendii hibatagot elhanyagolhatjuk
és a

0(ab) = |a| b+ |b| da (31)
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kozelité becslést kapjuk.
Az osztéas esetén azt kapjuk, hogy

r_a etha a
y b b+Ab b
B ‘ —alAb+bAal _ la| |Ab] + |b] |Aal < la| 0b + [b] da
b(b + Ab) B> (1 -5 T PP )

Ha |b| > 0b, akkor a nevez6ben 1év6 % tagot elhanyagolhatjuk és a

al éb + |b| da

Saf) ~ 121001 100 (32)
0]
kozelité becslést kapjuk.

Tétel. Fenndllnak az alabbi kizelitd egyenldségek:

0(ab) = |a|db+ |blda (|a| > da, |b] > b), (33)
b+ 16| 0

Safb) ~ W (b0, o] > 6b). (34)

Figyeljiik meg, hogy osztas abszolit hibakorlatja 0-hoz kozeli b esetén rend-
kiviil nagy lehet!

3.2 Fuggvényértékek hibija

1. Legyen f : R — R legalabb kétszer folyonosan differencidlhaté fiiggvény,
z ~a. Az f(z) helyett f(a)-t szdmoljuk. Az

f(x) = fa) + f'(a)(x —a) + @(m— a)?> (€ €(a—ba,a+da))

masodrendl Taylor-formulabdl kapjuk, hogy

/")
2

[f(2) = fa)l = | f(a)(z — a) + (2 —a)?| < [f'(a)] 60+ M(3a)?,

ahol M > 1 |f"(z)| (z € [a — da,a + da]). A mésodrendti M (Ja)? tagot elhanya-
golva kapjuk, hogy a fliggvénybehelyettesités abszolut hibaja

3 (f (a)) = |f'(a) da. (35)
2. Legyen f : R™ — R legalabb kétszer folytonosan differencidlhato fliggvény,
xz,a € R" és x = a. Legyen Aa =z — a, |z; — a;| = |Ag;| < da; (i=1,...,n)

és da = [daq, .. .,5an]T. Az f(z) helyett az f(a) figgvényértéket szamoljuk. A
tobbvaltozods

fla) = f(a)+Vf(a)T($—a)+%(a?—a)TH(aﬂLé(x—a))(w—a) 0<g<1),
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Taylor-formuldt hasznéljuk, ahol V f (z) = [8“@ U@ g

o= (550

az Uun. Hesse-matrix. Tegyiik fel, hogy ||H(a+ &(z —a))|| < M. Ekkor az
2Ty < llally ylly és 1Az, < [1Allp [|z]l, egyenlStlenségek alapjin
(@ —a)TH(a+&(@—a))(@—a)| < |lz—al[[H(a+E(@—a)(z—a)l
2
< [[H(a+&(z =) llz —al

Ezt felhasznalva kapjuk, hogy

@)~ F@] < |[V@) @ —a)|+ GM |- af?
< ¥ gs)&u+%Mﬂw—MF

i=1

ahonnan a masodrendti M ||z —a|® = M ||Aal> < M 3", (6a;)? tagot el-
hanyagolva kapjuk a

n

5(f(a)) =~

=1

0f(a)
8$i

becslést.

3.3 Az aritmetikai miiveletek relativ hibai

Az abszolit hiba sok esetben semmitmondé. Példdul egy 0.001 nagysdgrendi
elméleti mennyiség 0.05 abszolit hibakorlatd kozelitése nem sokat ér. A m =
22/7 kozelités sok esetben jé lehet, de példaul a csillagdszatban mér bizonyosan
nem.
Definicié. Az x szam valamely a kézelitéd értékének relativ hibdja a % meny-
NnYiseq.

Az x pontos érték altaldban nem ismeretes, ezért a \%I helyett a %‘1' kozelitést

hasznaljuk. Ennek hibédjara fennall, hogy

da da

(6a)°

laf ||

_sallal=lall _ s la—a] _
el =" Talle

|| al

(37)

A hiba elhanyagolhat6, ha |z| és |a| lényegesen nagyobb a mésodrendfi (da)?
menynyiségnél.
Tétel.

o(a+0) {5(1 5b}
=max{ —, = ab>0), 38
a+ ) a0 )

d(a—b)  da+ b
|a — b o |a — b

(ab>0), (39)
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d(ab) _ba b

N — 4 (40)
labl  la| B
5(%)  sa  6b

~— 4+ —. 41
] STl 4

Egymaéshoz kozeli a és b esetén a kivonds relativ hibdja rendkiviil nagy lehet!
Példa. Szdmitsuk ki a v/1996 — /1995 mennyiséget, ha ismertek a /1996 =
44.67 és 1995 =~ 44.66 kozelitd értékek, amelyek kozos abszolut hibakorldtja
0.01, a koz6s relativ hibakorldt pedig 0.022%.

A kivonds elvégzésével kapjuk, hogy v/1996—+/1995 = 0.01, amelynek relativ
hibakorlatja az dltalanos formulabdl

0.01+0.01
0.01 oo

azaz 200%. Most lehetdségiink van az elméleti relativ hiba kiszamolaséra is,
ami ”csak” 10.66%. Ez a valdsigos hiba is jelentds mértékii, a kiindulé adatok
hib4jahoz képest kb. 5 x 10%-szoros.

A kiilonbség képzését elkertilhetjiik a

1996 — 1995 1 1
V1996 — v1995 = = ~ ~ 0.01119
V1996 + /1995 /1996 + /1995  89.33

atalakitassal. A szamldlé pontos érték. A mnevezd abszolit hibaja 0.02, a
hanyados relativ hibdja pedig 0.02/89.33 ~ 0.00022 = 0.022%. Ez 6sszhangban
van a kiindul6 adatok relativ hibaival és lényegesen kisebb, mint amit a kozvetlen
kivonasnal kaptunk.

Hasonlé fogésokat lehet alkalmazni mas esetekben is.

3.4 Fiuggvényértékek relativ hibaja és a kondicidoszam

Legyen ismét f : R — R kétszer folytonosan differencidlhaté és x =~ a. Az f(x)
pontos érték helyett szdmitott f(a) érték relativ hibéja

0(f(a)) _ [f(a)]da
[f(a)l [f(a)]

Erdekesebb ez a mennyiség az a kozelito érték relativ hibajaval valo 6sszehason-

litasban. A
[f(a+ Aa) — f(a)|  |Adg]
£ (a)] lal
mennyiség, amely a relativ hibak hanyadosa, azt méri, hogy az a adatban fellépd

bizonytalansdgot az f(a) fliggvénybe valé behelyettesités mennyire ”"nagyitja”
meg. Egyszerl atalakitasokkal adodik, hogy

[fla+Aa) = fa)| ~|Ad] _|f'(a)]|Ad] = fa| _ |f'(a)]lal
£ (a)] "~ al [f@)]  |Aal [f(a)]

(42)
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Definicié. A If'(a)|al
o(f,a) = Tl )

mennyiséget az [ : R — R fligguény a pontbeli kondiciészamdnak nevezziik.
Egy figgvényt numerikusan instabilnak, vagy rosszul kondiciondltnak ne-
veziink, ha nagy a kondiciészama. A fiiggvény stabil, vagy jol kondicionalt,
ha a kondiciészam kicsi. Természetesen a kicsi és nagy jelz6 relativ. Mint
késobb latni fogjuk, ezek a relativ jelzok adott feladat esetén a rendelkezésre allo
szamitégép aritmetikajatdl és a kozelités megkovetelt pontossagatol fliggenek.
Példa. Az f(z) =1+ +ax —1és x> 1. Ekkor

_ ||
o) = e i+ @1’

ami tetszélegesen nagy lehet, ha x elég kozel van 1-hez. Ezért a példa fliggvénye
numerikusan instabil. Ha bevezetjiik az 4j x = 1 + ¢ valtozdt, akkor kapjuk,
hogy g(t) = f(1+t) = 1+ +/t. Ennek a fiiggvénynek a t > 0 helyen vett
kondiciészama

Vit

clg.t) =3 W
Ha t = 0, azaz x =~ 1, akkor a kondiciészdm kicsi marad. Tehat stabilizaltuk a
szamitast egy egyszeru atalakitassal.
Definicié. Egy f () mennyiség O (g (x)") nagysdgrendd, ha alkalmas K > 0
szdmmal fenndll |f (z)] < K |g(x)|” minden szébajové x értékre. Egy h(x)

mennyiség o(g(x)) nagysdgrendd, ha % =0 (z— x).

Tekintsiik az F' = [f1,... fu]T : R™ — R™ tobbvaltozés fiiggvényt. Az F'-t
a kovetkezdképpen értelmezziik:

61’ n,m
Filw) = [&i}

Legyen most F olyan, amelyre fenndll, hogy
F(z)=F(a)+ F'(a)(x —a) +o(||lx —al||), (z—a).

4,j=1

Az F(x) helyett F(a)-t szdmoljuk. Az F(a) relativ hibdja az a vektor relativ
hibajahoz viszonyitva a koévetkezo
[£(z) — F(a)| . [|lz — al
(@)l llall

A "nagyitasi szam” korlatja az a pont egy € > 0 sugard nyilt kornyezetében a

 {IF@-F@] e
eAFa.e) = p{ F@l C Jal

iz —af) <, x#a}

mennyiség. Az

[1F(z) = F(a)ll  |lz—all _ ([F"(a)(z = a)| + o[l —al)) |l

(O] I—] |l = all I1E(a) I
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és

[1F"(a)(z —a)
" < [|F'(a)]|
| — all
Osszefiiggések miatt
: lall 1F"(a)|l
lim ¢(F,a,¢e) = ————.
=0 I1F(a)l
Definicié. Az F : R™ — R"™ fiigguény valamely a pontbeli kondiciészama a
lall [|F" ()]
e(F,a) = = (44)
1F(a)]]

mennyiség.

Definidljuk az F' : R™ — R" leképezést az Ay = x egyenletrendszer megol-
déséval, azaz legyen F(z) = A~lz (A € R™™", det(A) # 0). Ekkor F/ = A~}
és

_ lall AT Ayl A

A ) = = < |4 ]|A~! Ay =a).
Y= A < AT (A=)

A jobboldali fels§ korldtot az A métrix kondiciészamanak hivjuk. Ez a korlat
pontos, mert létezik olyan a € R™ , hogy c(A~",a) = [|A| [|A~"]|.

3.5 Direkt és inverz hibak

Vizsgéljuk egy f (z) fiiggvényérték kiszamitasét.

Definicié. Ha az g kozelitést szdmoljuk a pontos y = f (z) érték helyett, akkor
a direkt (forward) hiba Ay =§ —y.

Definicié. Ha egy x + Az értékre fenndll, hogy § = f(z+ Ax), azaz § a
perturbalt (megvaltoztatott) x + Ax értékhez tartozé pontos fliggvényérték,
akkor a Ax értéket inverz (backward) hibdnak nevezzik.

A kétfajta hibat mutatja a kovetkez6 dbra:

Az inverz hiba elemzését és becslését inverz hibaanalizisnek nevezziikk. Ha
tobb inverz hiba is létezik, akkor a legkisebb inverz hiba meghatdrozasa az
érdekes.

Definicié. Az y = f (z) értéket szamitd algoritmust inverz stabilnak nevezzik,
ha bdarmely x értékre olyan 1§ szamitott értéket ad, amelyre a Ax inverz hiba
kicst.

A 7kicsi” jelz6 kornyezetfiiggo.

Vizsgaljuk most a direkt és az inverz hiba kapcsolatét.

Tegyiik fel, hogy 4 = f (z + Ax) és f kétszer folytonosan differencidlhaté.
Ekkor

(z + Y¥Ax)

G-y =FlatAr) @) = (@) Ac+ TR (a2 e 0,1)

és a szamitott megoldas relativ hibdja

5= () T rolear),
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Innen kapjuk az alabbi, hibaszamitasi okolszabdlynak is nevezett

5 (9) 5 (x)
- <c(fim) 7+ (45)
|yl ||
kozelité egyenlotlenséget, amely széban kifejezve a kovetkezo:
relativ direkt hiba < kondicidészadm x relativ inverz hiba. (46)

Az egyenl6tlenség azt mutatja, hogy egy rosszul kondicionélt probléma szamitott
megolddsdnak nagy lehet a (relativ) direkt hibdja. Egy algoritmust direkt stabil-
nak nevezilink, ha a direkt hiba kicsi. Egy direkt stabil médszer nem feltétleniil
inverz stabil. Ha az inverz hiba és a kondicidészam kicsi, akkor az algoritmus
direkt stabil.

Példa. Vizsgdljuk az f (z) = log x fiiggvényt! Ennek kondiciészdma c (f,z) =
c(z) =1/ |logz|, amely x ~ 1 esetén nagy. Tehdt az x = 1 értékekre a relativ
direkt hiba nagy lesz.

4 A LEBEGOPONTOS HIBAANALIZIS

A digitélis szamitégépek egy F' véges szamhalmazt abrazolnak és az aritmetikai
miiveleteket ezekkel a szamokkal végzik. Ha a miivelet eredménye az F' halmaz-
beli szam, akkor a mivelet eredményét pontosan kapjuk meg. Egyébként pedig
hérom eset 1éphet fel:

- kerekités dbrdzolhaté (nemzérus) szamhoz,

- alulcsordulds (kerekités 0-hoz),

- tlesordulés.
Definicié. A lebegépontos szamok halmaza

F(p,t,L,U) =

= {imx,@e | % <m<1, m=0.dids...d, LgeSU}U{O}, (47)
ahol

- B a szamrendszer alapja,

- m a lebegépontos szam mantisszdja a 3 alapi szamrendszerben,

- e az dbrdzolt szdm kitevdje (karakterisztikdja, exponense),

-t a mantissza hossza (az aritmetika pontossdga),

- L a legkisebb kitevd (alulcsorduldsi hatdr kitevdje),

- U a legnagyobd kitevd (tilcsorduldsi hatdr kitevdje).

A harom leggyakrabban hasznalt szamrendszer a kovetkezo:

elnevezés 8 felhasznalas
bindris 2 legtobb szamitogép
decimalis 10 legtobb szamolégép
hexadecimalis | 16 | IBM és hasonld nagyszamitégépek
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A mantisszat felirhatjuk az

di  do dy
m=0.didy...d; = 5 + 52 + ...+ ﬂt (48)
alakban is.

Innen lathatd, hogy az
kell az 1 < dy <ﬂ—1eg
0<d; <p-1(@=2,.
nevezzik.

A 0 jegyet és a tizedespontot értelemszeriien nem szokas abrazolni. Ha = 2,
akkor az els6 jegy csak az 1 lehet, amelyet szintén nem &brazolnak.

A (48) felirdst haszndlva a F = F(8,t, L, U) halmazt megadhatjuk az

m < 1 feltétel miatt az els6 jegyre teljesiilnie
Stlenségnek. A t6bbi szdmjegyre fennéll, hogy
Az ilyen szamrendszereket normalizaltaknak

<< ol

<
nlé
1)

R B

alakban is, ahol 0 < d; < B —1 (i =1,...,t) és 1 < d;.
Példa. Hatdrozzuk meg az F'(3,t, L, U) halmaz elemeinek szamat! A mantissza
t szdmjegye koziil az els§ S—1 féle lehet (0 nem!), a t6bbi viszont a 0,1,...,5—1
barmelyike. ElSjeltdl eltekintve tehat (3—1)5¢~! kiilénbézé mantissza allithaté
Ossze. Az L < e < U miatt U — L+ 1 kiilonb6z6 kitevénk van. Konnyt belatni,
hogy ha két szdm akér a mantisszdban, akar a kitevben (vagy mindkett&ben)
kiilonbozik, akkor nem egyenléek. Mostmar az elGjelet, valamint a zérust is
beszdmitva, kapjuk az elemek szdmdt: 2(8 —1)5* "1 (U — L + 1) + 1.

Az F halmaz elemei nem egyenletesen helyezkednek el a szdmegyenesen!
Példdul § =2, t =3, L = —1 és U = 2 esetén a 33 elemit F' halmaz pozitiv
része

F:{i(d1+Cl2+ dt>5€|L<e<U}u{o} (49)

156715671101214 20 28
4’16716°1672°8’8°8 7787878778778 |
Altaldban, a 3 alapt szdmrendszerben az m mantisszéra fenn4ll, hogy

Lo d _B-1 p-1 p-1_,_1
BEmM=p Tyt Bt— 5 T Tt Tl

Az {%, 1} intervallumba es6 F-beli szomszédos szamok tavolsdga S~¢. Minthogy
az I halmaz elemeit a +m x 8¢ szamok alkotjak, a szomszédos F-beli szamok
tavolsdga az exponens értékének megfeleléen valtozik. A szomszédos elemek
legnagyobb tavolsaga BU ¢, a legkisebb pedig SL*.

Az abrézolhaté szamok nagysagrendjét adja meg a kovetkezd
Tétel. Ha a € F, a # 0, akkor My, < |a| < My, ahol

L=p8""1 My =p7(1-57")

Bizonyitas. Tetszbleges a € F, a # 0 szamra fennall, hogy

laf = mp* (me[;l—;])
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ahonnan L < e < U miatt
B S i Smpt < g (1= <87 (157,

Ezzel az éllitast igazoltuk. [J

Legyen a,b € F és jelolje O a négy aritmetikai miivelet (+, —,*, /) barme-
lyikét. A kovetkezd esetek lehetségesek:

(1) a®b € F (pontos eredmény),

(2) |aQb] > My (aritmetikai tulcsordulds),
(3) 0 < |aQb|] < M/, (aritmetikai alulcsordulds),

(4) a0b ¢ F, M, < |a0b] < My (nem &brazolhaté eredmény).

Az utols6 két esetben a lebegépontos aritmetika az aQb eredményhez hoz-
zarendeli a legkozelebbi F-beli szamot. Ha két szomszédos F-beli szam az
aQb eredménytél egyforman tavol van, akkor dltaldban a nagyobbik szamhoz
kerekitiink.

Példaul otjegyli decimalis aritmetika esetén a 2.6457513 szadmot a 2.6458
szamhoz kerekitjik.

Legyen G = [—My, My]. Vildgos, hogy F C G. Legyen x € G. A ke-
rekitéssel z-hez rendelt F-beli szdmot jeldlje fI(z). Az x — fI(z) leképezést
kerekitésnek nevezzik. Legyen u = % Bt az egységnyi kerekités mértéke. Igaz
a
Tétel. Ha x € G, akkor

fllz) =xz(1+4¢), e <u.

Bizonyitas. Az éltaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy x > 0.
Tegyiik fel, hogy az x szdmot kozrefogd szomszédos F-beli szdmok mq (3¢ és
mo¢. Ekkor fenndll, hogy

m1 ¢ <z <myf°,

ahol % <my <mg <1—p7té mg—my =Bt Mdrmost fl(z) = my5°, vagy
fl(z) = mope. Barmelyik vilasztds esetében igaz, hogy

ﬁeft
5 .

|ma — my|
2

[fL(x) — 2] < g =

Ezért a kerekités relativ hibdjara fenndll, hogy

f1(w) —af _|flz) — 2 _ gt Bt _1

— <z
|| mi1Be T 2miB¢  2mq — 2

/Blft = wu.

Fennill tehét, hogy fl(x) —x = Azu, ahol |\| < 1. Ezt dtrendezve kapjuk, hogy
fl(z) = 2(1 + M),

ahol az ¢ = \u szdmra teljesiil, hogy |e| = [Mu| < wu. Ha (1 — 37%) B¢ < x < 3¢,
akkor a bizonyitas az mo = 1 vélasztassal érvényben marad. Ezzel a tételt
maradéktalanul igazoltuk. [J
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A tétel tulajdonképpen azt mondja ki, hogy a lebegépontos aritmetikdban a
kerekités relativ hibdja korlatos és ez a korlat u, az egységnyi kerekités mértéke.
A ey = 2u = B értéket szokds gépi epszilonnak is nevezni. Az e); az 1
és a hozza legkozelebbi 1-nél nagyobb szam tavolsiaga. Binaris alap esetén az
z=1
while 1 +2 > 1
x=u1x/2
end
algoritmussal hatdrozhatjuk meg eps /2 értékét. A MATLAB rendszerben e, &
2.2204 x 10716,
A lebeg6pontos aritmetikai miiveletek eredményére vonatkozdan a kovetkezd
feltevéssel éliink (szabvany modell):

Fl(a0b) = (aOb) (1+2), |e|<u (a,beF). (50)

Az IEEE aritmetikai szabvany, amelyet kés6bb ismertetiink, kielégiti ezt a
feltevést. A feltevés fontos kovetkezménye, hogy a0b # 0 esetén a miiveletek
relativ hibajara ugyancsak teljesiil, hogy

[f1(a0b) — (aOb)| _
TN

Tehat az aritmetikai miiveletek relativ hibaja kicsi.
Vannak bizonyos lebegbpontos aritmetikdk, amelyek nem elégitik ki a (50)
feltevést. Ennek az az oka, hogy a kivonasnal nincs egy tn. ellenérzé jegytik.
Az egyszeriiség kedvéért vizsgdljuk az 1 — 0.111 kiilénbséget haromjegyti
bindris aritmetikdban. Az elsé 1épésben a kitevoket azonos értékre hozzuk

2 x 0. 100
- 2 x 0 .01 11

Ha a szamitast négy értékes jegyre végezziik, akkor az eredmény

21 x 0 1 00
— 2 x 0 01 1 1
2L % 0 0 0 0 1

amelybél a normalizalt eredmény 272 x 0.100. Vegyiik észre, hogy a kivondsra
keriilt szdm nem normalizalt, mert els6 jegye 0. A felhasznalt ideiglenes ne-
gyedik mantisszajegyet, ellenérzé jegynek nevezziik. Ha nincs ilyen ellen6rz6
jegy, akkor a megfelel6 szamitasok

21 x 0 1 00
- 2t x 0 011
2 x 0 0 01

amelybd]l a normalizlt eredmény 271! x 0.100. Ennek relativ hibaja 100%.
Nincs ellen6rzo jegye a CRAY szuperszamitégépeknek, valamint egy sor zseb-
kalkulatornak.
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Ha nincs ellenérzo jegy, akkor a miiveletek eredményeire az

fllzxy) = z(1+a)£y(1+5), o], <u, (51)
fl@Oy) = (@0y)(1+6), |6 <u, O=x/. (52)
Osszefiiggések teljestilnek.

Tegyiik fel a tovabbiakban, hogy van ellen6rzé jegy a kivondsnal és teljesiil
a (50) feltevés. Vezessiik be a kovetkezé jeloléseket:

2l =21l s 2al]” (2 €R™), (53)
4] = a5, (AeR™=m), (54)
A <B<& Q5 < bij (A, B e Rmxn) . (55)

Igazolhatok az aldbbi eredmények, ahol E az aktudlis miivelet hibajat (hi-
bamétrixdt) jeloli:

|f1(z"y) — 2Ty| < 1.01nu lz|" [yl (nu <0.01),

fl(adA)=aA+E (|E| <ulad]),
fl(A+B)=(A+B)+E (|E|<u|A+BJ),
fl(AB)=AB+E (|E| <nulA||B|+ 0O (u?)).

A szabvany modellnek eleget tevé lebegépontos aritmetikdknak szamos sajatos
tulajdonsaga van. Fontos tulajdonsaguk, hogy az Osszeadas a kerekités miatt
nem asszociativ.

Ezt mutatjak a kovetkez6 MATLAB példdk, amelyeket a format long e
utasitas kiaddsa utan ellenorizhetiink.

Példa. MATLAB rendszerben

fL(FL(107 +1) —1) =0, f1(107"°+ fI(1—1)) =10""F.

Példa. Haa =1, b = ¢ = 3 x 10716, akkor a MATLAB 6.1 rendszerben
Pentium 4 processzori szamitégépen

(a+b)+c#a+(b+c),

amelyet az ((a + ) + ¢) — (a + (b + ¢)) utasitds segitségével ellendrizhetiink.

Nagyszamu adat Osszegzésénél a kommutativitassal (tulajdonképpen asszociativi-
téssal) is probléma lehet. Vizsgdljuk most a > ., x; Gsszeg kiszamitdsdt! A
természetes algoritmus az Un. rekurziv 0sszegzés:

s=0
fori=1:n

Ss=8+x;
end

Példa. Szamitsuk ki az

1
=14 my
i=1

27



Osszeget n = 4999 esetén. A rekurziv Osszegzéssel kapott MATLAB eredmény
1.999800000000002¢e + 000.

Ha az 0sszegzést forditott (azaz nagység szerint névekedd) sorrendben végezziik,
akkor az eredmény
1.999800000000000e + 000.

Ha a kétféle képpen kapott értékeket Osszevetjiilk az elméleti s, = 2 — n%rl
Osszeggel, akkor lathatjuk, hogy a masodik Osszegzés adott pontos eredményt.
Ennek magyarazata az, hogy amikor a kisebb tagokkal kezdjiik, akkor ezek
Osszegei értékes jegyeket érnek a végsé eredményben.

Nagy mennyiségii, el6jelben és nagysagrendben eltér6é szam nagy pontossa-
gu Osszeadasa nem egyszerl feladat. A kovetkezd algoritmus, amely az egyik
legérdekesebb ilyen célra kifejlesztett eljaras, W. Kahantol szarmazik.

A KOMOPENZALT OSSZEGZES ALGORITMUSA:
S =
e=0
forj=1:n
temp = s
y=xz(j)+e
s=temp+y
e= (temp—s)+y
end
Példa. Kahan algoritmusat az

4999

1
54999 = Z R
P

osszegre az x (j) = 1/ (j* + j) szereposztéssal alkalmazva a MATLAB 6.1 a
pontos 9.998000000000000e-001 értéket adja.

4.1 A lebegopontos aritmetikai szabvany

Az ANSI/IEEE Std 754-1985 bindris (8 = 2) lebegbpontos aritmetikai szab-
vanyt 1985-ben hoztak nyilvanossagra.
A szabvany specifikélja
- az alapvet6 lebeg6pontos miiveleteket,
- Osszehasonlitdasokat,
- kerekitési médokat,
- az aritmetikai kivételeket és kezelésiiket,
- a kiilénbo6z6 aritmetikai formak kozti konverziot.
A négyzetgyokvonas az alapveté miiveletek kozé tartozik. A szabvény nem
mond semmit az exponencidlis és transzcendens fliggvényekrdl.
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A szabvany két {6 lebeg6pontos formatumot ismer: az egyszeres és a dupla
pontossagut.

tipus méret | mantissza | e u [Mp, My| ~
egyszeres | 32 bit | 234+1 bit | 8 bit | 2727~ 5.96 x 10~% | 10F38
dupla 64 bit | 5241 bit | 11 bit | 2 % ~ 111 x 10 16 | 10=308

Mindkét forméatumban egy bitet az el6jelnek tartanak fenn. Minthogy a lebegépontos
szamok normalizdlva vannak és az els6 jegy mindig 1, ez a jegy nincs tarolva.
A mantisszaban szereplé +1 ezt a rejtett bitet jelzi.

Az aritmetikai kivételek kezelése a kovetkez6:

0

y=2m x BL7t, 0 < m < B! alaki szdmok.

Az TEEE aritmetika zart rendszer. Minden aritmetikai miiveletnek van mate-
matikailag értelmes vagy értelmetlen eredménye. A kivételes miiveletek esetén
jelzést ad ki, amely utdn a szamitdsokat el6irdsszeriien folytatja. Az IEEE
aritmetikai szabvény kielégiti a (50) modellt.

Az IEEE szabvany korai hardver megvaldsitdsai koziil ki kell emelni az Intel
80x87 matematikai koprocesszorokat, a DEC Alpha, a HP (Precision Architec-
ture), az IBM RS/6000, az INMOS T800 és T900 processzorokat, a Motorola
(680x0) és Sun (SPARCstation) processzorokat, valamint a HP tudoményos
kalkulatorait.

Végill megjegyezziik a kovetkezdket. Egyszeres pontossig esetén a man-
tissza hossza kb. 7 értékes jegyet enged meg a tizes szamrendszerbe atszdmolva.
Ugyanez dupla pontossag esetén kb. 16 értékes jegyet jelent. Létezik még egy
80 biten abrazolt, Uin. kiterjesztett pontossag is, ahol ¢ = 63, a kitevé pedig 15
bites.

5 LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK HI-
BAANALIZISE

Az Ax = b egyenletrendszer elméleti megolddsat x, a kozelité megoldasokat
pedig Z jeldli.

A kozelité megoldas direkt hibdja Az = & — z.

Az r = r(y) = Ay — b mennyiséget rezidudlis hibanak nevezzik.

Az elméleti megoldds esetén r (z) = 0, a kozelité megoldds esetén pedig

r(2)= A2 —b=A(:—z) = AAx.

Az inverz hiba meghatarozaséhoz kiilonféle modelleket hasznalunk. A legal-
talanosabb esetben feltessziik, hogy az & szamitott megoldés kielégiti az Az = b
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egyenletrendszert, ahol A = A+ AA és b="b+Ab. A AAés Ab mennyiségeket
inverz hibaknak nevezziik.

Meg kell kiilonboztetniink a probléma érzékenységét és a megold6 algorit-
musok stabilitasat.

Adott probléma érzékenységén a megoldds valtozasanak mértékét értjik a
probléma (input) paramétereinek fliggvényében.

Adott algoritmus érzékenységén, vagy stabilitdsan a szamitédsi hibdk végeredményre
gyakorolt hatdsanak mértékét értjiik.

Egy problémét, vagy algoritmust annal stabilabbnak tekintiink mennél kisebb
az input paraméterek, ill. szamitdsi hibdk megolddsra (szdmitott megolddsra)
gyakorolt hatdsa. Az érzékenység, ill. stabilitdas fogalmanak egyik jellemzési
forméja a korabban latott kondicidszam, amely az eltérések relativ hibait ha-
sonlitja Ossze.

Algoritmusok felhasznéldsanak a kovetkezd altalanos elveit lehet megfogal-
mazni:

- A gyakorlatban csak stabil (j6l kondicionélt) algoritmusokat hasznélunk.
- Instabil (inkorrekt kit{izésii), vagy rosszul kondicionalt feladatot dltala-
nos céli algoritmusokkal altalaban nem tudunk megoldani.

5.1 Erzékenységvizsgélat
Tegyiik fel, hogy az Ax = b egyenlet helyett a perturbalt
At =b+ Ab (60)

egyenletrendszert oldjuk meg. Legyen T = x + Ax és vizsgdljuk a két megoldés
eltérését!
Tétel. Ha A nemszinguldris és b # 0, akkor

[Az]| [[Ab]|
< cond(A)——-, (61)
el =
ahol cond(A) = [|A|l ||A7Y|| az A mdtriz din. kondiciészdma.

Bizonyitds. Az A: = A(x + Ax) = b+ Ab egyenldségbdl Az = A~LAD,
ahonnan [|Az|| < ||A7Y|| | Ab|| kovetkezik. Mésrészt |[b]| < [ Al |||, ahonnan
m < %. A két egyenlétlenséget Osszeszorozva kapjuk, hogy

Al

|

—1) 12Dl
< [lAIH{]A™] o

ami éppen a bizonyitandé allitas. [

Az A matrix kondiciészdma erdsen befolydsolhatja az T perturbalt megoldés
relat{v hibdjat. Egy rendszert j6l kondiciondltnak neveziink, ha cond(A) kicsi
és rosszul kondiciondltnak neveziink, ha cond(A) nagy.

A nagy és Kkicsi jelzok relativak és kornyezetfiiggék. A kondicidszam fligg a
normétél. Ha a normatdl valé fiiggés lényeges, akkor ezt kiilon jeldljitkk. Ennek
megfeleléen példaul condy (A) = ||Al| A7 .
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A kondiciondltsag egy lehetséges geometriai jellemzését adja a kovetkezd
példa.
Példa. A
1000.’131 + 999l‘2 = b1

999z; 4+ 998z = by

egyenletrendszer rosszul kondicionalt (cond.,(A) = 3.99 x 106). A két egyenes
majdnem parhuzamos. Ezért, ha perturbéljuk a jobboldalt, az Gj metszéspont
messze lesz az el6z6tol.

A most vizsgalt modellben az inverz hiba Ab, a Tétel pedig a relativ direkt
hibara ad becslést. Ez teljes 6sszhangban van a hibaszamitédsi 6kolszaballyal.
A tétel allitasa az r (&) = AZ —b = b — b = Ab Gsszefiiggés miatt atirhaté az
ekvivalens . .

I =2l _ onaoa @ .
o]l
alakba. Az egyenlGtlenség jelentése az, hogy az & perturbalt megoldéds relativ
hibdja kicsi, ha A kondiciészdma kicsi és az ||r (2)|| / ||b]| relativ rezidudlis hiba
kicsi. Ha azonban a rendszer rosszul kondicionalt, akkor ez nem sziikségképpen
igaz.
Példa. Vizsgéljuk az Az = b egyenletrendszert, ahol

C[14e 1 [ T
S A B FY R A
2
~1
12— ll oo / 2]l = 2-

Tegylik fel, hogy az Ax = b egyenlet helyett a perturbalt
(A+ AA)Z=b+ Ab (63)

]

N 2¢ |
Legyen & = [ . Ekkor r = [ 0 ] és |7l / 116l = 2€, de

egyenletrendszert oldjuk meg. Legyen T = x + Ax. Igaz a kovetkezd

Tétel. Ha A nemszinguldris, cond(A) % <1 és b+#0, akkor

[AA| |AD]]
A _ condc4) (Ut + it

= _ [AA]
[Ed| 1 — cond(A) TA]

(64)

A tételt nem igazoljuk. A tételbdl kovetkezik a kovetkezd un. ”6kolszabaly” .
Okolszabaly. Tegyiik fel, hogy Ax =b. Ha A és b elemeit s decimdlis jegyre
pontosak és cond(A) ~ 10¢, ahol t < s, akkor a szdmitott megoldds kb. s —t
jegyre lesz pontos.

Az 6kolszabaly kovetkezd heurisztikus levezetését adjuk. A feltevések miatt

jaAl . AR
220~ 107s, 200 & q0-s
4] B
“ |a4)
ond(A)*—— ~ 10° < 1.
4]
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Ezért feltehetjiik, hogy 1—cond(A) ‘HAAIL\‘IH ~ 1. A fenti tétel alapjan

1Az (IIAAI IIAbH) -
——— ~cond(4) | —— + 5 | = 1077,
] 1ALl

amibdl az 6kolszabaly kovetkezik.

A Tétel
[AA]

I[A]l

feltételének jelentése szemléletes: azt biztositja, hogy az A + AA métrix ne
legyen szinguldris.

A cond(A) ””A Afh“ < 1 egyenlStlenség ugyanis ekvivalens a ||AA| < ﬁ
feltétellel és az A nemszingularis méatrix legkozelebbi szinguldris matrixtdl vald
tavolsdga éppen ﬁ. Igaz a kovetkez6
Tétel (Eckart-Young-Gastinel). Legyen A € R™*™ nemszinguldris, P € R™"*™
pedig tetszdleges szinguldris mdtriz. Akkor fenndll, hogy

ond (A) <1

1

A-P||>——.
14~ P>

(65)
Létezik tovdbbd olyan P szinguldris mdtriz, amelyre egyenldség dll fenn.

5.2 Wilkinson tétele

Wilkinson igazolta, hogy az Az = b egyenletrendszer Gauss-mddszerrel lebegd-
pontos aritmetikdban kapott & kozelitd megolddsa kielégiti az

(A+AA)Z =D (66)
egyenletrendszert, ahol
IAA] < 80°pn | A]l o u+ O(u?). (67)

A p,, a pivot elemek ndvekedési tényezdje. Minthogy a gyakorlatban p,, kicsi, a

AA
”IIAIIHOC < 8n’ppu+ O(u?)

relativ inverz hiba is az.

A Gauss-eliminacié ”gyengén stabil” mind a teljes, mind pedig a parcidlis
féelemvalasztas esetén.

A Wilkinson tételbol kapjuk, hogy

AA
condoo(A)H|A|”0° < 8n’pyconds (A)u+ O (u?).
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Kis kondicidszdm esetén feltehetjiik, hogy 1—cond..(A) H”A Afll‘”‘” ~ 1. Az el6zd

szakaszbeli Tétel felhasznédldsiaval (Ab = 0 eset) a direkt hibdra az aldbbi
kozelité becslést kapjuk:

[Az| 3
T2 < 8n’ppeondy, (A) u. (68)

Ez az 6kolszabaly helyességét tamasztja ald a Gauss-modszer esetén.
Tekintsiik a kovetkezd példat, amelynek egytitthatdit pontosan tudjuk abra-
zolni:

888445x1 + 887112z9 = 1,
887112z + 885781zy = 0.

Itt cond(A)s ugyan nagy, de conds.(A) Hﬁﬁ”"" elhanyagolhat6 az 1 mellett. A

feladat pontos megoldasa x1 = 885781, x5 = —887112. A MATLARB altal adott
kozelit6 megoldas 21 = 885827.23, &5 = —887158.30, amelynek relativ hibaja

Tr—T
u =522 x107°.
Nzl _

Minthogy s ~ 16 és cond(A4) _ ~ 3.15 x 10'? az eredmény lényegében megfelel
a Wilkinson tételnek, ill. az 6kdlszabalynak. A Wilkinson tétel az inverz hiba
mértékére a

|AA|,, <1.26 x 1078

becslést adja.

5.3 Utdlagos hibabecslések

A valamilyen moédszerrel kapott kozelité megoldas hibajanak utélagos becslésére
azért van sziikség, hogy valamilyen adatunk legyen az eredmény megbizhatosagarol.
Tétel (Auchmuty). Jelolje T az Ax = b egyenletrendszer valamilyen mddon
kiszdmitott kézelitd megolddsdt. FEkkor igaz, hogy

AN(12
»TH — CH"“(Jj ||2
2 AT (@)l

I —

ahol ¢ > 1 konstans, amely A-tdl figg.
Megemlitjiik, hogy a ¢ hibakonstans értékét nem befolydsolja az & — x hi-
bavektor nagysaga, csak az irdnya. Igaz tovabba, hogy

Co(A) = L (condg (A)+

: ) < conds (A).

conds (A)

A szamitégépes tapasztalatok azt mutatjak, hogy ¢ nem tul nagy szdm,
gyakran ¢ < 100. Az Osszefliggés alapjdn a rezidudlis és az ||r(:fc)||§ /||ATr(2) |2
hianyados meghatarozasaval nagysagrendileg helyesen becsiilhetjiikk a kozelité
megoldas abszolit hibajat.
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5.4 A kozelité megoldas iterativ javitasa

Az eljaras els6 ismert alkalmazasa Fox, Goodwin, Turing és Wilkinson nevéhez
fliz6dik (1946). Jelolje & az Ax = b egyenletrendszer kozelité megolddsat, ¢
pedig a kozelité médszert.. Legyen r(y) = Ay — b az y pontbeli rezidudlis hiba.
Az & kozelité megoldas pontossagat a kdvetkezd iterativ eljardssal lehet javitani.

AZ ITERATIV JAVITAS ALGORITMUSA:
1= 1, T = T

fori=1,...
r=Ax;, —b .
Szamitsuk ki az Ad = r egyenletrendszer d kozelitd megolddsat a ¢-

modszer segitségével!
Tiyr =x; —d
Ha HdH / l|zi]] < tol, akkor vége.

end

Az eljards kiilonféle valtozatai ismertek. Altalaban a Gauss médszer LU-
felbontason alapul6 véltozatat szoktdk hasznalni.

Jankowski és Wozniakowski az iterativ javitast tetszéleges olyan ¢ mdodszer-
re vizsgdltdk, amely az Ax = b egyenletrendszer 1-nél kisebb relativ hibgju &
kozelitését éllitja eld, azaz amelyre |2 — z|| < ¢ ||z]| (¢ < 1).

Igazolték, hogy az iterativ javitds még egyszeres pontossigi lebegépontos
aritmetikaban is javitja a kozelito megoldas pontossagat és a ¢ modszert gyengén
stabilla teszi.

6 INTERPOLACIO

Az interpoléacié feladata a kovetkezd:
Adottak/ismertek/mértek az y = f (z) (f : R — R) fliggvény

a<zri<a9<...<2,<b (69)
pontokban felvett értékei, az
yi = flzi) (i=1,...,n) (70)

fliggvényértékek.

Az f (z) fiiggvényt, amely lehet ismert, vagy akér ismeretlen is, egy olyan,
altaldban konnyen szamithato h (x) fiiggvénnyel kozelitjik (vagy helyettesitjik),
amelyre fennall, hogy

yi=h(z;) (i=1,...,n). (71)

Az {z;}_, pontokat interpoldcids alappontoknak, az (71) feltételt interpold-
cids feltételnek nevezzik.
Az interpolacids feltétel teljesiilése esetén azt reméljiik, hogy a

h(z) = h(z;{z:hii,  {vikin)
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interpoldlé fliggvény az (x;, x;41) intervallumokban jol kozeliti az f(z) fiiggvényt.
A h(x) fuggvény megvélasztésitdl fliggden beszéliink kiilonbozd tipusd in-
terpolaciokrsl.
Ha a h(z) fiiggvénnyel f(x)-et az (x1,z,) intervallumon kiviil kozelitjiik,
akkor extrapoldciordl beszéliink.

6.1 A linearis interpolacié

A linedris interpoldcié esetén a h (x) fiiggvény alakja
h(@) = a161(x) + asda (@) + ... + andn(x) = > aihi(), (72)
i=1

ahol a ¢; : [a,b] — R (i = 1,...,n) bazisfiiggvények adottak. Az ismeretlen
ai,...,a, egyitthatokat az interpolacios feltételbdl hatarozhatjuk meg. Ekkor
teljesiilnie kell az aldbbi n feltételnek

ar¢1(z1) +azga(z1) + ... +andn(z1) = f(21),
: : : (73)
a191(n) + a2¢2(wn) + ... + andn(zn) = f(xn),
amely linearis egyenletrendszer az ismeretlen ay,...,a, egyiitthatokra nézve.
Legyen
B = [qu(xi)]zn,j:l (74)
és
a:[al,...,an]T, c:[f(xl),...7f(xn)]T. (75)
A fenti feltétel tomor alakban
Ba =c. (76)

Ha det(B) # 0, akkor az egyenletrendszernek pontosan egy megolddsa van:
a=B"le

A gyakorlatban sokféle {¢; (z)};_, bazisfliggvényt alkalmaznak. Az egyik
legfontosabb a

p1(x) =1, go(x) =2, ... , ¢p(x) =2"" (77)

fliggvényrendszer, amely a Lagrange-féle interpoldcios feladatot definidlja. Ekkor
az interpolacids feladat matrixa

1 z ... z?_l
B=|: z (78)
1 z, zn—t

azin. Vandermonde-féle matrix, amely a det(B) = [[;<; <, (v;—;) Gsszefiiggés
miatt nemszingularis. Tehat a Lagrange-féle interpolécios feladatnak egyértelmiu
megoldasa van.
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Tovabbi fontos esetek a kovetkezdk. A trigonometrikus interpolaciot a

. n—1
o1 () =1, ¢ar () =sin (kx), ¢og+1 (z) = cos (kx) (k =1,..., 5
(79)
figgvényrendszer (n = 2k + 1, [a,b] = [—m, 7]), az exponencidlis interpolaciét
pedig a
pi(x) =eNT (i=1,...,m, A <Xa<...<\) (80)
fliggvényrendszer definialja. Raciondlis tortfiiggvényeket hasznél a
1
(z) = =1,...,n, 0 < an 81
¢ () Py (i n, 0<ar <...<ap) (81)

fiiggvényrendszer. Itt fel kell tenniink, hogy x + a; > 0. Ez kénnyen teljesiil,
ha z € [a,b] és a+ a1 > 0.

Nem minden {¢;(z)}!_, fiiggvényrendszer és x1 < z2 < ... < x, alappont-
rendszer esetén van megolddsa a linedris interpolaciés feladatnak.
Példa. Legyen ¢y (z) = 1, ¢po(x) = 2%, 21 = —1, 29 = 1. Ekkor

B= [ ' (_11)2 } . det(B) = 0.

A linedris interpolaciés feladat maétrixa sok esetben rosszul kondicionalt.
Ilyenkor specidlis technikakat, vagy mas tipusu interpolédciét kell hasznalni.

6.2 A Lagrange-féle interpolacios feladat

A feladat szokdsos megfogalmazdsa a kovetkezo.
Adottak az x1 < x3 < ... < x, alappontok és az y; = f(z;) (i =1,...,n)
fiiggvényértékek. Hatdrozzuk meg azt a legfeljebb (n — 1)-edfoku

p(z) =ap+arz+ ...+ ap_12"" (82)
polinomot, amelyre teljesiil a

yi =plz;) (i=1,...,n) (83)

interpolacios feltétel.

A Lagrange-féle interpolécios polinom létezését és egyértelmiiségét mar belattuk.
A polinom tébbféle ekvivalens alakban is felirhaté. Kiilonosen fontos azonban
a Lagrange-féle el6allitas. Legyen

n

Lx)= [ == (i=1....n) (84)

T —
k=1 ki 0 Tk

az i-edik Lagrange-féle alappolinom. Ekkor az interpolécids polinom el6all

p(a) = 3 yili(a) (85)
i=1

36



alakban. Ennek igazolasara vegyiik észre, hogy

wan={ o 5] (6
pe) = Y wlie) = i) =y G=Looom 0

i=1
A Lagrange-féle interpolaciés polinom hibédjara vonatkozik a kévetkezd
Tétel (Cauchy). Ha f € C™[a,b], [x1,2,] C [a,b] és = € [a,b], akkor

F (&)

n!

f(@) —pla) = (x —21)(x —22)... (T — a0), (88)
ahol &, = &(x) az x és az x1,x, pontok dltal kifeszitett intervallumban van.

Bizonyitas. Ha van ¢, hogy = = x;, akkor &allitasunk trivialis. Egyébként
legyen w(z) = (& — x1)(x — x2) ... (x — x,,) 6és tekintsiik a kovetkezd segédfiige-
vényt:

W(t) = f(t) —p(t) = [f(x) = p(x)] ——%- (89)

A W(t) € C"a,b] fiiggvénynek van n + 1 gyokhelye: z,z1,...,2,. A Rolle-
tétel miatt W (t) barmely két gyokhelye kozott a W' (t) derivaltfiiggvénynek
zérushelye van. Ezért W’ (t)-nek legaldbb n zérushelye van. Hasonléképpen
okoskodva beldthaté, hogy W (t)-nek legalabb n— 1, W) (t)-nek legalabb n — 2
zérushelye van, és igy tovabb. Végiil W™ (t)-nek is van legaldbb egy zérushelye,
amit jeloljon &,. Minthogy p(™ () = 0 és w(™(t) = n!, azért

W (&) = f(&) = [f(z) — p(z)]—— =0, (90)

ahonnan atrendezéssel kapjuk a tétel allitdsat. [
Kovetkezmény. Ha |f(") ()| < My, (z € [a,b]), akkor

7(@) —pl@)] < 22— ). (o1)

Konkrét n esetén széls6értékszamitassal élesebb becslés is levezetheto.

Példa. Hany ekvidisztans alappontban kell megadnunk a sin x fiiggvény tablazatat
a [07 g] intervallumon ahhoz, hogy a kozbiils6 pontokban linearis Lagrange-
interpoléciét hasznalva az elkdvetett hiba legfeljebb € = 1074 legyen? Vezessiik
be a h = x;41 — z; jeldlést. A Cauchy-tétel kbvetkezménye alapjan olyan h-t
keresiink, melyre Msh?/2 < 10~*. Mivel (sinz)” = —sinx, valaszthatjuk az
My = 1 értéket. Ezzel h < \/5/100, n > % miatt n > 112 adddik. Ha viszont

a hibakorlatot az

17(@) — pl)] < 252 max |z — ) — i)
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becslésbol kozvetlentil vezetjiik le szélséértékszamitassal, akkor az élesebb,

Myh?

|f(z) = p(a)| <

eredményt kapjuk. Ez alapjan kidertil, hogy n = 28 pont is elég.

Az interpolécids eljarasoktdl elvarjuk, hogy a pontok szamanak novelése
esetén a kozelités hibaja csokken. Ez azonban nem minden esetben van igy,
amint azt Runge példaja is mutatja.

Példa (Runge). Abrdzoljuk az f(x) = H—% figguényt a [—5,5] interval-

lumon és n kiilonbozé értékeire (n = 11,17,...) az f(x) figgvényhez és az
x; = =5+ 10:;11 (i = 1,...,n) alappontokhoz tartozé Lagrange-féle inter-

poldcids polinomot! Mit tapasztal, ha n értéke né? Tapasztalja-e ugyanezt a
jelenséget, ha a szamitdsokat a [—3, 3] intervallumon végzi?

Nagy n-ek esetén numerikus instabilitas is felléphet. Ennek illusztralasara
tegyik fel, hogy az y; = f(x;) fuggvényértékeket e; hibdval ismerjik (i =
1,...,n). Ekkor az elméleti

n

pla) = fla)li(z)

i=1
Lagrange-interpolacids polinom helyett a perturbalt

Pla) = (flw) +e)li(x)

i=1

polinommal szamolunk. A kett& eltérésére teljesiil, hogy

Z&li(ﬂ?)

Ez a becslés pontos. Igazolhatd, hogy

n

<Y led 1) < (i ) S ol

i=1

§(p(z)) = [p(z) —p(x)| =

n 2
> (@) > ~logn +c, (92)
i=1

ahol ¢ konstans. Ha n elég nagy, akkor a d (p (z)) perturbacids hiba is nagy lesz.
A divergencia és numerikus instabilitds miatt sok esetben més tipusi inter-
poléaciés technikakat hasznalunk.

Példa. Kozelitsitk masodfoki fiiggvénnyel az f(x) = cos(5x) fiiggvényt a[—1, 1]-
ben az 1 = —1,2z9 = 0,23 = 1 pontokra tdmaszkodva! f(z) =~ p(x) =

A + Az + Asz?. Az egyiitthatdkra felirhaté az

A —As+ Ay = 0
A =
A1+A2+A3 = 0
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egyenletrendszer. Innen p(z) = 1 — x2. Természetesen ugyanezt kapjuk az
l;(x) Lagrange-fiiggvényekkel is. f(x1) = f(z3) = 0 miatt elég az lo(x)-t
meghatarozni, ez 1 — 2, ami jelen esetben a p(x) polinommal megegyezik. A
kozelités hib&jat
h < My max |(z + 1)z(z —1)|
- 3 —1<z<1
becsli, ahol Mz az |f"(x)| maximuma, jelen esetben 73/8. Szélséértékszamitas-
sal adédik, hogy

8
_max (@ + 1)z -1 = oo

azaz h < 73/216 ~ 0.15.

6.3 Harmadfoku szplajn interpolacié

A szpldjn interpolécié is a linedris interpolaciok kozé tartozik alkalmasan meg-
vélasztott {¢;} bazisfliggvény-rendszerrel.

A szpldjn interpoldcié esetén a h(z) interpoldld fliggvényt szakaszonként
adjuk meg specidlis csatlakozasi feltételekkel.

Az a =21 < 29 < ... < x, = b alappontokhoz, illetve az y; = f (z;) (i =
1,...,n) figgvényértékekhez olyan S(z) fiiggvényt kerestink, amely kielégiti a
kovetkezd feltételeket:

(i) S(x) = S; (z) (z € [z, xi41]), abol S; (x) legleljebb harmadfokd polinom

(ii) S(x;) =y; (i=1,...,n),

(iil) S; (zit1) = Sig1 (wiy1) (i=1,...,n—2),
(iv) S (wig1) = Siiq (ig1) (=1,...,n—2),
(v) S} (@ix1) = Sy (wipa) (i =1,...,n —2),
<V1> SN(Q?]_) = Ana S//(xn) = Bn

Az (ii)-(iii) feltételek egylittesen azt jelentik, hogy az S (z) fliggvény folytonos az
[a, b] intervallumon. Az (iv)-(v) feltételek azt mondjék ki, hogy S’ (z) és S (x)
folytonos. Ha A,, = B, = 0, akkor az S(z) fuggvényt természetes szpldjnnak
nevezzik.

Legyen h; = x;41 —x; az i-edik részintervallum hossza (i =1,...,n—1). A S(x)
szpljnt az [z;, x;41] intervallumon a

S(x) = Si(z) = a; + bi(z — x;) + ¢;(x — xi)Q +di(x — xi)?’ (93)

alakban keressiik (i = 1,...,n — 1). Az (ii)-(vi) feltételek felhasznéldsaval az
ismeretlen a;, b;, c; és d; egytitthatékat a kovetkez6képpen hatdarozhatjuk meg.
Az (ii), azaz az S(x;) = Si(x;) = y; interpolaciés feltétel miatt a; = y;
(i=1,...,n—1). Az (iii) csatlakozasi feltétel alakja
Si(l‘,qu) =Y; +bzhz +Clh$ +d1hf = Yi+1 (’L = 17...,77,— 1), (94)

Az (iv) csatlakozasi feltétel alakja

S;(xiH) = bz + QCihi + 3dlh$ = bi+1 = S£+1($i+1) (Z = 1, e, — 2) (95)
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Hasonléképpen kapjuk, hogy a (v) feltétel alakja
S (@iy1) = 2¢; + 6d;h; = 2¢i11 = Siy (wiy1) (i=1,...,n—2).
Ebbél az egyenléség-lanchdl a
Civ1=¢i+3d;h; (i=1,...,n—2)
Osszefiiggéseket kapjuk. A (vi) végpont-feltétel alakja
S"(x1) =2¢1 = Ap,  S"(zn) =2¢p—1 + 6dp_1hy—1 = B,. (96)
fgy kapjuk, hogy

L —c B, —2¢,_
di= TS (=1 n=2), d = e (7)

Mindent &sszevetve a 3(n — 1) ismeretlenre az (94)-(97) Osszefiiggések Gsszesen
3(n—1) egyenletet adnak. Az (94) egyenletbdl b;-t kifejezhetjiik a kovetkez8képpen:

blzy—clhz—dlh? (izl,...,n—l). (98)
A (96)-(98) Osszefliggéseket felhasznalva a szplajn el6éllithaté a ci1,ca,. .., ¢t

egylitthaték ismeretében. A (97) Osszefiiggést a (98)-ba befrva kapjuk, hogy
i=1,...,n — 2 esetén

by = YHLTYi o Gl T Cipa | Yirl T Y 2¢i + i1 hi. (99)

L h; 3h, ! h; 3

Hasonldoképpen kapjuk, hogy

Yn — Yn—1 B, —2¢cp—1

e = T e T e
Yn — Yn—1 dcp—1 — By
- - B 100
- 5 1 (100)

Legyen A; = (y;+1 — yi) /hi és helyettesitsiik a b; és d; egylitthatékra vonatkozd
Osszefliggéseket a (95) egyenléségbe:

2¢; i 2¢i + ¢ i+1 — G
Ajpr — %mhiﬂ = A - %hi +2¢ih; + 3Q+§Tchz2
G = 1,....n—3),
de, 1 — B, %, o+ Cp_
A, — %hnfl = A, 5 %"—Clhnﬂ +

Cn—1 — Cp—2 h2

2¢n—2hy,— 3 e
+2¢p 2 2+ 3o 2
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Az Gsszefliggések atrendezésével kapjuk, hogy
hici —+ 2(}7,1 -+ hi+1)6i+1 -+ h¢+1ci+2 = 3 (Ai+1 — Al) , (101)

(i=1,...,n—3) és

R
hp_oCn_o + 2<hn72 + hnfl)Cnfl =3 (Anl — Ao+ 5 ! Bn> . (102)
Figyelembevéve, hogy ¢; = A, /2, az elsd egyenlet (i = 1) dtmegy a
hy
2 (hl + hg) o+ hocs =3 Ay — Ay — ?An (103)

alakba. Az i-edik egyenletet (h; 4+ h;11)-€l osztva kapjuk, hogy

3 hy
2 AMez=—— A0 — A1 ——A, |, 104
C2 + A1c3 h1+h2<2 1= ) (104)
3 .
pici +2¢ip1 + Aicige = ——— (A1 — 4y)  (i=2,...,n=3), (105)
hi + hitq

3 hnfl
n—2Cn— 21 = 7 [ Ap—1 — Ay By, ) 106
Pn—2Cn—2 + 2Cn_1 hn—2+hn—1< 1 2+ 6 > (106)
ahol )\i:hi—i-l/(hi“l‘hi—i-l)a w =1—=X\ (i:l,...,n—Z). Ez egy n — 2 is-
meretlenes linedris egyenletrendszer a ca, ¢3, . .., ¢,—1 ismeretlenekre. Az egyen-

letrendszer matrixa n > 4 esetén tehat

2 N 0 0
2 2 A ;
A=1 o = 0

egy hdrom 4t16bdl allé sdvmatrix, amely O(n) régi flop miivelettel numerikusan
stabilan megoldhaté a Gauss-mddszer egy specidlis véltozatdval.

Tétel. Az (i)-(vi) feltételekkel meghatdrozott S(x) szpldjn létezik és egyértelmd.
Ha f € C?a,b], akkor létezik K > 0 konstans , hogy

|f(x) — S(x)| < K ( max hi> (x € [a,b]). (107)

1<i<n—1

Ha f € C3[a,b], An = [ (x1) és By = f" (xn), akkor létezik K > 0 konstans,
hogy
_ 3
|f(z) = S(x)| < K ( max hi) (x € [a,b]). (108)

1<i<n—1
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Ha az f” (z1) és f"”(x,) informdcick nem &llnak rendelkezésre, akkor a
természetes szplajnt definidlé A, = B, = 0 valasztassal éliink. A kozelités
hibdjéra ekkor a (107) becslés érvényes.

A természetes szplajn az

b
/ [s"(2)] dz — min  (s(z;) =y;, i=1,...,n) (109)

feltételes szélsOértékfeladat megoldasa.

A természetes szpldjn mechanikai tartalma: Legyen adott egy rugalmas rud
(szpldjn), amely atmegy az (z;,y;) pontokon (tengelyeken). A legkisebb de-
formacios energia mechanikai elve miatt a szplajn azt az alakot veszi fel, amely
a fenti (kozelitd) kifejezést minimalizdlja.

A (vi) végpont-feltétel helyett mds kikotések is lehetségesek. Ilyenek példdul
az

S/ (Il) = ay, S/ (an) = bl, (110)

ill. az ‘ ‘
SO (21) =89 (x,) (i=1,2) (111)

végpont-feltételek. Az elébbi feltételek az un. teljes szpldjnt, mig az utdbbiak
az un. periodikus szpldjnt definidljak.

A szpldjn fiiggvények elényei: gyors és numerikusan stabil kiszamitds, na-
gyon jé kozelitési tulajdonsdgok.

Hatranyuk: a bonyolult megadds, amely szamitégépek haszndlata esetén
nem jelent komoly problémaét.

6.4 A MATLAB interpolacios eljarasai

- interpl
- spline
- ppval

7 NUMERIKUS DERIVALAS

A numerikus derivélds alapprobléméja az f : R — R fiiggvény derivaltjanak
kiszamitasa egy vagy tobb adott pontban.

A probléma kézenfekvs megoldésa: az f(z) fuggvényt egy h(x) fiiggvénnyel
(linedris interpoldciéval, szpldjn-interpoldcidval, stb.) kozelitjiik és az f'(z)
kozelitésének a kozelitd fiiggvény h'(x) derivéltjat tekintjiik.

( )Sematikusan: ha f(x) ~ h(z), akkor f'(z) ~ h/(z) és altaldban fU)(z) ~
h9) ().
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7.1 A Lagrange-interpolacié esete

Adott x1 < me < ... < x, alappontok és y; = f(x;) (i = 1,...,n) fliggvényér-
tékek esetén az f(x) fliggvény Lagrange-féle interpoldciés polinomja

= Z?Jili(fﬁ)
i=1

Az f (z) figgény z-pontbeli j-edik derivéltjanak kozelitését az

f9(x) Z yil} (112)
Osszefiiggés adja meg, amelynek hibajéra fennéll az

J

() P ‘< ‘ (n+i) H (=) ‘ 113
f7 @) _Z (j—a n+z).x1£[%§]f (@)] |o (@) (113)

egyenl8tlenség, ahol x,x1, z, € [a,b] és w(z) = (z —x1)(z — x2) ... (x — zp).
Legyen n = 2k + 1, az alappontok pedig legyenek

t—kh,....t—ht,t+h,... t+kh. (114)

Hap (z) az f (z) fliggvény ezen pontokra tdmaszkodé Lagrange-féle interpolécids
polinomja, akkor igaz, hogy

Kh2k

[f7 () —p' ()] < Ykt 1) (115)
ahol K az | f***1) (z)| korldtja a [t — kh,t + kh] intervallumon.
Az =3 esetben az
70 % o 17 (64 R) — £ (2= D), (116)
az n = 5 esetben pedig az
F(0) % g [F (6= 20) = 8F (1= B) +8F (4 1) — f(t+2m)]  (117)

kozelit6é formulat kapjuk.

A kozelités hibaja az els6 esetben O (h2), a masodik esetben pedig O (h4).
Végul megjegyezziik, hogy nagy n értékekre Lagrange-interpolacién alapul6 nu-
merikus derivalast ritkan alkalmaznak a fellépé numerikus instabilitds miatt.
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7.2 Kozelités differencia hanyadosokkal

A differencia hanyadosok alkalmazéasa a kozelito derivalas legelterjedtebb mdd-
szere. Legcélszertibben a Taylor-sorfejtés felhasznalasaval vezethetiink le koze-
lit6 formuldkat.

Tegyiik fel, hogy f € C? és frjuk fel f(z) méasodfokt Taylor-polinomjét:

h2
Fa+h) = f@) + hf@) + o f(€) (e <E<w+h).
Egyszerl szamolédssal adédik, hogy

flz+h) - f(z)

h
LB — )+ 5 £16),

ahonnan a A B — £x)
r+h)— flx
f’((L‘) ~ f
kozelitést kapjuk, amelynek hibdja O (h).
Ennél pontosabb kézelitést kaphatunk, ha f € C3. Legyen

(118)

2 3
Flo ) = £@) +hf' @)+ @)+ o fO ), w<a<ath

h? h?
f@=h) = fle) = hf'@) + 5 f' (@) = =[P (&), e-h<&<w

Kivonassal és atrendezéssel kapjuk, hogy

f(x"_h)_f(x_h)_ / h? Y h?
o = f'(@) + D) + FO&) = £@) + 5 9 (&),

ahol x — h < &3 < x + h. Az ebbdl ad6dd
flx+h)— flz—h)

"(z) ~ 11
') - (119)
kozelités hibaja O(h?) nagysagrendii.
Magasabbrendii derivéaltak
: 1 < ,
f9(z) ~ ¥ Z cif(x+1ih) (120)

kozelitéseit hasonlé médon lehet megkonstrualni. Altaldban (120) alaki kozeli-
téseket keresiink, ahol n +m > j. Az ismeretlen ¢; egyiitthatékat a pontossagi
kovetelménybdl vezethetjiik le. Legyen

J .
f@+ih) =Y O () le—ifl +0 (K1)
=0 ’
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és
n

n J i ‘
Z le(x + Zh) = Z ¢ (Z f(l) (:C) lfll> +0 (hj+1) )

Atrendezéssel kap juk, hogy

n J 1
> cf(z+in) = (ff)% ( > Cﬂl) +0 ().
i=—m =0 A

Ha most fennall, hogy

En: il =0 (0<1<j—1), zn: ¢l = g,

i=—m i=—m

akkor

> af(@+in) = f9 (x) b + O (W),
Innen az O (h) pontossagu (120) formulat kapjuk.
A maésodik derivalt ismert kozelitései az

Py LE A @D T on

(121)

= Flo+ )= 2f(@) + fa— 1)
T+ h)— r)+ fle—
7(z) N
képletek. Az utébbi hibdja O (hQ). Altalaban is igaz, hogy az un. centralis
differencia formuldk (m = n eset) egy nagysdgrenddel jobb kozelitést adnak.
A derivalés instabil miivelet.
Legyen f (z) tetsz6leges differencidlhaté fiiggvény. Ha ezt a fliggvényt a
differencidlhaté n (z) fliggvénynyel megvéltoztatjuk (perturbaljuk), akkor a de-
rivéltak megvaltozasa

[ (@) = (f" (@) + ' ()] = I ()]

Megmutatjuk, hogy tetszSlegesen kis n () esetén is lehet ' (x) nagy. Legyen
1 (x) = esin (%), amelyre fenndll, hogy | (z)| < e. Minthogy 7’ (z) = % cos (%),

az x = 0 pontban a derivalt megvaltozasa |’ (0)] = 1. Ha e — 0, akkor ez

tetszOleges nagy lehet.
Vizsgaljuk most a perturbaciok hatdasat a numerikus derivalas esetén. Legyen

Dy (f () = (f (x + h) = f(x)) /.
Ennek hibdja [Dy (f (z)) — f' (z)| < (K/2)h, ahol K = max,c(z oqn) [f7 (2)]-
Tegyiik fel, hogy f (x) helyett az f (z) perturbdlt fiiggvénnyel szdmolunk, ame-
Iyre teljesiil, hogy ‘f(t) .y (t)’ <e/2(t € [x,z + h]). Ekkor f/ (z) kozelitésének
hibsja

(122)

~—

Dn (F@) = £ @)| < e/
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miatt

D4 (F@) = £ @)] = [0 (7 @)~ 7 @)+ Du (Fa) — £ @) < Shv &

Ha rogzitett € esetén h — 0, akkor a hibakorlat végtelenhez tart. Tehat h és e
megvalasztdsa célszertien nem fiiggetlen egymaéstol. A most kapott hibakorlatot
a h = /2¢/K valasztds minimalizdlja. Ekkor a korldt értéke v2Ke. Ha K
értéke, vagy jé becslése nem ismert, akkor a h = c14/€ vdlasztdst haszndljuk egy
¢y tapasztalati konstanssal. Ez védlasztds a becslés O (y/€) nagysdgrendjét tek-
intve helyes eredményt szolgéaltat. Dupla pontossagu lebegépontos aritmetikaban
€ > epr ~2.2204 x 10716, A € = €)s esetben a hiba mértéke 10~® nagysagrendii.

8 NUMERIKUS INTEGRALAS

Numerikus integraldst (numerikus kvadraturét) altaldban akkor végziink, ha
- a primitiv fliggvény nem ismert,
- vagy nem allithaté el6 konnyen,
- ha az f(x) fiiggvénynek csak véges sok értéke ismert.
A numerikus eljardsok alapétlete sematikusan a kovetkezo:

b b
f(z) ~ h(x) :>/ f(x)dx %/ h(z)dz. (123)

8.1 Interpolacios eljarasok

Legyen adott a <y < @e < ... <xp <bésy, = f(x;) i=1,...,n). Az f(x)
fliggvényt a Lagrange-féle interpolacids polinommal kozelitve kapjuk, hogy

/abf(l‘)dl"%/ dx—/ [Zy” ]dx—Zyz/l . (124)

Az ilyen kozelitéseket interpoldcids tipusi kvadratura (integrdld) formuldknak
nevezzik. A kozelités hibdjara f € C™[a,b] esetén a Cauchy-tétel alapjin
fennéll, hogy

:/abf(x)da;—/ dx——/ F (€ (=) (=) .. (2 —)de.

Ha | f(™(2)| < M, (z € [a,b]), akkor

/ab f(z)dx — /abp(x)dx

Nagy n értékekre ez a kozelités igen rosszul viselkedhet.

Helyette Gn. dsszetett kvadratura (integrdld) formuldkat haszndlunk.

Ezek lényege: az [a,b] intervallumot felosztjuk részintervallumokra, az egyes
részintervallumokra alkalmazunk egy elore rogzitett kvadraturaformulat, és az
igy kapott részeredményeket Gsszegezziik.

Mn n+1

Nl=
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8.2 A trapézformula

Legyen 1 = a és w2 = b. A két pontra tdmaszkodd elséfokid Lagrange-féle
interpolacioés polinom

r — T2

p(x) = f(z1) (126)

r1 — T2 2 To — X1 ’
amelynek hatarozott integralja
2 (x — :132)2 (x — x1)2
d = _— —_—
| oty [f(:mz T )

T2 — X1

= 2B (fa) + flaw)).

Ha f(x1) és f(x2) eldjele azonos, akkor ez az eredmény az (x1,0), (x2,0),
(z2, f (x2)), (z1, f (x1)) pontok altal hatdrolt trapéz teriilete. A kapott

b b—a
[ r@de~ 22 i@+ £ 0) (127)
kozelités hibajara fenndll, hogy
b J—
[t =250 @)+ 50 < 120 o) (128)

Ha az [a, b] intervallumot felbontjuk az
a=11<x2<...<Zpy1=0> (129)
pontokkal n részintervallumra, akkor az dsszetett trapézformula a kovetkezo:
b R
f(x)dz = T, (f) = Z B — [f(@i) + f(it1)] - (130)
@ i=1

A képlet hibajdra f € C? [a,b] esetén fenndll, hogy

M, 3
<3 Z (Tiy1 — )" (131)

b LI
[ e = 3 T (1) + (i)

1=1
Ha az alappontok ekvidisztansak, azaz x; = x1+(i—1)h (h = b_T“, i=1,...,n+
1), akkor a képlet alakja egyszeriisodik:
b h n
/ f(@)dzr =T, (f) = 5 lf(ﬂh) + 2Zf($i) + f(anH)] . (132)
a i=2

A képlet hibajara pedig nh = b — a miatt fenndll, hogy

Mz(b — a)h2 - Mg(b — CL)3

< =
- 12 12n2

b
/ f(@)dz — T, (f) (133)
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8.3 A Simpson formula
Legyen x1 = a, 9 = ‘IT“’ és x3 = b. Tekintsiik a harom pontra tamaszkodo
masodfoku Lagrange-féle interpolacios polinomot:

(x — 1) (z — x3)
(x2 — z1)(22 — 23)

(x — z2)(x — x3)
(z1 — 22) (22 — 23)
(x —21)(x — x2)
tf(ws) (23 — 21) (23 — 22)

p(x) = f(l”l) +

+ f(x2)

Ennek az [a, b] intervallumon vett integralja adja a kovetkez6 kozelitd formuldt

b —
[ e~ S @ an (5 + 5. (134
amelynek hibdjara f € C*[a, b] esetén fennall, hogy
’ b— b b—a)®
| s =250 | @) + a5+ f(b)H <& )

Ha az [a, b] intervallumot itt is felbontjuk az
a=x1 <x9<...<Tpy1=>
pontokkal n részintervallumra, akkor az dsszetett Simpson formula a kovetkezd:

/a f(x)dr = S, (f) = ; % {f(%) + 4f(%) + f(zig1)] -

Ennek hibajara fenndll, hogy

b n
M, 5
_ < D
[ @z =500 < 55 3w =
Ha az alappontok ekvidiszténsak, azaz x; = x1+(i—1)h (h = b;—“, 1=1,...,n+
1), akkor a képlet alakja
h - - h
Sn(f) =5 [Fa) +2) flo) +4)Y flai+ )+ flansn) |, (136)
i=2 i=1
amelynek képlethibajara fennall, hogy
b 5
M4(b — a) 4 M4(b — a)
dx — S, < h® = . 1
/a f(@)de = Su(f )‘ = 70880 283011 (137)
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8.4 Kvadraturaformulak hibainak utélagos becslése

Alapgondolata egyszerti, az extrapoldcié (Runge-féle szabdly) dltaldnos Gtletét
hasznalja.
Elvégezziik a numerikus integraldst n és 2n részintervallum esetén. Ha
fennéll, hogy
ITu(f) ~ Toulf)| < &, (138)

akkor a Ty, (f) kozelitést € pontossdgunak fogadjuk el.

Ugyanezt csinaljuk a Simpson-formula esetén is. Igazolhatdk a kovetkez6
allitasok.
Tétel (Rownland-Miel). Ha f"(x) eldjele dllandd, akkor az osszetett trapézmddszer
hibdjdra fenndll, hogy

b
/ F@)de = Ton(F)| < ITn(F) = Ton(F)] (139)

Tétel (Rownland-Miel). Ha f® (z) eldjele dllandd, akkor az dsszetett Simpson-
formula hibdjdra fenndll, hogy

b
/ F(@)dz — Son(£)| < [Su(f) — San(f)] (140)

8.5 A MATLAB kvadratura eljarasa

- quad (adaptiv Simpson)

9 NEMLINEARIS EGYENLETEK

Az
flz)y=0 (f:R—-R) (141)

alaki egyenletek kozelité megoldasi médszereit vizsgaljuk. Az z* € R elemet
az egyenlet megolddsdnak nevezziik, ha f(z*) = 0. Minden esetben feltessziik,
hogy f (z) folytonos.

Az f (z) = 0 egyenlet javasolt megolddsi médszerei egy, az x* megoldédshoz
konvergéld {xi}fio sorozatot képeznek. A konvergencia sebességét az aldbbi
modon jellemezhetjiik.

Definicié. Az {x;};°, € R (n > 1) sorozat linedris sebességgel konvergdl egy
x* € R hatdrértékhez, ha létezik eqgy 0 < q < 1 konstans gy, hogy |x; — z*| <
qlri—y—a*| (i>1).

A linedris konvergencia sebesség esetén fennéll, hogy

|z — 2" < qlziog —a¥| < e |zio — 2" < ... < q |zg — 2|, (142)

tehat az x; kozelitések hibait egy nulldhoz tarté mértani sorozat tagjaival tudjuk
feliilrol becstilni.
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Definicié. Az {z;};°, € R (n > 1) sorozat p-ed rendi sebességgel (p > 1)
konvergdl eqgy x* € R hatdrértékhez, ha létezik egy v > 0 konstans gy, hogy
|z —2*| < vlwioy — 2P (i21).

A p-edrendii konvergencia sebesség a linedrisnal lényegesen gyorsabb. Teljes
indukcioval igazolhatjuk, hogy

1

s OVl =) G2, (143)

i — 7| <

Ha ¢ = »=/7|vo —2*| < 1, akkor az x; kozelitések hibdit a {cqpi} nulldhoz
tarté sorozat becsli feliilr6l (¢ = 1/ »-y/). Ez nyilvanvaléan gyorsabban tart
0-hoz mint a cqg® mértani sorozat.

9.1 Az intervallumfelez6 eljaras

Tegyiik fel, hogy f: R — R folytonos az [a, b] intervallumon és fenndll, hogy
F(@)f(b) <0, (144)

Ekkor a Bolzano-tétel miatt az f () = 0 egyenletnek van legaldbb egy «* € (a,b)
gyoke. Ezt a Bolzano—tétel bizonyitasdbdl ismert eljarassal kaphatjuk meg.

Legyen ¢ = (a+b) /2 és vizsgaljuk az f(c) értékét. Ha f(a) f(c) < 0,
akkor az [a, ¢] intervallumban van gyok. Egyébként a [c, b] intervallum tartalmaz
gyokdt. Az 1j intervallumot 1jra megfelezziik és igy tovabb. Az egymaésba
skatulyazott zart intervallumok rahuzdédnak az egyenlet egy gyokére.

Algoritmikus forméban:

[alv bl] = [CL, b]v

ci = (a; +b;) /2,

a;, ¢, ha f(a;)f(c;) <0 .

[ai+17 bi+1] = { %Cz’, bz]]7 egyébiérﬁt () , (i=1,2,...).

Az x* gyokot az [a,, b;] intervallum tetszbleges y pontjival kozelithetjitk. Az
y kozelités hibdjara fennall, hogy

2" —y| < max{y —a;,b; — y}. (145)

A max{y — a;,b; — y} korlét akkor a legkisebb, ha y = %tbi  Egzért az z*

gyok i-edik kozelitéseként dltaldban az x; = (a; + b;) /2 felez6pontot haszndljuk.
Nyilvan
o < B2 0T g (146)
il <= 5 ,2,..0).
Az algoritmust akkor &llitjuk le, ha a kozelités hibdja kisebb, mint egy el6re
megadott € > 0 hibakorlat.
AZ INTERVALLUMFELEZO ALGORITMUS:
input [a,b], € > 0.
while b —a > 2¢
x=(a+Db)/2
if f(a)f(z) <0
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b==x

else
a==x
end
end
r=(a+0b)/2

Megjegyezziik, hogy az {x;} sorozat csak folytonos f (x) esetén konvergdl biz-
tosan az z* gyokhoz. (Egyébként még a gyok létezése sem garantdlt.)

Példa. Legyen f(z) =4 (1 — %) — e = 0 és hatdrozzuk meg a gydkdket. Az
egyenletnek a [—1,0], ill. [0, 1] intervallumokon vannak gyokei, ui.

F(=1)f(0)==3e"1<0, f(0)f(1)=—3e<0.

A felez6 médszer tehdt alkalmazhaté. Az e = 1076 pontossdgi kozelitéshez
szitkséges 16pések szdmdat mindkét intervallum esetén a |z, — 2% < 252 = L <«
egyenl6tlenség megolddsa adja. Eszerint ¢ > —loge/log2 & 19.93, azaz i = 20

1épés sziikséges (r1 ~ —0.950455, xo = 0.703439).

9.2 A fixpont iteraciés modszer

A médszert az f (z) = x — g (x) = 0 alakd vagy ilyen alakra hozott egyenletek
esetén alkalmazzuk. Az f (x) = 0 egyenlet ekvivalens az

z=g(z) (147)

egyenlettel. Az z* pontot a g (x) leképezés fixpontjdnak nevezziik, ha z* =
g (x*). Leképezések fixpontjara vonatkozik a kovetkezd

Tétel. Ha g € Cla,b] és a < g(x) < b minden x € [a,b] esetén, akkor a g (x)
fligguénynek az [a,b] intervallumon van fixpontja.

Bizonyitas. Feltehetjiik, hogy g(a) > a és g(b) < b. Legyen h(z) = g(z)—=.
Ekkor h(z) folytonos [a,b]-n és h(a) > 0 és h (b) < 0. Ezért a h (x) figgvénynek
van € € (a,b) gyoke, azaz h(§) = g(£)-¢ = 0. Tehat £ fixpont. O

dtbpF8.4899cm?7.161cmOptnumfix. wmf
Definicié. A g € C'[a,b] figguény kontrakcid az |a,b] intervallumon, ha létezik
0 < g <1 dgy, hogy

lg(x) —g @) <qlr—vyl, =y€lab]. (148)

1

Példa. A g (z) = 2? fiiggvény kontrakeié a [0, ;] intervallumon, ui.

9 9 1 1
‘x —y|:§1/2|x+y\|x—y|§§|x—y|, T,y € 0,1 )

Példa. A g(r) = z? fiiggvény nem kontrakcié a [0, 1] intervallumon, ui. z,y €
[%,1} esetén

3
@ —y?| == 3/2w +yllz —yl > S|z —yl > eyl (z#)
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Tétel. Ha g € Cla,b], a < g(x) <b (x € [a,b]) és g(x) kontrakcid [a,b]-n,
akkor pontosan egy fixpont létezik [a,b]-ben.

Bizonyitas. Az el6z6 Tétel a fixpont 1étezését bizonyitja. Tegyiik fel, hogy
x*,y* € [a,b] fixpontok és z* # y*. Ekkor fennall, hogy

le* —y* | =g (z") —g () < qlz” —y*|,

ahonnan osztdssal az 1 < g < 1 ellentmondéast kapjuk. Tehat csak egy fixpont
van. [J
Tétel. A g € Cta,b] fiigguény kontrakcidé az |a,b] intervallumon, ha

max |¢' (z)| =q < 1. (149)
z€[a,b]

Bizonyitis. A Lagrange-tétel alapjan
lg9(@) =gl =19"©) @—yl=Ig -yl <qlz—y|. O

A kovetkezd tétel megadja a fixpont iterdcids médszert és a konvergencidjara
vonatkozé feltételeket.
Tétel. Legyen g € Ca,b] olyan, hogy a < g(x) < b (x € [a,b]) és tegyiik fel,
hogy g (x) kontrakcid [a,b]-n. Ekkor minden xo € [a,b] esetén az

zig1 =9 (x;) (1=0,1,...) (150)
iterdcid sorozat linedris sebességgel konvergdl az x* fixrponthoz, azaz
lz; — 2| < ¢ |z —2*| (i=0,1,...). (151)

Bizonyitas. Minthogy g (z) € [a,b] minden = € [a,b]-re, azért {z;};2, C
[a,b]. Igaz a kovetkezd becslés:

[Znt1 — an| = |9 (#n) — g (Fn-1)| S qlan —ana < ... < ¢" 21 — 20|

Ennek segitségével belatjuk, hogy {z;};-, Cauchy-sorozat, azaz |z, — z,| — 0,
hacsak m,n — oco. Egyszerii becsléssel kapjuk, hogy m > n esetén

|xm _xn| S |xm _mm71| +...+ |:En+1 _xn| S

< (g 1) g — @] < ST g — 2] <
< q" i |1 — wo| < = o1 — wol

ahonnan m,n — oo esetén |z, — z,| — 0 kovetkezik. Az {x;};~, C [a,b]
Cauchy-sorozat egytuttal konvergens is, tehdt létezik z* € [a,b] hatdrértéke. A
g (x) fiiggvény folytonossdga miatt fenndll a

i1 = g(x;)
N +
= g(a¥)
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diagram helyessége. Tehat z* fixpont. A fenti egyenlOtlenség-lancbdl az x,, —
z* hataratmenettel kapjuk, hogy

n

|xn—w*|§1q |x1 —xo|, n>0.

A linearis konvergencia ebbdl mér kovetkezik. A tételben szerepld becslést az
|zn — 2" =g (xn-1) =g (") S qlan1 —2"[ < ... < ¢" [z — 27|

egyenl6tlenség lanchdl kapjuk. [J
A FIXPONT ITERACIOS ELJARAS ALGORITMUSA:
Input xg, € > 0.
while kilépési feltétel=hamis
Tip1 = g(w),
i=1i+1
end
Ha ismert a g érték, vagy egy jo becslése, akkor az ¢ > 0 pontossag eléréséhez
sziikséges iteracidk szamat a

n

q
1—gq

|£L‘1 — l‘ol <e (152)

egyenl6tlenség megoldasaval kaphatjuk meg. Alkalmazva az ||a| — |b|| < |a — b|
és
|2 = @p| = [2n — Tni1] < |27 — Tpia] < qla” — 2y

egyenl6tlenségeket kapjuk, hogy

1
> |Tnt1 — Zn|. (153)

Ha teljestil, hogy
[ZTnt1 —2n| < (1= 9q)e, (154)

akkor az z,, kozelités abszolut hibaja kisebb mint . Ekkor az iteraciot leallit-
hatjuk, abbdl kiléphetiink.

Ha ismerjiik a ¢ értékét és fennall a konvergencia, akkor a fenti egyenlot-
lenségek alapjan megallapithatjuk a sziikséges iteraciok szamat, vagy a megol-
dashoz val6 kozelséget.

Altaldban azonban nem ez a helyzet. Vagy nem tudjuk g pontos értékét,
vagy azt nem tudjuk, hogy egy adott xy pont olyan pont-e, amelybdl indulva a
konvergencia garantalhato.

Ennek ellenére altalanos az alabbi kilépési feltételek hasznalata:

(B) |Ii+1 — SCZ| S C28; (C) ’L = imax- (155)
Minthogy a feltételek egyike sem garantdlja az |x,11 —2z*| < e feltétel tel-

jestilését, célszerli az (B) és (C) feltételt egytitt hasznélni.
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A konvergencia tétel feltételeit, a kontraktivitdst, de kiilonésen az a <
g (z) < b feltételt dltaldban nem koénnyt biztositani.

Az f(z) = 0 alakban megadott egyenletek dtirdsa az x = ¢ (x) formédra
igen konny(l, ui. x = x — f (z) ilyen alak. A kontraktivitds biztositdsa azonban
korantsem egyszerti feladat. Sok esetben az ekvivalens

x=z—af (x) (156)

fixpont feladatot vizsgédljuk, ahol az « konstanst vagy «(z) fiiggvényt ugy
vélasztjuk meg, hogy a g (z) = = — af (x) fliggvény kontrakcié legyen. Ilyen
tulajdonképpen a kovetkezo szakaszban ismertetésre keriilé Newton-mddszer is.

Végiil megjegyezziik, hogy lebegépontos aritmetikaban el6fordulhat, hogy a
sorozat nem konvergdl a fixponthoz, hanem koriilotte ”beciklizal”.

9.3 A Newton-modszer

Tegyiik fel, hogy f : R — R folytonosan differencidlhaté. A mddszer 1ényege,
hogy az x; pontban a fliggvényhez érintét hiuzunk és ennek az érintének a
zérushelye adja meg a keresett gyok (i + 1)-edik kozelitését, azaz x;11-et. Az
érinté irdnytangense f'(x;) és egyenlete

y— f(z) = f(z:) (2 — 25). (157)
Az y = 0 egyenlet megoldasa:

~ flx)
fr(zi)’
feltéve, hogy f'(z;) # 0. E képlethez eljuthatunk egy kissé mds érveléssel is.

Nevezetesen f(x)-et linearizaljuk az z; pontban, azaz kozelitjik az elséfoki
Taylor-polinomjaval:

Tit+1 = T4 (158)

fl@) ~ flai) + f(2:) (@ — ). (159)

Ezutdn az f(x) = 0 egyenlet helyettesitjik a f(x;) + f/(x;)(x — 2;) = 0 egyen-
lettel, amelynek gyoke kozeliti az f(x) = 0 egyenlet gyokét.
A Newton-mddszer tehat a kovetkezd. Adott egy xg € R kezdeti kozelités
és képezziik az
f (i)

@)

Tit+1 = T4 (Z = 0,1,...) (160)
sorozatot.

Vegyiik észre: a Newton-mddszer tulajdonképpen az x = x— f (x) /f' (z) fix-
pont feladatra alkalmazott iterdcids eljards. A Newton-mddszer konvergencidjara
vonatkozik az aldbbi
Tétel. Legyen f : (a,b) — R kétszer folytonosan differencialhatd, |f"(x)] <~
és |f'(x)] > p>0 (z € (a,b)). Ha az f(x) =0 egyenletnek van egy x* gyoke

o4



az (a,b) intervallumban, akkor van egy olyan n > 0 szdm, hogy |xg — z*| < n
esetén x; — x* (i — 400) és

|ipr — 2| < 21|:ci—x*|2 (i=0,1,...). (161)
p

Bizonyitas. Legyen 1y = min {z* — a,b — 2*} > 0. Tekintsiik a

f @) = f (@) + [ (@) () + (1/2) f7 (&) (@ = a,)°

Taylor-sort, ahonnan f (z*) = 0 miatt

Fla) = =1 (@) (2" = 2:) = (1/2) f" (&) (" — 2:)°
kovetkezik. Behelyettesitéssel kapjuk, hogy

Tipr = o+ (27 —2) + %J;/ ((j)) (w; —2")?,
e T 793* . lfﬂ (fl) (CC*I*)Q
i+1 — 2 f, (xz) i .

Innen a |f"(x)] <7 és |f'(z)] > p >0 (z € (a,b)) feltevések miatt

@Hl—fWS%ﬂ%—xﬂ2

kovetkezik, feltéve, hogy z; € (a,b). Ha |zg — z*| < n = min {n1,2p/7}, akkor
* Y * * *
|1 — 2| < <2p|xgz |) |xg — ¥ < |z — 2| <7

miatt z1 € (x* —n,2* + 1) C (a,b). Hasonléan folytatva konnyen igazolhatjuk,
hogy z; € (a,b) és

2i+1

;p|a:0—a:*|> (i=0,1,...).

2p

. e I
o —at| < 2 (

Tehdt |zg — z*| < 1 esetben az {z;};-, sorozat mdsodrendben konvergens. []
Azt mondjuk, hogy a Newton-mddszer konvergencidja lokalis, mert az x
kezdeti kozelitésnek az x* gyok "kozelében” kell lennie. A Newton-modszer
masodrendli konvergencidjat az alabbi megjegyzéssel jellemezhetjiik. Tegyiik

fel, hogy x«* # 0. Ekkor fennall, hogy

|1'i+1 *—CC*‘ < ’y|1‘*‘ <|ZEZ —*17*|>2 < Vmax{|a|a|b\} (|-sz —*'T*|)2 (162)
|| 2p || 2p ||

Ez azt jelenti, hogy az x;y; kozelités relativ hibdja az i-edik kozelités relativ
hibajanak négyzete. Ha tehét bedllt a kozelités elsd két tizedesjegye, akkor dupla
pontossagu aritmetikaban 3-4 1épésben bedll az elérhetd legnagyobb pontossag.
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Kilépési feltételek. A Newton-mddszert elvileg akkor kell megallitanunk,
amikor elértiink egy adott € > 0 pontossiagu kozelitést, azaz fenndll, hogy

|z, — 2" <e. (163)

A gydk ismerete nélkiil ezt a hibét ténylegesen becsiilni nem tudjuk. Ezért
kiilonbo6z6 heurisztikus kilépési feltételeket hasznalunk. A leggyakoribbak:

(A |f(xi)] <er; (B) |wig1 — x| <e25 (C) i = imax- (164)

A feltételek egyikének teljesiilése sem garantalja a (163) pontosséagi feltétel tel-
jesiilését. Ezért célszeriibb a harom feltételt egyiitt hasznalni.
A fliggvénykozelitéseknél kordbban létott

Thar = (xk + a) (k=0,1,...) (165)
2 Tk

négyzetgyok algoritmus nem més, mint a Newton-médszer az f (z) = 22 —a =0
egyenletre alkalmazva. Felmeriil a kérédés, hogy milyen zy értékekre lesz az
eljaras konvergens? Igaz a kovetkez6, Fourier-t6l szarmazo
Tétel. Legyen f € C?[a,b], f'(z) #0 és f" (x) # 0, ha x € [a,b]. Tegyiik fel,
hogy létezik x* € (a,b) gyok. Ha az xqg € [a,b] pont olyan, hogy f (zo) f" (z¢) >
0, akkor a Newton-mddszer monoton konvergdl az x* megolddshoz.

A tételben szerepld [a,b] végtelen intervallum is lehet. Esetiinkben f (z) =
22 —aés f' (z) = 2. Ezért zo > v/a esetén f (zo) " (z0) > 0. Tehdt ilyen zg
értékekre a Newton-moddszer biztosan konvergal.

10 DIFFERENCIALEGYENLETEK KOZELITO
MEGOLDASA

Az
y=f@y), yleo)=w (f:RxR >R (166)

alaku kezdetiérték feladatokat vizsgdljuk, ahol f (x,y) = [f1 (z,y),. .., fe (z, y)]T
(r € R, y € RY) folytonos a

D ={(z,y): llz — zollc <ku: |y —volloe < #y} SR (167)

nyilt tartomanyon, x, és x, pozitiv konstansok és létezik olyan L > 0 konstans,
hogy

If (@y) = f (@, 2)l <Ly -zl ((2,9),(z,2) € D). (168)

Ekkor minden (zg,y0) € D esetén a kezdetiérték feladatnak létezik pontosan
egy y () = [y1 (2),...,ye (z)]" megoldésa valamely [zo, B] intervallumon, azaz
y' () =f(z,y(x)), =€, B (169)
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A feladat numerikus megolddsén a kovetkezdt értjiik. A megolddst egy [z, ]
intervallum (b < B) diszkrét pontjaiban keressiik. Ezek a pontok legyenek

I0:t0<t1<...<tj<...<tN:b. (170)

A {ti}ijio alappont halmazt az [zg,b] intervallum felosztdsdnak nevezziik. A
felosztds ekvidisztans (egyentdvolsigi), ha

b—to

ti =to+ih (iZO,l,...,N), h= N

(171)

Az

y (z) elméleti megoldds ¢; pontbeli kozelitését jeldlje y;. Ertelemszertien
y (to)

Yo- A h; = t;11 —t; > 0 mennyiséget i-edik lépéshossznak nevezziik.

10.1 Az explicit Euler-mdédszer

A Cauchy-feladat (egyik) jellegzetessége az, hogy ha egy z pontban ismert
az y (x) megoldds vektor, akkor ismert az y' () = f(x,y(x)) derivélt vek-
tor is. A vektor komponensekre fenndllé y; (z + h) =~ y; (z) + hy} (x) = y; (x) +
hif (z,y(x)) (i =1,...,¢) elsérendii kozelitéseket (tkp. érintéket) vektor formdban
felirva kapjuk az

y1 (x + h)
y(@+h)=1| y (96.+ h) | =y(x)+hy (z) =y (x) +hf (z,y(2))

Ye (93.4' h)

kozelitést. Ha az x pontban az y (z) ~ § kozelité érték ismert, akkor a fenti
képlet atmegy az
y(@+h)~g+hf(z,9)

kozelitésbe. Az Euler-médszer alapgondolata ezek utan a kovetkez6: A t; =
to + ho pontban kozelitsiik az y (1) elméleti megolddst a megolddsgorbe (zo, yo)
pontbeli ”érintdjével”, azaz legyen

y (to + ho) = yo + hoy' (to) = y1 = yo + hof (to, yo) - (172)

A t1 pontbeli y; kozelitést felhaszndlva kapjuk, hogy

y(ta) =y (tr) +hif (tr,y(t) = y2 =y1 +hof (t, 1) . (173)

Az eljarast folytatva kapjuk hogy
Yit+1 :yz—l—hZf(:cl,yz) (i:O,l,...,N— 1), (174)

ahol y; = y (¢;). Ezt a képletet nevezziik explicit Euler-mddszernek. Grafikusan
abrazolva az eljarast skalar differencidlegyenlet (f : R? — R) esetén a kovetkezd
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abrat nyerhetjik:dtbpF10.3461cm7.798cmOpteulerlu.wmfA rombusszal jelolt és
egyenes szakaszokkal 6sszekotott pontok az y; (i = 0,1, 2) kozelité megolddsok,
amelyeken dtmennek az y' (z) = f(z,y), y(t;) = y; differencidlegyenletek
megoldésai (t; =14+05( —1),i=0,1,2).

A kovetkez6kben az eljaras hibdjat elemezziik.
Definicié. Az T (y(x),h) =y(x+h) — (y(x) + hf (z,y (x))) mennyiséget az
x pontbeli lokdlis hibdnak nevezzik.
Definicié. Az e; = y; —y (t;) hibdt az i-edik pontbeli globdlis hibdnak nevezziik
(i=0,1,...,N).

A definicidk és a (168) feltételek alapjan fennéll, hogy

i1 —y Civ)lloe = lNyi +haf (tiyys) — [y (t) + haf iy (8) + T (y (t:) , 7)o

lys —y (t:) + R [f (to,ya) — f Ly y ()]l oo + 1T (v (£:) 5 R[] oo
(I+hiLl) [lyi —y (t)ll oo + 1T (y (£:) s hi)ll o »

[VANVAN

azZaz
lewilla < (14 hiL) leilloe + 1T @ (t) ). (1= 0,1,...,N =1). (175)

A globalis hiba vizsgédlatdhoz két tovabbi eredményre van sziikségiink. Igaz
a kovetkezd
Lemma. A 6,11 < a;0; +7;, (a; >0,i=0,1,...,n) egyenldtlenség megolddsa
zdrt alakban

n

5n+1 é H a; 50 + Z H ;| Vi, n 2 0. (176)
7=0

i=0 \j=i+1
Bizonyitas. Az n = 0 esetben a rekurzi6 alapjan,
61 < apdo + 70,

a képlet alapjdn pedig (H;:z fG)=1hai<li)

0 o [ o
01 < HOéj 50+Z Haj Yi = ado + 7o-
=0

i=0 \j=1
Feltéve, hogy az &llitds valamely n > 0 értékre igaz, igazoljuk helyességét az

n + 1 értékre is. Ekkor kapjuk, hogy

5n+2 S an+15n+l + "Yn—i-l S
< Qnyl (H?:O O‘J’) 00 + a1 Z?:o (H?:i+1 O‘j) Vi + Yng1 <
+1 +1 +1
< (H?:o aj) do + 25 (H}lm 043') Vi
ami bizonyitandé volt. [

Ha alemmét az a; = 1+ h;L, v; = ||T (y (&) , hy)l
mazzuk, akkor az

~ Szereposztassal alkal-
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n

fensall < (TL0+sD) ool + SO TT Gt mn | 17 ) ol
j=0 =0 | j=i+1
(177)
egyenlétlenséget kapjuk. Vizsgaljuk most meg az T (y (z) , h) lokélis hiba nagysdgat.
Tegyiik fel, hogy y (z) € C? [zg,b]. Ekkor y (z + h) =y (z) + hy' (z) + Ry (z, h),
amelynek maradéktagjara teljesiil, hogy

< h? = ' !

A képlethiba ennek megfelelGen
y'(x)
/
T(y(x),h) = (y(x) +hy' (z) + Ry (z,h)) = (y (x) + b f (2,9 (2))) = R (x, ),
ahonnan ||T (y (z),h)||,, < K2h? (z,z+ h € [20,b]) és

kovetkezik. Az 1+ x < e” (z > 0) egyenlStlenség figyelembevételével kapjuk,
hogy 1+ h;L < elhi és

IT a+nL) II Lhi — L Xjoiiihi < L(b=20), (180)
j=i+1

Ha ezt a (177) képletbe behelyettesitjiik, akkor kapjuk, hogy

lensillo < 50770 flegl| o + S PO Kyh2. (181)
1=0

A nyilvéanval6

egyenl6tlenség miatt

lensillg < e (neonw + (b~ o) K> o h) (n=01,....N ~1).

(182)
Mivel eg = yo — y (z0) = 0, igaz a kovetkezd
Tétel. Az Euler-mddszer globdlis hibdjdara y(z) € C?[xo,b] esetén fenndll,
hogy

_ L(b—=o) )
max lleill o < (b— o) Koe ogr%ai\)f(qh" (183)
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Az Euler-médszer hibdja a legnagyobb lépéshosszal ardanyos. Ha a {ti}z]'v:o
felosztds minden hataron tdl finomodik, azaz N — oo és maxg<i<n hi — 0
egyidejileg teljesiil, akkor fennall, hogy

max ||, — 0, N — oo. (184)
1<i<N

Tehét az Euler-médszer (elsérendben) konvergens.

A konvergencia jellegét mutatja a kovetkezd dbra, amelyen az y' = 2y/x +
223, y (1) = 2 Cauchy-probléma elméleti és Euler-megolddsai lathaték h =
1,1/2,1/4,1/8 esetén.dtbpF10.3593cm7.8002cmOpteuler2u. wmf

10.2 Explicit egylépéses modszerek

Az Fuler-moddszernek szamtalan hatékonyabb tovabbfejlesztése ismeretes. Ezek
koziil az egyik legfontosabb az explicit egylépéses mdodszerek osztalya, amelynek
alakja

Yir1 =Yi + hi¢ (ti,yi hi)  (0=0,1,..., N —1). (185)
Az f (z,y) fiiggvénytdl fiiggd ¢ (z,y, h) (¢ : RxRExR — R¥) novekményfiiggvény
minden véltozdjaban folytonos, az y valtozéban kielégiti a

6@,y )0z, 2, M)l < K 1yl (K =0, (2,), (,2) € D, 1 < ])

(186)
feltételt és
¢ (z,y,0) = f(z,y). (187)

Az Euler-médszer a ¢ (z,y,h) = f (x,y) specidlis esetnek felel meg. Az egylé-
péses modszerek x pontbeli lokélis hibajat az

T(y(x),h) =y(x+h) = (y(@)+ho(z,y(z),h)) (188)

mennyiség definidlja. Az egylépéses modszer p-edrendi, ha létezik K, > 0
konstans, hogy

T (y(x),h)|. <K,h*TY, z,x4+h € [z,b]. 189
[e'e] p

Az Euler-mdédszerhez hasonléan beldthatjuk, hogy az egylépéses mddszerek
globalis hibdjara is fennall az alabbi egyenl&tlenség

lensilloe < (L4 haK) lenll o +IT (9 (t0) on)loe (0 =0,1,...,N=1). (190)

Ha az egylépéses modszer p-edrendii, akkor az Euler-médszerhez hasonléan
igazolhatjuk, hogy a globalis hibara fennall a

p
. < .
max el < c <O<Iig%<1hz) (191)

egyenl6tlenség, ahol ¢ > 0 konstans. Tehat a p-edrendii egylépéses modszer
p-edrendben konvergal.
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Fontos megjegyezni, hogy egy p-edrendben konvergdlé moédszer altaldban
csak olyan kezdetiérték feladatok esetében konvergdl p-edrendben, amelyek megoldédsa
folytonosan differencidlhato legaldbb (p + 1)-szer. Ha a differencidlegyenlet elméleti
megoldasa ennél kevesebbszer differencialhaté, akkor a konvergencia rendje is
csokken.

A p-edrendii egylépéses mddszer ui. az y(x) megoldas fliggvényt p + 1-ed
rend(i hibdval kozeliti. Ez azt jelenti, hogy az y (x + h) és y (x) + ho (z,y (x) , h)
fliggvényeket az x pont koril sorbafejtve, a két sorfejtés elsé p + 1 tagja meg-
egyezik. A legkézenfekvObb ilyen tulajdonsigu formula az uin. Taylor-sor

mddszer, ahol
p ) pi—1
¢ (z,y(x),h) =y ()

i=1

g (192)

Az explicit Runge-Kutta mddszerek elkeriilik a Taylor-sor egyiitthatéinak
meghatdrozdsat és csak az y és f(x,y) informécidkat haszndljdk. Szokdsos
alakjuk

Yn+1 = Yn + hn Z;il Ciki;
ki=f (xmyn) ) (193)
b= £ (0 b,y + o ST bisky) (=2, m).

Igazolhaté, hogy > iv;c¢; = 1 esetén a ¢ (z,y,0) = f(z,y) feltétel teljesiil.
Altaldban feltessziik még, hogy

i—1

a; ZZb” (i=2,...,m). (194)

j=1

Az explicit Runge-Kutta mddszereket az alabbi matrix séméaban is meg lehet
adni:

0
a2 ba1

(195)
am bt o bmym—1

‘ C1 N Cm—1 Cm,

Legnevezetesebb az alabbi negyedrendii Runge-Kutta mddszer:

0
1/2 | 1/2
1/2 0 1/2

1 0o 0 1

| 1/6 1/3 1/3 1/6
Mﬁ
1
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séméanak felel meg.
A numerikus moédszerekkel kapott kozelité megoldasokra altalaban a

max |le; ||, <e€ (196)
1<i<N

globdlis hiba korlatot irjuk el6. Konnyen igazolhaté, hogy
T (y(tn) hn)llog < hne (n=0,...,N —1) (197)
esetén alkalmas ¢ > 0 konstanssal fennall a

s led] < e (199
egyenl6tlenség. Ez a ¢ szdm tobbnyire nem ismert. A (196) feltételt gy
prébaljuk meg teljesiteni, hogy a lokalis hibdkra egy

1T (y (tn) s h)llog < hne/q (i=0,...,N —1) (199)

alaku feltételt frunk eld, ahol ¢ > 0 egy tapasztalati konstans. Ha a (199) feltétel
teljestil, akkor a szamitott kozelité megolddsokat ¢ > 0 hibajinak fogadjuk el.

A lokélis hibara vonatkoz6 (199) feltétel felveti a képlethiba becslésének
kérdését. Szadmos mddszer esetén analitikus és numerikus becslések is adhatdk.
Itt a két legjobban bevalt, ill. leggyakrabban haszndlt mddszert ismertetjik.

A lépésfelezéses hibabecslés (Runge-féle szabdly). A t, pontbdl kiin-
dulva végezziink el két 1épést a h,, /2 lépéshosszal is. Igy a t,, + h, pontban
kapunk egy masodik 2,1 kozelitést is. Igazolhatd, hogy

T(y(tn), hn) ~ Zn+721p ?J1n+1 ) (200)
ahol p a médszer rendje.

Parositott Runge-Kutta formulak. Az ilyen mdédszereknél egy p-ed és
egy (p + 1)-ed rendli Runge-Kutta formulét gy vélasztanak meg, hogy az ala-
csonyabb rendil formuldhoz tartozd k; értékek egyittal a magasabb rendi for-
muléban is szerepelnek és a két formuldval kapott kozelité megoldasok kiilonb-
sége becsli az alacsonyabbrendii médszer lokélis hibajat. Sematikusan abrazolva

0
a2 b1
(201)
Ao, bml - bm,m—l
C1 . Cm—1 Cm
di ... dm_1 dn
Az alacsonyabbrendii formula:
Ynt1l = Yn + hn (c1k1 + ...+ Cmkim) - (202)
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A magasabbrendii formula:

Gntt = Yn + ho (diky + ...+ dikim) - (203)

A lokalis hiba becslése:

T (y(tn), hn) = hn Y (di — ci) K. (204)

i=1

Az ilyen formuldk elénye a lépésfelezéssel szemben az, hogy csak egy pontra
tamaszkodd informéciét hasznalnak fel. Igazolhatd, hogy m < 5 esetén ezek a
becslések nem lehetnek aszimptotikusan pontosak.

Az egyik legismertebb formula az in. 2(3)-as Runge-Kutta-Fehlberg képlet
(a MATLAB ode23.m eljérésa):

0

1 1

1/2 | 1/4 1/4
1/2 1/2 0
1/6 1/6 4/6

A gyakorlatban a magasabbrendii formula kozelitésével folytatjak az eljarast.
Aszimptotikusan pontos England aldbbi 4(5)-6s formuléja, ahol m = 6.

0
1/2 1/2
1/2 1/4 1/4
1 0 ~1 2
2/3 7/27  10/27 0 1/27
1/5 | 28/625 —125/625 546/625 54/625 —378/625
1/6 0 1/6 1/6 0 0
14/336 0 0 35/336  162/336  125/336

Jelolje a tovabbiakban EST a lokélis hiba becsiilt értékének normajat. A
szokésos adaptiv Runge-Kutta sémat az aldbbiakban irhatjuk le.
ADAPTIV EGYLEPESES MODSZEREK ALGORITMUSA:

Input tg,yo, b, tol; hg kivalasztasa; i = 0.

while t; < b

1. y;11 kiszdmitdsa és a lokélis hiba (EST) becslése
2. if EST < tol
i=14+1
else
hi = hgj
goto 1
end
end
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Az 0 1épéshosszt (hqz) a ||T (y (z:) , hi)ll o ~ csh?™ ~ EST becslésbdl és
a c;;hﬁj ~ tol kbvetelménybdl kaphatjuk meg. Eszerint cz ~ EST/h’*" és
hpu;.rl ~ tol/c3 =~ (tol/EST) k™, ahonnan

1/(p+1)
ha; :hi< fol ) . (205)

EST

Ha a becsiilt hiba lényegesen kisebb mint az el6irt tol hibakorlat, akkor novelni
lehet a lépéshosszt az elobbiek figyelembevételével. Bizonyos esetekben ez a
stratégia optimaélis.

Példa. Oldjuk meg az aldbbi ”orbitdlis” differencidlegyenlet rendszert a [0, 20]
intervallumon a MATLAB adaptiv Ode23 programjaval:

Y1 = s, y1(0)=1-
yé:y4a7 yQ():Oa
yi/’): W7 Y3 (O) :Oa
=G wO) =[N/ -

ahol A = 0.3. A program alapbedllitdsaival kapott megoldds komponensek (tra-
jektoridk) képe a kovetkezd:

dtbpFU10.6097cm8&.0001cmOptMegoldés trajektéridkode.bmpAz dbran lathato
kozelité megoldés trajektoridkat az Ode23 eljaras 114 1épésben kapta. A véltozo
lépéshosszakat az alabbi abra mutatja:

dtbpFU9.0896cm6.8688cmOpt A 1épéshossz valtozasaode2.bmpA feladatot az
explicit Euler-mddszerrel is megoldva 4000 ekvidisztans ponton (h = 0.005) a
kovetkezo kozelito trajektéridkat kaptuk:

dtbpFU10.5921c¢m8.0001cmOptExplicit Euler-médszerrel kapott megoldas tra-
jektéridkoded.bmpAz Ode23 programmal kapott trajektéridk jé kozelitést ad-
nak. Ugyanakkor az Euler-médszerrel kapottak még igen kis 1épéshossz mellett
is eléggé pontatlanok. Az Osszehasonlitds azt mutatja, hogy a magasabb rend
modszerek altalaban elonyosebbek.
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