1. Mintafeladat: Adott f(z) = 22 —exp(—x—1) fiiggvény az [—4.0000; —3.0000] intervallumon és € = 0.0050
hibakorlat. Newton moédszerrel, hatarozza meg a gyok kozelitését!

MEGOLDAS
Tobb fazisbol all a Newton modszer.

f'(x) =2%x+exp(—z —1)
f'(x) =2 — exp(—a — 1)
1. Fazis: Gyok létezésének eldontéséhez kiszamitsuk a fiiggvény értékét az intervallum mindkét végpontjaban,
majd Osszeszorozzuk a két fiiggvényértéket és Osszehasonlitsuk zérushoz:
f(—4.0000) = —4.0855
f(—3.0000) = 1.6109
f(—4.0000) % f(—3.0000) = —6.5816

Mivel f(—4.0000) * f(—3.0000) = —6.5816 < 0, azaz a szorzat negativ, ezért van gyok.
2. Fazis: A Newton modszer alkalmazhatosidgaval kapcesolatos ellendrzés!!!
2/a. Derivaljuk az f(z) fiiggvényt és megvizsgaljuk a derivaltfiiggvény elGjelvaltasat az [—4.0000; —3.0000]
intervallumban.
Ha f'(x) az 1. derivalt nem valt elGjelet, akkor az [—4.0000; —3.0000] intervallum barmely = pontjaban vagy

f(@) >0, vagy f'(z) <0.
2/b. Ha az 1. derivalt nem valt elGjelet, akkor lederivaljuk azt, azaz vessziik az f(x) masodik derivaltjat és
hasonlé modon megvizsgaljuk elGjelvaltasat. Ha f” (x) a 2. derivalt sem valt elGjelet, akkor az intervallum
barmely x pontjaban vagy f'(x) * f” () > 0 vagy f' (z) * f” (z) < 0. Ebben az esetben alkalmazhato lesz a
Newton modszer.

1/ (—4.0000) = 12.0855

#'(—3.5000) = 5.1825
#/(—3.0000) = 1.3891
£/(—=4.0000) % f'(—3.0000) = 16.7875

A derivalt grafikonja z-tengely folé esik, tehat pozitiv elGjeld fiiggvény a derivalt.

#(—4.0000) = —18.0855
#"(—3.0000) = —5.3891
#(—4.0000) * f”(—3.0000) = 97.4640

A 2. derivalt negativ elGjeld. Nyilvanvaloan f’ (z) x f” () < 0 az adott intervallumban. Ezzel ellendriztiik,
hogy alkalmazhat6é a Newton modszer.

3. Fazis: Mivel az 1. derivalt pozitiv és a 2. derivilt negativ elGjeli, ezért a szorzatuk negativ elGjeld.
Tehét a kezd6 kozelites 2(©) = —4.0000

4. Fazis: Kiszamitsuk rendre az 1. derivalt abszolut értékének minimumat és a 2. derivalt abszolut
értékének maximumat:

m = 1.3891
M = 18.086

5. Fazis: Az iteraci6 végrehajtasa:



Iter=0
.’L'(O) =4

Iter=1

f(—4) = —4.0855

f' (—4) = 12.0855

) = —4 — 18855 — 3,662
hiba=0.74396 > ¢

Iter—=2

f(—3.662) = —0.9147

f’ (—3.662) = 7.0009

22 = 3662 — =247 — _3 5313

7.0009
hiba=0.11105 > ¢

Iter=3

f(~3.5313) = —0.0998

f'(—3.5313) = 5.5072

2 = —3.5313 — 22098 — 35132
hiba=0.0021447 < ¢

A keresett gyokkozelites: z(3) = —3.5312




2. Mintafeladat: Intervallumfelezs eljarassal oldja az alabbi nemlineéris egyenletet f(x) = 0, ahol f(z) =

2% —exp(—z — 1), —4<x< — 3, ¢ = 0,005 hibakorlat mellett. A szamitasokat 4-tizedes pontossiggal végezze!

MEGOLDAS
Van gyok, mert f(—4.0000) x f(—3.0000) = —6.5816 < 0.
1. lépés:
[a®; 0] = [—4; 3]
(1) 4 p(1)
0= (4 3)0— 35
3 (-4
hi = 3 ( ) =0,5>¢
2
2. lépés
f(=3.5) =0.0675
Mivel

f(=4) % f(—3.5) = —0.2758 < 0
[a®); 6] = [~4; -3.5]

Felezziik a gyokot tartalmazoé Gj intervallumot és kiszamitsuk a 2. hibéat.
Folytassuk az eljarast, amig a kiszamitott hiba a megadott hibakorlatnal kisebb nem lesz.
Megjegyzés: A gyok minden intervallumfelezés utan pontosan egyik részintervallumba esik.

Az intervallumfelezd eljaras soran Gsszegytijtott eredmények:

Iter [a , b] (a+b)/2 Hiba
1 -4.0000 -3.0000 -3.5000 0.5000

2 -4.0000 -3.5000 -3.7500 0.2500

3 -3.7500 -3.5000 -3.6250 0.1250

4 -3.6250 -3.5000 -3.5625 0.0625

5 -3.5625 -3.5000 -3.5312 0.0312

6 -3.5312 -3.5000 -3.5156 0.0156

7 -3.5156 -3.5000 -3.5078 0.0078

8 -3.5156 -3.5078 -3.5117 0.0039



3. Mintafeladat: Fixpont iteraciés modszer feltételeit megvizsgalva hatarozza meg az f(x) = 0 nemlinaris
egyenletet gyokének kozelitését, ahol f(z) = (z + 1)? — exp(—z — 1), # € [—1; 0]! Tovdbbé adottak rendre:
10 a maximalis iteraciészam, 0,005 a hibakorlat és —0.401 kezdeti kozelités. Allitsa le az eljarast a maximalis
iteraciészam elérésével vagy ha a kiszamitott hiba az adott hibakorlatnal kisebb.

Megjegyzés: Az f(z) = 0 egyenletet x = g(x) iterativ alakra hozzuk. (Sajnos nincs egyértelmi mod erre.)
Olykor a g(x) fiiggvényt az « — f(x) fiiggvénnyel fejezziik ki. Méaskor az f(x) = 0 egyenlet balodalan lévé
egy-egy kifejezésbdl fejezziik ki az x valtozot, atrendezéssel. Ha eldallitottuk a g(x) fiiggvényt, akkor az alabbi
két feltételt kell ellendrizni:

(1.) Fixpont letezése: g([a;b]) C [a;b], azaz a g(x) értékkészlete része-e az [a; b értelmezési tartomanynak vagy
sem. Ha igen, akkor a g(x) fiiggvénynek létezik fixpontja.

(2.) A modszer alkalmazhatosaga: Lederivaljuk a g(x) fliggvényt és kiszamitsuk az alabbi ¢ := max, lg'(z)]

értéket. Ha g < 1, akkor alkalmazhaté a fixpont iteracios eljarés. Ne felejtsiik el, hogy a ¢ ardny nagy szerepet
jatszik minden lépésben a hiba elgallitasaban, ezért is 1-nél kisebbnek kell lennie.

MEGOLDAS

Az f(z) fuggvénynek létezik gycke, mert f(—1)* f(0) = f(—1) * f(0) = (1) *0.63212 = —0.63212 < 0.

g(z) fuggveény keresése:

(x+1)?2 —exp(—z—1) =0

(x+1)? = exp(—z — 1)

x4+ 1=+/exp(—z — 1)

z=—-1+exp(—z—1)

g9(x) = -1+ /exp(—z —1)

Nyilvanvalo, hogy g(z) = —1 + /(exp(—z — 1)) csokkend fliggvény és g ([—1, 0]) = [—0.39346;0] C [—1, 0]
Tehat a g(z) fiiggvénynek van fixpontja az adott intervallumban. Igy szamithatjuk a derivaltjat: ¢'(z) =
—0.5 % \/(exp(—z — 1)).

A kontrakciokonstans: Mivel |¢'(z)| = 0.5 * y/(exp(—x — 1)) egy monoton cstkkend fliggény ezért

¢=_max lg'(z)| = 0.5 % /(exp(—(=1) — 1)) = 0.5 < 1.

Ezzel ellendriztiik, hogy alkalmazhaté a fixpont iteracios eljaras.
Az eljaras végrehajtasa:

Iter =0
(0 = —0.401
Iter = 1

(M) = ¢(-0.401) = —0.25881
hiba = 0.14219>eps
Iter = 2
) = ¢(-0.25881) = —0.30968
hiba = 0.050865>eps
Iter = 3
) = ¢(-0.30968) = —0.29189
hiba = 0.017782>eps
Iter = 4
™ = ¢(—0.29189) = —0.29816
hiba = 0.0062678 >eps
Iter =5
) = g(-0.29816) = —0.29596
hiba = 0.0022029<eps

A keresett kozelitése z(5) = —0.29596



4. Mintafeladat:

Hatarozza meg az aldbbi matrix spektralnormajanak kozelitését hatvAnymodszerrel, ha eps = 0.0050000 és
Ttmax = 5. A kilépési feltétel: maximalis iteracidszam elérése vagy ha hiba kisebb mint a megadott hibakorlat.
A kezds kozelitések: go = 0;0O7 = [1;1;1].

2 1 1
B=]1 2 1
3 2 2
MEGOLDAS
Megjegyzem, hogy BT x B és B * BT szimmetrikus, pozitiv szemidefinit matrixok és sajatértékei megegyeznek
(nyilvanvaléan azok nem negativak).

Mivel a B matrix spektralnormaja ( S) definici6 szerint a BT * B dominans sajatértékének a gydke ezért,
hatvanymoédszerrel kozelitSleg elGallithatd. A k-adik lépésben a ¢ dominans sajatértékbdl gyokst vonunk.

14 10 9
A=BT+«xB=|10 9 7
9 7 6
Iter = 0
1
v =1 1
1
gp— 0
So=+/q0 =0
Iter = 1
33
20 = Ap® = | 26
292
[z, =33
t=1
1
y=10
0
g1 =33
Sy = /g1 = 5.7446
1.00000
o = 22 | (78788
=21 0.66667
hiba = \ql —q0| =33>¢
Iter = 2
27.879
22 = Ap(D = | 21.758
18.515
2], = 27.879
t=1
1
y=10
0
o= 27.879
Sy = /@2 = 5.2800
1.00000

v = IIZmII — | 0.78043
0.66413



hiba = |g1 — ¢2| =5.1212 > ¢

Iter = 3
27.782
23 = Av® = | 21.673
18.448
|2®)||, = 27.782
t=1
1
y=10
0
g3 = 27.782
1.00000
o) = szll = | 0.78012
0.66403

hiba = |g3 — ¢2| = 0.097266 > ¢
Iter = 4

27.777
2 = Av®) = | 21.669
18.445
|2®] ., =27.777
t=1
1
y=10
0
qas = 27.777

Sy = /@2 = 5.2704

" 1.00000
@ = o = | 0.78010
0.66403

hiba = |g3 — q4| = 0.0040657 < ¢
A keresett kozelités Sy = (/qs = 5.2704.




