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1. fejezet

Vektorok és matrixok

1.1. Muveletek vektorokkal

Mintafeladat. Adott az aldbbi két vektor

—23 25
a = 21 , b=110
22 34

e Samitsa ki a vektorok Osszegét, kiilonbségét és 10-zel vald szorzasat:

Megoldas
—23 25 —23+25 2
a+b=1] 21 |+ |10 | =] 21+10 | =] 31
22 34 22+ 34 56
—23 25 —23-25 —48
a—b=1 21 |—]110|=| 21-10 | = 11
22 34 22— 34 —12

Mivel a kivonas nem kommutativ, ezért a b — a kiilonbségvektort is kiszamitsuk:

25 —23 ] 25 — (—23) 48
b—a= |10 | —-| 21 | = 10 — 21 = | —11
34 22 | 34 — 22 12
—23 [ 10 % (—23) —230
10a=10| 21 | = 10 * 21 = | 210
22 | 10%22 220
25 10 % 25 250
106=10| 10 | = | 10%10 | = | 100
34 10 * 34 340

e Hatérozza meg az a’b skaldris és ab” diadikus szorzatokat!

Megoldas
Megjegyzziik, hogy skalaris szorzat egy szam és a diadikus szorzat pedig egy matrix.
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1. FEJEZET: VEKTOROK ES MATRIXOK

25
a’b=1[—-23; 21; 22] | 10 | =(—23) %25+ 21 % 104 22 34 = 383
34
—23 —575 —230 —782
ab" = | 21 |[25 10; 34]=| 525 210 714
22 550 220 748

e Oldja meg az alabbi vektoregyenletet! 22 — 20a + 200 = 0 € R?

Megoldas
22 — 20a +20b =0
2z = 20a — 200
10 % (—23) 10 % 25 —480
z = 10a — 10b = 10 %21 — | 10%10 | = | 110
10 % 22 10 % 34 —120
24 48 —120
e Hatdrozza meg az aldbbi vektormfiveletet: v +vl,+vl, ha va =| —, — —— |, J€
J J J
N.

Megoldas Allitsuk elé a Vg, V19 €8 Vg vektorokat ugy, hogy a rekurziés formuldban
behelyettesitjiik rendre j =2, j =12 és 7 = 24.

12 2 1

Vg = 24 ;7 Vi = 4 ;o U2g = 2

—60 —10 | -5
12 2 1] 124241 15
vy vt =1 24 |+ | 4 | +| 2 |=| 24+4+2 | =] 30
—60 —10 -5 | —60—-10-5 —75

1. Feladat. Hatarozza meg az alabbi osszegvektorokat:

24 48 —120
a)vQT—l—vE—i—vaZl,hava:[—., —, —.],jGN;

J J J
@7 —3007 —120 CkeN:
2k 3k k

k? 2k =5 20
2k—1" 3k—1" k+1

Mcn

b) 3 (=1)" kvl ha ol = [

1

M= T

c)

vj,hava:[ ],k‘GN;

<
Il
-

10 5 20
—_ k—2 — T: 2_ 3
(—2)" " (k — 1) vy, ha v {4(]{_1), =1 -1 k=—k |, ke N\{1};

Mm

d)

k=2

v1o, ha o] = l 7200 1200 600 }’keN;

[}
~—
e

2k 7 3k Tk

i
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1.2. MUVELETEK MATRIXOKKAL

2. Feladat. Oldja meg az aldbbi vektor egyenleteket!

2 —4 5)
= hol vl = | =— —— _—_ k€ N\{5};
a)v2+x U1, ahol v |:2k7 3]{;'7 k_5:|7 S \{}7
100  —300 —120
b) — =y, ahol vl = | — —— | keEN;
) —v20 + & + v30 = V19, ahol vy, {2]{:’ 3% 2 ]
k2 2k — 5 20
c)vi+y—v :v,aholvT:{— },keN;
J oty v =0 g 2%k —1 3k—1 k+1

10 5 20
d)v2+y—v4:v3,ah01v}f:[4k_1, T OrT k2—k‘}, ke N\ {1};
90 2 90
+y — vy =g, ahol vl = | = = = | keN;
e)v30 Y — V20 = Vg, ahol v {2 35 & }
1.1.1. Skalaris szorzas
Feladat. Szamitsa ki az alabbi skaldris szorzatokat:
2 3k 60
I v, ke{l,...,10},h T:[_ = _},keN;
a) Uk+1vk { } a Uk 2]{?’ 5 ) k'
7200 1200 600
1.2. Muveletek matrixokkal
1.2.1. Osszeadas
1. Feladat. Adja Ossze az aldbbi matrixokat!
[ 5 4 —88 31 [ —90 —65 -2 5
1.) 6 7|, —16 —100 | . 2.) —22 -4 |, 77
| 5 7 —34 51 | —41 -3 -7 4
4 0 -1 -9 —6 3 [ —4 2 1 67
-5 5 —7 9 -9 -5 9 -7 25 61
3.) 1 -1 31’ 6 0 1 - 4) -7 =31’ 61 6
8 3 3 -7 -1 -1 | =7 =2 23 0

2. Feladat. Oldja meg az A + X = B matrixegyenletet, ha

-3 5l 44 85
A= | —-15 49 és B=| —31 —44
30 =37 —54 82

3. Feladat. Széamitsa ki az A + AT és A — AT maétrixot, ha

—-178 —151 191
A= -7 20 —184 |!
125 —121 21
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3. Mintafeladat. A MALEV 4 tdrsasutazdsra a hét utolsé hdrom napjdra kilonbozo
szama jegyet adott el. Ezeket az adatokat a kovetkezo tablaba foglaltuk:

Kair6 Bonn Pozsony Genf
Péntek 20 19 28 12
Szombat 8 22 21 11
Vasarnap | 30 9 19 14

Az egyes utazdsok dra: p = [ 111, 114, 139, 161 }T pENZeqyseéq. frjafel matrixmivelettel,
és szamitsa ki, hogy

a) mennyi volt a MALEV bevétele naponta;

b) a harom nap alatt az egyes vdrosokba hdany jegyet adtak el?

Hatdrozza meg, hogy

c) mennyi jegyet adtak el szombaton;

d) mennyivel t6bb a bevétel pénteken mint szombaton,

e) mennyi az egyes napokon szerzett bevétele a MALEV-nak vdrosonként?

Megoldas. Jeloljiik A-val az eladott jegyek matrixat, azaz legyen

20 19 28 12
A= 8 22 21 11
30 9 19 14

a) Mivel a naponként eladott jegyek szamat a sorok tartalmazzak, ezért az A matrixot
a p oszlopvektorral meg kell szorozni, vagyis az Ap utészorzast kell elvégezni. Tehat az
A matrix minden sordt skalarisan szorozzuk a p -vektorral, azaz rendre kiszamitjuk a
kovetkezo skalaris szorzatokat:

111
114
139
161

[ 20, 19, 28, 12 ] = 10210,

111
114
139
161

111
[30, 9, 19, 14 ] 1:133 = 9251.

161

[8, 22, 21, 11 ] = 8 086,

foy .
Ap = [10210, 8086, 9251]" .
A napi bevétel tehat rendre 10210, 8086, 9251 pénzegység volt.
b) A harom nap alatt az egyes varosokba valé térsasutazdsra eladott jegyek vektora
17 A. Ennek a miiveletnek az elvégzéséhez a kovetkezd skalaris szorzatokat kell elvégezni:
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F 10
[1, 1, 1] 22 | =50,
9_

[ 28
[1, 1, 1]] 21| =68,
L 19 -
S
[1, 1, 1]] 11| =37
- 14 -

fgy 1TA = [ 58, 50, 68, 37].

c) A szombaton eladott jegyek szdma: e? Al. Ezt a szorzdst kétféleképpen is el lehet
végezni: a szorzas asszociativitdsa miatt vagy az (62TA) 1 miiveletet vagy az el (A1)
miuveletet hajtjuk végre. Megmutatjuk mindkét esetet. Az (egA) 1 kiszdamitasahoz

elészor az el A sorvektort hatdrozzuk meg, ami nem mds, mint az A métrix masodik
sora, azaz e A = [ 8, 22, 21, 11 ].Igy

(eA)1=[8, 22, 21, 11 ] = 62.

—_ = = =

A mésodik szdmitasi lehetéségnél, vagyis az el (A1) skaldris szorzat meghatérozasanal,
el6szor az Al oszlopvektort szamitjuk ki:

20 19 28 12 1 79
Al=| 8 22 21 11 1= 62 |,
30 9 19 14 1 72

majd ezt a kapott vektort skaldrisan 6sszeszorozzuk a 3-dimenziés mésodik egységvektorral:

79
ey (A1)=[0, 1, 0] | 62 | =62.
72

d) Mivel értelemszertien az Ap vektor a napi bevételt jeloli, ezért a kérdéses bevételtobblet:
(ef —es)Ap=1[1, —1, 0] Ap.
Tehat
[1, =1, 0]Ap=[1, —1, 0] (Ap)=10210—8086 = 2124,

igy 2124-gyel tobb a bevétel pénteken mint szombaton.

e) Utdszorozzuk az eladott jegyek matrixat az armaétrixszal (ahol az armatrix az
arvektor altal generalt diagondlis matrix). Tehat elészor képezziik az drmatrixot az
arvektorbol:
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Ezutan kiszamitjuk az A < p > szorzatmatrixot. Megjegyezziik, hogy az A < p >
matrix k-adik oszlopat megkapjuk, ha az A matrix k-adik oszlopat megszorozzuk a < p >
diagondlis matrix f6atléja k-adik elemével (vagyis a p vektor k-adik koordinatajaval), ahol
kE=1,..., 4.

[ 20 19 28 12 16 0 0
0 114 0 0
A<p> = 8 22 21 11
30 9 19 14 00 1390
L 0 0 0 161

[ 2220 2166 3892 1932
= 888 2508 2919 1771
| 3330 1026 2641 2254

4. Mintafeladat. Hatdrozzuk meg az AB szorzatot, ha

9 _9
A:{gég]ésB: 10|
9 9

1. Megoldas. Rendre meghatarozzuk az AB matrix oszlopait, azaz rendre utészorozzuk
az A matrixot a B matrix oszlopaival, mivel ezek a kapott oszlopvektorok alkotjdk az AB

matrix oszlopait.
2
31 4 -1
A(Bel>_[6 ! 8} E _{_2],

2
—2
1 4 2
A(BQQ):[ﬁ 2 8} 0 _{4]
2
Tehat
—1 2
-] 2]

2. Megoldas. Rendre meghatarozzuk az AB matrix sorait, azaz rendre el6szorozzuk
a B matrixot az A matrix soraival (mivel ezek a kapott sorvektorok alkotjak az AB matrix
sorait).

2 -2
(efA)B=[3, 1, 4]| 1 o0|=[-1, 2],
-2 2
S
(3A)B=1[6, 2, 8]| 1 0]|=[-2 4].
-2 2

Tehat
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3. Megoldas. Most az AB maétrixot diadikus matrixok osszegeként allitjuk eld, azaz
az A matrix oszlopait rendre diadikusan 6sszeszorozzuk a B métrix megfelel6 soraival (mi-
vel annyi oszlopa van az A métrixnak ahdny sora a B métrixnak) és a diadikus métrixokat
osszeadjuk.

AB:[E][Q, —2}+{H[1, 0}+{§][—2, 2 ]
s E A S R R B ey

4. Megoldas. A negyedik szamitasi médja az AB matrixnak az, hogy az A méatrix
minden sorat skalarisan Osszeszorozzuk a B matrix minden oszlopaval.

2
[3, 1, 4] 1| =-1,
—2
-2
(3, 1, 4]] 0]=2
2
2
[6, 2, 8] 1| =-2
—2
-2
[6, 2, 8] 0| =4.
2
Tgy
-1 2
AB:[_“}.

5. Szamitasi technika. Végezetiil megemlitjiik, hogy a szorzatméatrix kiszamitasakor
konnyt hibazni, a kiszdmitott elemet rossz helyre irni. Ezért célszerti a két 6sszeszorzandd
matrixot Ugy elhelyezni, hogy a beirandé elem helyét ne lehessen eltéveszteni. Az alabbi
elrendezés egy ilyen lehetOséget mutat, melyet Falk-modszernek neveznek:

2 =2
1 0
—2 2|
3 1 4|-1 2
6 2 8| -2 4

[gy az eredménymétrix eleme éppen annak a sornak és oszlopnak a kompoziciéja, ame-
lyeknek metszéspontjaban all.
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1. Feladat. Az A métrix i-edik sordnak és j-edik oszlopdnak kozos eleme a;; jelentse
az i-edik feladohelyrdl a j-edik rendeltetési dllomasra szallitandd egységnyi mennyiség
szallitasi koltségét. Az A matrix sorvektorai rendre a kovetkezok:

[ 49, 107, 65 ], [ 193, 173, 137 ], [ 77, 45, 100 |, [ 146, 102, 145 ].
Mindegyik feladéhelyrdl az 1. és a 2. rendeltetési allomasra 20-20, a 3. rendeltetési allomasra
viszont 8 egységnyi keriil szallitdsra. Mennyi a szallitasi koltség feladéhelyenként?

2. Feladat. Harom ercforras felhasznédlasaval harom terméket gyartanak. A termékegy-
ségekre juto raforditasokat a kovetkezd tablazat mutatja:

I. termék | II. termék | III. termék
1. eréforras 4 2 6
2. er6forras 4 0 8
3. er6forras 4 5 0

Jelolje A a technoldgiai métrixot (azaz a,; jelentse azt, hogy az i-edik eréforrasb6l mennyi
szilkséges a j-edik termék 1 egységének el6allitdsdhoz). Tovabba legyen

p = [ 200, 100, 250 }T az egyes termékekbdl tervezett mennyiségeket mutatd vektor
(azaz a programvektor) és k = [ 8000, 9000, 7000 ]T

taté vektor. Az erdforrasok egységarvektora Ft-ban legyen b = [ 10, 12, 50 }T.

a) Hatarozza meg az egyes eréforrasokbdl felhasznélt mennyiséget!

b) Hatdrozza meg az egyes termékek egy egységének eléallitdsihoz sziikséges erbforrds-
koltséget, azaz a fajlagos erdforrdskoltséget!

c) Hatdrozza meg az egyes eréforrasokbdl fel nem haszndlt mennyiséget!

d) Mennyi a program termelési dsszkoltsége?

e) Képezze a kovetkez$ szorzatokat és magyardzza meg jelentésiiket: p? AT, ATb.

az eroforrasok kapacitasat mu-

3. Feladat. Egy tizem 3 eréforrasbol 2 terméket allit el6. Az A technoldgiai matrix
sorai rendre a kovetkezok:

[8, 6],[8 1],[10, 4].
Az eréforrasok egységarvektora és az egy-egy termék eladasi arvektora legyen:
r=14, 8 6] & y=[914, 460] .

a) Mennyi az iizem haszna termékenként?
b) Mekkora mennyiségre van sziikség az egyes eréforrdsokbdl, ha a programvektor

p=1[158, 180]"7
¢) Mennyi lesz az lizem Gsszes haszna, ha a gyartott mennyiségeket el is adjak?

4. Feladat. Egy tizemben 3 eréforrasbol 4 terméket allitanak eld. Az A technoldgiai
matrix sorai rendre a kovetkezok:

[1, 1, 2, 4],[4 3 2 1],[3 1, 2 2].
Az ertforrasok egységarvektora és a programvektor legyen:

[40, 80, 60]" és [10, 30, 20, 40]".
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a) Mennyi az egyes termékek 1-1 darabjanak eldéllitasi koltsége?

b) Mennyi sziikséges az egyes eréforrdsokbdl a program megvalésitasahoz?

c) Szamitsa ki, hogy hany egység kell az elsé eréforrasbdl ahhoz, hogy mindegyik
termékbol 1-1 darabot allitsanak eld.

d) Mennyi a mésodik termék eléallitdsanak koltsége (egységre vetitve és Osszesen a
tervezett programnak megfeleléen)?

5. Feladat. Egy forgalmas levesbarban 4 féle levesbdl eladott adagok szaméat az alabbi
tablazatban foglaltdk ossze:

Gulyasleves Bableves Csontleves Husleves
Péntek 300 400 200 100
Szombat 400 400 400 200
Vasarnap 300 200 200 200

Az egyes levesek ara forintban p” = [ 400, 300, 200, 100 |

a) Mennyi a levesforgalom naponként forintban?

b) Mennyi a levesforgalom 6sszesen a 3 nap alatt forintban?

c) Hany adag fogyott el az egyes levesfajtdkbol a hdrom nap alatt egyiittesen?

d) Szamitsa ki, hogy az egyes napokon gulyaslevesbdl hany adaggal adtak el tobbet,
mint huslevesbdl.

e) Szamitsa ki, hogy az egyes napokon gulyaslevesb6l mennyivel volt tobb a bevétel,
mint huslevesbol.



