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Tengelyek lehajlasanak szamitasa

A tengelyeket kéttdmaszu tartoként modellezve, €s a szuperpozicio elvét alkalmazva a
kovetkezd eseteket vizsgaljuk

Tengely terhelése a tdmaszkozben koncentralt erével
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1. abra A tamaszkozben terhelt tartd a koordinata rendszerrel
Tengely terhelése a konzolon koncentralt erével
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2. abra A konzol végén terhelt tart6 a koordinata rendszerrel

Mindkét terhelési esetben az 1. és 2. pontban meghatarozhat6 a tartd x irdnyu lehajlasa és a
tartd szogelfordulésa, azaz x1, x2, 81 és 92, mint a z koordinata fliggvénye. Ezekbdl
szamithat6 egy-egy kitlintetett pontban a tengely lehajlasa és szogelfordulésa, igy x_F, §_F,
9 A és 3_B. Ha a tartora egyidejiileg a konzolon és a timaszkdzben is hat erd, akkor az eredd
lehajlés fliggvény a szuperpozicio elve alapjan a fenti két terhelési esetbdl nyert fliggvények
eldjeles Osszege lesz.
A tovabbiakban a tengely rugalmas vonalat Castigliano tétele szerint szamitjuk. Statikailag
hatérozott szerkezet és prizmatikus rad esetén ugyan egyszeriibb a rugalmas szal differencial
egyenletének megoldasaval eredményre jutni, de a Castigliano tétel sokkal altalanosabban
hasznalhato, ezért itt ennek a modszernek a hasznalatat mutatjuk be.
A hajlitas soran a kiils6 er6k munkdja €s a felhalmoz6do alakvaltozasi energia megegyezik.
Castigliano tétele szerint a szerkezet alakvaltozasi energidjanak egy adott er vagy erépar
szerinti parcialis differencialja egyenl6 a szerkezet adott pontjanak az adott er6é vagy
nyomaték iranyu elmozdulésaval illetve elfordulasaval.

0 =Y illetve 9, = 99 )

oF, oM,

A szerkezet tetszéleges pontjaban az elmozdulds vagy szogelfordulés tetszéleges iranyu
vetliletét szamithatjuk, ha a keresett helyen a keresett elmozdulas irdnyban felvesziink egy
(tetsz6leges nagysagu) Q erdt, vagy a keresett szogelfordulds iranyban felvesziink egy
(tetszbleges nagysagl) Q nyomatékt erdpart, és ezzel egyiitt allitjuk eld a szerkezet belsd
energidjat, majd Q szerint differencialjuk azt, a végén pedig a Q=0 helyettesitéssel nyerjiik a
keresett elmozdulés vagy szogelfordulas 0sszetevot.
Q-t altalanositott erdnek (erd vagy erdpar lehet), q-t pedig altalanositott elmozduldsnak
(elmozdulasnak vagy szogelfordulasnak) nevezziik. Ha olyan pontban kell kell elmozdulast
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vagy szogelfordulast szamolnunk, ahol eredetileg nem miikodott er6é vagy erépar, akkor a
bevezetett altalanositott erd és altalanositott elmozdulés segitségével a Castigliano-tétel

e

q=—= ()
Qo0

alaku lesz [1].
Az igénybevételek a radban az eredeti erérendszerbdl (nullas index jelzi), és a radra
poétlolagosan rahelyezett Q altalanositott er6bol (és tamaszto erérendszerébdl) allnak.

M, =M, +Q-m, 3
ahol

M
m=—2 4)
Q

viszonyitott igénybevétel (itt viszonyitott hajlitonyomaték). Az m mértékegysége mm, ha Q
erd, és mértékegység nélkiili, ha Q erdpar.

Ha csak a hajlitasbol szarmazé alakvaltozasi energiat tekintjiik mértékadonak, az
alakvaltozasi energia

_ (MhoJrQ'm)2
u_(l) AR (5)

alakban irhat6. Ebbdl a (2) szerint az altalanositott elmozdulés

q:a_u _ (Mho+Q‘m)mds _ J‘ MhO.mdS,
Qly, ¢ IE e @ I'E
tehat
q=IMds. (6)
I-E

(L)
Prizmatikus és homogén izotrop rudak esetén A masodrendii nyomaték és a rugalmassagi
modulusz kiemelhetd az integraljel elé, igy a kovetkezOkben hasznélatos

1
a=—=[M,, mads ©
lE 4,
alakot nyerjiik. Az 1. és 2. dbra jeloléseivel az egyenes tartd elmozdulasat az eredeti
igénybevétel €s a viszonyitott igénybevétel szorzatanak a z szerinti integralja segitségével
nyerjik, azaz
1

q= E IMhO(Z) m(z) dz. 8

(L)
A tamaszkozben koncentralt erdvel terhelt egyenes rud alakvaltozasa

Tekintsiik az 1. dbra szerinti tartot, és képezziik a (8) egyenlet nyomaték fiiggvényeit. A 3.
abra mutatja az eredeti terheléshez tartozé M, ,(z) nyomaték valtozasat z mentén, tovabba az

1. és 2. jelti pontokban hato Q altalanositott er6khdz tartozo viszonyitott igénybevételeket. A
mértékegység nélkiiliek az eréparhoz, a hosszusag [m] egységiick az er6hoz tartoznak. Az
altalanositott erd irdnyitottsdgat mindenhol az x koordinata pozitiv irdnyban, illetve a
jobbsodrasu koordinata rendszer pozitiv forgasiranyaban vettiik fel, és ennek megfeleléen
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rajzoltuk meg az eredeti terhelésii tartd igénybevételi abrait, illetve a viszonyitott
igénybevételek abrait.
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3. abra A tényleges erérendszer nyomatéka és a viszonyitott igénybevételek, a timaszkozben
terhelt tarto esetén

A tamaszto erérendszer a statikai egyenletekkel szamithatd, a nyomaték és viszonyitott
nyomaték fiiggvények pedig egyenesek egyenletei. Egyenesek, hiszen a terhelések koncentralt
erdk vagy koncentralt erOparok. Az egyenes egyenlete, két pontjanak ismeretében az
X_onx1 % (Z_Zo) ©)
1 0
egyenlettel irhato le, ahol x helyére a nyomaték vagy a viszonyitott nyomaték (fliggetlen

valtozo) keriil, két ismert pontja pedig P,és P, .

Az A és B ponti tdmaszerdket, tovabba a nyomaték fliggvények 1. és 2. szakaszainak
egyenleteit az 1. tablazatban foglaltuk ossze.

A lehajlas fiiggvényei a tdmaszkdzben terhelt tarton, a (8) egyenlet és az 1. tdblazat szerint
szamithatok. A nyomaték fliggvények csak szakaszonként folytonosak, ezért szakaszonként
kell elvégezni az integralast. A szakaszok a 3. abra segitségével jeldlhetoek ki. Mas fliggvény
fogja leirni a tengely lehajlast és tengely szogelfordulést az er6tdl balra, és az er6tdl jobbra.
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1. tablazat A tdmaszkozben terhelt tarté nyomaték fliggvényei

Terhelés ¢és Tamaszerok A nyomaték,
igénybevétele illetve viszonyitott nyomatékok fliggvényel
A B legnagyobb | 1.szakaszon | 2.szakaszon
érték
M) | b _fd g o, _Fi(z-0)
[Nm] / / / / /
*Q I mz2)| -z oz, f—zlzl (-2, —ﬁ(z—z)
[m] 0 0 0 0
*Q | my(z) 1 1 1 1 Ye-0)
-] ‘ / l
*Q | m(z)| t-z, oz, (-2, ., (-1, _Z_Z(z_g)
[m ¢ 0 0 ‘
*Q | m,(2) 1 1 1 1, Yo
-] I ‘ l ¢
Az erotol balra
1
q= E(_LM ho (Z) ml(z) dz
z1 a l
IEq= IMl(z) ml(z)dz+J.M1(z) mz(z)dz+J'M2(z) m,(z) dz (10)
0 z1 a

A (10) osszefliggés q altaldnositott elmozdulasa egyarant megadja az x irdnya tengelylehajlast
illetve az y tengely koriili 9y szogelfordulast, ha az 1. tdblazatbol az 1. sor nyomatékait és a 2.
illetve 3. sor viszonyitott nyomatékait helyettesitjiik be a képletbe. Az igy nyert

Osszefliggések
T b -z t_b z of _a z
IEf, = !FZZ- ; Lz dz+£Fzz-(—71(z—£)] dz+£(— Fz(z—ﬁ))-(—j(z—ﬁ)j dz
z1 a l

wfxl:% Y [2* dz+6bz—l_|.£z—zzdz+6az—1j(z—€)2 dz

F )% I 0
olE Efxl —op[1-% [23]31 +3bzl[zz]il —2£[z3]i1 +2aﬁ[(z—£)3]:

F / l l
0 'FEffX1 = 2b —% 28 +3bz, (2’ —zf)—z%(ﬁ ~2%)+ 2a%[(£—£)3 ~(a-¢)]

3

O1E s _ iabza? bzt -22% —2a%(a—€)3

61E/

3
f,, =—bz +3bz,a® -2 baﬁzl - Za%(— b)’

2 12
6'FE€fX1=-bzf+[3ba2—2aba gb ]zl




LFngXl =—bz? + (3ba2 —2ba® + Zabz)z1
LF”fX1 — _bz? +ab(a+2b)z, (11)

Innen f,;, mar szamithat6. A tobbi elmozdulast (lehajlast) hasonléan szamithatjuk. Példaul

ugyancsak az er6tdl balra esé szakaszon az y tengely koriili szogelfordulas a (10)
Osszefiiggésbdl kiindulva az 1. tdblazat 1. és 3. soranak felhasznalasaval

I E 9, =IF%Z~(—%Z) dz+iF%z~(—%(z—€)j dz+§[(—F%(z—£)}-(—%(z—ﬁ)} dz

| E ¢ b7 b ? a

T9y1 :—lezdz—zizz —z-fdz+Z£(z—£)2 dz
IE /¢ b? ; a

— % :—z£22d2+b£z dz+Z!(z—€)2 dz

61E/¢ ba’ a
=9 =—27+3b(a2 —zf)—zz(a—é)a

3

LU L L

F ] 0

2 B2

OlE g = 2% " 3ha® 3077
LFEKle = —2ab(a — b)+ 3aba — 3bz?
6I—FE£8yl =+a’b—2ab* —3bz?
6'—FEfgy1 = —3bz? +ab(¢ +b) (12)

Innen 8,, mar szamithato. A tobbi szdgelfordulast hasonloan szamithatjuk.

Az erdtol jobbra

a z2 l
IEq= J. M, (z) m,(z)dz + J.Mz(z) m, (z)dz + IMZ(Z) m,(z) dz (13)
0 a z2
egyenlet irja le a tengelylehajlast illetve a szogelfordulast, ha az 1. tablazatbol a 4. illetve 5.
sorokbdl helyettesitjlik be a viszonyitott nyomatékokat. Az igy nyert dsszefiiggések

LFEKfXZ =-a(f-z,) +ab(2a+b)r-z,) (14)
6I—FE£8y2 =3a(/ -z, )" —ab(a+2b) (15)
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A konzolon koncentralt erével terhelt egyenes rud alakvaltozasa
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4. dbra A tényleges erérendszer nyomatéka és a viszonyitott igénybevételek, a konzol végén
terhelt tart6 esetén

A lehajlas fiiggvényei a konzolon terhelt tarton, a (8) egyenlet és az 2. tabldzat szerint
szamithatok. A nyomaték fiiggvények csak szakaszonként folytonosak, ezért szakaszonként
kell elvégezni az integralast. A szakaszok a 4. abra segitségével jelolhetéek ki. Mas fliggvény
fogja leirni a tengely lehajlast €s tengely szogelfordulast az er6tdl balra, €s az er6tdl jobbra.
Az er6tdl balra

1Eq= [M,@)m,(2)dz + [M,(2) m,(2)dz (16)

-z1

A (16) osszefliggés q altalanositott elmozdulasa egyarant megadja az x iranyt tengelylehajlast
illetve az y tengely kortili 3y szogelfordulast, ha a 2. tablazatbodl az 1. sor nyomatékait és a 2.
illetve 3. sor viszonyitott nyomatékait helyettesitjiik be a képletbe. Az igy nyert
Osszefliggések

LFEKle =£(— 23 +3az? +2a£zl) (17)
LFEggyl = —((- 322 + 6az, + 2a) (18)
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2. tablazat A konzolon terhelt tartdo nyomaték fiiggvényei

Terhelés és Tamaszerdk A nyomaték,
igénybevétele illetve viszonyitott nyomatékok fiiggvényei
A B legnagyobb | 1.szakaszon | 2.szakaszon
értek
+F | M(2) a —Fa ~F(z+a) a
- ol FZ FE(z—1
[Nm] F(“ z} / 720
+Q | m,(2) (. z, -z, —(z+2,) ﬁ(z—f)
[m] ‘ / ‘
+Q ml(z) 1 _1 1 1 —1(2—5)
[-] 0 I l
*Q | m(z)| t-z, oz, f—zzzz (-1, _Z_Z(z_g)
[m ¢ 0 0 ‘ /
*Q | m,(2) 1 1 1 1, Yo
-] ; ! ‘
Az er6tdl jobbra
z2 l
IEq=IMz(z)ml(z)dZJrJ.Mz(z)mz(z)dz (19)
0

egyenlet irja le a tengely lehajlast illetve a szogelfordulast, ha a 2. tablazatbodl a 4. illetve 5.
sorokbdl helyettesitjiik be a viszonyitott nyomatékokat. Az igy nyert 6sszefliggések

6|—|:E£fX2 = —a(z?; -30z; +2£222)
6'—FEESYZ =a(-322 +6/z, - 202)

(20)

(21)

A tengely x irdnyu lehajlasa a szuperpozicio elve szerint a két f, (Z)lehajlés fiiggvény eldjel
helyes Gsszege lesz. Ha az yz sikban is hatnak erdk, akkor ott ket f, (Z)lehaj lasfiiggvényt

Osszegeziink eldjelhelyesen, majd a teljes lehajlast egy adott helyen (pl. egy fogaskerék z
koordinataju helyén

f=f2(ze)+F; (z;)
szerint szamithatjuk. Adott tengelypont szdgelfordulasat hasonldan, a

8= \/8>2< (ZF) + 932/ (ZF)
képlettel szamitjuk.

Irodalom

(22)

(23)
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