Hidrogén atom - Coulomb potencial

A pozitiv proton €s a negativ elektron k6zotti potencialis energia:
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Az elektron az egyetlen proton altal alkotott mozdulatlannak tekintett pontszerii atommag
altal 1étrehozott elektromos térben mozog.
Az 1dotol fiiggetlen Schrodinger egyenlet harom dimenzidban:
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Az egyenletet megoldva kaphatjuk meg az elektron energia sajatértékeit, €s a hozzajuk
tartozo sajatfiiggvényeket, amelyek az elektron tartozkodasi valdszinlisegerdl adnak
informaciot a kiilonb6z6 kvantumallapotokban.

A Coulomb potencialt behelyettesitve:
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Gombi polar koordinatak

Mivel a potencidlis energia csak a tavolsagtol fiigg (gombszimmetrikus), érdemes attérni a
gdmbi polar koordinatakra:
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A Laplace-operator:
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Hidrogén atom sajatfliggvényei

Az 1d6tdl fiiggetlen Schrodinger-egyenlet tehat:
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Mivel a potencidlis energia csak az r tavolsagtol fligg, a sajatfliggvény felbonthatod r-tol és
a 0, ¢ szogektol fliggd fiiggvények szorzatara:

Y(r,0,¢) = R(r)Y (6, $)

AY (0, p) szogektdl fiiggd részt a gombfiiggvények adjak:

. P/™(cos 6): modositott Legendre-polinomok
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P?(cos 8) = P;(cos 8): Legendre-polinomok

Az r-tol figgo rész:
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51231)(6) az (n + 1)-edik Laguerre-polinom (21 + 1)-edik derivaltja
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Polinomok

Legendre polinomok: P;(cos 6) Modositott Legendre-polinomok: P;™(cos 6)
_ 1 1
Po=1 P =1 P1‘1:§\/1—c0529=zsin9
P, = 0
1= 508 P = cos @

1
P, = =(3cos?8 — 1
? 2( ) Pl = —\/1 — cos26 = —sin @

, 1
Laguerre-polinomok: Ly () P;* = §sm29
Ly =1 P2‘1=§cosesin9

L1 — —€+1

1
1 P) = E(Bcoszﬁ - 1)
L, :E(fz — 4+ 2)

P} = —3cos6+/1 — cos26 = —3 cos 6 sin O

Ly :1(—53 + 982 — 188 + 6)

6 PZ = 3(1 — cos?0) = 3sin?6

(m=-1..,0



Kvantumszamok ¢s energia sajatértekek

A sajatfiiggveny altalanos megoldasa:
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Ebben az n, | és m egész szamok a kvantumszamok.

Az energia sajatértékek csak az n fokvantumszamtol fliggnek, és a Bohr-modell altal

megjosolt értékeket adjak. Ezuttal azonban nincs sziikkség semmilyen feltételezésre, €s
tisztan kvantummechanikai szamitas szolgaltatja természetes modon az eredmenyt:
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Az | a mellékkvantumszam, amelynek értéke: [ = 0, 1, ...,n — 1 lehet (n féle érték).

=2,176-10718] =136 eV

Az m a magneses kvantumszam, amelya —-(,—-(+ 1, ...,—-1,0,1, ..., — 1, [ értékeket
veheti fel, amely (21 + 1) féle értéket jelent.

Ez azt jelenti, hogy egy E,, sajatértékhez tobb linearisan fiiggetlen sajatfliggvény tartozik,
tehat az energia sajatértékek a hidrogén atomban elfajultak.

Az elfajulas mérteke, tehat a sajatfliggveények szama adott n esetén:
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Példa:

Az éltalanos sajatfliggvényt €s a megfeleld polinomokat hasznalva irja fel az alabbi
sajatfiiggvenyeket 1-re normalizalt formajukban! A sajatfiiggvényeket r fliggvényében irja
fel, és hasznalja a hidrogén alapallapotahoz (n = 1) tartozo rg Bohr-sugarat!

a) Y190 (1s allapot)

b) Y,00 (2s 4llapot) i
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Hazi feladat 8:

Hatarozza meg, hogy mely tavolsagban talalhat6 az elektron a legnagyobb
valoszintiséggel a hidrogén alapallapotaban!

Mekkora a valdszinlisége annak, hogy a hidrogén elektronjat annak alapallapotaban a
kétszeres Bohr-sugaron beliil talaljuk?
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