Tenzor kontrakcioja

Tenzor rendje kettovel csokken, ha egy kontravarians €s kovarians indexét osszeejtjiik:

Pl.
TM“ =T+ T+ TF+T;  masodrendii tenzorbol skalar lesz.

Ez a matrixok spur miiveletének altalanositasa.

Egységtenzor:
Tetszoleges négyesvektorral szorozva azt onmagaba viszi at: § 5 AP = AH
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Egységtenzor kontrakcidja (spurja): 5[; =4

Egységtenzor inverze 6nmaga: 55 58 = st

Lorentz transzformaciod soran az egysegtenzor 0nmagaba megy at.



A metrikus tenzor

A metrikus tenzor egy tetszOleges kovaridns vektorbdl eldallitja a megfeleld kontravarians

vektort;
AI"" - g:u'vAv

A kovarians metrikus tenzor esetében pedig: A, = g,,A"

A metrikus tenzor segitségével tehat az indexek le és fel hazhatok.
Komponensei matrixalakban:

1 0 0O O
0O -1 0 O
(g*") = (g,uv) Vo 0 =1 o
0 O 0 -1

A kovarians metrikus tenzor a kontravarians metrikus tenzor inverze: g#fg,, = 5y

A metrikus tenzor determinansa g = —1, spurja pedig gﬁ = =2,

Az ivelem négyzete: | ds® = g, dx*dx? = g*dx,dx,

A metrikus tenzor megadja, hogyan kell kiszamitani az ivhosszelem négyzetét a
koordinata-differencialokbol.



Gradiens ¢s divergencia

Skalar négvesgradiense:

@(x*): skalarérteki fuggvény a Minkowski-téren értelmezve
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Mivela dop = — dx,, = —— dx*” mennyiség skalar.
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Vektormez6 négyesdivergenciaja:

At (x*):  a Minkowski-téren értelmezett vektormezo
A

: : 0
A négyesdivergencia Lorentz-skalar: —— = g, A#
ax# H

A négyestérfogat elem Lorentz-invarians: dQ = dx°dx'dx?dx3 = cdtdV



A specialis relativitas elve

A természet torvényei nem fiiggnek attol, hogy mely inerciarendszerben irjuk fel Oket.
Matematikailag: a torvényeket leird egyenletek alakja azonos

Ez akkor lehet, ha az egyenletek Lorentz-kovariansak, vagyis

négyestenzor = 0 alakuak.

Ilyenkor az adott tipusu négyestenzor Lorentz-transzformaci6 hatasara ugyanolyan
tipusu négyestenzorba transzformalodik. A matematikai alak megmarad.

Mozgasegyenletek:
Szarmaztatas a legkisebb hatas elve alapjan.

Hatasfunkciondl: 1étezik az altalanos koordinataknak €s altalanos sebesseégeknek olyan
funkcionalja, amely az adott kezdd- €s végpont kozott a valosagos mozgasra extremalis.
Lorentz-invarians vagyis Lorentz-skalar.

A hatas a rendszer mozgasara vonatkozo torvényt fejezi ki a legaltalanosabb modon.
Ertéke tehat fliggetlen az inerciarendszertdl «— specidlis relativitas elve



Sebességtranszformacio

A K rendszerben mérve a test sebessége a pozitiv X irdnyban u, = AX/AL.
A K’ rendszer a K-hoz képest a pozitiv X iranyban halad v sebességgel.
Az X iranyu sebességkomponens a K’ rendszerben mérve:
Ax"  y(Ax —vAt) At u,—v

;= r— = T  ahol vy =—
At ( AXU) At _ WV 2

14 At_C_Z c2 1 — =

u, =

Amennyiben a mozgo6 rendszerbodl szeretnénk u,’-t attranszformalni a nyugvo rendszerbe,
akkor mindenhova v helyett —v-t kell irni:
Ax  y(Ax"+vAt) A u ' +w

Uy = 7 ;= 7
At y (At’ + szv) At 1+ uxzv
C C
AV sebessegre merdleges komponensek transzformacioja:
. Ay Ay At U, , . AZ U,
YT ar T Axv\ At Uy U M TRy T UxV
]/(At—c—z) V( _C_z) ]/( _7)
Az ellenkez0 iranyba transzformalva pedig:
A Ay’ At' u,,’ Az u,’
uy _ y — y . — Yy . éS uZ = = z 7




Négyessebesseg

A sebesseg kozonseges értelemben vett definicigja (i = 1, 2, 3):

vt = lim Ax

At-0 At

Szamlald négyesvektor komponenseiként, nevezd annak nulladik komponensekent
transzformalodik. A hanyados nem transzformalodik négyesvektorként!
Kis sebességeknél (At" = At) kapunk csak megfelelé harmasvektorokat, amikor az
1d0 skalarként viselkedik.
Invarians skalar szerint kell derivalni!

Vilagvonal: a pontrészecske mozgasa soran a téridoben kirajzol egy vonalat.
Ez paraméterezheto egy adott elemi eseménytol mérhetd s ivhosszal, vagy a vele
aranyos sajatidovel.

S=CT 7: a K, nyugalmi rendszerben mért 1do

Mind az ivhossz, mind a sajatidé Lorentz-skalar.

Neégyessebesség:
, _ ax® idédilatacio: dt = ydt
T y: Lorentz-faktor K és K, kozott.
;_ dxtdt dx' i o dx° cdt ' k= ( V)
= = —_— = = = 1 =
u dt dt Y dt Yv u dt a1 ye gy u yC, YV



Feladat

Bizonyitsa be, hogy a négyessebesség 1dOszerti vektor, €s normanégyzete Lorentz-skalar!



Négyesgyorsulas

A négyesgyorsulas a négyessebesseg sajatidd szerinti derivaltja:

dut d?xH

dt dt?

A négyessebesség és a négyesgyorsulas ortogonalis vektorok.

at =

Bizonyitas: azon alapul, hogy a négyessebesség normanégyzete konstans.

d( #)_ du“_l_duﬂ kg
dr ) = T ar &

Mivel:
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dr & T 9Ty I MT ST m T T
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Tehat a normanégyzet derivaltjaban ugyanaz a tag szerepel kétszer. Kettdvel osztva:

u,— =u,a* =90
“d‘[ u



A tomeg fogalma

A klasszikus (newtoni) mechanikaban a tomeg a tehetetlenség mértéke.
Két tomegpont iitkdzése esetén a sebességvaltozasok aranya a tomegek aranyanak
reciprokja:

1M 115

Va2 — Vaal __Mmg

|77Bz - 5B1| B mgy



Tomeg relativisztikus mozgas esetén

Legyen két megfigyel6 A €s B, akik egymashoz képest nyugalomban vannak, €s egymasnak
dobnak két ugyanolyan (m, = mp = m,) labdat azonos u, nagysagu sebességgel, melyek
rugalmasan litkoznek.

A ket labda titkozés utan ugyanolyan uy nagysagu sebességgel pattan vissza A €s B kezébe.

Igy aztan természetesen: 2u, mg

= =1
ZU,O my

Most mozogjon A és B egymashoz képest v sebességgel a labdak iranyara merdlegesen.
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Relativisztikus tomegnovekedées

Legyen K’ vonatkoztatasi rendszer az A megfigyel6hoz rogzitve, K pedig B megfigyelohoz.
K* a +x irdnyban halad v sebességgel. Ekkor a labdak sebességei litkozes elott €s utan:
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Amennyiben u, — 0, akkor elmondhato, hogy m, nyugalomban van, my pedig v
nagysagu sebességgel mozog az A megfigyelohoz képest.

my = my nyugalmitomeg mp =ymy =ymy mozgasi tomeg



A relativisztikus tomeg sebességfiiggése

A K vonatkoztatasi rendszerben nyugvo megfigyeld az u sebessegii test tomegét a nyugalmi
tomegnel nagyobbnak méri:
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Relativisztikus lendilet

A mozgo test relativisztikus tomegnovekedése miatt a lendiilet sem a klasszikus modon
fligg valojaban a sebességtdl, a megszokott keplet kizarolag u < ¢ esetén igaz.
A fény sebessegével 0sszemérheto (relativisztikus) sebességek esetén a lendiilet nagysaga:
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