Kinematika

A mozgas matematikai leirasa, a mozgast kivalto ok feltarasa nélkiil.



Helyvektor ¢s elmozdulas

Egy test helyzetét €s helyzetvaltozasat csak mas testekhez viszonyitva irhatjuk le.
Ezért eloszor valasztani kell egy vonatkoztatasi rendszert:

Egy test (pontszertl) helyzetét a t idopillanatban
egy 7(t) helyvektorral jellemezziik, ami a
vonatkoztatasi rendszer orig6jabol a testhez mutat.

A test mozgasa sordn a térben kijeloli a
palyagorbét.

Az elmozdulas a helyvektor megvaltozasa egy
eltelt At ido alatt (itt At =t, —t,).

ﬂFl,E — F(tg) T F(tl) O AF]_,Z == FZ - Fl



Sebesség

A sebesség azt jellemzi milyen gyorsan valtozik a helyvektor.
FONTOS: a sebesség vektormennyis€g, iranya €s nagysaga is szamit!

Ha a sebesség iranya és/vagy nagysaga
valtozik (altalaban i1gen),
akkor pontos értéket csak Elmozdulas-vektorok
kis At id6ére kaphatunk. egyre kisebb At eseteben
Teljesen pontos, ha At — 0.
... AF dF
YV




Gyorsulas

A gyorsulas a sebességvektor valtozasi gyorsasaga:
g Av  dv
a=lim—=—
At—0 At dt

FONTOS: gyorsulas akkor is van ha csak a sebesség iranya valtozik. Pl. kanyarodas

Ha a gyorsulas, mint az id6 fliggvénye, valamint a kezdeti hely 7, és a kezdeti sebesség v
1smert, akkor a mozgas palyaja meghatarozhato:

ElsO 1épés a sebesseg 1d0 fliggveny meghatarozasa:

o dv . .
a=— — adt=dv
dt tl )4 J4 4
A végén a t, paraméter
Barmely t; idopontban a sebesség: v (t;) = f a(t)dt + v(ty) helyett siman t-t ifrunk,

s és megvan a v(t)

A sebességfiiggvény ismeretében a helyvektor barmely t; idOpontban
hasonloképpen meghatarozhato:

t r r
: A végén a t, paraméter

rF(ty) = f v(t) dt + 7(ty) helyett siman t-t irunk,
o és megvan az 7(t) fliggvényiink.



I4

Uthossz ¢€s atlagsebesseg

Egy adott 1d0 alatt megtett aithossz a kdzben befutott palyagorbe hosszat jelenti.
Ez mar csak egy skalar mennyiség.

Szamitasanal csak a sebesség nagysaga fontos:

ts
51y = f 15(6)] dt
Ly

Az abra szeml¢lteti a kiillonbséget az uthossz
¢s az elmozdulas(vektor) kozott!

Az atlagsebesség (skalar) az a sebességnagysag
amivel egyenletesen haladva ugyanazt a hosszisagu
utat tenné meg a test ugyanakkora ido alatt:

5 — 51,2
-~ tp — 1

Nem vektor jel,
csak egy vonas!




Derékszogl Descartes koordinata rendszer

Segitségével a palya egyenlete:

F(6) = x(0)T+ y(©)] + z(Dk
Az x(1), y(t), z(t) fiiggvények a koordinatak.

Az T, f,E egységvektorok a bazisvektorok.

Pitagorasz tételével: r = \/x2 + y2 + z2

A sebesség:
dr dx_ dy_. dz-

_k:-u—} - —* 'E
a7 dtl—l_dtj—l_dt xt+yj+z

v =

A sebesség nagysaga: v = /%2 + y2 + 22

A gyorsulas és nagysaga:

dﬁ_dzﬁ_dzx“rdzynrdzz_}
dt dtz  dezt T de2? Taee

a =

k =¥+ jj + 7k a =%+ 32+ 72



P¢lda: Egyenes vonalu egyenletes mozgas

A mozgas 1 dimenzids, ezért elég egy koordinata ha a mozgds iranyaba vessziik fel
azt az egy tengelyt (pl. x). Va

Ebben az egyszerl esetben:
Uy =V Ax = s Vo
= ty ty
s(ty) = f 15(0)| dt = f vdt = vf dt = vAt s(tr)
to Lo Lo i
t)
Tehat ha t, = 0, akkor visszakapjuk az s = vt képletet. S

A megtett it a sebesség-1do grafikon alatti teriilet.

s(t1)
Tehat az uthossz linearis fliiggvénye az idonek, a
meredekség pedig a sebesség:
S
tana = v = —




P¢lda: Egyenes vonalu egyenletesen valtozo mozgas

Ha a kezddsebesség vektor és a gyorsulds vektor egy egyenesbe esik, akkor a test
annak az egyenesnek a mentén fog mozogni (ismét elég egy koordinata, pl. z):

tehat a test a z tengely iranyaban halad allando6 a, gyorsulassal, és 1d6tol fliggd v,
sebességgel (ezek a komponensek lehetnek negativok is!). A tobbi komponens (X, y) nulla.
A sebesség egy t; idopontban:

t1
legyent, =0
v = [(@@dt+ o) =t - ) +ul) )b,
t
’ Ezekkel:| v,(t) = a,t + v,
A “ (Av, = a,At)
Atest helye: z(t;) = f v,(t)dt + z(ty) = | (a,t + v,o) dt + z(t,)
to tO
legyen z(t,) = z, Vz Z
Tehathat, = 0 tovabbrais: vz(t1)
“1 z(t1)
2(t) =2 a,t? + v ot + 2o
az
Az
AV, Vz0 z 201




P¢lda: Ferde hajitas

A gyorsulas allando (g), de nem esik egybe a kezdOsebesség vektor iranyaval:

A kezdeti sebesség felbontasa (2D — x €s z):

- E:rfr -
Vox = Vg COSA Vo, = Vg Sina

— Viz -
A gyorsulds: @ = —gk

A sebesség-id8 fiiggvény: B(t) = vo,i + 0] + (—gt + vo,)k

— :"'"r?i
A helyvektor: 7(t) = v, (7 + 07 + (—%tz +vg,t)k
A test foldet ér amikor z = 0: Z » ANIMACIO IDEKATTINTVA!
—%t2+1?ﬂsina:t:0 Fmay
. 2V sin
Megoldva az idore: t = ———
g

Behelyettesitve az X koordinatara
megkapjuk a hajitas tavolsagat:

2v2,sin @ cosa
g

xmax _



https://youtu.be/ZdrqNIDUtqc

Sikbelil polar koordinata rendszer

A két koordinata: egy ponttdl mért tavolsag és egy iranytol mért szog.
Kormozgas leirasara jol hasznalhato, ha az origd a kor kdzéppontjdban van.

Pitagorasz tételével €s a tangens definiciojabol:

y
— 2 2 t = —
F=4x“+y an @ ¥

A koordinatakat a masik iranyba kifejezve:

X = TrCcosQ@ Yy = rsin@

A ¢ szog valtozasi gyorsasaga adja a
szogsebességet (mertekegysege: 1/s):
de

TS

A szdgsebesség valtozasi gyorsasaga

pedig a szoggyorsulas (mértékegysége: 1/52):

dw d%¢
B = dt  dt?

P(r, )

'

SEBESSEG ES GYORSULAS
SIKBELI POLAR KOORDINATAKKAL:
VIDEO IDEKATTINTVA!



https://youtu.be/JhnpoeOoLGk

P¢lda: Egyenletes kormozgas

21
A szogsebesség allando: w — all. = T B =0

(ahol T a periodusido)

sugarirany

v(t;)

AT id6 alatt megtett ut tehat a kor keriilete: s(T) = 2Rz

erintdirany
A mozgas sebességének nagysaga (keriileti sebesség) 1s
alland6 (az iranya viszont nem!):

s(T) 2nR
U — p—

— R
T T @

Mivel a sebesseg iranya folyamatosan valtozik,
a gyorsulas nem nulla. Nagysaga allando,
iranya pedig mindig a kozéppont felé mutat
(centripetalis):
v?  R?*w?
“@=% TR TR

— Rw?

ANIMACIO IDEKATTINTVA!



https://youtu.be/HuAZ2rKiwIo

P¢lda: Egyenletesen valtozo kormozgas

sugarirany

v(t;)a
hﬂ._g_ll__f

A szoggyorsulas B = allando, €s emiatt a
szogsebesség linearisan valtozik:

w(t) = Bt + wy

Az 4llando szoggyorsulas miatt a gyorsulasnak
lesz egy alland6 nagysagu érintOiranyu
(tangencialis) komponense. Emiatt a sebesség
nagysaga egyenletesen valtozik:

dv
at:ﬁR:E

erintdirany

a, >0

A gyorsulas nagysaga Pitagorasz tételebol:

a= \/acpz + a,?

A megtett Ut csak a tangencialis gyorsulas komponenstol
fligg (a masik komponens csak az iranyt valtoztatja):

erintdirdny

1
s(t) = Eatt2 + vyt a, <0

ANIMACIO IDEKATTINTVA!



https://youtu.be/smpLxOcDv9E

