Kinematika

A mozgas matematikai leirasa, a mozgast kivalto ok feltarasa nélkiil.



Helyvektor ¢s elmozdulas

Egy test helyzetét €s helyzetvaltozasat csak mas testekhez viszonyitva irhatjuk le.
Ezért eloszor valasztani kell egy vonatkoztatasi rendszert:

Egy test (pontszertl) helyzetét a t idopillanatban
egy 7(t) helyvektorral jellemezziik, ami a
vonatkoztatasi rendszer orig6jabol a testhez mutat.

A test mozgasa sordn a térben kijeloli a
palyagorbét.

Az elmozdulas a helyvektor megvaltozasa egy
eltelt At ido alatt (itt At =t, —t,).

ﬂFl,E — F(tzj T F(I‘-l) O AF]_,Z == FZ - Fl



Sebesseg

A sebesség azt jellemzi milyen gyorsan valtozik a helyvektor.
FONTOS: a sebesség vektormennyis€g, iranya €s nagysaga is szamit!

Ha a sebesség iranya és/vagy nagysaga
valtozik (altalaban i1gen),
akkor pontos értéket csak Elmozdulas-vektorok
kis At id6ére kaphatunk. egyre kisebb At eseteben
Teljesen pontos, ha At — 0.
... AF dF
YV




Gyorsulas

A gyorsulas a sebességvektor valtozasi gyorsasaga:
s g Av  dv
a=lim—=—
At—0 At dt

FONTOS: gyorsulas akkor is van ha csak a sebesség irdnya valtozik. Pl. kanyarodas

Ha a gyorsulas, mint az id6 fliggvénye, valamint a kezdeti hely 7, és a kezdeti sebesség v
ismert, akkor a mozgas palyaja meghatarozhato:

ElsO 1épés a sebesseg 1d0 fliggveny meghatarozasa:

. dv . .
a=— — adt=dv
dt tl )4 4 4
A vegen a t; paraméter
Barmely t; idépontban a sebesség: v (t;) = f a(t)dt + v(ty) helyett siman t-t irunk,

s és megvan a v(t)

A sebességfiiggvény ismeretében a helyvektor barmely t; idOpontban
hasonloképpen meghatarozhato:

t y ’
: A végén a t, paraméter

r(ty) = f v(t)dt + 7(ty) helyett siman t-t irunk,
o és megvan az 7(t) fliggvényiink.



I4

Uthossz ¢€s atlagsebesseg

Egy adott 1d0 alatt megtett aithossz a kdzben befutott palyagorbe hosszat jelenti.
Ez mar csak egy skalar mennyiség.

Szamitasanal csak a sebesség nagysaga fontos:

L,
51y = f 58] dt
ty

Az abra szeml¢lteti a kiillonbséget az uthossz
¢s az elmozdulas(vektor) kozott!

Az atlagsebesség (skaldr) az a sebességnagysag
amivel egyenletesen haladva ugyanazt a hosszisagu
utat tenné meg a test ugyanakkora ido alatt:

51,2
tr, —

=l
I

Nem vektor jel,
csak egy vonas!




Derékszogl Descartes koordinata rendszer

Segitségével a palya egyenlete:

7(t) = x(0)T+ y(0)j + z()k
Az x(1), y(t), z(t) fiiggvények a koordinatak.

Az T, f,E egységvektorok a bazisvektorok.

Pitagorasz tételével: r = \/x2 + y2 + z2

A sebesség:
dr dx_ dy_. dz-

_k:._} - —* -I;
i dt£+dtj+dt xt+yj+z

=l

A sebesség nagysaga: v = /%2 + y2 + 22

A gyorsulas és nagysaga:

dﬁ_dzﬁ_dzx“rdzy“rdzz_}
dt dez  dezt T de2? Taee

a=

k = %1+ j] + 7k a=i?+y?+2°



P¢lda: Egyenes vonalu egyenletes mozgas *

A mozgas 1 dimenzids, ezért elég egy koordinata ha a mozgds iranyaba vessziik fel
azt az egy tengelyt (pl. x). Va

Ebben az egyszerli esetben:
Uy =V Ax = s Vo
ty ty ty
s(ty) = f |5(t)| dt = f vdt = vf dt = vAt s(t))
tg tg to .
t)
Tehat ha t, = 0, akkor visszakapjuk az s = vt képletet. S

A megtett it a sebesség-1d6 grafikon alatti tertilet.

s(t1)
Tehat az uthossz linearis fliiggvénye az idonek, a

meredekség pedig a sebesség:

S
tana = v = —
L

Példa: 1 b




P¢lda: Egyenes vonalu egyenletesen valtozo mozgas

Ha a kezddsebesség vektor és a gyorsulds vektor egy egyenesbe esik, akkor a test
annak az egyenesnek a mentén fog mozogni (ismét elég egy koordinata, pl. z):

tehat a test a z tengely iranyaban halad allando6 a, gyorsulassal, és 1d6tol fliggd v,
sebességgel (ezek a komponensek lehetnek negativok is!). A tobbi komponens (X, y) nulla.
A sebesség egy t; idopontban:

t1
legyent, =0
vz(tl) = j az(t) dt + Vz(to) = az(tl - tO) + vz(to) UZ(tO) 0: V50
t
’ Ezekkel:| v,(t) = a,t + v,
A “ (Av, = a,At)
Atest helye: z(t;) = f v,(t)dt + z(ty) = | (a,t + v,o) dt + z(t,)
to to
legyen z(t,) = z, Vz Z
Tehdt haty= 0 tovabbrais: vz(t1)
“1 z(t1)
2(t) =2 a,t? + v ot + 2o
Az Az
AV, Vz0 z 207
Pé¢lda: 2




P¢lda: Ferde hajitas

A gyorsulas allando (g), de nem esik egybe a kezdOsebesség vektor iranyaval:

A kezdeti sebesség felbontasa (2D — x €s z):

- E:rfr -
Vox = Vg COSQA Vg, = Vg SIiNa

— Viz -
A gyorsulds: @ = —gk

A sebesség-id8 fiiggvény: B(t) = vl + 0] + (—gt + vo,)k

— :"'r?(
A helyvektor: 7(t) = v, (7 + 07 + (—%tz +vg,t)k
A test foldet ér amikor z = 0: Z 4 ANIMACIO IDEKATTINTVA!
—%tz—l—wﬂsin{xt:(} Fmay
. 2V sin
Megoldva az idore: t = ———
g

Behelyettesitve az X koordinatara
megkapjuk a hajitas tavolsagat:

2v?,sin a cosa
g

xmax —



https://youtu.be/ZdrqNIDUtqc

Sikbel1 polar koordinata rendszer

A két koordinata: egy ponttdl mért tavolsag és egy iranytol mért szog.
Kormozgas leirasara jol hasznalhato, ha az origd a kor kdzéppontjdban van.

Pitagorasz tételével €s a tangens definiciojabol:

y
r=.x%+y? taan;l:;
A koordinatakat a masik iranyba kifejezve:

X =T CosQ Yy = rsin@

A ¢ szog valtozasi gyorsasaga adja a
szogsebességet (mertekegysege: 1/s):
de

TS

A szdgsebesség valtozasi gyorsasaga

pedig a szoggyorsulas (mértékegysége: 1/52):

dow d?¢
B = dt  dt?

P(r, p)

@

SEBESSEG ES GYORSULAS
SIKBELI POLAR KOORDINATAKKAL:
VIDEO IDEKATTINTVA!



https://youtu.be/JhnpoeOoLGk

P¢lda: Egyenletes kormozgas

21
A szogsebesség allando: w — all. = T B=0

(ahol T a periodusido)

sugarirany

v(t;)

AT id6 alatt megtett Ut tehat a kor kertilete: s(T) = 2Rz

erintéirany
A mozgas sebességének nagysaga (keriileti sebesség) 1s
alland6 (az iranya viszont nem!):

s(T) 2nR
v f— j—

— R
T T @

Mivel a sebesseg iranya folyamatosan valtozik,
a gyorsulas nem nulla. Nagysaga allando,
iranya pedig mindig a kozéppont felé mutat
(centripetalis):

v?  R?w?

a:acp:R =R — Rw

2

ANIMACIO IDEKATTINTVA!



https://youtu.be/HuAZ2rKiwIo

P¢lda: Egyenletesen valtozo kormozgas

sugarirany

v(ti) a
_ V) ar

A szoggyorsulas B = allando, €s emiatt a
szogsebesség linearisan valtozik:

w(t) =Pt + wy
Az 4llando szoggyorsulas miatt a gyorsulasnak
lesz egy alland6 nagysagu érintOiranyu
(tangencialis) komponense. Emiatt a sebesség

erintdirany

nagysaga egyenletesen valtozik: a, >0
_pR - dv
ar = PR =—

A gyorsulas nagysaga Pitagorasz tételebol:

a= \/acpz + a,?

A megtett Ut csak a tangencialis gyorsulas komponenstol \ '
fligg (a masik komponens csak az iranyt valtoztatja): a

I_z; (fl ) erintGirany

1
s(t) = Eatt2 + vt a,<0

. | -
ANIMACIO IDEKATTINTVA! Példa: 3



https://youtu.be/smpLxOcDv9E

Dinamika

A dinamika feladata a test(ek) gyorsulasat okozé er6k matematikai leirasa.

Az erdk kolcsonhatasok soran Iépnek fel.
Ezek a kolcsonhatdsok lehetnek:
- test ¢s test kozott
- mezO(erdter) €s test kozott

A magara hagyott test egy olyan test, amely nem all kdlcsonhatasban sem mas testtel,
sem pedig mezovel.



Newton torvenyer: 1.

Newton I. torvénye: Minden nyugalomban 1€vo test megtartja nyugalmi allapotat,
minden mozgo test pedig egyenes vonalu egyenletes mozgasat mindaddig, amig egy
masik test vagy mez0 annak megvaltoztatasara nem kényszeriti.

ugyanez kicsit pontosabban megfogalmazva:

Kivalasztasi axioma: [¢étezik olyan vonatkoztatasi rendszer amelyben a magara
hagyott testek megtartjak eredeti mozgasallapotukat (azaz a sebess¢g vektor allando).
Az ilyen rendszereket inerciarendszereknek nevezziik.

A légparnas asztalon mozgo6 korong jo kozelitéssel
egy magara hagyott testnek szamit.

Mozgasa az asztalhoz (Fold felszinéhez) képest

J6 kozeliteéssel egyenes vonalu egyenletes, tehat

a Fold felszinéhez rogzitett rendszer jo kozelitéssel
(mindennapi €let torténéseire) inerciarendszer.




Newton torvényer: I1.

Ha egy pontszer( testre eré hat az megvaltoztatja annak mozgasallapotat (a sebesség vektort).
Ekkor a test gyorsul (a gyorsulds vektor nem nulla).

Newton II. torvénye: Egy alland6 tomegii pontszerli test gyorsulasa aranyos a testre hato

erovel ¢és ellentétesen aranyos a test tomegevel. A gyorsulas a testre hato er6 irdnyaba
mutat.

=
I
S |




Newton torvenyer: 111,

Newton III. torvénye: (Hatds-cllenhatas torvénye)
Ha az A test a B testre Fz, erot fejt ki, akkor a B test is erot fejt ki az A testre.

Ez az F,p erd azonos nagysagu, de ellentétes iranyu az Fg 4 erovel.

FAB — _FBA




Newton torvényet: I'V.

Newton IV. torvénye: (A szuperpozicio elve)
Ha egy tomegpont egyidejlileg tobb erOhatasnak is ki van téve, akkor azok egyiittes
hatasa egy eredd erdvel helyettesithetd. Az eredd erd a testre hato 0sszes erd vektori

0sszege:
A=)

T
i=1

" F
- e
m




Erotorvenyek

Olyan fliggvények, amelyek matematikai alakban megadjéak a testre hato eroket.
Ezeknek a fliggvényeknek a valtozoi lehetnek:
-a test helye
- a test sebessége
- az 1dd



Newton-féle gravitacios erd

Két tomegpont kozotti erd aranyos a két tomeg szorzataval €s forditottan aranyos a
tavolsaguk négyzetével.

F:l mo
_ymym, - )\ A kolcsonhatas mindig vonzo.
F = 72 F 7 r
m; \,\/

2

Az aranyossagi tényezd az univerzalis gravitacios allando: y = 6,67 - 10711 ?

Az er0torveny egyszerii alakja kiterjedt testekre is
ervényes, amennyiben gombszimmetrikusok.
A tavolsag a kozeéppontok kozott mérendo.

A vektori alak megadja az
erd iranyat is:
= B yM, M, 11,  YMiM, 3

FEl_

2 - 2
F 12 T2 r




Sulyero *

Amikor a test elmozduldsa elhanyagolhaté méretti a bolygd (vagy hold stb.) sugarahoz
képest, akkor a gravitacios erd homogénnek (helytdl fiiggetlen) vehetd.

Pl. a Foldiink felszinének kozelében végbemend mozgasokra
az altalanos Newton-féle erdtorvénybol kapjuk:

> yMm yMm yMm , > yM m
o= e = Tmynee Y g & T MoK 9=z =%

gravitacios gyorsulas
a Fold felszinén




Rugoerd

Hooke-torvény: Az er6 az egyensulyi helyzettél mért deformacié méretével aranyos
¢s azzal ellentétes irdny.
Az aranyossagi tényez0 a rugoallando D. E. = —Dx




Surlodasi ero

Hérom fajta lehet:

1. tapadasi: A két feliilet egymashoz képesti
mozdulatlansagat igyekszik megorizni.
Ertéke barmekkora lehet egy bizonyos
maximalis ¢rtékig (mig meg nem csuszik).

2. csuszasi: Két egymason csuszo feliilet
kozott fellepd erd, mely a mozgast igyekszik
gatolni. Csak az anyagi mindségtol (u) és a
feliileteket 0sszenyomo er6tol fiigg.

3. gordiilési: Feliileten gurul6 testre hat a
mozgassal ellenkez6 iranyban.

(pl. emiatt all meg a gurul6 billiard vagy teke

golyo)

v=10

Fts — Fl
amig
Fl = Fts,max

F tsmax — Mt F ny

He > Ues mindig

v
——

ch — aur:any



Kényszererok

Ezek nagysaga €ppen akkora, hogy a kényszerfeltétel teljesiiljon:
pl. kotélerd, tartderd, tapadasi surlodas (a megcsuszas hataraig)

Fic v=0
.
nli ——

kotél nem nyulik nem mehet bele a lejtdbe ne csusszon meg



A dinamika alapegyenlete

Ha 6sszegezziik Newton 1., II., és IV. torvényét, akkor megkapjuk a dinamika
alapegyenletét:
=)

n
F; =ma
i=1

o~

Ezeket koordinatankent kiirva, illetve az erokre beirva a megfeleld erdétorvényeket,
megkapjuk a mozgasegyenleteket. Pl. derékszogli Descartes koordinatarendszerben:

mx =F,,(x,y,2,X,7,Z,t)
my = Fey(X,,2,X%,Y,Z,t) masodrendi, csatolt differencialegyenletek

mz=F,,(x,y,2,X,y,Z,t)

Az erok nem fligghetnek a gyorsuldstol, mert az ellentmondana a szuperpoziciod

elvének.

A megoldashoz meg kell még adni 6 integralasi allandot. Ezek altaldban a

kezdeti hely 3 koordinataja és a kezdeti sebesség 3 koordinataja: 7, és v,

Az egyenleteket megoldva megkapjuk a mozgastorvényt, mely megmondja, (x(t)

hogy a test hol tartdzkodik egy bizonyos idoben (a palya egyenlete): 7(t) = y(t)
z(t)



P¢lda: Lejtdn mozgo test *

n

ﬁm

Alkalmazva a dinamika alapegyenletét: ma Z i ﬁjg
i=1

Célszerl parhuzamos €s merdleges komponenseket
vizsgalni, mert tudjuk, hogy az y iranyu eredd
eronek zeérusnak kell lennie:

(x) m¥ =ma, = mgsina — F,
(y) my =ma, =0=Fr —mgcosa

ANIMACIO IDEKATTINTVA Mivel a tartéerd egyben a nyomoero is:

F, = uymgcosa

Beirva az (X) egyenletbe a surlodast:

ma, = mgsina — ymgcosa
= g(sina — ucosa)

Ha a, < 0 jon ki megoldasnak: <—
- a lefelé csuszo test lassul

Lejtore helyezett test egyensulyanak feltétele:
- a nulla eredd eréhoz sziikséges tapadasi surlddasi erdnek kisebbnek kell lennie, mint

a lehetséges maximalis érték (u, F+)


https://youtu.be/XnFnI_Rlglg

Lendiilet

Lendiilet (impulzus): A test tomegének €s sebességének szorzata.
vektormennyiség: iranya a sebesség vektor iranya.

- -
p=mv

Lendiilettétel: A lendiilet er6 hatasara valtozik meg.
Az eredd erd hatarozza meg a valtozasi gyorsasagat:

<
p - -
ar = LT
i=1
Bizonyitas alland6 tomeg esetén:
dp  d di R Tehat ha az eredd er6 zérus (magara
dt _ de (mv) = m-oo=ma= E, hagyott test), akkor a lendiilet allando.
Az okozott lendiiletvaltozas t, és t, kozott az eredd erd altal:
ta
AP = j F, dt
ty

tomegtdl fliggetlen



Munka

Munka: Az eré vonal menti (gorbe menti) integralja a test palyaja mentén két pont kozott.

Specialis eset: A mozgas palyaja egyenes, az erd pedig mindeniitt ugyanaz a vektor.

—

[.
/( |A¥| = s W=fﬁ-d?‘=choscxd?":Fcoscxfdr:Fscosa
@ g

g g

A
Al

Ha az erd végig a mozgas iranyaba mutat (oo = 0): W = Fs



Kinetikus (mozgasi) energia

Ha egy nyugalombol indul6é tomegpontra allandé erd hat:

—

F
- a pont gyorsulasa allandd: @ = — (a mozgas palydja egyenes vonalll) — a, — a
m

* 144 4 14 14 * ﬂ
- 1 1d6 mulva sebessége: v = at, a megtett ut pedig: s = x = Etz
) i a, 1 , 1
Tehat a testen végzett munka: W = Fs = ma Et = im(at) = 5mv

2

Ez a test kinetikus energiaja: Ey = Emvz (a munkaveégzes soran atadott energia)
Meértékegyseg mindketto esetében: J (Joule)
Negativ munka esetén a kinetikus energia csokken, a test lassul.

Munkatétel: A kinetikus energia megvaltozasa egyenlo az
eredd erd altal a testen végzett 6sszes munkaval.

W = AEg




Teljesitmény

Teljesitmény: Az energiakozlés liteme (egységnyi 1d6 alatt kozolt energia).

_dE (lehet kozolt hdenergia, elektromos energia,

- dt mechanikaban a munkavégzes soran kozolt energia)

A mechanikai teljesitménytétel: A tomegpontra hato erok teljesitménye egyenlo a test

kinetikus energiajanak valtozasi gyorsasagaval: _ dEg
- dt

Az elemi munka: 6W =F - d7 = dE}

, dE, F-d¥ . d¥ . _
A munkatétel felhasznalasaval: P = It — I = F _t =F-v

-
"|||I.I

Végrehajtva egy valtozédtranszformaciot:
7:)2 tz t2

71,9 t1 t1

Példa: 4

- R - d'f_‘) =N
W1’2=jF'dT=fF°—dt=fF'vdt=



Fizikal mez0 (erotér)

Fizikai mez0: Fizikai mezorol akkor
beszeliink, ha a tér valamely tartomanyaban
¢s valamely idokozben, az akkor és ott
jelenlevo tomegpontra erd hat €s ez a
helykoordinatak és az 1d6 folytonosan
differencialhato fiiggvénye.

Tehat az 7 és t az erd vektorfliiggvény

valtozoi: F (7, t)

- Az erdtér lehet 1d6tol fliggetlen (stacionarius), tehat g—i = 0.
Ekkor az erd csak a helytél fiigg: F (#)
" S . ,, OF _9F _ OF
- Az erdter lehet helytdl fiiggetlen (homogén), tehat %y s 0

Ekkor az erd csak az id6tdl fiigg: F ()



Konzervativ eroterek

Konzervativ erotér: Olyan 1d6tol fiiggetlen eroter
amelyben ket pont kozott az erdtér altal végzett
munka fliggetlen az Gtvonaltol, kizardlag a kezdo- €s
veégponttdl fiigg (ez ekvivalens azzal, hogy barmely
zart gorbere a munka nulla).

Ekkor a pontokat (pl. B) jellemezhetjiik a munkdval amit a tér végez amig onnan a test
egy kivalasztott nullpontba (pl. A) mozdul.

Potencialis (helyzeti) energia:

A potencialis energia egy pontban (B)
egyenlo azzal a munkaval amit a tér végez
mikozben a test onnan a nullpontba (A)
mozdul. A

EP(B) — WBA — J.F'dF
B




P¢lda: sulyerd munkgja *

Legyen a padlo szintje a potencialis energia nullpontja, ¢s ejtsiink le egy F, = 20N sulyu
testet 80m magasrol.

Ekkor a stilyerd munkégja (vagyis a
potencialis energia 80m magasan):

tz
0 0
Ep(h) =W, = fﬁ -d7 = (—mga - (dzE) = -
hk hk
0 B = mek
= f—mg dz = —mglz]) = mgh h
h
Természetesen ebben az egyszerli esetben $

hasznalhat6 a W = Fs képlet is, tehat a

W = (mg)h = mgh egybdl lathato.

vagyis esetiinkben: W = (20N)(80m) = 1600J



Az energiaminimum elve

Nagyobb erd nagyobb potencialis energiakiilonbséget jelent ugyanazon két pont kozott.
Megforditva: Minél nagyobb iitemben valtozik a potencialis energia a hely valtozasaval,
annal nagyobb a tér altal kifejtett ero.

AE
Homogén erdtér esetén (illetve az atlagos erot szamolva) egy dimenzioban: F, = — A_;
A r r . (4 aEP
Altalanosan egy tetszOleges pontban egy dimenzidoban: F, = — .

Energiaminimum elve: Az er6 a csokkend potencialis energia iranyaba hat (negativ jel).
Ep 1

labilis egyensuly

Harom dimenzidoban: | =

F=Fi+Fj+FEk=|

JdEp . JEp_. OJEp r stabil egyensuly



Mechanikal energia

Vegylik azt a specialis esetet amikor csak konzervativ erok hatnak mikozben a test
B-bol C-be mozdul.

m
Ex(B) Ep(C)

Ekkor barmely B és C pontokra: Ep(B) — Ep(C) = Wy = Ex(C) — Ex(B)
Ennek az egyenletnek a differencialis alakja: —dEp = 8W = F(7) - d7 = dEy

Tehat az elemi munka a potencialis energia teljes differencialja.

Az eredeti egyenletet atrendezve: E(B) + Ex(B) = Ep(C) + E((C)
A potencidlis €s a kinetikus energia 6sszege minden pontban megegyezik.

Vezessiik be a mechanikai energiat, mely a kinetikus €s potencialis energiak 0sszege:
Ev = Ep + Ex

Ez a mechanikai energia konzervativ erétérben megmarad: E,,(B) = E,(C)




Nem konzervativ er0k munkgja *

Amikor nem konzervativ erok (nk) is hatnak (pl. surlodas, kozegellenallas, emberi
munka) a tdmegpontra:

k nk
Wge = Wpe +Wpe = Eg(C)— Eg (B)

K :
Ahol: Wy = Ep (B) — Ep (C) akonzervativ er6 munkaja.

Atrendezve a nem konzervativ erok munkajara, és behelyettesitve:

WBcnk =Ex (C) —Ex (B) —Ep (B) + Ep (C)

WBcnk =Ex (C) +Ep (C) —Ep (B) — Ex (B)
Mivel: E;, (C) + Ep (C) = Ey, (C) és Ep (B) + Ex (B) = Ey (B)

WBcnk =Ey(C) — Ey(B)

Tehat a nem konzervativ er6k munkaja egyenlé a mechanikai energia megvaltozasaval.



P¢ldak konzervativ eroterekre



Potencialis energia Newton-féle gravitacios mezdben

Legyen a M tomegl test rogzitve, €s tdle r tavolsagban kiszadmoljuk a m tomegi test
potencialis energiajat. Az er6 sugarirany, ezert célszerli sugariranyu palyat venni.
A nullpontot végtelenben célszerti venni, mert r = 0 problematikus.

r>R




Rugoero potencialis energiaja

A Hooke-torvény értelmében az erd linearis fliiggvénye a hosszvaltozasnak.
Ez konzervativ erdteret eredményez.
Az X hosszal megnytjtott rago6 potencialis energidja:

0 0
Ep(x) = W3y = fﬁ dr = f( Dx1) dxi = .
7 7

0 0
—fDd—sz = LDy
= X OAX = 5 —2}:

x X

Példa: 5 L X




