Csillapitott rezges

Csillapitott rezgés: A valdosagban a rezgések lassan vagy gyorsan, de csillapodnak.
A rugalmas erdn kiviil, még egy sebességgel aranyos fékezo erdt figyelembe veéve:

F.4

a fékezo erd miatt
a mozgas energiaja
(mechanikai energia)
disszipalodik.
kvaziperiddikus
mozgas

. = e X s .
ma = F, x=0 a==Xx V=X

A mozgasegyenlet (egyenes vonali mozgas X mentén): m¥ = —Dx — kx



Csillapitott rezgés mozgastorvénye

Kiindulva a mozgasegyenletbdl : m¥ = —Dx — kx
" k " D D 2 . )4 J4 . e
X+—x+—x=0 — = wy” g - a csillapitatlan rezgés korfrekvencidja (lenne!)
m m m
k . 14 14 * J4 144
¥+2ax+we’x=0 a= o 02 csillapitasi tényez0

Homogen, linearis, masodrendii differencialegyenlet. Megoldas exponencialis: x = e

Behelyettesitve: A2e?t + 2ade?t + wy2e?* =0 és et =0

At

Egyszeriisitve kapjuk a karakterisztikus egyenletet: A2 + 2al + wy? = 0

Megoldéasai: 4, , = —a + \/{xz — wg?

10

Harom lehetséges eset

1. gyenge csillapitas: a? — wg? < 0

X

-

—___er0s csillapitas

___gyenge
AN

_— [ e |

a? —we? =0

3. er6s csillapitds:  a? — wp? > 0 -5
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http://www.wolframalpha.com/
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Gyengen csillapitott rezgés
a? —we? <0
A negativ diszkriminanst atalakitva:

Mo=—a+t a2 —wy?=—-a+ijwy?—a?=—-a+iw

A differencidlegyenlet altalanos megoldasa:
x(t) = Ce *sin(wt + 6)
Ezt derivalva kapjuk a sebesség altalanos alakjat:

v(t) = —aCe “sin(wt + §) + wCe “cos(wt + &) ANIMACIO!

A C és 6 konstansokat a hatarfeltételekbol
lehet meghatarozni. ayenge csillapitas
Pl. x(0) és v(0) megadhato, és
a ket egyenletet megoldva

a konstansok kiszamolhatok.

x(t) = Ae “sin(wt +5)



Kenyszerrezges

Egy periodikus erd potolja a disszipalt energiat:
m¥ = —Dx — kx + Fysin(wt)

Megoldas: egy 1dOben lecsengd (el0z0hoz hasonldan) rezges, €s egy allandosulo
rezges a gerjeszto frekvencian.
Tehat hosszabb 1d6 mulva a mozgastorveény:

Fﬂ/m . 2 ., .
x(t) = sin(wt — &) — = wp” o, - sajatfrekvencia
V(@o? — 0?)? + 4a? w? m 5 - faziskésés
Rezonancia: Az az o, korfrekvencia, A
amire a rezgés amplitiddja a lehetod 0.0015 " /’“\\
legnagyobb. o N
Ha a csillapitas gyenge (a kicsi), akkor [ 1)

®, = ®y €s az amplittdé minden hataron 00010 [ 1
tal nohet (amig a rendszer szét nem [\
esik...) — rezonancia katasztrofa. PaLS

Feladat: 7
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Folyad¢kok €s gazok
mechanikaja



Hidrosztatikai nyomas™

A folyadékok és gazok kozos tulajdonsaga, hogy alakjukat szabadon valtoztatjak.

Hidrosztatika: nyugvo folyadékok mechanikaja

Nyomas: Egy pontban a nyomas a pontot koriilvevo (vegtelen) kicsiny feliiletre hato
erd felliletre merdleges komponense, osztva a feliilet nagysagaval. Skalar mennyiség.

Fi(4)

N
P Meértekegysége: [p] = 7= Pa (Pascal)

p = limy

A hidrosztatikai nyomas a folyadék (h magassagu oszlop) — - _ _
sulyereje altal okozott nyomas (egyenletesen oszlik el): /:

y = F.(4) _mg _Vpg _Ahpg

=h : surusé —

mélységben a nyugvo folyadék nyomasa nem fligg a feliilet -
iranyitasatol, a kifejtett er6 pedig mindig merdleges a

Mivel a folyadék alakja szabadon valtozhat, adott — i - —
feliiletre. !




Hidrosztatikai nyomas — Pascal torvénye*

Példa (90-es): Egy U alaku livegcso baloldali vége zart, a masik nyitott. A csében alul
13,6¢/cm3 sliriiségii higany, a jobb szarban efol6tt 50cm magas vizoszlop van. A 1égkori
nyomas lbar, a bal szarban a Hg f616tt a levegd nyomasa 0,9bar. Mekkora a
magassagkiilonbség a két higanyszint k6zott?

po = 105Pa, p,=0,9-105Pa, h =50cm

P¢ldaul a higany felso feliilete ugy lehet
egyensulyban a jobb oldalon, ha az adott

szint feletti bal oldali er6 megegyezik az X ‘

adott szint feletti jobboldali erével: Fy = F;

p1A + xAppg = poA + hAp,g

p1+ xpng = po + hpyg

+ h —
x = Po Pvg — P1 = .= 1117cm
Png

Lathato tehat, hogy egynemii nyugvo folyadék azonos magassagli pontjaiban a
nyomasnak azonosnak kell lennie. Pascal torvénye



Felhajto erd™

A felhajto ero a folyadek altal a test
teljes feliiletére kifejtett eredd ero.

A téglatest alaku test lapjaira:

- ellilso és hatulso ereddje nulla

- bal oldali és jobb oldali ereddje nulla
- also ¢€s felso eredoje...

Fr = Frep— Fe =p(h+c)A—p(h)A =
= prg(h+ c)A— prghA = prgcA =
=prVg=msg

V a test altal kiszoritott folyadék térfogata,

aminek tomege m;

h
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Tehat a felhajto erd nagysaga egyenlo a kiszoritott folyadek sulyaval. Ez mas alakra is igaz.

Archimédesz torvénye: Minden folyadékba martott testre felhajto erd hat, amely
egyenld a kiszoritott (bemertiild rész altal) folyadek stlyaval.

Feladat: 9

Ha a test siirlisége nagyobb mint a folyadéké akkor elmeriil, mert a felhajtoerd kisebb
mint a test stlya. Ha a folyadek slirisége nagyobb, akkor a test egy része nem mertil el,

a test uszik.



Feliileti fesziiltség

Mososzeres vizbe martott drotkeret oldalaira a
kifeszilt hartya 0sszehuzo erot fegt ki.
Az also6 d hossziisagu oldalra:

F = 2ad ahol o a feliileti fesziiltség.
A kettes sz0rzo az elilso és hatulso feliiletek

miatt van (2 feliilet). F e I a d at . 10

Ha az als6 oldal egy mozgathat6 rud, amely
s tavolsagot mozdul felfel¢, a feliilet megvaltozasa:
AA = -2ds (2 oldal tovabbra is)

A szappanhartya erejének munkaja pedig: _L
W = Fs = 2ads = -aAA

Mivel a munka a feliiletvaltozassal aranyos, a folyadeknak

a feliiletével aranyos energidja van:
E=0A

Ennek oka a molekulak ko6zotti

vonzo kolcsonhatasban rejlik.

A feliiletet igyekszik a folyadék

minimalizalni: csepp alakja




Kontinuitasi egyenlet

A hidrodinamika a folyadékok aramlasat leir6 tudomanyag.
Nem az egyes részecskék palyajat kovetjik, hanem a kiillonb6zd pontokban az ott &ramld

folyadek tulajdonsagait mérjiik (pl. sebess€g, nyomas, stirliség).
Ha ezek 1ddben alland6ak minden pontban: stacionarius aramlas

Kontinuitasi egyenlet: Stacionarius aramlasnal a cs6 barmely pontjan adott 1do alatt
ugyanakkora tomegli folyadék aramlik at,

mivel sem forras, sem nyeld 1
nincs a cs0 mentén. 5
—
Az A, és A, keresztmetszetl Vi —_—
helyekre At id9 alatt: Al V2 A
— 1 P2 :
m;=m, P —_
p1V1 = poV, - vo At
P1AIVIAL = prAgVo AL viAt

pP1ANV = poAV, a tbmegaram ugyanaz a cs6 mentén.

Osszenyomhatatlan folyadékra (p, = p,): AV, = AV, a térfogataram is ugyanaz a csé mentén.



Bernoulli egyenlet

Alkalmazzuk a W = AE munkatételt a h; magassagban 1évd A, keresztmetszetli rész és a

h, magassagban 1évd A, keresztmetszetli rész kozott az m + M tomegli 6sszenyombhatatlan
p strlisegli folyadékdarabra, staciondrius aramlas esetén. Kis Az 1d6 alatt:

L1 V,At - a darab ,,elejének” elmozdulasa
. V,At - a darab ,,végének” elmozduldsa
Vi
n p]
Feladat: 11 LEd . N
m
- P M F» V2 22
.| AZ hQ
viAt m
Az M tomegli kozbiilso rész valtozatlan.

—-

r J4 r 4 ur o J4 . V:At
A munkat a szomszédos folyadék ¢€s a gravitacio vegzik:

W =W+ W, = FviAz — Fv,AL+ mg(hy —hy) = pAviAz = pAVAE +mg(hy —hy) =
= PAV = p AV + pAVg(h, —hy) = AV(p, — P, + pgh; — pghy)
A kinetikus energia megvaltozasa: AE, = E,,(m) + E (M) — E,,(m) — E (M)

1 2 1 2 1 2 1 2
’ AEy =§mv2 —Emvl = AV (Epvz _E'Ovl )
Tehat:
1 2 1 2 2 1 2
p1 — P2+ pghy — pgh, = SPV2" —5pT1" 2P + 5PV + pghy = p, + > PV + pgh;




Termodinamika
(Hotan)



Termodinamika

A hotan nagyszamu részecskebol (pl. gazmolekulabol) allé makroszkopikus rendszerekkel
foglalkozik. A nagy szamok miatt érdemes a molt bevezetni, ami egy Avogadro-szamnyi
(6,022 -10%2 db) részecskét jelent (12-es tomegszamu szénatomok szama 12 gramm
szénben).

A vegbemeno folyamatok kvazisztatikusak, a rendszert leir6 mennyiségek a folyamat
soran minden pillanatban ki vannak egyenlitddve (egyensulyi allapotokon keresztiili
,,lasst” valtozas).

A rendszert leird6 makroszkopikusan mérhetd mennyiségek az allapothatarozok.

Extenziv allapothatarozok: a rendszer egészére jellemzok, és tobb rendszer egyesitésekor
ezek 0sszeadodnak (pl. térfogat, részecskeszam, tomeg, energia).

Intenziv allapothatarozok: pontrdl pontra mérhetdok, tobb rendszer egyesitésekor ezek
kiegyenlitddesre torekednek (pl. nyomas, homeérséklet, siirliség, energiasiiriiség).

Fenomenologikus elmélet: leirds csak az allapothatarozokon keresztiil.

Statisztikus elmélet: a nagyszamu részecskere statisztikai torvenyszeriségek alkalmazasa.



Belso energia

A rendszer belsé energiaja a részecskék egymashoz (rendszer tomegkozéppontjahoz)
képesti rendezetlen mozgasabol szarmazo Kinetikus energia és a részecskék kozotti

kolcsonhatasokhoz tartozo potencialis energia. \

, , - IENLN m
N db részecskeére: E, = Z Exi + EZ z Epij \ —_ ’
Vi
i=1 i=1j=1 . ,/ \
F;

Bizonyos esetekben a részecskék kozotti kolesonhatasok (rugalmas titkozéseket
leszamitva) elhanyagolhatok (idealis gazok), ekkor a masodik tag nulla.

Magasabb homeérsékleten a belsd energia nagyobb.

Rendezett mozgas mechanikai energidja disszipacid soran (pl. surlodas, kozegellenallas)
belsd energiava alakulhat, ndvelve a test homersékletét



Térfogati munka

A térfogati munka a kornyezet altal a gazon (rendszeren) végzett munka, mikdzben annak
térfogata valtozik.

Egy konnyen mozgd dugattyin végzett elemi munka a kornyezet altal, mikozben

azt dx tavolsaggal beljebb nyomja: dW

A sziikséges erd p nyomasu gaz I
esetén: F = pA. s

Tehat az elemi munkara: 6W = pAdx D b

Mivel Adx = -dV o LD

| d

X

oW = -pdV P,
Ekozben a gaz altal végzett munka negativ, mert a gaz P2l
kifelé nyomja a dugattyt (az erd ellentétes az elmozdulas pif—f -
iranyaval): dW* = -3W W50
Téagulas esetén viszont: SW < 0 és SW* > 0 .

Egy veéges terfogatvaltozas esetén a \Y
nyomas altalaban valtozik, ezért integralni kell: Wy, = — f p(V)dV
A munkat a p-V diagramon a gorbe alatti tertilet v,

reprezentalja.

Vo Vi

ha a nyomas 4allando:
Wi2=—-p(V2—V)



Abszolut homérsékleti skala

Idealis gaz térfogatat tanulmanyozva allando nyomason, vagy nyomasat tanulmanyozva
allando térfogaton, mindkét esetben a hdmérsekletnek linearis fliggvénye az eredmény.

A gaz térfogata illetve nyomasa linearisan nulldhoz tart csokkend homerséklet esetén.

P V

»
J’

'y

e

-

e

V = allando

N

273,15°C=0K

Abszolut nulla: ahol a lineéris extrapolacio egyenese metszi a hOmérseklet tengelyt.

0

T=-273,15°C=0K

(Kelvin) - A homérséklet SI mértékegysége.

T (UC)

7
L~

p = allando

’,/']-

273,15°C=0K

0

T ((:C)



Hokozlés

A test belsO energiaja ugy i1s ndhet, ha egy magasabb homersékletii test energiat ad neki.
Ez a makroszkopikus mozgas (munkavégzes) nelkiil atadott energia a hé.

Jele: Q (az energia amit a rendszer a kornyezettol kap). Mértékegysége: J (Joule)

A rendszer (test, folyadek, gaz) altal a kornyezetnek leadott energia pedig: Q* = -Q

Hoko6z1€s fajtai:

- hovezetés (a test anyagaban vagy testek kozott erintkezés Gtjan - pl. f6zdlap)

- konvekcio (a kozeg aramlik és ezaltal az energiat is viszi magaval - pl. kozponti flités)
- hésugarzas (mindenféle kozeg nélkiil, elektromagneses hullam formajaban — pl. Nap)

Hokapacitas: A rendszer hOmersékletének 1 fokkal emeléséhez sziikséges ho:
Q=CAT  Meértékegysége: [C] = J/K vagy J/°C

Fajho: a rendszer egységnyi tomegii részének hdkapacitasa:
C =cm vagyis Q =cmAT Meértékegysége: [c] = J/(kg-K) vagy J/(kg-°C)

Molho: a rendszer egy molnyi részének hokapacitasa:
C =cy'n ahol n a molok szdma vagyis Q = Cy,'nAT
Meértékegysége: [c)] = J/(mol-K) vagy J/(mol-°C)

A belso energia a rendszer egy allapotat jellemzi, mig a munka ¢€s a h6 egy folyamatot.



A hotan elso fotétele

A hotan elso fotétele kimondja, hogy egy rendszer belso energiajanak megvaltozasa
egyenlod a rendszerrel kozolt ho ¢s a rendszeren végzett munka Osszegevel:

AE,=Q+W

A munka a kornyezet altal végzett térfogati munka.
A ho a kornyezettdl kapott ho (Iehet példaul surlodas altal disszipalt mechanikai energia).

Mivel a belso energia a rendszer allapotara jellemzd mennyis€g, annak megvaltozasa
egy A ¢s B allapotok kozott nem fligg attdl, hogy milyen folyamat soran tortént
a valtozas:

ARy = EL(B) — EL(A)

Barmilyen korfolyamat (A-bol kezdve és A-ban
végzOdve) soran természetesen:

R A
AE, = E,(A) —E,(A) =0 P M
V

A tétel differencidlis alakja: dE, =0Q + oW Ve

A



Kinetikus gazelmeélet
(1dealis gazok)



Ekviparticio tétele

Kinetikus gazelmélet: Az idealis gaz nagyszamu, kisméretli részecskébdl all, amelyek
idonként egymassal és az edény falaval iitkoznek, de ezt leszamitva mas kolcsonhatas nem
1ép fel kozottiik. A részecskek merete elhanyagolhato a rendelkezésre allo térfogathoz képest.

Szabadsagi fokok szama: ( f ) — Az egymastol fiiggetlen energiatarolasi moédok.

pl. mozgas X irdnyban, Yy iranyban, z iranyban (egyatomos gaz esetén) —f = 3 (1 részecskére!)
kétatomos molekulak a hossztengelyiikre merdleges két tengely koriil foroghatnak —f =5
sokatomos molekulak harom egymasra merdleges tengely koriil foroghatnak —f = 6

Ekviparticio tétele: Egyensulyi rendszerben, egy adott hdmeérsékleten minden rendelkezésre
allo szabadsagi fokra iddatlagban jut6 energia megegyezik.

1
Egy részecske egy szabadsagi fokara: | E = 5 kT

k=1,38-102% J/JK (Boltzmann-allando)



Idealis gaz belso energiaja

Ha az egy szabadsagi fokra jut6 energia E, akkor egy részecskére f-E energia jut.

Ha a rendszer N db részecskébol all:| E;, = iN kT = £:r.r,RT ahol n = N/A és R = kA

2 2

n: a moélok szama A: az Avogadro-szam R = 8,31 J/(mol-K) az egyetemes gazallando.
A belsd energia tehat csak a homeérseklettdl fligg (adott mennyiseégii gaz esetén).

Annak a testnek magasabb a homérseklete, ahol az egy szabadsagi fokra juto energia tobb.

A belsO energia megvaltozasa tehat: AE, = }z—cN kAT = jz—rnR AT

1 1
Egyatomos gaz esetén a 3 fiiggetlen energia tag: 3 mv,?, 3 mvyz 5 muv,?



Idealis gazok allapotegyenlete™

Allapotegyenlet: Idealis gaz minden allapotaban, az allapothatarozok kozott érvényes a
kovetkezd Osszefliggés:

pV = NKT | vagy | pV =nRT

Ennek felhasznalasaval a belso energia: E;, = gN kT = gnRT = jz—rpV

Abban az esetben, ha a gaz mennyisége allando (N = 4llando, vagy n = allando), az allapot-
egyenletbdl megkapjuk az egyesitett gaztorvényt.

P Vi _ AL
I T,




Idealis gazok specialis allapotvaltozasair™

Gaz mennyisége mindig adott, tehat n = all!

- izobar: a nyomas is allando ( pV = nRT) PB
(VIT=4all. W=-pAV =-nRAT)

Izoterma

- 1zochor: a térfogat is allando6 ( pV = nRT)
(p/T=4ll. W=0) pa A
"V
- 1zoterm: a homérséklet is allando ( pV = nRT) Vg Va
(pV =4all.)
SW = —pdV
Vy v,
dv v
W =— f pdV = —nRT f? = —nRT[]nV]Vi =
= nrrin(22) = nkrin(2) = pyviin ()
= —nRTIn v, = nRTIn 7 = p,V4In v,

- adiabatikus: a kozolt hd nulla Q =0 (késobb...)




[zobar és 1zochor molho

A bels6 energia megvaltozasa izochor folyamat esetén (V = allando, igy W = 0):

Q = cyynAT AE, = }z—rnRﬂT = Q izochor molho: cyy = g
A bels energia megvaltozasa izobar folyamat esetén:
AE, :}EFHR&T:QJrW: Q — pAV = Q — nRAT
/ _
EnR.&T + nRAT = Q
_ f . r r . R f
Q = cypnAT Q=5+ 1)nRAT  izobir mélhé: ¢y, = 5+ 1) R
A két molho hanyadosa (fajhok hanyadosa) az adiabatikus Kitevo:
L1
qp ¢ P f+2 574
= Cpv Cy i B f K 3 ’ 5 ' 3

2



Adiabatikus allapotvaltozas

A folyamat sordn a héatadas nulla: Q =0 > AE, =W

A belsO energia megvaltozasa: dE, = SW - ganT = —pdV

Mivel: nRT = pV — nRdT = pdV + dpV jz—r(pdV + dpV) = —pdV
}Z—deV + pdV = —ngp
dV d
(2 1) 5= jz:—p
D, P
dVv dp j‘vﬁ dVv J’pz dp
K—=—— > K| —=— —
adiabata ~ 1/V" " . b1
K - [an]Vj = —[lnp]zf
izoterma ~ 1/V A (Vz) (Pl)
kK-In|— ) =In|—
> Vl D2

(-2
4 P2

Poisson-egyenlet: | p, V1 = p, V5 ©
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7
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|

\

Hotan elso fotetele: AE, = Q + W )

Feladat: 12 ="

Korfolyamatra a belso energia teljes valtozasa nulla.

Alacsony
hémérséekletl

N héerdgep

1.5 4



A hotan masodik fotétele

Vannak olyan folyamatok amik nem megfordithatok, irreverzibilisek.
példak:

- hové alakult mozgasi energia nem alakul vissza

- Osszetort pohar nem pattan épségben vissza

- iires részhez nyitott gaz molekulai nem fognak mind visszajonni az eredeti kamraba

Ezeket a folyamatokat a fizika torvényei nem tiltjak, viszont elenyészo a valoszinliségiik.
Ezért statisztikailag kimondhatd, hogy a folyamatok csak olyan iranyba mehetnek
végbe, amivel a rendezetlenség né. A rendezetlenség meértéke az entropia.

Lokalisan csokkenthetd az entropia, de csak annak aran, ha mashol viszont nd.

A vilagegyetem entropidja tehat folyamatosan no.

Hotan masodik fotétele: nem lehet olyan gépet késziteni, amely egyetlen tartaly lehtilése
aran munkat végezne (kell egy hideg tartaly is). Ez a masodfaju 6rokmozgo.

Masik megfogalmazas: Zart rendszer entropiaja sohasem csokkenhet. | AS = 0

Megfordithat6 folyamatok esetén a rendezetlenség valtozatlan.
pl. rugalmas titkoze€s, adiabatikus allapotvaltozas



Valodi anyagok



Realis gazok Van der Waals allapotegyenlete

Valosagos gazok nyomasa ¢és térfogata nem tart nullahoz a hOmérséklettel.
A részecskék altal elfoglalt térfogat nem elhanyagolhato6. 1 mol részecske térfogata: b
Egymashoz kozel keriilo részecskék kozott vonzoerd hat, ami a nyomast csokkenti.

A Van der Waals allapotegyenlet 1 mol gazra (v = V/n):

(p+£)(v—b):RT

Realis gazoknal a potencialis energia is hozzajarul a belsd energiahoz.
Novekvo térfogat esetén a részecskék tdvolabb kertilnek, n6 a potencialis energia.
Tehat a belso energia nem csak a hdmeérséklettdl fiigg, hanem a térfogattol is.

100
Van der Waals kolcsonhatas L "-‘ ;
.« qe cre B B
potencialis energiaja: 50 I |\ Taszitd: —— (B_EI)
| 12
A B

U=-— T'_E' + m 0
Lennard-Jones féle empirikus 50 ¢
formula.
A befolyasolja a-t, B pedig b-t 100 f
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Hotagulas™

Linearis hotagulas kis hdmérsékletvaltozas esetén: ~ Ah = ah,AT  h;: a rad eredeti hossza

Wpl(r)

Tehat az 4j hossz: | h, = h, (1 + aAT) A o linedris hotagulasi egyiitthato
az anyagra jellemzo

szilard testekre: o ~ 10 °C-t

A hotagulas oka a potencial aszimmetrigja:
a lehetséges tavolsagok atlaga a 5 \ e T
nagyobb értékek felé tolodik el (1, > ry).

T2 hémérsékleten

W2 (T2 hdmérsékleten)

Térfogati hétagulas: h; oldalélii kocka Wl W1 (T1 hémérsékieten)
le— T

Kezdeti térfogat V; = h,3, az 4j V, = h,3 r:

Felhasznalva a linearis hotagulas torvényszeriiséget:
Vo, = h,® = hy°(1 4 aAT)3 = hy° (1 + 3aAT + 3a2AT? 4+ a®AT3) = hy° (1 + 3aAT)

aAT kicsi, igy a magasabb rendl tagok elhagyhatok

f = 3a p: térfogati hotagulési egyiitthato

Ervényes barmely izotrop szilard testre és folyadékokra. folyadékokra:  ~ 103 °C1
Vizre pl. nem, mert annak térfogata minimalis 4 °C-on (hiitve is tagul!)



