Fizikal mez0 (erotér)

Fizikai mez0: Fizikai mezorol akkor
beszeEliink, ha a tér valamely tartoméanyaban
és valamely idokozben, az akkor és ott
jelenlevo tomegpontra erd hat €s ez a
helykoordinatak és az 1d6 folytonosan
differencialhato fiiggvénye.

Tehat az 7 és t az erd vektorfliiggvény

valtozoi: F (7, t)

- Az erdtér lehet 1d6tdl fliggetlen (stacionarius), tehat g—i = 0.
Ekkor az er6 csak a helytél fiigg: F (7)
" o . ,, OF _9F _ OF
- Az er6ter lehet helytdl fiiggetlen (homogén), tehat %y s 0

Ekkor az erd csak az id6t6l figg: F(t)



Konzervativ eroterek

Konzervativ erotér: Olyan 1d6tol fiiggetlen eroter
amelyben ket pont kozott az erdteér altal végzett
munka fiiggetlen az Uttol (ez ekvivalens azzal, hogy
barmely zart gorbére a munka nulla).

Ekkor a pontokat (pl. B) jellemezhetjiik a munkdval amit a tér végez amig onnan a test
egy kivalasztott nullpontba (pl. A) mozdul.

Potencialis (helyzeti) energia:

A potencialis energia egy pontban (B)
egyenlo azzal a munkaval amit a tér végez
mikozben a test onnan a nullpontba (A)
mozdul. A

EP(B) — WBA — fF'dF
B




P¢lda: sulyer6 munkéaja

Legyen a padlo szintje a potencialis energia nullpontja, ¢s ejtsiink le egy F, = 20N sulyu
testet 80m magasrol.

Ekkor a stilyerd munkégja (vagyis a
potencialis energia 80m magasan):

tz
0 0
Ep(h) =W, = fﬁ - d7 = (—ng) - (dzE) = -
hk hk
0 A
= f—mg dz = —mglz]) = mgh h
h
Természetesen ebben az egyszerli esetben y

hasznalhat6 a W = Fs képlet is, tehat a

W = (mg)h = mgh egybdl lathato.

vagyis esetliinkben: W = (20N)(80m) = 1600J



Az energiaminimum elve

Nagyobb erd nagyobb potencialis energiakiilonbséget jelent ugyanazon két pont kozott.
Megforditva: Minél nagyobb iitemben valtozik a potencialis energia a hely valtozasaval,
annal nagyobb a tér altal kifejtett ero.

AE
Homogén erdtér esetén (illetve az atlagos erot szamolva) egy dimenzioban: F, = — A_;
4 14 144 * 4 aEP
Altalanosan egy tetszOleges pontban egy dimenzidban: F, = — x

Energiaminimum elve: Az er6 a csokkend potencialis energia iranyaba hat (negativ jel).

Eprt

labilis egyensuly

Harom dimenzidoban: | =

F=Fi+Fj+FEk=|

JdEp . JEp_. OJEp r stabil egyensuly



Mechanikal energia

Vegylik azt a specialis esetet amikor csak konzervativ erok hatnak mikozben a test
B-bol C-be mozdul.

m
Ex(B) Ep(C)

Ekkor barmely B és C pontokra: Ep(B) — Ep(C) = Wy = Ex(C) — Ex(B)
Ennek az egyenletnek a differencialis alakja: —dEp = 8W = F(7) - d#t = dEy

Tehat az elemi munka a potencialis energia teljes differencialja.

Az eredeti egyenletet atrendezve: E(B) + Ex(B) = Ep(C) + E((C)
A potencidlis €s a kinetikus energia 6sszege minden pontban megegyezik.

Vezessiik be a mechanikai energiat, mely a kinetikus €s potencialis energiak 0sszege:
En=Ep + Ex

Ez a mechanikai energia konzervativ erétérben megmarad: E,,(B) = E,(C)




Nem konzervativ er0k munkdja

Amikor nem konzervativ erok (nk) is hatnak (pl. surlodas, kozegellenallas, emberi
munka) a tomegpontra:
Wge = Wac® + Wpc™ = Ex(C) — Ex(B)

Ahol: WX = Ep(B) — Ep(C) akonzervativ erd munkaja.
Atrendezve a nem konzervativ er6k munkajara, és behelyettesitve:

W™ = Ex(C) — Ex(B) — Ep(B) + Ep(C)

W™ = Ex(C) + Ep(C) — Ep(B) — Ex(B)
Mivel: E,.(C) + Ep(C) = Ey(C) és Ep(B) + Ex(B) = Ey(B)

WBcnk = Ey(C) — Ey(B)

Tehat a nem konzervativ er6k munkaja egyenlé a mechanikai energia megvaltozasaval.



P¢ldak konzervativ eroterekre



Potencialis energia Newton-féle gravitacios mezdben

Legyen a M tomegl test rogzitve, €s tdle r tavolsagban kiszadmoljuk a m tomegi test
potencialis energiajat. Az er6 sugarirany, ezert célszerli sugariranyu palyat venni.
A nullpontot végtelenben célszer(i venni, mert r = 0 problematikus.




Rugoero potencialis energiaja

A Hooke-torvény értelmében az erd linearis fliiggvénye a hosszvaltozasnak.
Ez konzervativ erdteret eredményez.
Az X hosszal megnyujtott rago6 potencialis energidja:

0 0
Ep(x) = Wiy = J.ﬁ dr = f( Dx7) dx1 = e
7 7

0 0
—fDd—sz —192
= XX = 2 —2;!{

x x




Harmonikus rezgdmozgas mozgasegyenlete

Harmonikus rezgés: Feltétele, hogy a testre hatd er6 harmonikus legyen: F, = —Dx
(Hooke-torvény). Tehat pl. egy rugora akasztott test (ha minden mas er6 elhanyagolhato).

F
Felirva a mozgasegyenletet:
ma, = —Dx
| * m¥ = —Dx
D \ d?x D
| — =——X
dt? m

Altalanos megoldas
é (mozgastorvény):

| *x x(t) = Asin(wt + §)
x=0 e

A: amplitado (maximalis kitérés)
0: kezdofazis

o: korfrekvencia (1asd késobb)

kezdeti feltételek hatarozzak meg oket {



Harmonikus rezgdmozgas mozgastorvénye

Szinuszos harmonikus rezgdmozgas,
X nullakezdéfazissal (6 = 0) A kitérés-1do figgveny:

x(t) = Asin(wt + §)

A
Ezt derivalva kapjuk a
sebességet
; v,.(t) = — = Awcos(wt + §)

A sebesség derivaltja pedig a

gyorsulas:
dv, 5 .
A a,(t) =—— = —Aw*sin(wt + §)
e J dt
I T 1
x(t)=x(t+T) Felhasznalhatjuk: x(t) = Asin(wt + &)
w(t+T)=wt+2m Tehat a gyorsulasra: a,(t) = —w?x
wT = 2m D
27 Mozgasegyenletben volt: a, = ——x
w = — korfrekvencia m
w = 2mf Tehat: w? =

m



Kinetikus €s potencialis energia

Kinetikus energia: A sebesség-ido fiiggvényt felhasznalva (6 = 0)

1 1 1
Ex = Emvz = EmAzmz{:Dsz({ut) = EDAECDSE(&JE)

Potencialis energia: A kitérés-ido fliggvényt felhasznalva (6 = 0) — rugalmas erdtér

1 1
Ep = E.sz — EDAzsinz (wt)

Mechanikai energia:
A potencialis és a kinetikus energia 0sszege E

Ey = Ex + Ep Ey

Ep Ek

1 1
= EDAECDSE(CUt) + Eﬂfflzsin2 (wt)

1 1
— EDAE [cos? (wt) + sin?(wt)] = 3 DA?

A potencialis ¢€s a kinetikus energia oda-vissza

egymasba alakul a mozgas soran.




Egyenletes kormozgas €s harmonikus rezgés kapcsolata

Kormozgas esetén mindkét koordinata harmonikus rezgdmozgast végez.

H-J'":I
v
R
=0
ol ) ,
Acos(wi + ) |A X

T: keringési vagy peridodusidd
w: szogsebesség vagy korfrekvencia

Felhasznalva a kapcsolatot:

R=A
Vier = R = Aw = Vg
2
v
Acp — E = w’R = w’A = Amax

Tehat a kormozgas két egymasra merdleges
harmonikus rezgdmozgas 0sszetevésekeént
all eld:

y(t) = Asin(wt + §)

x(t) = Acos(wt + §) = Asin (mt + 8+ E)

2

Hogy kormozgas legyen az eredmény, frekvenciak €s amplitidok meg kell egyezzenek,
faziskiilonbség pedig /2 kell legyen. ANIMACIO IDEKATTINTVA!



https://youtu.be/-BHckQV6WeY

Meroleges rezgesek Osszetevese
(tobb1 eset)



Eltéré amplitadok, n/2 faziskiilonbseg

. . o _ X
A két merdleges kitérésre: x(t) = acos(wt) X _ cos(wt) és Y _ sin(wt)
y(t) = bsin(wt) a b
xX\2 [ YN2 frekvenciak azonosak
Tehat: (— ) =
chit: (1) +(3) =1
4V
a=1
b=2

o=
i1l
— 2




TetszlOleges faziseltéres

Abban az esetben, ha a frekvenciak azonosak, az amplitidok nem, és a faziseltérés barmi:
A mozgas tovabbra is ellipszis alaku:

masik specialis eset: 0 faziskiilonbség
viszont torzul és elfordul (vagy =)
-57/6 illetve -n/4 faziskiilonbség :

x(t) = asin(wt) } Xy b

y ! —5 > Y =-X
t- y(t) = bsin(wt)

a b a

2

¥

y = (b/a)x

[
[S]

egyenesse
fajult
ellipszis




Lissajous-gorbék

Teljesen altalanos eset: A frekvenciak sem egyeznek meg.

A mozgas periodikus, ha a Ha a frekvencidk aranya irracionalis,
frekvenciak aranya racionalis akkor soha nem zarul a gorbe, a mozgas
pl. 1/2 vagy 1/3 2 vagy 3 nem periodikus (ismétlodo). pl.
(y: -m/2 faziskiilonbség) (0 faziskiilonbség) (0 faziskiilonbség) V2 és /3

v y

2/

A%
_

Wil
|

a palya ismetlodo gorbét alkot
a periodusidok legkisebb kozos tObbszordse mulva

ANIMACIO IDEKATTINTVA a palya sohasem ismetlodik
(teljesen besatirozna...)



https://youtu.be/hW7wfZhXKHo

Csillapitott rezges

Csillapitott rezgés: A valdosagban a rezgések lassan vagy gyorsan, de csillapodnak.
A rugalmas erdn kiviil, még egy sebességgel aranyos fékezo erdt figyelembe veéve:

F.4

A fékez0 erd miatt

a mozgas energiaja
(mechanikai energia)
disszipalodik.
Kvaziperiodikus
mozgas jon Iétre.

md = F, x=0 ' a=% v=4%

A mozgasegyenlet (egyenes vonali mozgas X mentén): m¥ = —Dx — kx



Csillapitott rezgés mozgastorvénye

Kiindulva a mozgasegyenletbdl : m¥ = —Dx — kx
" k " D D 2 . )4 J4 . e
X+—x+—x=0 — = wy” g - a csillapitatlan rezgés korfrekvencidja (lenne!)
m m m
k . 14 14 * J4 144
¥+2ax+we’x=0 a= o 02 csillapitasi tényez0

Homogen, linearis, masodrendii differencialegyenlet. Megoldas exponencialis: x = e

Behelyettesitve: A2e?t + 2ade?t + wy2e?* =0 és et =0

At

Egyszeriisitve kapjuk a karakterisztikus egyenletet: A2 + 2al + wy? = 0

Megoldéasai: 4, , = —a + \/{xz — wg?

10

Harom lehetséges eset

1. gyenge csillapitas: a? — wg? < 0

X

-

—___er0s csillapitas

___gyenge
AN

_— [ e |

a? —we? =0

3. er6s csillapitds:  a? — wp? > 0 -5

1A 20~—~—"25 3.0

http://www.wolframalpha.com/

t



Gyengen csillapitott rezgés
a? —we? <0
A negativ diszkriminanst atalakitva:

Mo=—a+t a2 —wy?=—-a+ijwy?—a?=—-a+iw

A differencidlegyenlet altalanos megoldasa:
x(t) = Ce *sin(wt + 6)
Ezt derivalva kapjuk a sebesség altalanos alakjat:

v(t) = —aCe “sin(wt + §) + wCe “cos(wt + &)

A C és o konstansokat a hatarfeltételekbdol
lehet meghatarozni. gyenge csillapitas
Pl. x(0) és v(0) megadhato, és
a ket egyenletet megoldva

a konstansok kiszamolhatok.

ANIMACIO IDEKATTINTVA!

x(t) = Ae “sin(wt +5)


https://youtu.be/RmAx8ypH6PM

Kenyszerrezges

Egy periodikus erd potolja a disszipalt energiat:
m¥ = —Dx — kx + Fysin(wt)

Megoldas: egy 1dOben lecsengd (el0z0hoz hasonldan) rezges, €s egy allandosulo
rezges a gerjeszto frekvencian.
Tehat hosszabb 1d6 mulva a mozgastorveény:

Fﬂ/m - 2 . s .
x(t) = sin(wt — &) — = wp” o, - sajatfrekvencia
V(@o? — 0?)? + 4a? w? m 5 - faziskésés
Rezonancia: Az az o, korfrekvencia, A
amire a rezgés amplitiddja a lehetod 0.0015 |

legnagyobb. =10
Ha a csillapitas gyenge (a Kicsi), akkor [
o, = ®, €s az amplittdo minden hataron 00010 :,
tul nOhet (amig a rendszer szét nem \

esik...) — rezonancia katasztrofa.
0.0005

é%(ooz 100 s™

60 80 100 120 140

®



Hullamok

Hullamok akkor jonnek 1étre amikor egy rugalmas kézegben a kozeg egy részének rezgese
tovaterjed a kozegben, azaltal, hogy a szomszeédos pontok is atveszik a rezgest
Pl. gitarhur (1D), viz feliilete (2D), hang vagy fény (3D) i3

A tovaterjedés sebessége a hullam fazissebessége (C).
Ez hatarozza meg milyen 1dOkésés van a két tavoli pont
rezgése kozott.

Tekintsiink egy X iranyban terjedd sikhullamot

(vagy egy 1 dimenzids huron terjedd hullamot).

A rezgés az X = 0 helyen a szokasos harmonikus fiiggvény: y(t) = Asin(wt)
Ehhez képest az X helyen a rezgés x/c idovel késik:

y(x,t) = Asin [m (t - ;)] = Asin (mt _ ?)

) 2mXx ) 2mx )
= Asin (cut — —) = Asin (mt — —) = Asin(wt — kx)

Tc A
T: arezgés periddusideje ©: a rezgés korfrekvenciaja o = 2af = 2a/T
A: @ hullamhossz (peridodusido alatt megtett ut) A = Tc
k: korhullamszam Kk = 27/A Mivel: T =1/f ezért [c =Af




Hullamok: hely ¢€s iddfligges

A hullam esetében a hely €s 1dofliggés 1s periodikus fiiggvény: y(x,t) = Asin(wt — kx)

y

nAA AT
RURRTATA
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A térbeli periodicitas a hulldmhossz Az 1dObeli periodicitas a periddusidd
(adott 1dObeli pillanatkep) (adott helyen vizsgalt rezgés 1dofliggese)



Transzverzalis és longitudinalis hullamok

e— hullaimhossz —s
|
|
|

klteres '
S S
a kiterés merdleges

‘ a terjedési iranyra
terjede€s iranya

>

terjedés i 1ranya A

longitudinalis
mmmm DIGOCOCOM, i

k1teres a kitéreés parhuzamos
iranya f“ hullamhossz "‘J, a terjedési irannyal

a hang is A
longitudinalis | S nL '
hulldm
(20Hz — 20kHz)




