Rezgesek ¢s hullamok



Harmonikus rezgdmozgas mozgasegyenlete

Harmonikus rezgés: Feltétele, hogy a testre hatd er6 harmonikus legyen: F, = —Dx
(Hooke-torvény). Tehat pl. egy rugora akasztott test (ha minden mas er6 elhanyagolhato).

F
Felirva a mozgasegyenletet:
ma, = —Dx
| * m¥ = —Dx
D \ d?x D
| — =——X
dt? m

Altalanos megoldas
é (mozgastorvény):

| *x x(t) = Asin(wt + §)
x=0 e

A: amplitado (maximalis kitérés)
0: kezdofazis

o: korfrekvencia (1asd késobb)

kezdeti feltételek hatarozzak meg oket {



Harmonikus rezgdmozgas mozgastorvénye

Szinuszos harmonikus rezgdmozgas,
X nullakezdéfazissal (6 = 0) A kitérés-1do figgveny:

x(t) = Asin(wt + §)

A
Ezt derivalva kapjuk a
sebességet
; v,.(t) = — = Awcos(wt + §)

A sebesség derivaltja pedig a

gyorsulas:
dv, 5 .
A a,(t) =—— = —Aw*sin(wt + §)
e J dt
I T 1
x(t)=x(t+T) Felhasznalhatjuk: x(t) = Asin(wt + &)
w(t+T)=wt+2m Tehat a gyorsulasra: a,(t) = —w?x
wT = 2m D
27 Mozgasegyenletben volt: a, = ——x
w = — korfrekvencia m
w = 2mf Tehat: w? =

m



Kinetikus €s potencialis energia™ - Feladat: 6

Kinetikus energia: A sebesség-ido fiiggvényt felhasznalva (6 = 0)

1 1 1
Ex = Emvz = EmAzmz{:Dsz({ut) = EDAECDSE(&JE)

Potencialis energia: A kitérés-ido fliggvényt felhasznalva (6 = 0) — rugalmas erdtér

1 1
Ep = E.sz — EDAzsinz (wt)

Mechanikai energia:
A potencialis és a kinetikus energia 0sszege E

EM — EH‘l‘Ep EM

Ep Ek

1 1
= EDAECDSE(CUt) + Eﬂfflzsin2 (wt)

1 1
— EDAE [cos? (wt) + sin?(wt)] = 3 DA?

A potencialis ¢€s a kinetikus energia oda-vissza

egymasba alakul a mozgas soran.




Egyenletes kormozgas €s harmonikus rezgés kapcsolata

Kormozgas esetén mindkét koordinata harmonikus rezgdmozgast végez.

H-J'":I
v
R
=0
ol ) ,
Acos(wi + ) |A X

T: keringési vagy peridodusidd
w: szogsebesség vagy korfrekvencia

Felhasznalva a kapcsolatot:

R=A
Vier = R = Aw = Vg
2
v
Acp — E = w’R = w’A = Amax

Tehat a kormozgas két egymasra merdleges
harmonikus rezgdmozgas 0sszetevésekeént
all eld:

y(t) = Asin(wt + §)

x(t) = Acos(wt + §) = Asin (mt + 8+ E)

2

Hogy kormozgas legyen az eredmény, frekvenciak €s amplitidok meg kell egyezzenek,
faziskiilonbség pedig /2 kell legyen. ANIMACIO IDEKATTINTVA!



https://youtu.be/-BHckQV6WeY

Meroleges rezgesek Osszetevese
(tobb1 eset)



Eltéré amplitadok, n/2 faziskiilonbseg

. . o _ X
A két merdleges kitérésre: x(t) = acos(wt) X _ cos(wt) és Y _ sin(wt)
y(t) = bsin(wt) a b
xX\2 [ YN2 frekvenciak azonosak
Tehat: (— ) =
chit: (1) +(3) =1
4V
a=1
b=2

o=
i1l
— 2




TetszlOleges faziseltéres

Abban az esetben, ha a frekvenciak azonosak, az amplitidok nem, és a faziseltérés barmi:
A mozgas tovabbra is ellipszis alaku:

masik specialis eset: 0 faziskiilonbség
viszont torzul és elfordul (vagy =)
-57/6 illetve -n/4 faziskiilonbség :

x(t) = asin(wt) } Xy b

y ! —5 > Y =-X
t- y(t) = bsin(wt)

a b a

2

¥

y = (b/a)x

[
[S]

egyenesse
fajult
ellipszis




Lissajous-gorbék™®

Teljesen altalanos eset: A frekvenciak sem egyeznek meg.

A mozgas periodikus, ha a Ha a frekvencidk aranya irracionalis,
frekvenciak aranya racionalis akkor soha nem zarul a gorbe, a mozgas
pl. 1/2 vagy 1/3 2 vagy 3 nem periodikus (ismétlodo). pl.
(y: -m/2 faziskiilonbség) (0 faziskiilonbség) (0 faziskiilonbség) V2 és /3

v y

2/

A%
_

Wil
|

a palya ismetlodo gorbét alkot
a periodusidok legkisebb kozos tObbszordse mulva

ANIMACIO IDEKATTINTVA a palya sohasem ismetlodik
(teljesen besatirozna...)



https://youtu.be/hW7wfZhXKHo

Csillapitott rezges

Csillapitott rezgés: A valdosagban a rezgések lassan vagy gyorsan, de csillapodnak.
A rugalmas erdn kiviil, még egy sebességgel aranyos fékezo erdt figyelembe veéve:

F.4

A fékez0 erd miatt

a mozgas energiaja
(mechanikai energia)
disszipalodik.
Kvaziperiodikus
mozgas jon Iétre.

md = F, x=0 ' a=% v=4%

A mozgasegyenlet (egyenes vonali mozgas X mentén): m¥ = —Dx — kx



Csillapitott rezgés mozgastorvénye

Kiindulva a mozgasegyenletbdl : m¥ = —Dx — kx
" k " D D 2 . )4 J4 . e
X+—x+—x=0 — = wy” g - a csillapitatlan rezgés korfrekvencidja (lenne!)
m m m
k . 14 14 * J4 144
¥+2ax+we’x=0 a= o 02 csillapitasi tényez0

Homogen, linearis, masodrendii differencialegyenlet. Megoldas exponencialis: x = e

Behelyettesitve: A2e?t + 2ade?t + wy2e?* =0 és et =0

At

Egyszeriisitve kapjuk a karakterisztikus egyenletet: A2 + 2al + wy? = 0

Megoldéasai: 4, , = —a + \/{xz — wg?

10

Harom lehetséges eset

1. gyenge csillapitas: a? — wg? < 0

X

-

—___er0s csillapitas

___gyenge
AN

_— [ e |

a? —we? =0

3. er6s csillapitds:  a? — wp? > 0 -5

1A 20~—~—"25 3.0

http://www.wolframalpha.com/

t



Gyengen csillapitott rezgés
a? —we? <0
A negativ diszkriminanst atalakitva:

Mo=—a+t a2 —wy?=—-a+ijwy?—a?=—-a+iw

A differencidlegyenlet altalanos megoldasa:
x(t) = Ce *sin(wt + 6)
Ezt derivalva kapjuk a sebesség altalanos alakjat:

v(t) = —aCe “sin(wt + §) + wCe “cos(wt + &) ANIMACIO!

A C és o konstansokat a hatarfeltételekbdol
lehet meghatarozni. gyenge csillapitas
Pl. x(0) és v(0) megadhato, és
a ket egyenletet megoldva

a konstansok kiszamolhatok.

ANIMACIO IDEKATTINTVA!

x(t) = Ae “sin(wt +5)


https://youtu.be/RmAx8ypH6PM

Kenyszerrezges

Egy periodikus erd potolja a disszipalt energiat:
m¥ = —Dx — kx + Fysin(wt)

Megoldas: egy 1dOben lecsengd (el0z0hoz hasonldan) rezges, €s egy allandosulo
rezges a gerjeszto frekvencian.
Tehat hosszabb 1d6 mulva a mozgastorveény:

Fﬂ/m . 2 ., .
x(t) = sin(wt — &) — = wp” o, - sajatfrekvencia
V(@o? — 0?)? + 4a? w? m 5 - faziskésés
Rezonancia: Az az o, korfrekvencia, A
amire a rezgés amplitiddja a lehetod 0.0015 " /’“\\
legnagyobb. o N
Ha a csillapitas gyenge (a kicsi), akkor [ 1)

®, = ®y €s az amplittdé minden hataron 00010 [ 1
tal nohet (amig a rendszer szét nem [\
esik...) — rezonancia katasztrofa. PaLS

Feladat: 7

0.0005

é%(oo: 100 s™

60 80 100 120 140

®



Hullamok

Hullamok akkor jonnek 1étre amikor egy rugalmas kézegben a kozeg egy részének rezgese
tovaterjed a kozegben, azaltal, hogy a szomszeédos pontok is atveszik a rezgest
Pl. gitarhur (1D), viz feliilete (2D), hang vagy fény (3D) i3

A tovaterjedés sebessége a hullam fazissebessége (C).
Ez hatarozza meg milyen 1dOkésés van a két tavoli pont
rezgése kozott.

Tekintsiink egy X iranyban terjedd sikhullamot

(vagy egy 1 dimenzids huron terjedd hullamot).

A rezgés az X = 0 helyen a szokasos harmonikus fiiggvény: y(t) = Asin(wt)
Ehhez képest az X helyen a rezgés x/c idovel késik:

y(x,t) = Asin [m (t - ;)] = Asin (mt _ ?)

) 2mXx ) 2mx )
= Asin (cut — —) = Asin (mt — —) = Asin(wt — kx)

Tc A
T: arezgés periddusideje ©: a rezgés korfrekvenciaja o = 2af = 2a/T
A: @ hullamhossz (peridodusido alatt megtett ut) A = Tc
k: korhullamszam Kk = 27/A Mivel: T =1/f ezért [c =Af




Hullamok: hely ¢€s iddfligges

A hullam esetében a hely €s 1dofliggés 1s periodikus fiiggvény: y(x,t) = Asin(wt — kx)

y
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A térbeli periodicitas a hulldmhossz Az 1dObeli periodicitas a periddusidd
(adott 1dObeli pillanatkep) (adott helyen vizsgalt rezgés 1dofliggese)



Transzverzalis és longitudinalis hullamok

e— hullaimhossz —s
|
|
|

klteres '
S S
a kiterés merdleges

‘ a terjedési iranyra
terjede€s iranya

>

terjedés i 1ranya A

longitudinalis
mmmm DIGOCOCOM, i

k1teres a kitéreés parhuzamos
iranya f“ hullamhossz "‘J, a terjedési irannyal

a hang is A
longitudinalis | S nL '
hulldm
(20Hz — 20kHz)




Allohullamok*

Ko6zeghatarhoz €rve a hullam visszaverddik. Amikor a bejovo €s a visszaverddd hullam
talalkozik kitéréseik eldjelesen 6sszeadddnak (interferalnak). Bizonyos esetben
allohullam johet 1étre.

Vegyiink egy X iranyba haladé hullamot, €s a —x iranyba halado visszavert hullamot:

vy, t) =y (x,t) + ¥, (x, 1) ANIMACIO!

y(x,t) = Asin(wt — kx) + Asin(wt + kx)

y(x,t) = Asin(wt)cos(kx) — Acos(wt)sin(kx)+Asin(wt)cos(kx) + Acos(wt)sin(kx)
y(x,t) = 24sin(wt)cos(kx) = 2Acos(kx)sin(wt) = 2A(x)sin(wt)

Az amplitado helyfliggdve valik: csomopontok ¢s duzzadohelyek.

A fazis viszont mar nem fiigg a helytol (hely és 1dofiigges szetcsatolodik).
Az 4llohullam hullamhossza csak az
adott geometria altal megengedett
hullamhosszak lehetnek:
hatarfeltételek

P1. rogzitett végli hur végén

csomopont, nyitott végli sip végében
duzzadohely

Emiatt a frekvencia sem lehet
tetszOleges: alaphang és harmonikusok




Doppler effektus™

Ha a hullam forrasa és a megfigyel6 egymashoz képest mozog, akkor a kibocsatott

frekvencia nem egyezik meg az ¢szlelt frekvenciaval.

PI. kozeledo ¢€s tavolodo sziréna hangja

Ha az M megfigyel6 kozeledik v sebességgel:
Nem csak ct hosszasagu hullamsort

e¢szlel, hanem ct + vt hosszusagut.
Egységnyi 1d0 alatt észlelt rezgések szama:

F

ct + vt f(

C

Ha az F forras kozeledik v sebess¢ggel.
A hullamhossz vT —vel megrovidiilni latszik:

A =A1—vT
, ¢ ¢ ¢ 1 1
(TR E S A PSP
(+v/c ha tavolodik)

Ha mindkett6 mozog a kozeghez képest. f' = f

1+-)  (-v/cha tavolodik)

1+

1+
c

Upm

C
VFE




Egyenletes kormozgds dinamikaja

Egyenletes kormozgas: A mozgas soran a sebesség nagysaga allando, iranya viszont
folyamatosan valtozik. Tehat van gyorsulas, ami a kozéppont felé mutat (centripetalis).
Ennek feltétele, hogy az eredd erd is abba az iranyba mutasson (centripetalis ero).

INERCIARENDSZERBEN TARGYALJUK
A dinamika alapegyenlete: md = F,

Gyorsulasnak csak centripetalis (sugar iranyu)
komponense van.

Az eredd er0 nagysaga:

1?2

_ _ 2
cp = mﬁ — mw*R

Ezt az eredo erdt sokféle kolcsonhatas biztosithatja: lehet pl. gravitacios erd, Coulomb-ero,
kotélerd, nyomoerd, Lorentz-erd, stb. stb.

Ekkor ﬁ,;. 1 ¥, tehat a munkavégzés nulla. A centripetalis er6 nem végez munkat.

F, = ma = ma

A szogsebesség-vektor iranya a jobbkéz-szaballyal hatarozhatdo meg. Az abran pl. kifele.



Valtoz6 kormozgas - forgatonyomatck
Egy er origéra (forgastengely) vonatkoztatott forgatényomatéka: M = 7 X F
Erokar: az erd hatasvonaldnak a forgastengelytol mért tavolsaga
nagysaga: erd x erdkar, vagyis M = Fr, = Frsina
A forgatonyomaték nulla, ha az er6 hatasvonala

atmegy a forgastengelyen, maximalis ha merdleges
a helyvektorra.

iranya: a vektorszorzat alapjan (jobbkéz-szabaly)
merdleges az er0 ¢€s a helyvektor altal
meghatarozott sikra.



Perdiilet (Impulzusmomentum)

Pontszerfi test perdiiletének altalanos definicidja: L = 7 X § = # X (m®)

cr 7

Ha a helyvektor €s a sebesség merdleges, mint pl. egyenletes kormozgasnal:

L=rmv=mrv=mror= m’r'zcu

A perdiilet vektor a

= B
dL d( % 9) di . . dv
— = Xv)=m|—-X X—|=
- e i mr X v m at v+r ar
0@ L
—m@BXV+7Fxd) =7Fx(md) =7 xF, =
Perdiilettétel: dL _
dt €

forgatonyomaték hatasara valtozik meg:

M

a



Tehetetlenségi nyomatek

Specialis eset: tomegpont rogzitett tengely koriil, allando tavolsagban mozog (kormozgas)

L(t) = mriw(t)

dL _ ,do(t)

Ekkor a perdiiletet 1d6 szerint derivalva: It mr i

= mr?p(t)

B a szoggyorsulas, az mr? tag pedig a tomegpont tehetetlenségi nyomatéka.

2|, ahol r a tengelyt6] mért tavolsag.

Tomegpontra a tehetetlenségi nyomaték tehat: |@ = mr

dL dw(t
A perdiilettételt felhasznalva: o= mr? (;E ) =0B(t)=M
Megkaptuk a forgdbmozgas alapegyenletét: |M = 6
1,

A tOmegpont mozgasi energiaja: E, = Smvs = omr w? = Eﬂmz



Az elemi munka egy infinitezimalis elmozdulas soran (kormozgas):

Munka ¢s teljesitmény

SW =F -d§ = md - d$ = ma,ds = mBrds = mBrid¢ = 68dep = Md

Ebbdl a teljesitmény:
dEx _ ow Y do
dt dt dt

Halado €s forgd mozgasok kozotti analogia

Haladé mozgas

Forgé mozgas

(1 dimenzio)
valtozé X P
(sz6g)sebesség Vx Y]
(sz6g)gyorsulas Ay B
tehetetlenség m g
A (szdg)gyorsulas oka E, =ma, M =6p
Impulzus(momentum) Dy =17, L=08®
Kinetikus energia V2 m'“'x2 Lo B
munka E Ax MAg
teljesitmény Fev, Mo




Bolygok mozgasa
Tegytk fel, hogy m tomegi test mozog egy sokkal nagyobb (M) tomegli test gravitacios
terében. Mivel M sokkal nagyobb, mint m, ezért nyugvonak tekintheto. pl. Nap és Fold.

Az m tomegu test rendelkezik Ey kinetikus és Ep potencialis energiaval.
A végtelenben vessziik a nullpontot: E, =0, har — oo

parabola hiperbola

A mechanikai energia:

V< Vkér

Ha E,, > 0, akkor szabad (eltavolodhat végtelenbe)
- parabola (E,, = 0) vagy hiperbola alakt palya

Ha E,, <0, akkor kotott (véges tavolsagban marad)
- kor vagy ellipszis alaku palya




Kepler torvényei I-11.*

Egy nagy tomegii test gravitacids terében kotott allapotban mozgd testekre (pl. bolygok).
I. A bolygok palyaja ellipszis, és annak egyik gyujtopontjaban a Nap all.

I1. (Tertileti tetel) A bolygok vezérsugara (a bolygot a Nappal 0sszekoto szakasz) egyenld
1d0 alatt egyenld tertiletet surol. A bolygok Napkozelben gyorsabban mozognak.
A perdiilet megmaradasabol kovetkezik: nincs forgatdbnyomatek centralis erdtérben.
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Kepler III. torvénye*

I11. Az ellipszispalyak fél-nagytengelyeinek (a) kdbei tigy aranylanak, mint az adott

palyakon keringd bolygok keringési idejének (T) négyzetei. .

a
Tehdt minden a Nap koriil kering® bolygora (és barmilyen testre): 77 = allando

Mindharom torvény a Newton axiomakbol, €s a Newton-féle gravitacios er6torvénybdl
levezethetO.

Bizonyitas kor alaku palyara: a=b =R

: m

| F, =ma

: Mm B 2p

! Vpa =M@

:r ____________________ M  4r?
}!RE ~ T2 R
yM R®

= allando

b

42 T2




Tomegpont rendszerek
(Kiterjedt testek)
mechanikaja



Sulypont*

A testek mérete sokszor nem hanyagolhato el a probléméban szerepld méretekhez képest.
A kiterjedésiik miatt a haladdé mozgas mellett a forgd mozgasukat is figyelembe kell venni.

A sulypont az a pont ami alatt ugy alatamaszthatjuk a testet, hogy az egyensulyban legyen:
a [ a

Az alatdmasztas helyére
az eredd forgatonyomateknak
nullanak kell lennie. Példaul:

[

m;gxs = Mg (E — xs) +myg(l —x5) |

- Xsg

B Mg (%) + mygl
s = mig+Mg+myg

Egy bonyolult alaku test
sulypontjat azt tobb pontjaban
felfiiggesztve hatarozhatjuk
meg, mint a fliggdleges
vonalak metszéspontja:




Tomegkozeppont™

Kiterjedt test tomegkozéppontjanak helye a testet felépito pontok helyének tomegekkel
stlyozott atlaga (illetve a részek tomegkozeppontjainak tomegekkel sulyozott atlaga):

[ [ g
A példaban az Osszetett test @
tomegkozeéppontjanak
X koordinataja: ‘ Xm *$ m;eX;
[
ml'[}‘l‘mzl{‘l‘mg(j) : : =X
X = 0 Am
my + o + L%
Zﬁ_ m- x. E'{"J_ m- . 'I?HT_ m. Z.
A tomegkozéppont helye altalaban: (x,,,, Vi, Z;) = "’_Nl LY "’_Nl i , L_NI ) =
i=1 1My i=1 M i=1 M
N N N N - L
_ [ &i=1Th X Dic1 My Yi Do M Z tehat: | 7. = 2=t m; 1y ANIMACIO
m ' m ' m N m IDEKATTINTVA!

A legtobb esetben a sulypont ¢s a tomegkozéppont helye ugyanott van, és a kettd kozil
barmelyik hasznalhato. Kiilonbség a két pont helye k6zott csak akkor van, ha a test mérete
olyan nagy, hogy a gravitacié nem tekinthet6 a test minden pontjara ugyanolyan erdsséglinek.



Folytonos tomegeloszlasu test

Folytonos tomegeloszlas esetén a test minden pontjaban definialhatjuk a siiriiséget:

P m(7, V) (
P() = im =y

Ez altalanos esetben pontrol pontra valtozhat.

A test tomeget a slirliseg térfogati integralja adja (a test térfogatara integralva):
m = f p(¥)dV
vV
A test tomegkozeppontja (sulypontja) ekkor:

_J, pBFdV [ p(PFdV
fry = =
f, Hav ™




Lendilettétel tomegpontrendszerre

Pontrendszer mozgasanak vizsgalatahoz irjuk fel a lendiilettételt az egyik pontra (i):

A 14 hato kiils6 erdk eredgje: P:;
A j-edik pont altal Kifejtett erd: F;;
A dinamika alapegyenletét is

felhasznalva az altalanos (i-edik)
tomegpontra:

N

d N N - -

P =M = F+ F]z
j=

C")sszegezve a test minden pontjara:

d |
d_ l

i=1 i=1 ]:1

Lendiilettetel tomegpontrendszerre:

N N .
7y z z ﬁ] l_ A belsé erok kiesnek (Newton 3. axiomaja): Fy; = —Fj;

—

i=

-

1

Ha a pontrendszerre hato kiilso er0k ereddje nulla, akkor a lendiilet allando.



Utk6zések

Ha az {itk6z0 testek zart rendszert alkotnak (kiilsé er6k nem hatnak rajuk), akkor az
litkozes soran mindig teljesiil a lendiiletmegmaradas.
A rendszer tagjainak lendiilete 6sszesen ugyanazt adja az titkozés el6tt mint utén:

Pa1 t Pp1 +Pc1t " =DPaz + P2+ D2+
mAﬁAl + mBﬁBl + mcﬁCl + e = mAT})AZ + mBT?BZ + mcﬁcz + .-

Ez altalaban 3 fliggetlen egyenletet jelent a lendiilet X, y €s z komponenseire.

Erre akkor van szlikség ha az titkozés térben jatszodik le €s nem centralis

(pl. ket egymashoz vagott labda, melyek sebessegvektorai nem a masik tomegkozeéppont-
janak iranyaba mutatnak, vagy egy szétrobbano tlizijaték esetében is alkalmazhato)
Billiardgolyok titk6zése az asztal sikjaban két egyenletet eredményez.

Egyenes mentén mozgo két test centralis tlitkozése pedig csak egyet:

MyVa1 + Mplpy = MyVsp + MpVp;
Ha ellentétes iranyban halad a ket test, akkor ez egyik sebesség negativ.
Extrém esetek:
Tokéletesen rugalmatlan litkdzésnél a két test Osszetapad: Vy, = Vg, €8 M =My + My
Tokeletesen rugalmas titkdzeésnel a kinetikus energia 1s megmarad:

1 " , 1 2, ]
—mMuv — MgV — My — MgV
2 AVAL 2 EYE1 2 A VA2 2 EYE2

2



Utkozési szam

A valdsagos litkozesek se nem tokéletesen rugalmatlanok, se nem tokéletesen
rugalmasak. Az iitkdzési szam azt mutatja meg, hogy mennyire rugalmas az iitk6zés.
Ez a szam a tavolodasi sebesség és a kozeledési sebesség hanyadosa.

———
Az utkozési szam:

Va2

—- VB2

UVpz — Vy2 m
k — |
Va1 — VUpq

Extrém esetek:

tokéletesen rugalmatlan: k = 0

w1z _ m, VAl
tokéletesen rugalmas: k = 1 —_— VBI
A —

altalanosan: 0 < k<1

m, VA2
r . —_— VB2
Egyszerlibb ezt hasznalni a - —_—

kinetikus energia megmaradasa
helyett, mert ez nem masodfoku.

ANIMACIO IDEKATTINTVA!



https://youtu.be/Dl5JQT8CG8U

Tomegkozepponti tétel

cr 7

N N N
da_dz e_dz de_dz (mi) = > . .
at? T de. mivi_dt_lmidti de? £, ik dzmrs Mmgez’s = Mas
i= i=

=1

A tomegkozépponti tétel:

I
M=
ot

Pontrendszer tomegkozéppontja ugy mozog, mintha a rendszer 6sszes tomege ebbe a
pontba lenne egyesitve, €s az 0sszes kiilsd erd erre a pontra hatna.



Perdiilettétel és munkatétel

A perdiilettétel a lendiilettételhez hasonloan levezethetd.
A tomegpontrendszer perdiiletének 1d6 szerinti derivaltja egyenld az eredd
forgatonyomatekkal:

df_ﬂ
dat ¢

A tdmegpontrendszerre vonatkozo munkatétel azt mondja ki, hogy a rendszer kinetikus
energiajanak megvaltozasa egyenld az osszes erd (kiilsd €s belsd) altal a rendszeren
veégzett munkaval:

W = AEg

A belso er0k azeért szerepelnek, mert a rendszer tomegpontjai kozotti potencialis energia

crers

Peldaul egy rago két vegehez kotott testek rezgése soran, vagy a Naphoz kozeledo
listokos esetében.



Tehetetlenségi nyomatek

Egy tomegpontrendszer tehetetlenségi nyomatéka az egyes tomegpontok tehetetlenségi
nyomatékainak 0sszege: N
0 = Z m; T'iz
i=1

Folytonos tomegeloszlas esetén az infinitezimalis dV térfogata darab tomege: pdV
Tehetetlenségi nyomatéka: dmr? = pdVir?

Tehat az egész test tehetetlenségi nyomateka: |6 = f pr2dV | r a tengelyt6l mért tavolsag.

V

Steiner tétel: Ha tudjuk a tehetetlenségi nyomatékot egy, a stilyponton a&tmend tengelyre
(6,), akkor a vele parhuzamos, tdle d tavolsagban 1évo tengelyre a tehetetlenségi nyomaték:

Hd — 6'3+de




Merev testek mechanikaja

Egy merev test barmely két pontjanak tavolsaga idoben allando (nem deformalodik).

Egy mereyv test egyensulyanak feltételei:

* a testre hato kiilso erdk ereddje nulla és

* a kiilsd erdk barmely pontra (illetve tengelyre) vonatkozd forgatonyomatékainak
ereddje nulla.

Itt az egyensuly nem csak a statikus allapotot jelenti, hanem allandd sebességli mozgast €s
alland6 szogsebességli forgast is.

Valtozo mozgas esetén:
Merev test mozgasa tehat haladé mozgasbol és forgdmozgasbol all.
- A halad6 mozgast (a tomegkozeéppont gyorsulasat) a tomegkozépponti tételbol
kaphatjuk meg. N

mds = P::

=1

- A forgd mozgas szoggyorsulasat pedig a forgomozgas alapegyenletébol lehet
meghatarozni.
5 M, = 6p



Folyad¢kok €s gazok
mechanikaja



Hidrosztatikai nyomas™

A folyadékok ¢és gazok kozos tulajdonsaga, hogy alakjukat szabadon valtoztatjak. Ha a
részecskékbdl allo felépités helyett ezeket folytonos tomegeloszlasunak tekintjiik,
akkor kontinuumrol beszéliink.

Hidrosztatika: nyugvo folyadékok mechanikaja

Nyomas: Egy pontban a nyomas a pontot koriilvevd (vegtelen) kicsiny feliiletre hato
erd felliletre merdleges komponense, osztva a feliilet nagysagaval. Skalar mennyiség.

Fi(4)

: N
p = limy 1 Meértékegysege: [p] = 7= Pa (Pascal)

A hidrosztatikai nyomas a folyadék (h magassagu oszlop) — - _ _
sulyereje altal okozott nyomas (egyenletesen oszlik el): /:

_E) _mg Vpg Ahpg

= : surasé —
A A A A g P 5

Mivel a folyadek alakja szabadon valtozhat, adott —
mélységben a nyugvo folyadék nyomasa nem fligg a feliilet
iranyitasatol, a kifejtett er6 pedig mindig merdleges a —
feliiletre. — —
Pascal torvénye: Egynemi nyugvo folyadék azonos —/ —A—- —
magassagl pontjaiban a nyomas azonos. = —




Pascal torvénye — P¢lda*

Egy U alaku iivegcs6 baloldali vége zart, a masik nyitott. A csében alul 13,6g/cm?3
slirliségii higany, a jobb szarban ef6l6tt S0cm magas vizoszlop van. A 1€gkori nyomas
Ibar, a bal szarban a Hg folott a levegd nyomasa 0,9bar. Mekkora a magassagkiilonbség a
két higanyszint kozott?

po = 105Pa, p,=0,9-105Pa, h =50cm

A higanyban, mint egyneml nyugvo
folyadékban a szaggatott vonallal
megjelolt szinten a bal €s jobb
oldalon meg kell egyeznie a nyomasnak: |

P = B

p1 + xpyg = po + hp,g

L Pothpug —p
Pug

= ...=11,17cm



Felhajto erd™

A felhajto ero a folyadek altal a test

teljes feliiletére kifejtett eredd ero. 4 Fi.

A téglatest alaku test lapjaira: l l l l l l l l
- eliilsé és hatulso ereddje nulla ) 7 T

- bal oldali és jobb oldali ereddje nulla e

- also ¢€s felso eredoje... 0y V e

Fr = Frei — Fie = DientA — Pfent4 = )
=prg(h+ c)A — prghA = prgcA = !
- or¥g = mys o [TTTTT

L 0 F
V a test altal kiszoritott folyadék térfogata, Jet

aminek tomege m;
Tehat a felhajto erd nagysaga egyenlo a kiszoritott folyadek sulyaval. Ez mas alakra is igaz.

Archimédesz torvénye: Minden folyadékba martott testre felhajto erd hat, amely
egyenld a kiszoritott (bemertiild rész altal) folyadek stlyaval. F e I a d at . 9

Ha a test siirlisége nagyobb mint a folyadéké akkor elmeriil, mert a felhajtoerd kisebb
mint a test stlya. Ha a folyadek slirisége nagyobb, akkor a test egy része nem mertil el,
a test Uszik.



Felhajto erd - elmerulés™

Amennyiben a test stirlisége nagyobb mint a folyadéké: p, > p;
A test teljes térfogata a viz ala mertil.

A felhajto erd nagysaga: F; = Vp: g

A test egyensulyahoz egy tartd erd is
sziikseéges, pl. egy mérleg a folyadek aljan.

A test egyensulyanak feltétele: F, =0

Fi+ F—-mg=0 Pf e
Vpig+ F—Vpg =0 v F,
m
A szukséges tarto er0 tehat (latszolagos suly): Pi AR ¢ I

F. = Va(p, — py)

Abban az esetben amikor a test €s a folyadék stirlisége megegyezik, a tartd erd nulla.
Egy tetszdleges mélységbe helyezett test ekkor nyugalomban van, hiszen F;=m_g




Felhajto erd - uszas™

Amennyiben a V térfogatu test stirlisége kisebb mint a folyadéké: p, < p;
A test egy része nem meriil el.

Csak a bemertlt rész (V,,) szorit ki folyadékot.

A felhajto erd nagysaga tehat: F, =V, p;0

g V
Ve
¢ mg Fy A
Pt | Z

A test egyensulyanak feltétele: F, =0

Pr
F,-mg=0
Vier:d = Vp 0
Voe _ Pt

A test bemeriild részének terfogata tigy aranylik annak teljes térfogatahoz, mint a stirlisége a
folyadek strtiségéhez.



Feliileti fesziiltség

Mososzeres vizbe martott drotkeret oldalaira a

kifeszilt hartya 0sszehuzo erot fegt ki.
Az also6 d hossziisagu oldalra:

F = 2ad ahol o a feliileti fesziiltség.
A kettes sz0rzo az elilso és hatulso feliiletek

miatt van (2 feliilet). F e I a d a.t . 1 O

Ha az als6 oldal egy mozgathat6 rud, amely
s tavolsagot mozdul felfel¢, a feliilet megvaltozasa:
AA = -2ds (2 oldal tovabbra is)
A szappanhartya erejének munkaja pedig:
W = Fs = 2ads = -aAA
Mivel a munka a feliiletvaltozassal aranyos, a folyadeknak
a feliiletével aranyos energidja van:
E=0A
Ennek oka a molekulak ko6zotti
vonzo kolcsonhatasban rejlik.
A feliiletet igyekszik a folyadék
minimalizalni: csepp alakja




Tomegmegmaradas

A hidrodinamika a folyadékok, mint kontinuumok aramlasat leir6 tudomanyag.
Kétfele targyalasmod:

1. Lagrange-modszer: az egyes kiszemelt folyadékrészekre a Newton féle
mozgasegyenletet irjuk fel, €s a kezdeti feltételeket hasznalva megoldjuk.

2. Euler-féle leiras: a kiilonb6z6 pontokban az ott aramlo6 folyadék tulajdonsagait mérjiik
(pl. sebesség, nyomas, stirtis€g).
Ha ezek 1ddben alland6ak minden pontban, akkor stacionarius aramlasrol beszéliink.

Kontinuitasi egyenlet: A tomeg megmaraddé mennyiség, nem keletkezik, €s nem tlinik el.
Tekintsiink egy nyugvo V térfogatot, amelyet az A zart feliilet hatarol. A dt ido alatt a dA

elemi feliiletdarabon kidramld tomeg: dm = pdV = pdAvcosa dt = pv - dAdt
Tehat id6egység alatt: C;—T = pB-dA

AV terfogatbol a teljes A feliileten keresztiil idoegyseg alatt kidramlo tomeg megegyezik a
térfogatban 1évo tomeg csokkenesével (negativ derivaltjaval):

d R
—— | pdv = ¢ pp-dA
dt) ¥ f}gp”

V A



Kontinuitasi egyenlet

Stacionarius (idoben allando) aramlas: Minden 1d0 szerinti derivalt nulla.

A

palast

O=¢p13-d/f= j,m?-d/f+ fpﬁ-d/f+ Jpﬁ-d[f
A Ay Ay Ap Y
A paléstra vett integral nulla, mert a sebess€g parhuzamos a Td;l/

feliilettel. Tehat a két végen torténd be- és kiaramlas ki kell, hogy
¢jtse egymast.

Ennek eredménye, hogy egy cso két tetszoleges 1
helyén a keresztmetszeteken ataramlo folyadek N
tomege megegyezik. . 1
Az A, és A, keresztmetszetli Vi =
helyekre Az id6 alatt: Al T lAS
m, = m, P L
p1V1 = poV, - vo At
P1ANVAL = prANVLAL V1At

P1AVL = poAV, a tbmegaram ugyanaz a csé mentén.

Osszenyomhatatlan folyadékra (p, = p,): AV, = AV, a térfogataram is ugyanaz a cs6 mentén.



Bernoulli egyenlet

Alkalmazzuk a W = AE munkatételt a h; magassagban 1évd A, keresztmetszetli rész és a

h, magassagban 1évd A, keresztmetszetli rész kozott az m + M tomegli 6sszenyombhatatlan
p strlisegli folyadékdarabra, staciondrius aramlas esetén. Kis Az 1d6 alatt:

L1 V,At - a darab ,,elejének” elmozdulasa
. V,At - a darab ,,végének” elmozduldsa
Vi
n p]
Feladat: 11 LEd . N
m
- P M F» V2 22
.| AZ hQ
viAt m
Az M tomegli kozbiilso rész valtozatlan.

—-

r J4 r 4 ur o J4 . V:At
A munkat a szomszédos folyadék ¢€s a gravitacio vegzik:

W =W+ W, = FviAz — Fv,AL+ mg(hy —hy) = pAviAz = pAVAE +mg(hy —hy) =
= PAV = p AV + pAVg(h, —hy) = AV(p, — P, + pgh; — pghy)
A kinetikus energia megvaltozasa: AE, = E,,(m) + E (M) — E,,(m) — E (M)

1 2 1 2 1 2 1 2
’ AEy =§mv2 —Emvl = AV (Epvz _E'Ovl )
Tehat:
1 2 1 2 2 1 2
p1 — P2+ pghy — pgh, = SPV2" —5pT1" 2P + 5PV + pghy = p, + > PV + pgh;




Bernoulli egyenlet - Példa*

Milyen sebességgel folyik ki egy vodor aljan furt lyukon a viz, ha a vodorben h magassagig
van viz?

Feltételezve, hogy a vizszint nagyon lassan csokken: v, =0

hi=h viz0 pi=po

A Bernoulli-egyenletet felhasznalva: _

1 2 1 2
p1 +5pvi” + pghy =p; +5pvy° + pgh;

2 2
1
po + 0+ pgh = p +E,01?22 +0
L,
pgh =5 pv,
2gh = v,?

P2=pPo

v, =./2gh + E’f{}

A sebesség megegyezik azzal, amit egy h magassagbol szabadon eso test érne el.



