Sziikségiink lesz a kovetkezd matematikai azonossagokra, melyek bizonyitasa szorgalmi feladat:
a(bxc)=-b(axc)
rot(f -v) =gradf xv+ f -rotv
divaxb=brotd—d roth
rotrotv = grad divv — Av

MAGNESESSEG

Bevezetés, alapfogalmak

Az Ampere-eré:

F=1/xB
Ha a vezetd nem egyenes, vagy a tér nem homogén, akkor kicsi Ar darabokra kell osztani a vezetét. Az
ilyen darabokra hat6 erd:

AF =14r xB
Altalaban (ha a vezetd nem egyenes, vagy a tér nem homogén) egy vékony vonalas vezetore hatd erdt a
vezetészakaszra valo integralassal kaphatjuk meg:
F=1[(drxB)
Tegyiik fel az egyszertiség kedvéért, hogy a vezetében foly6 I aram azt jelenti, hogy N db q toltésti
elektron ugyanazon v sebességgel halad az £ hosszlisagli vezetdben, (azaz ugyanazon At idé alatt teszi

meg az ¢ tavolsagot) ekkor I=Ng/At és v= £ /At. Ezeket az Ampere-erd képletébe beirva az N db
elektronra hato erd:

F =BI/=BNq- ¢/ At = BNgv
Vagyis az egy elektronra hat6 erd
F=qvB

Altaldnosan egy B madgneses térben V sebességgel mozgo, q toltésii részecskére haté erd, az un.
magneses Lorentz-ero:

F=qvxB

Alkalmazasok:

1. Sebességsziiro.
Néhany berendezés olyan részecskenyaldbbal miikddik, amelyben a részecskék sebességének nagysaga
¢s iranya allando, ehhez a nyalabot sziirni kell. Erre szolgal a sebességsziiro:
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Az egymasra ¢és a sebesség vektorara is merdleges E €s B tér altal toltott részecskére hato két erd
egymassal ellentétes iranyu. A Lorentz-erd ¢s az elektrosztatikus erd abban az esetben ejti ki egymast,
ha
qE = qvB
Tehat azok a részecskék jutnak at a sebességsziirén (nem valtozik a palyajuk), amelyeknek a sebessége:
"TB
Mint lattuk, a toltés nem szerepel a végképletben, vagyis toltott részecskék esetén toltésiiktol

fliggetleniil ugyanazt a sebességet valasztja ki a berendezés.

2. Ciklotron. A Lorentz-erének fontos szerepe van akkor, amikor toltott részecskéket akarnak eltériteni,

illetve gyorsitani. A ciklotron egy olyan részecskegyorsitd, amiben a Coulomb erét hasznaljak a sebesség
nagysaganak novelésére és a Lorentz erét a részecske korpalyan tartasara.

a magneses duédnsok
mez0 iranya

céltargy ionforras

A ciklotron részecskegyorsito vazlata

A toltott részecskék gyorsitasa a két ,duans” kozott torténik, amelyekre valtakozé fesziltséget kapcsolnak. Ennek
frekvenciajat ugy szamitjak ki, hogy mindig gyorsitsa a részecskét, azaz amikor a részecske a duansok kdzott
van, akkor az a duans, amely felé éppen repul, vonzoerét fejt ki ra. Az alkalmazott homogén magneses mez6
pedig kérpalyara kényszeriti a részecskét, vagyis a centripetalis erét a Lorentz-eré adja:
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\"
QvB=m—
r
a korpalya sugara:
mv
r=—
QB
tehat ahogy gyorsul a részecske, ugy keril a kozépponttdl tavolabb. A kdrmozgas peridédusideje:
_2rr 27m
Vv QB

Vagyis a periodusidé (és ezzel a kdrfrekvencia) a sebességtél és a palya sugaratdl figgetlen allandé. Ez azért
fontos, mert igy allandé frekvenciaju fesziltséget lehet a duansokra kapcsolni a gyorsitashoz. Ezekkel a
berendezésekkel (és mas tipusu gyorsitokkal) egyrészt a természetben végbemend radioaktiv bomlasoknal jéval
nagyobb sebességi (és igy joval nagyobb mozgasi energiaju) részecskéket lehet elballitani (sok reakciéhoz ez
szukseéges). Masrészt el lehet érni, hogy a részecskékbdl allé nyalab monoenergias legyen, azaz mindegyikik

sebessége kb. ugyanakkora legyen. Ezt a berendezést f6leg orvosi diagnosztikaban hasznalt izotoptermelésre
131

hasznaljak, példaul 53" jod izotopot allitanak el6, valamint anyagvizsgalatra, illetve magfizikai alapkutatasra.

Forgatényomaték homogén magneses mezében nyugvé sik aramhurokra

Vegyiink egy egyszeri esetet, egy téglalap alaki &ramhurkot, amelyben pozitiv iranyba folyik az &ram
(kék nyil). A téglalap oldalai legyenek a és b, a teriilet A=ab. A magneses indukci6 (z6ld nyil) homogén
és a b oldallal parhuzamos. Ekkor a két a hosszusagt oldalra egyenként Bla er6 hat (piros nyilak),
amelyek ellentétes iranytak. A b hossziisagu oldalakra nem hat erd, tehat az eredd erd nulla.
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Altaldnosan is igaz a kovetkezd allitas: homogén magneses térben nyugvo zart aramhurokra nem hat
magneses ero.

A forgastengelyt az egyszerliség kedvéért a kozéppontban véve (szaggatott vonal), a két erd ugyanarra
forgat (lila gérbe nyil), mindkett6 erékarja b/2.

Az ered6 forgatonyomaték 2-Bla-b/2=Blab=BIA.
Belathato, hogy ez a nyomaték az aramhurok alakjatol fiiggetlen és az altalanos 0sszefliggés:

:|A><I§,

—

M

forg

ahol A=Af a feliiletvektor melynek irdnyitésat jobb kéz szabaly szerint adhatjuk meg. A kicsiny sik
aramhurokban folyd 4ram irdnya ¢és a feliileti normalis irdnya a jobbcsavar szabaly szerint kapcsolodik
0ssze.

A feliileti normalis iranya

Megallapodas szerint az itt bemutatott jelolés © a feliiletbdl kifelé mutato vektort jelent, a feliiletbe befelé
mutato vektort pedig a kovetkez6 modon jeldljik: &.

Az elektromos dip6lusra hato forgatobnyomatékot mar korabban lathattuk:
M forg = B X E
Mforg = |4A>X§ =ﬁx§
ahol M= 1A az aramhurok magneses dipélmomentuma, melynek mértékegysége: [m]= Am?
A permanens magneses dipdlusra (magnestiire) hatd forgatonyomaték hasonldan:
ﬁ forg = ﬁ X §
Az m magneses dipélnyomaték abszolut értéke attdl fiigg, milyen erésen van felmagnesezve a

magnestli. A dip6lusra haté forgatdnyomaték akkor szlinik meg, ha m||B. Vagyis a forgatonyomaték
hatasara a magneses momentum (ha mas hatds ezt nem akadalyozza) befordul a tér iranyéaba, mert ez



jelenti az energia-minimumot®. A kis aramjarta hurok tehat iranytiiként hasznalhat6. Ugy tekintjiik, hogy
a magneses momentum vektora a déli polustol az északi felé¢ mutat.

koraram, mint
I iranytt
— e
D <L B

Permanens magneses dipdlus, és kéraram hasonlésaga

1)

Az elektromos dip6lusok analdgidja felirhaté a magneses dipdlusok energiaja magneses mezdben:
E,=-m-B

p

Inhomogén magneses mezében nyugvo sik aramhurokra haté erdé

Konnyen belathatd, hogy inhomogén magneses mezdben az dramhurokra vagy altalaban a magneses
momentumra hatd eredd erd altalaban nem nulla, hanem az inhomogenitds mértékétdl (a térerdsség
gradiensétdl) és a hurok elhelyezkedésétol fiigg. (Analdgia: inhomogén elektromos er6térben az
elektromos dipolusra erd, homogénben csak forgatdbnyomaték hat.) Vizsgaljuk eldszor egy ugyanolyan

téglalap alaku aramhurkot, mint fentebb a forgatonyomaték-szamitasnal. Tegyiik fel, hogy a B tovabbra
is ugyanolyan iranyu, csak a jobb oldalon B+AB nagysagi. Ekkor nem kell sokat szamolnunk:
egyszeriien a jobb oldali er6t ki kell cserélni F+AF-re, az eredd erd ZF=AF=Ia'AB lesz.

Felhasznalva, hogy a magneses momentum nagysaga ‘ﬁ‘ = Al=abl , kapjuk, hogy ZF =AF=‘E‘-A—:.

Altalanos alaku dramhurok esetében az eredé erd kiszamitdsa bonyolultabb, az Amper-erét kell a zart
aramhurok mentén integralni:

F =1¢(dr < B)

Tehat itt nincs olyan altalanos, egyszerli formula, amellyel pontosan leirhatnank ezt az erét. Kisméretii
aramhurokra azt mondhatjuk, hogy az erd egyenesen ardnyos a magneses momentummal €s a magneses
indukcidvektor gradiensével. A legegyszeriibb kozelités, amit alkalmazni szoktak, az

F=grad(m-B).

Ez a fenti potencidlis energia negativ gradienseként kaphato: F= —grad(E,) = —grad(-m- B) és
pontszertinek tekintett magneses momentumokra (pl. elemi részecskékre) pontos.

Vegylink most egy érdekesebb esetet, amikor egy kor alaki d&ramhurok alatt egy raddmagnes van
elhelyezve, a keret sikja alatt, rd merdlegesen, szimmetrikusan. Ekkor a méagneses indukciovektor a vezetd
egyes kis szakaszain a szakaszra merdleges, kifelé-folfelé mutat (z61d nyilak). Az vezetd szakaszokra hato

er6k minden pontban a szakaszokra és B -re merélegesen, kifelé-lefelé mutatnak (piros nyilak). Az erk
vizszintes komponensei a szimmetria miatt kiejtik egymast, ezért az eredd erd lefelé mutat. A keret
magneses momentuma felfelé iranyul (kicsi lila nyil), hasonléan, mint a raddmégnes momentuma.
Szamolas nélkiil is megallapithatjuk tehat, hogy a két azonos irdnyban 4ll6 momentum vonzza egymast.
Ha ellentétes iranyban allnanak, nyilvén taszité erd 1épne fel.

! Megjegyezziik, hogy az atomi magneses momentumokra is hat forgatonyomaték, de ezek kvantummechanikai okok miatt

forogni, precesszalni fognak a B iranya koriil.
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Ellendrizziik most le az erd iranyét az F = grad(m- B) képlettel a fenti esetre egy Kicsinek tekintett
dipolusra. A fenti abran a B az aramhurok kozéppontjaban felfelé mutat, de értéke lefelé ndvekszik.

Ebbdl az kovetkezik, hogy az m-B skalaris szorzat pozitiv és lefelé ndvekszik, vagyis az er6 lefelé
mutat.

Magneses indukciéfluxus és Gauss-torvény

A magneses mez0 szemléltetésére a magneses indukciovonalakat hasznaljuk. Ezek olyan irdnyitott
gorbék, amelyeknek érintd egységvektora egyirdnyl az érintési pontbeli magneses indukciovektorral.
Megallapodas szerint a magneses indukcidvonalakat olyan siirlin vessziik fel, hogy a rajuk merdlegesen
allitott egységnyi feliileten éppen annyi indukciovonal haladjon at, mint amennyi ott az indukcid
mérdszama.

A magneses indukciofluxus @ iranyitott feliiletre vonatkozik, és megadja a feliiletet 4td6f6 magneses
indukcidvonalak eldjeles szamat. Homogén magneses mez0 esetén az A feliilet indukcidéfluxusa:

@ =B-A=BAcosa

Ha a magneses mez6 inhomogén, akkor egy elemi kicsiny feliilet fluxusa 4@ =B-AA | egy tetszbleges
A feliilet magneses indukciofluxusa pedig integralassal nyerheto:

5



@:jﬁdﬂ
A

Mivel mégneses toltések (monopolusok) nem léteznek, igy tetszéleges zart feliiletre szamitott magneses
indukciofluxus mindig zérus. A magneses Gauss-torvény tehat:

cj>§dﬂ=0
A

A magneses indukciévonalaknak nincs kezdetiik és nincsen végiik. A torvény differencialis/lokalis alakja:

divB =0, vagyis a magneses indukcionak nincsenek forrasai.

A magneses polarizacio, a magnesezettség vektor

A nukleonok (proton, neutron) magneses dipolnyomatéka sokkal kisebb, mint az elektronoké, ezért egy
atom vagy molekula magneses dipdlnyomatéka lényegében megegyezik az elektronok
dipolnyomatékanak osszegével. Az elektronok magneses dipolnyomatéka két részbdl all:

1. palyamozgasbol szarmazo magneses nyomaték, mivel az atommag koriil mozgo elektron kicsiny
koraramnak tekinthetd (legalébbis a klasszikus fizika szerint)

2. sajat magneses nyomaték (a spinbdl adodik)

Az anyag magnesezettségének jellemzésére vezessiink be egy uj vektort. Legyen Am g ANV térfogatban
1év6 magneses dipolnyomatékok vektori 6sszege. Definicid szerint a magnesezettség vektora a P
pontban megadja az egységnyi térfogatra jutd magneses nyomatékot.

= . Am

M= Ilim—

N0 AN

Az allandé magnesek magnesezettség-vektora is a déli polustol az északi felé mutat. Mivel a
magnesezettség nem a makroszkopikus aramokkal, az elektronok makroszkopikus elmozdulésaval van
kapcsolatban, hanem az elektronok atomokon, molekuldkon beliili mozgéasaval, ugy is fel lehet fogni,
hogy a magnesezettséget molekularis dramok keltik.?

crer

Itta p, =4r-107 X—Suniverzélis allando a vakuum permeabilitasa.
m

—_

A M magnesezettség, valamint a magnesezé tér B indukcidja kozotti kapcsolatot anyagegyenletnek
nevezziik. Els6 kozelitésben B és M kozott aranyossagot feltételeziink, ilyenkor beszéliink lineéris

anyagegyenletrél. Ha B ~M akkor H ~ M | A legtsbb izotrop kozegben a H ésaz M vektorok
nemcsak egyiranyuak, hanem a tapasztalat szerint egymassal egyenesen aranyosak is:

—

M:;(ﬁ

¥ a magneses szuszceptibilitas. Ezzel

—

B= g, (H+M) =, (H+xH) = g, (1+ 1) H = ot H

2 A kvantumfizika, foleg a relativisztikus kvantumfizika kimutatta, hogy az elektron spinje nem kapcsolodik az elektron
mozgasahoz, hanem az elektron elvalaszthatatlan tulajdonsaga. Azonban erre a tényre a klasszikus elektrodinamika
felépitéséhez nincs sziikség, a ,,molekuldkon beliil folyd aram” koncepcidjat pedig még Ampere vezette be 1820 koriil.
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=1+

ahol #r £ arelativ permeabilitas, # = #o# pedlg az abszolut permeabilitas.

Az anyagegyenlet igy: B=u(1+ 1)H , azaz

E::;%;qii

vagy tomorebben B=4H Nem szabad elfelejteni, hogy ez az anyagegyenlet, csak egy kozelités,
amely pl. kemény ferromagneseknél teljesen rossz eredményt ad.

Aramok magneses tere

Biot-Savart torvény

Induljunk ki abbol a korabban emlitett ténybdl, hogy a vektorpotencialra vonatkozé Poisson-egyenlet
egy alapmegoldésa az origoban a kdvetkezOképp néz ki:

/T(0,0,0) - £ j idV

crer

Csakhogy amikor rotaciot szamolunk, az A koordinatai szerint kell derlvalni, amelyek most nem
valtozok, hiszen lerdgzitettiik, hogy nullak. Ideiglenesen bevezetiink egy uj koordinata-rendszert,
amelyben r==(x*, y*,z*) lesz a vizsgalt pont helyvektora (ezek a koordinatak nullak voltak), ahol a
vektorpotencialt ki szeretnénk szamolni, r'=(x",y' z") pedig az aktualis, aramjarta térfogatelem
helyvektora és koordinatai.

7 Itt vizsgaljuk a H-t Pl = PR4f
I azaz
g
r
F, - -7 S5
r=r —r

Ideiglenes origd

Az r' és r = koordinatak egymashoz képest fiiggetlen valtozonak tekinthetok. Ezzel a fenti egyenlet az
alabbi alakot olti:

(x* Y, z*

IJ(XYZ) : I j(x.y'2) v
=1 \/x x*) +(y'=y*) +(z-z*)
ahol az integralas minden olyan térrészre megy, ahol az dramsiiris€ég nem zérus. Mivel a rotacid-képzés

a csillagos koordinatak szerinti derivalast jelent, a rotacio operatora a jobb oldalon bevihet6 az
integraljel mogé. Hasznaljuk fel a kdvetkez6 matematikai azonossagot:

rot(f -v) =gradf xv+ f -rotv
mosta j vektor felel meg a V -nek, ami nem fiigg az X*, y*, és z* valtozoktol, tehat a masodik tag

kiesik. Ami marad:
rot—J(X'y’Z)z grad ! xJ.

vektor x komponensét derivalassal kapjuk:

A grad
r=r



0 1 1 2(x'—x*)(-1) _(x'=xx)

OX * \/(X'—X*)Z Ay y*)z +(z'— . *)z 2 ((X'—X*)Z H(y- y*)z +(z'— , *)2)3/2 |r'— . *|3
A tobbi komponenst is hasonléan szamolva
jxhyhz) o or-rx .
|r'—r*| B (r'—r*)3
Az ideiglenes koordinata-rendszert és jeloléseket elhagyva, és ezzel az origdt ismét a vizsgalt pontba
helyezve megkapjuk a Biot-Savart térvényt:

rot

— Fxj
g=A Doy
4r* r
Ezt eredetileg kisérleti titon, mérésekkel fedeztek fel 1820-ban.
A H-ra vonatkoz¢ alak:

i fxT

H =
4rd 3

dv|.

Ha az aram egyetlen vékony vezetoben folyik, akkor dV helyettesithet6 a
keresztmetszet és az ivelem-hossz szorzataval, vagyis jdV = JAds = IdS

~ | rrxds
H=— 5
A r

ahol a gorbe-menti integralas a vezetd teljes hosszara torténik.
Az abran az lathatd, hogy amikor felfelé folyik az aram ¢€s a vizsgalt pont jobbra van a

vezet6tél, akkor minden elemi 1dS vektor éltal keltettdH a papir sikjara merélegesen
befelé mutat, tehat az 6sszegiik is befel¢ mutat.

Az Ampere-féle gerjesztési torvény

Korabban emlitettiik, hogy mozg6 toltések magneses mezdt hoznak létre. A mérési tapasztalatok alapjan
felallitott Ampere-féle gerjesztési torvény vékony vonalas aramok esetén azt mondja ki, hogy a
magneses térerdsség zart gdrbére vett integralja egyenld a gorbe altal hatarolt tetszéleges feliileten
athalado6 aramok algebrai osszegével:

Az dramerdsségek algebrai 0sszegénél az eldjelezésre azt a szabalyt hasznaljuk, hogy az az d&ram, amelyik
a feliiletet a feliilet normalisanak iranyaban dofi pozitiv, amelyik azzal ellentétesen dofi, az pedig negativ.
Megallapodas szerint, a peremgorbe koriiljarasi iranyat €s a feliileti normalis iranyat a jobbcsavar szabaly
kapcsolja Ossze.

A zart gérbe altal kériilfogott aramok el6jelezése



Az Ampere-féle gerjesztési torvény irja le az aram és az altala gerjesztett magneses mez6 kozotti
Osszefiiggést. Tapasztalati tény, hogy a gerjesztési torvény akkor is érvényben marad, ha térben
mégnesezhetd anyagok vannak jelen. A gerjesztési torvény differencialis (lokalis) alakja: rotH=j. A
stacionarius aram magneses mezeje tehat nem 6rvénymentes. Az &ramba bele kell szamitani nem csak a

konduktiv dramot (vezetési aram, ami pl. a fémekben folyik), hanem a konvektiv aramot is. Tehat pl.
pozitiv ionok dramlanak vakuumban, akkor is méagneses tér gerjesztodik.

Hosszu egyenes vezetdo magneses tere

A Biot-Savart torvénybdl, ill. szimmetria-okokbol kovetkezik, hogy a térerdsség értéke csak a vezet6tol
mért tdvolsagtol fiigg. Az erévonalak koriilfogjak az aramot, tehat a vezetdre merdleges sikokban fekvo

koncentrikus korok, kdzéppontjukban a vezetével. Ekkor, ha egy ilyen korvonal mentén integralunk, a H
nagysaga allando, iranya parhuzamos az ivelemmel, igy H kihozhat6 az integraljel elé:

fﬁ%:Hfds:H-Zm:l
g g
azaz
I
H=—
2rm
vagyis a magneses tér erdssége a tavolsaggal forditottan aranyos..

Tekercsek magneses tere

Tekintsiink egy, az atméréjéhez képest hosszu, siiriin csévélt hengeres egyenes tekercs (szolenoid)
magneses terét. A mez6 homogénnek tekinthetd a tekercs belsejében. A tekercs hosszat jelolje |, a
menetszam legyen N, és legyen A, a keresztmetszet. Ekkor az egységnyi hosszra juté6 menetek szama

% . A tekercsben foly6 dramerdsség |. Egy alkalmasan megvalasztott zart gorbére irjuk fel a gerjesztési

torvényt. A zart gorbe legyen az ABCD téglalap, x az AB oldal hossza.

[ N
POPPERPOREREREE "
4

>

X

®®ﬁ®®®®®®®®j®®®
C

D
A szolenoid tekercs és magneses mezeje

A zart gorbére torténd 0sszegzést felbonthatjuk négy egyenes szakaszra torténd osszegzésre:

B c D A
fﬁ%szds+fHds+fHds+fHds
g A B C D

Mivel feltettiik, hogy hosszl és vékony a tekercs, a tekercs belsejében Osszeslirlisodott H vonalak a
tekercsen kiviil oriasi térrészre szorodnak szét. Ebbdl az kovetkezik, hogy a DC szakaszon a tér
elhanyagolhatoan kicsi az AB szakaszhoz képest. Az AD ¢és a BC szakaszon pedig a tér iranya merdleges
a gorbére, masrészt a két gorbe egyébként is ellentétes iranyitasa, tehat ezek az integralok mindenképp
kiesnek. Végiil is az 0sszeg csak az AB oldalra nem tiinik el, ahol is jo kozelitéssel homogén tér alakul

ki, vagyis az integralas egyszerli szorzassa szelidiil. Ebbdl: Hx = T x|, azaz

H=—|.
|




A mindennapokban hasznalt atlagos tekercsekre ez nem mindig jo kozelités, mégpedig azért, mert a
tekercsen kivil a tér és ezzel a DC szakaszon szamolt integral nem mindig hanyagolhato el.

A magneses indukci6 a szolenoid belsejében:

NI
Vagyis a magneses indukcio is az egységnyi hosszra es6 menetszammal aranyos.
Ha a szolenoidot behajlitjuk ugy, hogy az eleje és a vége Osszeér, toroidot kapunk.

Itt hasonlé mddszerrel szamolhatjuk a teret: a zart gérbe menjen a toroid kdzépvonaldban, igy a hossza a
kor kertiilete. Az eredmény:

N

H= )
27r

Ekkor az elébb a szolenoidra kapott kozelités 6 hibajat okozo probléma eltiinik, mivel a gorbe végig a
tekercsen beliil halad. Azonban a tér homogenitasa a tekercs belsejében némileg elromlik, f6leg vastag

tekercsre. Tehat a toroidra kapott képlet is a d — 0 hataresetben egzakt, ahol d=b-a a tekercs
r

vastagsaga.

Az elektromagneses indukcio

Azt mar tudjuk, hogy ha egy magneses mezdben 1év0 vezetdben dram folyik, akkor a vezetdre erd hat
(Ampére-erd) és az mozgasba lendiil. Kérdés, hogy ha magneses mezében vezetdt mozgatunk, akkor
indukalodik-e aram, ill. altalaban hogyan tudunk magneses ton aramot eldallitani.

Mozgasi indukcié

Ha egy vezet6t magneses mezOben mozgatunk, akkor a vele egyiittmozgdé toltéshordozokra a Lorentz-
erd hat.
14 H 2 24 H H = Y1 ~ : I4 24 I4 — ﬁ* v3 S
Ezt az erét ,,idegen” erének is nevezik: F, =qV xB. Az idegen térersség: E, =—=VxB.
q
A mozg6 vezetd vonal mentén elektromotoros erd indukalddik (keletkezik), vagyis ekkor a vezetd
aramforrasként miikddik. A mozgasi indukciot leir6 Neumann-térvény altalanos alakja:
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10 = [Eds = [(VxB)ds
A A

Ha a vezetdbdl készitett vonal zart, akkor az indukalt elektromotoros erd hatdsara indukalt &ram jon létre.
Tekintsiik egyenes vezet6t, és v, B, A4S legyenek egymasra merélegesek.

X X x B x X
FA E* FMi
< » % X X
ast Y R
X X X X X

Az indukalt elektromotoros eré a zart aramkérben indukalt aramot eredményez

A fenti, aramforrasként viselkedé mozgo fémrudat linedaris generdatornak is nevezik. Figyelembe véve a
nagyon specialis geometriat (a rud sebessége merdleges a magneses indukciovektorra és a radra), az
elektromotoros ero:

s =5=TEd§:T(\7x§)d§=ng
A A

A korben folyd aram erdssége pedig az ellenallasok ismeretében meghatarozhaté. Ha az egész kor
ellenallasa R, akkor I=¢/R. Azonban az indukalt &ram miatt erre a rudra is hat az Ampere-erd, a mozgas

iranyaval ellentétesen (ez a Lenz-torvény megnyilvanuldsa), igy azt egy Ifh (huzod)erdvel kell

kompenzalnunk. Ennek az erdnek a teljesitménye fedezi a fogyaszton mért teljesitményt. A generatorok
mechanikai teljesitmény aran szolgaltatnak elektromos teljesitményt.

A fenti elrendezésnél £ a mozg6 rad konstans hossza volt, legyen a zart hurok méasik (az abran vizszintes)
oldalanak hossza h. Ekkor a hurok teriilete A=h{, a példaban ez annal gyorsabban csokken, minél
gyorsabban mozog a rud jobbra. A rad sebessége v=-dh/dt, de mivel ¢ konstans, dA/dt=d(h¢)/dt=-/¢v. A

magneses indukciofluxus valtozasi gyorsasaga:

dt dt dt
Altalanosan, ha egy iranyitott — nem feltétleniil merev — zart vezetéhurok magneses mezben mozog,

akkor a benne indukalt elektromotoros erdt Faraday torvénye adja:
AD

At
Tehat a zart vezet6hurokban indukalt elektromotoros erd egyenld a zart hurok altal koriilfogott
magneses fluxus valtozasi gyorsasaganak ellentettjével (Fluxus-szabaly).
A fluxus-szabaly segitségével az indukalt elektromotoros eré gyakran konnyebben szamithato, mint a
Neumann-térvénnyel. Az is konnyen lathatd, hogy ha homogén magneses mezdben egy vezetd keret
halad6 mozgast végez, akkor nem indukalddik benne fesziiltség.

Valtakozé aramu generator
Tekintsiink egy téglalap alaku vezetd keretet. Keresztmetszete legyen A, és forogjon allandé @

szgsebességgel homogén magneses mezében. A magneses mez$ indukcioja legyen B . A kezdeti
pillanatban legyen 1i T1 B . El6szor irjuk fel a magneses indukciofluxust mint az idé fiiggvényét:
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D

Véltakoz6 aramu generator

@ :jéd,&: B Acosa = B Acos wt
F

mivel a =wt. Alkalmazzuk a Faraday-torvényt az indukalt elektromotoros erd kiszamitasara:

8:—d—¢: B Awsin wt .
dt

Hasznaljuk az & jelolést az elektromotoros erd csucsértékére & =B Aw , ezzel
E=¢&;sinat,

Azaz szinuszos valtakozo fesziiltség generalodott.> Ha egymenetii keret helyett N menetii tekercset
alkalmazunk, akkor az erévonalak mindegyik meneten atmennek, vagyis a fluxus (és annak valtozasi
gyorsasaga) N-szeresére nd. Tehat a valtakozo aramu generator elektromotoros ereje:

E=N ABwwsinat

Nyugalmi indukcio

Az el6zo fejezetben azt kaptuk, hogy egy zart vezetOkorben aram indukalodik, ha a magneses

indukciofluxus, azaz a B feliiletre vett integralja valtozik. Ez az integral nem csak gy valtozhat, hogy a
gorbe alakja vagy helyzete, azaz az integralasi tartomany valtozik, hanem ugy is, hogy az integrandus,

azaza B vektor nagysaga vagy iranya valtozik az id0ben (esetleg az integralasi tartomannyal egyiitt). Ha
az integralasi tartomany nem valtozik, azaz nincs mozgas, Bpedig valtozik, nyugalmi indukciorol
beszéliink.

vasmag
P
c\:
:\’ (\)
L] I~ q
; d_ P
q D
-‘__\3
primer szekunder kor

kor
A nyugalmi indukcié jelensége, kblcsénds indukcio

Tekintsiik a fenti elrendezést. Mindaddig, amig a valtoztathato ellenallassal valtoztatjuk az aramerdsséget
a primer korben, valtozni fog az altala gerjesztett magneses tér indukcidja. Ezeket az indukciévonalakat
a szekunder kor kortilfogja, és valtozik a szekunder fluxus. A tapasztalat szerint, amig a fluxust

8 Ezt egy animaci6 szemlélteti a Digitalis Egyetemen olvashato jegyzetben
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valtoztatjuk, a szekunder korben aram folyik. Az &ram létrejottének oka itt nem lehet a Lorentz-erd, hiszen
a szekunder vezeté nem mozog.

A jelenség magyarazata az, hogy az idében valtozé magneses mez6 elektromos teret indukal, és ez az
indukalt elektromos mez6 mozditja el a szekunder vezeték szabad elektronjait. Ez a nyugalmi indukcid
jelensége.

A fenti kisérletben leirt konkrét jelenséget kolecsonos indukcionak nevezziik, ilyenkor a primer kor
aramanak valtozasa indukal fesziiltséget a szekunder korben.

Azonban a tapasztalat szerint, ha egy adott tekercsben valtozik az aramerdsség és ennek kovetkeztében a
tekercs fluxusa, akkor ez a valtozas az adott tekercsben is indukal fesziiltséget. Ezt a jelenséget
onindukcionak nevezziik, tehat ilyenkor az indukalt fesziiltséget a vezet6kor sajat aramanak valtozasa
okozza. Az 6nindukcio miatt Iétrejott Aram az 6t 1étrehozé hatassal (a magneses tér valtozasaval) ellentétes
hatast fejt ki, azaz ha a magneses fluxus csokken, akkor olyan irdnyu dram indukalédik, amely a fluxust
noveli, igy az nem csokken olyan gyorsan, mint indukcid nélkiil tenné. Ezt a szabalyt Lenz-torvénynek is
nevezik és az energia-megmaradas megnyilvanulasa.

Osszegezve, a Faraday-féle indukciotorvény tomaor alakja:

ahol

a magneses indukciofluxus.
Részletesebben kiirva:

Rogzitett zart vonal mentén az indukalt elektromos fesziiltség egyenld a zart vonal altal koriilfogott
magneses fluxus valtozasi gyorsasaganak ellentettjével. Az indukalt elektromos mezé nem
orvénymentes, ez€ért nem is konzervativ.

A negativ eldjel a Lenz-térvény miatt van ott. Ha nem lenne ott, akkor az indukci6 novelné az 6t 1étrehozo
hatast, igy ongerjesztd folyamat indulna be, amely ellentmondana az energia-megmaradas térvényének.

Elektromos mez6t tehat nem csak (szabad €s polarizalt) toltések kelthetnek, hanem iddben véltozo
magneses mezd is. A toltések keltette mezd forrdsos, s ha a toltések nyugszanak, vagy aramlésuk
stacionarius, akkor 6rvénymentes. Az idében valtozo magneses mez0 keltette indukalt elektromos mez6
- épp ellenkezdleg - forrdsmentes és drvényes.

Szolenoid tekercs 6nindukciés egyutthatéja

Korabban levezettiik, egy hossza vékony tekercsben a magneses térerdsség és a magneses indukciod
kozelitoleg:
NI NI

H=" B=py—
| )

frjuk fel az egyetlen menet altal koriilfogott magneses indukciofluxust (menetfluxus):
@, = [BdA= BA=y¥|
A

A tekercsfluxus egyenld a menetfluxusok dsszegével, igy
13



N?A

O=ND =u |

A tekercsfluxus ardnyos az 6t gerjeszté arammal: @ = LI Az aranyossagi tényez6 definicio szerint L,
az Oonindukcios egylitthatod, ami szolenoidra a kozelités szerint:

N?A
|

L=u

Az 6nindukcios egyiitthato mértékegysége: [L]= 1% =1henry =1H

Ha egy tekercsben valtakozé aram folyik, akkor @ = LI (t)

Tehat a tekercsben indukalodott fesziiltség aranyos az aram valtozasi gyorsasagéaval és az onindukcids
egylitthatoval. Utobbiban benne van a menetszam négyzete (ezért van sok menete a tekercseknek) és a
permeabilitas (ezért szoktak vasmagot tenni a tekercsekbe).

Mivel L ardnyos N-tel, sokmenetii tekercs 6nindukcids egyiitthatoja olyan nagy, hogy az egyben az
egész vezetd kor induktivitdsdnak tekinthetd.

Felhivjuk a figyelmet, hogy az egész szamolds sordn a linearis anyagegyenletet hasznaltuk, vagyis
nemlinedris vasmagokra a kapott eredmény csak korlatozottan alkalmazhato.

Kolcsonods indukcid egyutthatdja szoros csatolas esetén

Tekintsiink két nyugalomban 1év0 tekercset egymas kozelében. A primer tekercs menetszdma legyen N,

, a szekunder tekercsé pedig N, . Ha a primer tekercsben folyo aram |, akkor az indukcio:

O

@ N, N,
O

A kélcsénos indukcié szoros csatolas esetén

B,=u Nllll(t) ,
a menetfluxusa pedig:
N,A
21,0

A szoros csatolas azt jelenti, hogy a primer tekercs menetfluxusa egyben a szekunder tekercs menetfluxusa
IS (vagyis az indukciovonalak kozosek), igy a szekunder tekercs teljes fluxusa:

A,

A kifejezésbdl kiolvashato, hogy a szekunder tekercs fluxusa ardnyos a primer drammal, az aranyossagi
tényez6 M, a kolesonos indukeid egyiitthatoja: @, = Ml , ahol

M =L, = e

I
A szekunder tekercs kapcsain az indukalt fesziiltség:

D = p

@, =N, D, =

14



U _ do, e dl,
1 dt dt

A jelenséget azért is nevezik kdlcsonds indukcionak, mert visszafele is miikodik (a fenti okoskodas
forditott szereposztasban is végigvihetd), mi tobb, Lio=M=L;.

Az altalanositott huroktérvény

Tekintsiik egy olyan hurkot, amely egy ellenalléast, egy kondenzatort, egy tekercset, és egy aramforrast
tartalmaz.

Legyen R a teljes kor ellenéllasa, C a kondenzator kapacitasa, L a tekercs (és egyben az egész hurok)
onindukcios egyiitthatdja, illetve £ az alkalmazott elektromotoros erd.

4 gzlcl 0, Qg
D R L C
. |

_ly

g

Huroktérvény altalanositasa

frjuk fel a indukcié Faraday-torvényét a hurokra:

<J5E . (j BdA)

Tegyiik fel, hogy a tekercs é'mindukcms egyiitthatdja egyben a kor indukcids egylitthatodja is (ez
tobbnyire igen jo kozelités):

SB Eds = —L —
Lathato, hogy itt az E térerdsség zart gorbe menti integralja nem nulla, tehat ha a fesziiltséget a
térerdsség gorbe menti integraljaként értelmezziik, akkor az nem lesz egyértelmiien definidlt mennyiség.

Ezt a problémat egyeldre ugy oldjuk meg, hogy az L 3—1 tagot egyfajta fesziiltségként kezeljiik.

A g zart gorbét az abran lathaté modon bontsuk fel két részre, g, haladjon a vezetdben, g, pedig a
kondenzator lemezei kozotti szigeteloben. A g2 gérbén a térer6sség integralja nem mas, mint a
kondenzatoron esd fesziiltség, Q/C. Igy ha a térerésségre vonatkozo 6sszegzést a g,, g, , szakaszokra

kiilon kiszamoljuk, akkor az alabbi egyenletet nyerhet;jiik:

IR—cS’+Q ——Ld—l
C dt

A Kirchhoff-hurokegyenlet altalanositasa soros RLC korre:
L a +IR+ Q_ =
dt C

Tehat itt négy kiilonbozo tipust fesziiltségrél van szo, amely koziil ketté magyarazatra szorul. Az £ itt
egy aramforras elektromotoros ereje. Ez vagy nem elektromagneses eredetli energiat alakit at elektromos
energiava (pl. galvanelem vagy napelem), de az is lehet, hogy magneses indukcidbol szarmazo energiat
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jelent, mint ahogy azt altaldban a hal6zati aramforrds. Azonban ennél a tagnal nem a vizsgalt &ramkor
magneses fluxusdnak valtozdsadbol szarmazo indukalt fesziiltséget vessziik tekintetbe, hanem tavoli
helyeken (pl. egy erdmiiben) zajlé folyamatokat. Az indukcios tagot a kdvetkezd pontban magyarazzuk
meg.

Elektromagneses indukcié és vektorpotencial

Ahogy kordbban kiszamoltuk, ha egy idealis szolenoidban valtédram folyik, akkor a tekercs koriil, de
azon kiviil halado zart hurokban fesziiltség és igy aram indukalodik. Ezt az eredményt a kisérletek is
megerdsitik.

-
-

Elméleti szinten a probléma az, hogy a szolenoidon kiviil a magneses tér nulla. Ez azt is jelenti, hogy a

rotE = —% differencidlis Maxwell-egyenlet nem irja le, mi torténik a tekercsen kiviil, ugyanis ott az

egyenlet mindkét oldalara azonosan nulla adodik. Kérdés, hogy honnan tudja az elektron, hogy ra erd hat
annak kovetkeztében, hogy téle tavol valtozik a magneses tér? Az egyik lehetség, hogy itt egyfajta
ntavolhatassal” allunk szemben, ami meglehetésen rejtélyes lenne. Ezt a jelenséget Maxwell-Lodge
effektusnak vagy néha paradoxonnak nevezik.

Altalanosan egy vezetben 16v6 toltésre kétféle erd hat, az elektromos térerésségbél szarmazo gE és a

QVxB magneses Lorentz erd. A korben indukalt elektromotoros erdt ezek integralia adja:

Em = P(E+VxEB)ds
g
ahol a vektorpotencial bevezetésénél tanultak szerint

E = —gradU _OA
ot

Ezt az el0bbi 0sszefiiggésbe helyettesitve és figyelembe véve, hogy az elsd tag a kordbban vett
matematikai tétel miatt az integralasnal kiesik, kapjuk:

oA oo

Eid =—<j'>—ds +cj>v>< Bds
g ot g

A kapott kifejezésben az els6 tag a nyugalmi, a masodik a mozgasi indukciodt irja le. Megjegyezziik,

hogy az els6 tag visszaalakithato a szokasos fluxus-szabaly alakba, ha a Stokes-tétel segitségével feliileti
integralla alakitjuk:
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<j>—d§= arOtA A:@Sa—BdA

ot
A fentebb kapott, Vektorpotenc1alt tartalmazo formanak az az elméleti eldnye, hogy a vezetében
keletkezo indukalt fesziiltséget a vezetd helyén 1évo hatdsokra vezeti vissza, tehat nincs sziikség
tavolhatasra, igy feloldodik a paradoxon. Az érdekessége az, hogy a potencialokat csak matematikai
segéd-mennyiségként vezették be a XIX. szdzadban, de — részben az itt leirtak miatt — ma mar valdsagos
fizikai mennyiségként tekintenek rajuk a fizikusok: nem a B magneses indukcio, hanem a
vektorpotencial valtozésa a kozvetlen oka a nyugalmi indukcionak.

*-—e—.
|

o
>

g

f

Kondenzator kislitése

Egy Q toltésre, azaz Ug=Qo/C fesziiltségre feltoltott kondenzatort R ellenallason keresztiil kisiitiink. A
huroktorvény:

IR+9:O,ahoI I:d—Q
C dt

1d6 szerint derivalva és atrendezve kapjuk a differencidlegyenletet az aramerdsségre:
d_-1,
d RC
ahol lo a kisiités kezdetekor beindul6 aramerdsséget jelenti. Ez az egyenlet is szétvalaszthato:
| t
a_ g
I RCy

lo

A megoldas: Inl :_—lt . azaz
I, RC

t
()=l Re=1e"",
ahol =RC az RC kor idéallandoja, |, =U,/R . Ez azt az id6t adja meg, amely alatt e-adrészére csokken
az aramerosseg.

Tekercs rakapcsolasa allandé fesziltségre

Legyen a tekercs L induktivitasa allandd, a kor ohmos ellenallasa R, az &ramforras allando
elektromotoros ereje €. A kapcsolot a t=0 idOpillanatban zarjuk. Kérdés, hogyan valtozik az I
aramerdsseég.

Ha hirtelen (At=0 id6 alatt) nullardl >0 értékre ndne, akkor dl/dt és ezzel az indukalt fesziiltség

végtelen nagy lenne, ami lehetetlen. Kovetkezésképp 1(0)=0. A differencidlegyenlet:
IR-&= —Lﬂ
dt

Egy szétvalaszthat6 tipusu, integralva:
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se—Rl Ly
Az integralast elvégezve:
1peRI_ L,
R € L
R-rel atszorozva, e-adra emelve kifejezhetd az &ramerdsség:

I(t) :%[1—e_it] - |w[1—e_ftj

Felhasznaltuk, hogy t=co-re l,= &/R-nek adodik. Vezessiik be a T =L/R mennyiséget, amelyet
iddallandonak vagy a kor relaxacios idejének is neveznek. Ezzel az dramerdsség:

It =1, (1-e")

Az aramerdség tehat exponencialisan tart a maximalis L. értékhez. Ha a tekercset hirtelen lekapcsoljuk
az allandoé fesziiltségrol, ennek a forditottja jatszodik le, az aram exponencialis fliggvény szerint tart a

nullahoz: 1(t) =1.e7"". Errél ugy gy6zSdhetiink meg, ha a fenti levezetést I(t=0)=Io és =0 értékekre
0 gy

megismételjiik.
Tranziens jelenségek

Az itt emlitett két eset forditva is hasonloan jatszodik le. Levezethetd, hogy ha egy tekercset hirtelen
lekapcsolunk a fesziiltségrdl (a nyugalmi indukciondl targyalt modon), akkor az dramerdsség
exponencialisan tart a nullahoz. Hasonldan, ha egy kondenzatort hirtelen fesziiltségre kapcsolunk,
fokozatosan toltddik fel. Mindezeket (az alabb ismertetettektdl eltérden) tranziens jelenségeknek
nevezzik, mivel arr6l szélnak, hogy amikor a kiils6 hatés (az aramforras fesziiltsége) hirtelen
megvaltozik, eldszor egy dtmeneti (tranziens) allapban van a rendszer és ezen keresztiil fejlodik a
végleges allapot fel¢ (amikor konstans az d&ram). Megjegyezziik, hogy ha ohmos ellendllas nélkiili
tekercsen keresztiil zarunk rovidre egy feltoltott kondenzatort, akkor a harmonikus rezgés
differencidlegyenletével analog egyenletet kapunk, amelynek a megoldasa szinuszos/koszinuszos
rezgés, ez tehat szigoruan véve nem tranziens jelenség. Ha ebbe a krbe még ohmos ellenallast is
iktatunk, azon ho fejlddik, az energia disszipalddik, ezért csillapitott rezgést jon létre.

Aramjarta tekercs magneses energidja. A magneses tér energia-sirusége.

Tegyiik fel, hogy egy egyenfesziiltségli aramforrast kapcsolunk egy olyan tekercsre, amelyben
eredetileg nem folyt &ram. Ekkor az 4&ram a tekercsben fokozatosan felnd a stacionarius értékére, viszont
ehhez az daramforrasnak munkat kell végezni. Ennek az az oka, hogy az &ram névekedése az d&ram
iranyaval ellentétes elektromotoros erdt indukal. Az ujabb és Gijabb toltéseket ez ellen az indukalt
fesziiltség ellen kell mozgatni. Egy dq t6ltés mozgatasakor végzett elemi munka:

dw =Udq
Az indukalt fesziiltség nagysagat linedris viselkedésii anyagok esetén a U = L% képlettel

a0

szamolhatjuk. Mivel az aramerdsség definicid szerint | = , az elemi ataramlott toltést felirhatjuk az

aramerdsséggel: dq=1-dt. Ezeket behelyettesitve:

dw = Ld—I Idt = LlIdI
dt
A teljes folyamat soran végzett munkat integraléssal kapjuk:
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e 127" L?
W=fLd=Ll—| ===
0 2 |, 2
Ahol szintén felhasznaltuk, hogy L nem fiigg I-tdl, vagyis a kdzeg linearis. Eredményiink azt jelenti,
hogy a tekercs pusztan azaltal, hogy aram folyik benne,

1
W ==LI?
2
magneses energiat tarol.

Vizsgaljunk most egy hosszl szolenoidot (amelynél a tekercsen kiviili szort tér elhanyagolhato.
Toroidra ugyanez a levezetés hazi feladat!) Helyettesitsiik be a szolenoid 6nindukcids egyiitthatdjara

N?A NI NI

kapott L = u kifejezést és vegyiik figyelembe, hogy kozelitésiink szerint H = A és B= ,u7
2
W, :l,u N AI2 ziy&MKA:lBHV ,
2/ 2" 1/ 2

ahol V = A/ a tekercs belsejének térfogata, ahol jo kozelitéssel homogén a tér. Végeredményként azt
kaptuk, hogy a méagneses tér energiasiiriisége:

w_==BH

N |-

Vissza a magnesességhez

Magneses térmennyiségek viselkedése két kozeg hataran

Hatarfeltételi egyenletek (peremfeltételek).

Tekintsiik két kiilonbozo kdzeg hatarfeliiletét. Vegyiink fel a két kozeg hatarfeliiletén egy iranyitott
gorbeivet (AB), illetve egy zart gorbét.

Alkalmazzuk a elsé Maxwell-egyenletet erre a gorbére: 459 Hds =3I + % J-DdA , azaz

A2 B2 Bl A1

o o . - d (. e od (e
jHds+JHds+fHds+fHds=21+afDdA=fjdA+E D dA
Aq Ay B, By F F F

Kozelitsiik a P1 és P, pontokat a P-hez, azaz htzzuk ra az A, B és A, B, iveket az AB ivre. EKKor,
f;‘fﬁﬁe 0 ,ésflilﬁge 0,

mivel az integralasi tartomanyok 0-hoz tartanak. Az aramerdsségek 6sszegét a kovetkezOképpen is

felirhatjuk:
Y= jdA
F
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A hurok altal kozbezart feliilettel a nullahoz tart, a D derivéltja és a j dramsiiriiség viszont véges, tehat a
jobb oldal eltiinik. Utobbi csak akkor igaz, ha nincsenek feliileti aramok, ezt fel kell tenniink, hogy
tovabb léphessiink.

Mindebbdl az kovetkezik, hogy hatarértékben csak két integral marad az egyenletlinkbdl, és ezek az AB
szakaszon vett integralokhoz tartanak. Jeloljik Hi és Hz -vel a magneses térerdsséget a hatar mentén, az

1-es és a 2-es kozegben. Ezzel: ffzz H,ds— ff H,ds ,

A 1-es kozegben az integralas hatarait megcserélve eldjelvaltas torténik:

f;ll Hds — f; Hids= — ff Hqds, igy a két integralt 6sszevonva:

B
[ @@ -m)z =0
A

Ha most a B ponttal tartunk A-hoz, a magneses térerdsségek valtozasa az AB gorbe mentén
elhanyagolhatova valik, vagyis az H2 — Hi1 —et kiemelhetjiik az integralés el¢, majd a gorbe hosszéaval
egyszerusithetiink. A végeredmény:

Hy = Hy
Az magneses térerdésség érinto iranyu osszetevije a kozeghataron folytonos (feliileti
aramok hianyaban).
Ebbdl az is kovetkezik, hogy a B tangencialis komponense altalaban nem folytonos, hiszen

pl. H; = %, ezt behelyettesitve:
1
W _ By
W2 By
A normalis komponensek levezetéséhez vegyiink fel a két kozeg hatarfeliiletén egy zart feliiletet, és
minden pontjaban a feliileti normalist. A keletkezd palastfeliiletet hataroljuk le Az -vel és A1 -el a két

kozegben. A nyert zart feliiletre alkalmazzuk a Gauss torvényt: gﬁF BdA=0

f§ﬂ+f§ﬂ+f§ﬁ:0

Ay Ap Ay

Kozelitsiik az A1 és Az feliileteket az A-ra, ekkor a palastfeliilet nulldhoz tart, igy a hozza tartozo

integral a 0-hoz tart:
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[,,BdA -0
Ugyanakkor pedig, BdA - B—lﬂ ahol B—l az indukci6 a hataron, de még az 1-es kézegben, és
A A
fAz BdA - fAEEEZ, ahol E; az indukcio a hataron, de még az 2-es kézegben.

anldA +an2 dA == 0
A A

Mivel a feliileti normalisok ellentétesek:
f(BnZ - Bnl) dA =10
A

Ez az Osszefliggés barmely A-ra igaz, tehat:
Bn2=Bn1
A végeredmény: a magneses indukciévektor normalis koordinataja a hatarfeliileten folytonos.

Mivel wy Hyy, = Wy Hap, vagyis linearis kozegben

Magneses térerosség- és indukciovonalak torési torvénye:

A magneses térerdsséget vizsgalva, felhasznalva, hogy He = Hu:

Hye
tga  Hyp, _H2n_&
tgf  Hae Hip 1

2n

B2 tga _ B, _
3 tgB B2t By

/
- -

A magneses térmennyiségek forrasai és orvényei

A magneses térerdsség orvényeit a makroszkopikus aramok keltik: rotH = j.
A magnesezettség Orvényeit a ,,molekularis aramok™ keltik: rotM = im-
A két egyenletet 6sszeadva és 1, -lal szorozva: rotlf%:yorot(ﬁ +M) = Ho (]+ jm ) .

Tehat a B magneses indukcio 6rvényeit mindkét aram kelti (egy x4, tényezotdl eltekintve)
De:
A magnesezettség forrasai (nyel6i) a déli (északi) magneses polusok: divM =—p,., ahol p,, az Gn.

effektiv magneses toltéssiiriség, ami az északi polusndl pozitiv, a délinél negativ.
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A magneses indukci6 forrasmentes: divB =0, vagyis div(ﬁ +M ) =0 =divH =—divM = Pm s

tehat magneses tér forrasai szintén a magneses polusok, csak ellentétes elojellel: divH = Pm -

Ebbdl viszont arra tudunk kovetkeztetni, hogy egy allandé magnes két polusa kozott a H és az M
vonalai egymassal ellentétes iranyba futnak, ami legalabbis meghokkent6 kéne, hogy legyen azok
szamara, akik eldszor szembesiilnek ezzel a ténnyel.

Példa: Az abran egy (kék szinnel jelolt) allandd magnest latunk, melynek magnesezettsége egyenletes
és x iranyu. A molekularis aramok ered6jét sotétkék nyillal szemléltettiik. A magnes fels6 lapja az x-z
sik. Ekkor ezen a hatarfeliileten a molekularis aramok ereddje z iranyu (a lap sikjabol kifelé¢ mutat).
gorbén végigintegralva M-et csak az anyag belsejében futd szakaszon kapunk nullatol kiilonb6z6
értéket, igy Stokes tételébdl mar latszik, hogy a rotacié nem nulla.

yA

Im ———%
a | 1 4

gz| ——>

L 7

A pontos szamolas azért problémas, mert M nem folytonos fiiggvény, ugrasa van a hatarfeliileten, igy
ott nem is differencialhato. Ezt tigy keriiljiikk meg, hogy feltessziik, hogy a hatarfeliilettdl lefelé¢ az anyag
belsejében M konstans, de folotte y irdnyban M véges gyorsasaggal, pl. exponencialis fliggvény szerint
tart a nulldhoz. Ez a kovetkezd magnesezettség-fliggvényt jelenti:

M,e
M= 0 |,
0
ahol a egy igen nagy értékii allando. Szamoljuk ki M rotacigjat!
i i kK
rotM =det| o, 9, 0, |=aMe ¥k
Me™® 0 0

Viarakozasainknak megfelelden azt kaptuk, hogy a rotM és ezzel jm z iranyu és az anyag hataran (ahol

y=0) egyaltalan nem elhanyagolhaté (hiszen a nagy, viszont e ® =1), az anyagtol tavol ellenben igen (
hiszen ae™® gyorsan tart a nulldhoz, ha y no).

A szbban forgo allandd magnes polusai a jobb €s bal lapjanal vannak. Ennek megfeleléen a bal oldalon
M-nek forrasa, a jobb oldalon pedig nyeldje van. Itt a molekularis d&ramok kiejtik egymast, igy M nem
orvényes, ami onnan is lathato, hogy a narancssarga gz korvonal menti integralas nullat ad. *

* Gyakorlasként érdemes végigszamolni mindkét esetet egymastol fliggetleniil: bebizonyitani, hogy
nulla a gdrbe menti integral és rotacio-szdmitassal azt, hogy nulla a rotécio is.
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Lemagnesezd tér

Ha egy magnesezhetd (paramagnes vagy lagy ferromagnes) anyagot kiilsé H a (a mint "applied’)
magneses térbe tesziink, akkor (ez elektromos depolarizacioval analdg modon) a magneses tér az anyag
belsejében kevesebb (pl. I:|in ) lesz, mint eredetileg a vakuumban volt. Mivel a magneses tér additiv, a
szoban forgd esetben H gy adhaté meg az anyagban, hogy dsszeadjuk az eredeti (kiils6) magneses teret
az anyag sajat magneses terével. Ez utobbit H 4 -vel jeloljiik és lemagnesezd térnek vagy
demagnetizacios térnek (demagnetization field, innen jon a d betii) nevezziik.

H;, =Hy+Hy
Végil is H a kilso tér atmagnesezi az anyagot, ennek hatdsara ennek egy nullatol kiilonb6z6
magnesezettsége lesz, amely irdnya izotrop esetben megegyezik a kiils6 tér iranyaval:
MM A,
A H ¢ lemagnesez0 tér pedig a magnesezettség (pontosabban a magneses polusok) miatt jon létre.

Ahogy fentebb (amikor a magneses tér forrasossagrol beszéltiink) utaltunk ra, a lemagnesez6 tér iranya
ellentétes a magnesezettségével. Az esetek tObbségében a magnesezettség €s a lemagnesezo tér az
anyagban nem homogén, ezért kvantitative igen nehéz vizsgalni. Kimutathat6 azonban, hogy ellipszoid
alaku testeknél, ha az ellipszoid barmelyik fétengelye egybeesik a kiilsd tér irdnyaval, akkor a testen
beliil mindegyik vektormezé homogén lesz €s a leméagnesezo tér aranyos a magnesezettséggel:

Hy=—-NM

Az N >0 aranyossagi tényezot lemagnesezési tényezonek hivjak és csak az ellipszoid alakjatol fligg.
Pontosabban, barmely ellipszoidra a harom fétengelyre kimérve a harom Ny Ny és N; egyiitthatot, az
Osszegiik éppen 1.

Ny +N,+N, =1
Ebbél a szimmetria miatt rogton kdvetkezik, hogy gombre N=1/3, vagyis H 4= —M /3. Ekkor egy

gomb alaku allandé magnes belsejében kiilsd tér nélkiil (tehat a Ha=0 esetben) a magneses indukciodra
ismert képletbdl kapjuk, hogy

B
Hy

Az abran egy gémb alaki allandé magnes H és B/po tere lathato. (Azért osztottunk a po konstanssal,
hogy a vakuumban, azaz a magnesen kiviil a két tér megegyezzen.)

—H, M =2M
3

Az anyag belsejében a lemagnesez6 tér uralkodik, igy a H vonalak a B/po-lal (és az M-mel) ellentétes
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iranytak és kétszer ritkabbak.
Amikor egy paramagneses vagy lagy ferromagneses anyagot felmagneseziink, akkor a végeredménynél

a kiils teret kell 6sszeadni a méagnes terével, ami az anyagon beliil ellentétes az alkalmazott térrel. Igy
mar érthetd, hogy miért kisebb az anyagon beliil H, mint a vakuumban volt.

A lemagnesezési tényez0 értéke hataresetekben:

Egy olyan ellipszoidra, amelyet x iranyban nyujtunk, Ny csokken, hatarértékben nulldhoz tart. Nagyon
hosszu hengeres alaku, és nagyon lapos magnesekre hatarértékben egyszerti szamokat kapunk:

L, A
1. ti alakd magnes: X =—X—>0w0 = NX—>0,Ny:NZ—>1,
0, ! 2
y z
. EX EX
2. lapos korong alak: —*=—*—-0 = N, ->1,N, =N, —>0.
ly, L,

Hogy ezt belassuk, tekintsiik eldszor a fenti abran lathatdo gombot. A gomb oldalanal a B merdleges a
kozeghatarra, tehat a hatarfeltételi egyenletek miatt folytonosan megy at. A géomb aljan és tetején a H
parhuzamos a kozeghatérral, tehat szintén folytonosan megy at. Kezdjiik el most a gdmbot x iranyban
(az abran vizszintesen) nyujtani, mikdzben a térfogatot és a magnesezettséget allando értéken tartjuk.
Ekkor a B vonalak szamara az egyre hossztkasabb ellipszoidon kiviil, annak oldalanal egyre nagyobb
hely keletkezik, azok egyre ritkdbbak lesznek. Ebbdl az kdvetkezik, hogy a H vonalak is ritkabbak
lesznek az ellipszoid oldala (az abran az alja és a teteje) mellett, de igy a folytonossag miatt beliil is, ami
azt jelenti, hogy H azaz Nx csokken. Ha nem tenné, akkor az a végtelenbe tartd hosszsagu ellipszoid
oldala mentén oriasi térfogatban lenne nagy a H és ezzel a B, vagyis divergalna a magneses tér
energiaja. Tehat az N, — 0 allitas az energiaminimum elvébdl is megmagyarazhatd. A hosszikas
ellipszoid hegyénél ugyan nagy a B és a H, de ezek kis térfogatot jelentenek az oldaldhoz képest, tehat
ez utobbi térfogatra kell minimalizalni a tér energidjat.

Ha most épp ellenkezdleg, lapitani kezdjiik a gdmbdt, a kapott korong egyre nagyobba valo alap- és
feddlapjanal kell minimalizalni a magneses tér energidjat, de azokra a feliiletekre a B folytonossaga
teljesiil, vagyis a B-nek kell csokkennie. De B = z,(M —H) akkor lesz minimalis, ha M=H, vagyis ha

Nx=1.

Alakanizotrépia, a hiszterézisgorbe korrekcidja

Tegyiik fel most, hogy egy vasbol késziilt, nagyon hossz tiit akarunk felmagnesezni, amelyre hosszanti
irdnyban N, ~ 0, keresztben N, =N, ~1/2. A fentiek alapjan:
Az egyszerliség kedvéért hasznaljuk a lineéris kozelitést a magnesezettségre: M = Zﬁin . EKkor
H, =H, +NyH, =@+NxH,,
e Hossztengely mentén torténé magnesezésénél N=0, tehat az anyagon beliili tényleges tér

megegyezik az alkalmazott magnesezd térrel: Hin = Ha. Ezt szaggatott vonalakkal abrazoltuk az

alabbi dbran, azonban a piros és kék szaggatott vonal egybeesik: az M1 magnesezettség eléréséhez
H1 értéki teret kell alkalmaznunk, ami az anyagban 1év6 tényleges térrel megegyezik.

e Keresztben torténé magnesezés: Valasszunk egy szerény y=10 értékii szuszceptibilitast.
Felhasznalva, hogy N=1/2, kapjuk, hogy

H,=@1+10/2)H, =6H.
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A végeredmény: keresztben hatszor nagyobb térrel lehet ugyanolyan mértékben felmagnesezni a
magnestiit, mint hosszaban, ami azt is jelenti, hogy a keresztben mért szuszceptibilitas hatoda a
valodinak. Az abrén ezt az esetet pontozott vonalakkal szemléltetjiik. A kék pontozott vonal jelzi, hogy
az M1 magnesezettség elérésé¢hez 6H1 értéki teret kell alkalmaznunk, a piros pontozott vonal (amely a
szaggatott vonalakkal esik egybe) pedig azt, hogy az anyagban 1év6 valodi méagneses tér tovabbra is
csak Hi.

Ma

M T o RN

Ha

H, 6H:1 Hi,

Nagyobb szuszceptibilitas esetén az eltérés még nagyobb.

Eddig az anyag felmagnesezésérdl, azaz a szlizgdrbérdl beszEltiink. Természetesen nem csak a
szlizgorbét, hanem az egész hiszterézisgorbét abrazolhatjuk kétféle vizszintes tengellyel. Az elsd
verzional (piros szaggatott gorbe alul) a fiiggetlen valtoz6 a Ha alkalmazott tér, amit mérni tudunk és
ennek fliggvénye az M (illetve a B). A masodik esetben (fekete folytonos gorbe) az anyagban 1évo

valddi Hip tér fliggvényében abrazoljuk M-et.
2 . O v T ¥, T R T T T T T T T T T T T [ T

15
1.0
0.5]
B ool

(1) : !
-0.5

~1.0/ : / internal field H
-1.5 L J‘é/‘] —-— external field H_ | with
. demag factor N=0.62

1 1 L | : | L | : L | L | ! | : | 1 |
8 6 4 -2 0 2 4 6 8
pH M

I .

T
—
~~

20!

Amennyiben N =0, a két gérbe nem egyezik meg, kivéve az M=0 pontokat. A masodik gorbét az
els6bdl szamitassal kapjuk, melynek sordn figyelembe vessziik a lemagnesez6 hatasokat. Ezt az eljarast
a hiszterézisgorbe korrekciojanak nevezziik. Amikor a szakirodalomban egy anyagra megadnak egy
hiszterézisgdrbét, akkor az altaldban mar a korrigalt gérbe, amely az anyag tulajdonséagait tiikkr6zi, nem
pedig a minta alakjat.
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Magneses skalarpotencial és magneses korok

Amennyiben nincsenek jelen elektromos aramok és valtozo elektromos tér, rotH =0 az egész térben.
Ekkor a korabbi 1-es tétel szerint 1étezik Um magneses skalarpotencial, hogy

H =—gradU

Ezt a skalarpotencialt ugy allithatjuk eld, hogy kijel6liink egy 0 pontot, amelyben Um=0, és ekkor
barmely A pontban

0
U, (A) =jﬁd§
A

cres

$Hds=>U, =0
A magneses skalarpotencialt ciklikus potencialnak vagy magneses fesziiltségnek is hivjak. Ezt a

mennyiséget az elektromos fesziiltségnél joval ritkabban hasznaljak. Ennek egyik oka, hogy nincs olyan
szemléletes fizikai jelentése, mint annak, tehat nem egyezik meg semmilyen munkaval.

Amennyiben a térben aramok vannak jelent, a H mar nem minden pontban lesz érvénymentes, a
magneses fesziiltség mar nem minden zart hurokra lesz nulla. Viszont az elektromos esethez hasonléan
az aramokbol adodo jarulékokat elnevezhetjiik ,,idegen” fesziiltségnek, magneses gerjesztésnek vagy
magnetomotoros erének.

Az abran lathat6 korben példaul négy lagymagneses anyagu test van egymashoz erdsitve, igy a
magneses fluxus jo kozelitéssel teljes egészében benniik halad. Ezért ugy tekinthetjiik, hogy 6k sorosan
vannak egymashoz kapcsolva. Az aramok szerepét jatszo fluxusok az egyes testekben egyenlok
(ugyanazon indukciovonalak haladnak végig minden keresztmetszeten), a magneses fesziiltségek pedig
Osszeadddnak.

Az Amper-féle gerjesztési torvényt felirhatjuk olyan alakban is, hogy ZU n = NI =¢&,, . Egy homogén
testben U, =H/, ® = BA, a kett6 hanyadosa Rm az Gin. magneses ellenallas:
U, HZ HZ L

© BA aHA mA
Az egyes testekre tehat az Ohm-térvény analogiajara érvényes a magneses Ohm-torvény:
Um,i = Rm,i D,
Ha a vastestek parhuzamosan lennének egy ,,méagneses aramforrasra” kapcsolva, akkor a magneses
fesziiltségiik egyenld lenne, az dramforrasbol kijovo féfluxus viszont megoszlana koztiik. Tehat a

magneses eredd ellenallasra soros és parhuzamos kapcsolas esetén hasonl6 allitasok vezethetdk le, mint
az elektromos aramkorok esetén: soros kapcsolasnal a magneses ellenallasok osszegzédnek:
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Rm,eredc’i = Z Rm,n )
n

parhuzamos kapcsoldsnal (eldgaz6 magneses korokre) pedig ezek reciprokai:

1 1
R _;Rm

m,eredd

Mivel a levegd permeabilitasa tobb nagysagrenddel kisebb, mint a vasé, nyilvanval6, hogy még egy
keskeny légrés is nagymértékben noveli a kor magneses ellenallasat, tehat sokkal nagyobb gerjesztés
sziikséges egy adott magneses aram (azaz fluxus) létrehozasdhoz, mint zart vasmag esetén. A 1égrés
kialakitasaval ugyanis magneses polusok jelennek meg, ezek pedig az eredeti (az aram altal gerjesztett)
magnesez0 térrel ellentétes iranyl lemagnesezo tér forrasai.

Elektromagneses hullamok

A homogén hullamegyenlet levezetése

A Maxwell egyenletekbdl levezethetd az elektromagneses hulldmok 1étezése és fObb tulajdonsagaik.
Vizsgaljuk a legegyszeriibb esetet ¢s tegyiik fel, hogy vakuumban vagy homogen izotrop és linedaris

szigetel6ben vagyunk. Ez azt jelenti, hogy j = 0 és p=0, valamint D=¢EésB= U H. Ekkor az elsd két
Maxwell egyenlet differencialis alakja:

tH= oD
rot H = ot
(F oB
rotE = ——
Vegyiik az els6 egyenlet rotaciojat
oD

rot rot H = rot —
ot

Tudjuk, hogy minden vektormezére teljesiil a kovetkez6 matematikai azonossag:
rotrotv = graddivv— Av,
Av,
ahol A v = | Avy |. Ezt, valamint a fiiggetlen valtozok szerinti derivalasok felcserélhetdségét
Av,
felhasznalva

_ - d _
graddivH— AH = 3 rot D
Tudjuk, hogy
divB=0— udivH =0
ezeket és a feltevéseinket felhasznalva

G 9 o ( OB 02H
—AH—aroteE—earotE SE<—E> ,uat2
vagyis megkaptuk a homogén hullamegyenletet a magneses térre:
02H
AH=¢ U= 32
Descartes-koordinata rendszerben a komponensekre kiirva:
0%H, 0%H, 07%H, 0%H,
+ + =&u
d0x?  dy? = 0z? at?
0*H, 0°H, 0°%H, 9%H,

o oy oz Mo
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0*H, 0°H, 0°%H, 0%H,
+ + =cu

dx?  0dy? = 0z* at?
Ezek masodrendi hiperbolikus parcialis differenciadlegyenletek. A homogén sz6 itt most a
differencialegyenlet matematikai értelemben vett homogenitasat jeldli, vagyis hogy a valtozoktdl nem
fliggd tag nem szerepel az egyenletben. Fizikailag ez annak felel meg, hogy a vizsgalt térrészben
nincsenek toltések és aramok, vagyis a hullamoknak nincs forrasaik, nem itt keletkeznek, csak
athaladnak. Ez nem keverendd Ossze a szigeteld anyag homogenitasaval, ami azt jelenti, hogy az anyagi
jellemzok nem fiiggnek a helytdl (ezt itt most szintén feltételeztiik).

A fentiekhez hasonléan, csak épp a masodik Maxwell-egyenletbdl kiindulva levezethetd a
hullamegyenlet elektromos térre is:

AF=en 2t
BT
Példaul az x komponensre:
0%E, N 0%E, 0°E, 0%E,

+ =
axz  ayz " az2  Har
Ennek levezetése hazi feladat.

Sikhullam megoldas

Egy parcialis differencidlegyenletnek altalaban sok megoldésa van. Derivalassal bizonyithato, hogy a

......

hullamban a térerésségeket a

E=E;sin é¢s H=H,sin

27r(ft—5
A

27r(ft—5
A

képletek irjak le, ahol 1 és f a hullam frekvenciaja és hullamhossza. A megoldas visszahelyettesitése a

hullamegyenletbe a # = gu Osszefiiggésre vezet. Mivel a hullam c terjedési sebessége a frekvencia

¢s hullamhossz szorzata (¢ = f 1), az a kozeg abszolut permittivitasaval és permeabilitasaval
kifejezheto:

1
C=—

N

A vakuumbeli terjedési sebesség (azaz a vakuumbeli fénysebesség) ¢ =

egy univerzalis allando,

1
\ €ty
2
L 5 ¢ > My = 471077 ﬁ) kiszamithato. A
47-9-10° Nm Am
szamits eredménye (amit a kisérletek is megerdsitenek) a jol ismert ¢ ~3-10°m/ s érték.
Kozegben a hullam terjedési sebessége fligg annak elektromos és magneses tulajdonsagaitol:
Cvélkuum — ey —
Ck('jzeg '\/ 8ol“lo
kisebb ott a fény sebessége.
Megjegyezziik, hogy az elektromagneses hullamokat leir6 képleteket atirhatjuk az

E=E,sin ot—kx , H=H,sin ot—kx formaba is, ahol o(=2xf) a korfrekvencia, k(=27/X) pedig a
hullamszam. Ezek az osszefiiggések altalanos esetben (tetszdleges irdnyu hullam esetén)

amely jol ismert univerzalis allandokbol (&, =

V&1, - Tehat minél nagyobb a kozeg relativ permittivitdsa és permeabilitasa, annal

E=E,sin ot— ki és H= H,sin ot— kP alakutak, ahol a K hullamszam vektor hossza k és a

hullam terjedése iranyaba mutat. Ezeket a hullamokat szokas sikhullamoknak is nevezni, mivel az
azonos fazisu pontok mértani helyei sikok.
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Az elektromagneses hullamok transzverzalisak. A transzverzalitas azt jelenti, hogy a hullimban terjed6
vektormennyiség merdleges a terjedés irdnyara. Az elektromagneses hullamok esetében ezek a
vektormennyiségek az elektromos és a magneses térerdsség-vektorok. Ezek a vektorok raadasul
egymasra is merélegesek, ami tobbet jelent, mint a transzverzalitast. Tehat végeredményben az
elektromagneses sugarzasban az elektromos és a magneses térerésség-vektorok egymasra is €s a
terjedés irdnydra is merdlegesek. Ezt szemléltetendd vegylink fel egy olyan koordinata rendszert, hogy
E az x tengely, mig Haz y tengely irdanyaba mutasson (egy fél periodusideig a pozitiv, aztin a negativ
iranyba), a terjedés iranya pedig a z tengely legyen. A sugarzas a térben hullam formajaban terjed
ugyanazzal a ¢ fénysebességgel, energiat (és persze tomeget és impulzust) szallitva. Mivel ¢ minden
elektromagneses hulldmra ugyanaz, a c=fA képletbdl lathato, hogy a frekvencia és a hulldmhossz
forditottan aranyosak. Megjegyezziik, hogy egyes kisérletekben a fény részecskeként viselkedik, a
részecske (kvantum) neve foton. (Errdl a klasszikus elektrodinamika nem tud szamot adni, igy ebben a
targyban nem targyaljuk).

Retardalt potencialok

Emlitettiik, hogy a AU = _P 45 AA= —uj Poisson-egyenletetek megoldasai legegyszeriibb alakban
g

igy irhatok fel:

VO -2 & A(O):ﬁj@dv,

Ahol r=/x*+y*+2* az orig6tdl val6 tavolsag és az integralds a teljes térre megy.

Kérdés: Ha egy adott idépillanatban az origo6tdl nagyon tavol (pl. tobb fényévre) megvaltozik egy adott
toltés vagy aramelem helyzete, honnan fogja rogton ,,megtudni’ ezt az origdban a potencial? A
képletben ugyanis nincs sz6 id6rdl, ami miatt ugy kell értelmezni, hogy a potencial egy adott t
idOpillanatban az egész tér Gsszes toltésének/aramanak ugyanabban at idépillanatban vett értékétol
fligg.

Ennek orvoslasara adunk egy precizebb megoldast J-ra és A-ra;

N Tr
R

- ow (iR
T

ahol v = ﬁ a terjedési sebesség a kozegben. Ezek a retardalt potencialok.

Jelentésiik, hogy a potencialt az x, y, zpontban t idopillanatban az integralban szereplé aram és
toltésstiriségek korabbi, t — E id6beli értékei szabjak meg, ugyanis t=r/c id6 sziikséges ahhoz, hogy a

%4

dv

hatas ¢ sebességgel odaérjen r tavolsagbol. Ez kifejezi a térmennyiségek véges terjedési sebességét.
Egy masik lehetséges megoldas:
- r o= r
. ey o iRt
U(r,t) = J v eSA=—f—dV
4re T 41 T

az avanzsalt potencialok. Ezeknek nincs szemléletes fizikai tartalmuk, de matematikailag ezek is
korrektek.

Energiatétel elektromagneses térben

Ahol a térjellemzok zérustol kiilonbozo értékiiek, ott energia van a térben. A villamos és magneses tér
hullamszerti terjedése energia-szallitassal kell jarjon. Hogy az elektromagneses térre vonatkozo energia-
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mérlegegyenletet megkapjuk, induljunk ki az els6é két Maxwell egyenletb6l és szorozzuk meg 6ket
skalarisan E —vel, ill. H-val.

—_

—~ . 0D R
rotH=]+E /* (=E)
. 0B .
rotE = 3 /* (H)
Ekkor

—_

R — 0D ..
ErotH=+EE+E]

_ .  _0B
HrotE = —H—
ot
A felsé egyenletet az alsébol kivonva
. . . _9B 3D .
HrotE—ErotH=-H——-E——E]
ot at

Hasznaljuk az alabbi azonossagot:
arotb —brot d = div(bxd)
Igy
div(ExH) = Hrot E — E rot H
- Jd /1 1 -
div(ExH =——(— H? + = EZ)—EA
iv(ExH) o \g kP 5 € ]
Bevezetve (E xH ) = § jelolést, ahol S az ugynevezett Poynting vektor (energia aramsiiriiség vektor),
az egységnyi feliileten egységnyi id6 alatt athalad6 energiat adja meg. A jobb oldal els6 tagjaban % cE?
és % uH? az elektromos és a magneses tér energiasiiriisége.

owgy .

ac

divS +
A Poynting vektor alkalmas az elektromagneses energia hullamszer(i tovaterjedésének leirasara. Az
egyenlet jobb oldalan a Joule féle veszteség differencialis kifejezése all. Ha a térben vezetdk is vannak
¢s egy zart térfogatba elektromagneses energia 1ép be, az idében energiasiiriiség novekedést eredményez
¢s térfogaton beliili hofejlodést is.
Ha idealis szigeteloben terjednek hullamok, azaz j =0, egy kontinuitasi egyenletet kapunk az energiara
OWgy

ot
amely azt fejezi ki, hogy zart térbe bearamlott energia a tér energiastiriségét noveli.

Zart feliilet altal hatarolt térfogatra integralva a bal oldalon az elektromagneses tér dsszes, a térfogatban
talalhato energidja jelenik meg:

divS + =0

oW, R -
-— =f (Ej)dv+ff SdA
ot ) .

az utolso tag adja a zart feliiletbdl kidramlo energiat. Az aramstirliséges tag megértéséhez tovabbi

atalakitasokat kell végezniink. A | aramsiiriiséghez két, mindségileg kiilonbozd tag adhat jarulékot, a
j, vezetési (konduktiv) dramstirliség és a pvV konvektiv aram, amely pl. ionok mozgésat jelenti. Az
elébbit a differencialis Ohm-térvény alapjan a kovetkezOképp irhatjuk fel:

jvza(§+\7xl§+§i)

ahol Ei az idegen, nem elektromagneses (hanem pl. kémiai) eredetii térerésség. Ebbél kifejezve az E
elektromos térerdsséget:
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Ezzel:

—

Az ismert d (5 xC ) =—b (@xC) matematikai azonossagot felhasznalva a kozépso tagot atalakithatjuk:
ju (VxB)=—(],xB)
Vagyis:
— j2 - oy - o= .
Ej =24 +V(],xB)- |,E + pEV
o)
Ezt beirva és atrendezve

2
a’;%z—gfﬁs*d/hﬂjvéi —{:v—v(jvx g)—pEV}dV

A szogletes zarojeles tag fizikai jelentésének kihdmozasahoz idézziik fel azt az ismert dsszefliggést,

miszerint ha egy test V sebességgel mozog és r4 hat egy F er, akkor ezen er6 teljesitménye P = FV .
A szdgletes zarojelben teljesitmény-stiriiség jellegli tagok allnak. Az elsé az idegen erdk (aramforrasok)
altal végzett munkat adja. A masodik az ohmos ellenallason keletkez6é Joule-h6t. A harmadik tag azt a
munkat jelenti, amelyet az Amper-erd végez az aramjarta vezetokon. Az utolsé tag az elektromos tér
altal a mozgo6 toltéseken végzett munkénak felel meg.
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