Matematikai ismétlés: Differencialas
A skalar- és vektorterek differencialasaval kapcsolatban szokés bevezetni a nabla-operatort:
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A nabla egy vektoroperator, amellyel hatasa egy skalar vagy vektormezore tigy miikodik, mintha a
nabla vektorral balrol szoroznank. Ezzel a jeloléssel konnyen megjegyezhetdvé valnak a
vektoranalitikai azonossagok, mert a vektoroknal tanult szorzés szabdalyai altalaban érvényesek
maradnak olyan szorzatban, amelynek elsé tényezdje a V.
Skalarmezdre alkalmazva a nabla-operatort egy vektormez6t kapunk (skalarbol vektor)
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Vektormezét kétféleképp lehet szorozni, nézziik eldszor a skalaris szorzast (vektorbol skalar,
jelentése: forrasossag):
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(amennyiben értéke negativ, ,,nyel6”, ha pozitiv: ,,forras”)
és vektorialisan szorozva:
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A Nabla-operator 6nmagaval vett skalarszorzatat Laplace-operatornak nevezziik:
—_ = 2 32 (32 , . )
A=V-V= Pl 37 t5.7 Ezt egy skalarmezdre hattatva:

5. (o , d0’u 0%u 0%u
Au=V-(Vu) = div(grad u) = 922 + 377 + 77

Vektorokra a Laplace-operator komponensenként hat:

A kovetkezd azonossagokrol belathato (hazi feladat!), hogy barmely (legalabb kétszer
differencialhat6) skalar, ill. vektormezdre fennallnak:

rot gradp =0
divrotv=0

A kovetkezd fontos matematikai azonossagok bizonyitasaval nem foglalkozunk.

Stokes-tétel:
fﬁdg _ frotﬁdff
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ahol a g zart gorbe az f feliiletet hatarolja.
Gauss-Osztogradszkij tétel vagy divergenciatétel:

fﬁdﬁ: fdivﬁdﬁ

f %4
ahol az f zart feliilet a V térfogat hatara.

Ismétlés:
Az elektromos térerésség

Az elektromos mez06 pontrdl pontra torténd jellemzéséhez probatdltéseket (pontszerii toltott
testeket) hasznalunk. A probatoltésre hato erd a tapasztalat szerint ardnyos a toltésével, a két
mennyiség hanyadosa mar fiiggetlen a probatoltés toltésétol, kizardlag a mezot jellemzi a pontszerii

t5ltés helyén. Ezt nevezziik elektromos térerdsség vektornak, jele E . Magyarul az elektromos
térerdsség megadja a kérdéses pontba helyezett pozitiv egységnyi toltésre hato erdt, irany és
nagysag szerint. A tér jellemz0 iranya a pozitiv toltésre hat6 erd iranyaval egyezik meg.
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A térerésség mértékegysége: [E]= 16 =1—
m
Példa: Ponttoltés elektromos mezdje.
A Coulomb-toérvénybdl kapjuk a Q ponttoltés okozta elektromos térerdsség nagysaga:

Q

Elektromos tér az anyagban, az elektromos indukciovektor

Elektromos dipdlus

Az elektromos dipélus egy pozitiv Q ponttdltésbol és egy ugyanolyan nagysagu negativ
ponttdltésbdl (-Q) all, melyek tavolsaga (. Ha ¢ kicsiny a feladatban eléfordulo egyéb
tavolsagokhoz képest, akkor pontszerli dipolusrdl beszéliink. A dipdlusnyomaték, vagy
dip6lusmomentum definicioja:

pP=Q7,
ahol / az a negativ t6ltéstol a pozitiv felé mutat. Gyakran tdltések bonyolultabb rendszere, (pl.
molekulak) is dipdlussal helyettesithetd.

Hatarozzuk meg a pontszerii dipdlusra hat6 eredd erét és forgatobnyomatékot homogén kiilsd
elektromos mez6ben, vagyis ha az elektromos térerésség minden pontban ugyanaz!

Q

Q I =Qr

Dipélusra haté forgatényomaték kiilsé elektromos mezében

A negativ és a pozitiv toltésre haté erdk: F =—QE és F, = QE , tehat homogén térben a dipolusra
hat6 eredd er6 nulla. A C pontra a forgatonyomaték:
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A forgatonyomaték vektora (vagyis szabad dipdlus esetén a forgastengely) tehdt merdleges mind a dipolus tengelyére,
mind a térerdsségre. A konkrét példaban az dbra sikjaba befelé mutat, azaz a dipolus az éramutat6 jarasaval megegyezd

iranyban fordul el. Ez a forgatdnyomaték akkor sziinik meg, ha PIIE vagyis a dipolus befordult a tér irdnyaba, vagy
pedig azzal pont ellentétesen all. Ha [‘3 és E egyiranyu, akkor M =0, és az egyensulyi helyzet stabil, vagyis kitéritve

a dipdlust ebbdl a helyzetbdl a 1étrejové nyomaték igyekszik visszaforgatni abba. Ha p és E pont ellentétes iranyu,

akkor bar a nyomaték nulla, de az egyensulyi helyzet instabil. Ilyen esetben, ha a dipolust kitéritjiik, akkor a létrejovo
nyomaték a stabil egyensulyi helyzet felé probalja forgatni.

Az elektromos polarizacio jelensége

Az alkalmazott elektromos mez6 hatasara a szigeteld anyag polarizalodik. Indukalt polarizacié esetén
az alkalmazott elektromos mezd, az egybeesé toltéskdzéppontokat széthiizza igy a molekula
dipolussa valik, illetve ha a molekulanak mar eleve volt valamekkora dipdlnyomatéka, akkor az

megno. Az E elektromos térerdsség a @ toltést a tér irdnyaban, mig a — toltést azzal ellentétesen
mozditja el. A jelenség tehat polaros és apolaros molekuldk esetén egyarant fellép. lonracsok esetében
az elektromos mezd az ellentétes toltésii ionokra ellentétes irdny(l erével hat, ez is noveli a
polarizaciot.

A polarizacio masik tipusa a rendez6dési (vagy orientdcios) polarizacio. Ez a jelenség csak polaros
molekul4ju anyagokban fordulhat eld. Az elektromos mezd a dip6lus molekuldkat a sajat irdnyaba
forgatja be, annal inkabb minél erdsebb a tér és minél alacsonyabb a hdmérséklet. Ez tehat erdteljesen
hémérsékletfliiggd, szemben az indukalt polarizacioval.

Az elektromos polarizaciovektor

Véakuumban az elektromos mez6 leirasara egyetlen vektor, az E térerdsség-vektor elegendd.
Kémiai anyagban azonban egy tovabbi vektor bevezetése sziikséges, amely az anyag
polarizaltsaganak mértékét adja meg.

Tekintsiink egy szigeteldanyagot vagy dielektrikumot, egy tetszéleges pontja legyen A. Jeldlje az A
pont koriili kicsiny térfogatelemet V , és legyen Z p a V térfogatban foglalt molekuldk

dipélusnyomatékanak ereddje. Ekkor az A pont koriili kicsiny térfogat atlagos polarizaltsagat a
polarizaciovektorral jellemezhetjiik:
Z p

A polarizaciovektor mértékegysége a C/m?. A tapasztalat szerint az anyagok nagy részére
j6 kozelitéssel fennall az alabbi linearis anyagegyenlet:

-
vagyis minél erdsebb az elektromos mez0, annal erésebben polarizalddik az anyag. A «
dimenziotlan aranyossagi tényezot elektromos szuszceptibilitasnak nevezziik. Ennek értéke
vakuum esetén nulla, szigeteléanyagban pedig mindig pozitiv: x > 0. Ha a térer6sség nagy, akkor
a szigeteld vezet6évé valhat, (ezt a térersséget atiitési szilardsagnak nevezziik,) ilyenkor a fenti
egyenlet érvényessége megsziinik, az 6sszefiiggés tehat nem lehet minden koriilmények kozott jo

P(A)= I




kozelités. Masrészt ismeriink olyan anizotrop kristalyokat, melyekben a térer6sség vektor nem
parhuzamos a polarizaciovektorral, a fenti egyenlet természetesen ekkor sem igaz.

Elektromos indukciovektor

Célszerti bevezetni az elektromos indukciévektort ( D) az elektromos térer6sség vektor és a
polarizaciovektor segitségével. Ennek a linedris kombinacionak a bevezetését az indokolja, hogy
vele egyszertli alaptorvény irhato fel. Definicid szerint:

D-cE+P

A mértékegysége nyilvanvaldan egyezik a polarizaciovektoréval, tehat C/m?. Ha felhasznaljuk a fenti
linearis kozelitést, akkor

D=¢gE+x-gE =g, (1+x)E

igy kapjuk az elektromos térmennyiségekre vonatkoz6 linearis anyagegyenletet:

—>

D=s,-s,-E=¢E

ahol &, =1+« a relativ permittivitas, amely megadja, hanyszor nagyobb az illetd szigeteld vagy
dielektrikum permittivitasa a vakuuménal, ¢ = g, - &, pedig az abszolut permittivitas.

Az elektromos mezd szemléltetésére az indukcidovonalakat hasznalhatjuk. Ezek olyan iranyitott
gorbék, amelyeknek az érint6 egységvektora egyiranyu az érintési pontbeli elektromos indukcioval.
Az elektromos fluxus (W) mindig iranyitott feliiletre vonatkozik, és szamértékétugy szemléltetjiik,
hogy megadja a feliiletet atd6f6 indukcidvonalak eldjeles szamat. Amennyiben az indukciévonal a
feliiletelem vektorral megegyez6 irdnyban dofi a feliiletet, akkor az +1 jarulékot ad, ha ellenkezd
iranyban, akkor —1 a jaruléka.

A peremgébrbe és a fellileti normalis iranyitasa, a feliiletet d6f6 indukciévonalak

Tekintsiink AA feliiletet, és szamitsuk ki a feliiletre az elektromos indukcio-fluxust. A feliiletvektor

AA, zéarjon be a szdget az indukciovektorral. Ha AA elegendden kicsiny, akkor az indukcié mar
homogénnek tekinthetd, és az elemi kicsiny indukcio-fluxus:

A =D-AA-cosa = DAA
Egy tetszéleges A feliiletre pedig integralassal kaphatjuk meg a fluxust, a fenti értelmezésnek
megfeleld matematikai képlet tehat:

T:IAﬁdA.



AAcosa
Indukcié-fluxus a AA feliiletre

Felhasznélva, hogy a indukcié mértékegysége C/m?, az indukcio-fluxus mértékegysége C (ugyanaz
a coulomb, mint a toltésé).

Az elektrosztatika masodik alaptorvénye

Vizsgaljuk meg azt a kérdést, hogy milyen kapcsolat van a mezd6t keltd toltés és a kialakult mezd
indukciovektora kozott. Ennek megvalaszolasara tekintsiink egy vakuumban elhelyezett ponttoltést,
¢s szamoljuk ki a fluxusat egy zart feliiletre, amely legyen egy r sugaru koncentrikus gémb felszine!

A Q ponttéltést kériilvevé zart fellilet koncentrikus gémb

Lathato, hogy ha feltessziik, hogy az indukcidvonalak forrdsa csak a t6ltés lehet, (a vakuum miért is
lenne forras?), akkor akarmilyen nagyra valasztjuk a gomb sugarat, a gombfeliileten ugyanazok a
vonalak mennek at, tehat a fluxus nem fiigg a feliilet nagysagatol, csak a toltéstl. Mivel kétszer
nagyobb sugarhoz négyszer nagyobb feliilet tartozik, ahhoz, hogy ¥ ugyanakkora maradjon, az
indukcionak, és igy a térerdsségnek kell negyedére csokkennie, ez pedig pont a Coulomb tdrvény
Iényege. Vezessiik le most forditva precizebben!

Mivel a ponttoltés altal keltett térerdsség ismert:

fgy a zart feliiletre szamitott fluxus egyenld a feliileten beliili toltéssel:

1 Q Q

v = gSDdA gS < dA= 47”<j>dA yrm

A szamolast az a tény egyszeru51tette le, hogy az indukcidvektor nagysdga mindeniitt ugyanakkora,

mivel csak a toltéstdl mért r tavolsagtol fiigg, az pedig a gdmbfeliileten allandd. Az eredmény viszont

akkor is valtozatlanul érvényes, ha a Q toltést koriiloleld zart feliilet nem egy koncentrikus gomb,

hiszen barmely a Q toltést magaba foglalo zart feliiletre a fluxus ugyanennyi, mivel a Q-bol kiindulo
Osszes indukcidvonal 4tdofi a Q-t magéaba foglalo zart feliiletet. Ezt mutatjak a kovetkezd abrak.




A Q ponttéltést kériilvevé zart feliilet

Ha a feliilet nem foglalja magaba a Q toltést, akkor a fluxus nulla. Ahol az indukciévonal bemegy ott
—1 a jarulék, ahol kijon ott +1.

.
&

Ha a zart feliilet nem foglalja magaba a Q téltést, akkor a fluxus nulla

Tapasztalat szerint tetszéleges toltéselrendezés estén €s kémiai anyag jelenlétében is igaz, hogy zart
rogzitett feliiletre az elektromos fluxus egyenld a feliiletben foglalt Gsszes toltéssel.

fEdA =Q

A
A fenti egyenlet az elektrosztatika II. alaptorvénye, gyakran Gauss torvénynek nevezik. Q a V
térfogatban foglalt toltések algebrai 6sszegét jelenti, A pedig a V térfogat burkolo feliilete. Az
elektromos indukcidvonalak forrésai a pozitiv toltések, nyeldi pedig a negativ toltések, mas szoval
az indukcidvonalak a pozitiv toltésen erednek és a negativ toltésen végzddnek.

A Gauss torvény differencialis (lokalis) alakja: divD =p

Fontos megemliteni, hogy a D értéke nem fligg attol, hogy vakuumban vagyunk vagy szigeteld
kozegben, mivel csak a valodi, azaz nem polarizacidval 1étrejott toltés milkodik forrasként. A
térerdsség viszont fligg az anyag mindségétdl, a Coulomb torvény pedig a kovetkezdképp
altalanosithato:

Fo_—1 99
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P forrasai: polarizalt toltések. Irany: negativtol a pozitiv felé div(—P) = p'

D forrasai: szabad toltések. Irany: pozitivtol negativ felé divD =p.

Osszeadva a két egyenletet: div(D—P) = p+ p'. Viszont definicio szerint E= , tehat

&

divE =272 vagyis

&

E forrasai: szabad ¢és polarizalt toltések, irdny: pozitivtol negativ felé.



A Maxwell-egyenletrendszer

Ez a XIX. sz. egyik legnagyobb hatast egyenletrendszere, féleg azért, mert ebbdl az
egyenletrendszerbdl vezették le az elektromagneses hullamok 1étezését. Az elméleti
elektrodinamikaban ezeket axidomaként mondjuk ki és bel6liik vezetjiik le azokat a
torvényszertiségeket, amelyeket megfigyelésekkel igazolni lehet.

1. Ampere-Maxwell féle gerjesztési torvény:
gﬁgﬁ ds =Y, 1, +%fF5d7 és rotH =j+?3_?’

azaz mozgo toltések vagy az idében valtozo elektromos mezd 6rvényes magneses mezot kelt.
2. Faraday-féle indukcio-torvény:

gﬁgE -ds = —%fFﬁdj és rotE = —z—l:,
azaz id6ben valtozd magneses mezd drvényes elektromos mezot kelt.
3. Elektromos Gauss-térvény:

fﬁFﬁﬁ =Q és divD = p,

azaz az elektromos tér forrasai a toltések.
4. Magneses Gauss-torvény:

$.BdA=0 és divB =0,
vagyis a magneses tér forrdsmentes.

A Maxwell-egyenletrendszer megoldasahoz sziikségesek az anyagegyenletek is, amelyek megadjak,
hogy mi a kapcsolat egyfeldl az elektromos térerdsség €s az elektromos indukci6, masfeldl a

magneses térerdsség ¢€s a magneses indukcid kozott. A linearis anyagegyenletek: stosrﬁ €s
B =u H, valamint az Ohm-torvény: ]ZO'E, ahol a térerGsségbe beleértjiik az idegen

térerOsséget is. Mig azonban a Maxwell-egyenletek egzakt természettorvények, az anyagegyenletek
kozelitd jellegliek és csak bizonyos anyagokra jelentenek jo kozelitést. Nem adnak szamot pl. a
ferromagnesesség, ill. a permanens magnesesek 1étezésrol.

Az elektrosztatika 1. Alaptorvénye és a skalarpotencial

1. Tétel: A kdvetkezd 3 feltétel egymassal ekvivalens, azaz ha barmelyik is igaznak bizonyul egy
V(r) vektormezdre, a masik kettd is mindenképp igaz:
1. rotv=0
2. gﬁg v ds = 0 barmely g gorbére (ami nyilvéan azt is jelenti, hogy két pont kozotti integralas
fliggetlen attol a gorbétdl, amelyik a két pontot 6sszekdti)
3. létezik U skalarmez6 (melyet potencialnak is neveznek), hogy v = +grad U



Bizonyitas:
1— 2 a Stokes-tétel alapjan gﬁg vds = ff rot vdA = 0

2 — 3 konstruktivan bizonyitunk, azaz megadunk egy ilyen U skaldrmezd6t. Ehhez jeldljiink ki egy
tetszéleges Po pontot, majd legyen U értéke barmely masik P pontban a kovetkezo integral,

amelynek értéke rogzitett Pg esetén a 2. pont miatt egyértelmii:
P

U(P) = fﬁdst

Py
3—>1Arot grad U = 0 azonossagbol rogton adodik.

Definici6: Konzervativnak neveziink egy erdteret, ha az erére érvényes az 1. Tétel barmelyik

pontja.

Az elektrosztatikus mez6 elsé alaptorvénye: Az elektrosztatikus mezé konzervativ:
gﬁgf-d§ =0 azaz rotE =0

Ez a 2. Maxwell egyenletbdl kovetkezik, amelyben a jobboldal azért lett 0, mert akkor beszélhetiink
elektrosztatikus esetrdl, ha iddben semmilyen térmennyiség nem valtozik. Az 1.M.E.-bdl
kovetkezik, hogy az egyenaramnak id6ben allandé magneses tere van, tehat az alaptorvény arra is
vonatkozik. Ismétlésként tekintsiik at az alaptorvény kovetkezményeit és fizikai jelentését.

Az elektromos mezében a két pont kozott a q probatdltésen az elektromos mez6 altal végzett
munka:

B B B

W, = [ Fdr = [ qEdr = q] Edr .
A A A

Definici6 szerint a két pont kozotti fesziiltség az egységnyi probatdltésen a két pont kozott a mezd

altal végzett munka:

B
UAB=%=jEdr
9

Homogén térben a térerGsség-vektorral parhuzamos d nagysagl elmozdulas esetén ez a formula

leegyszerlisodik:

Az elektromos (mas elnevezésben: villamos) fesziiltség fliggetlen a probatoltéstol, csak a mezore és
a benne felvett két pontra jellemzd.

Az 1. Tétel alapjan abbol, hogy egy er6tér Konzervativ (tehat fennall a 2. pont), kovetkezik az, hogy
ha kijeloliink egy kitiintetett A kezdOpontot, barmely masik (pl. B) pont egyértelmiien jellemezhetd
azzal, hogy mekkora munkat végez az erd, ha a B-bdl az A-ba megy a test. Ezt a munkat gy hivjuk,
hogy a test potencialis (vagy helyzeti) energiaja a B pontban. Tehat ha a q toltés elmozdul az A
pontbol a B-be, az elektromos mez6 altal végzett munka éppen a kezd6 és végpontbeli potencialis
energia kiilonbségével egyenld:

B
W, :def: E,(A)-E,(B) .
A

Az egységnyi toltésre jutd potencidlis energiat az elektromos mezdben potencidlnak nevezziik:

U=
q

Az elektrosztatikus mezoben a fesziiltség egyben a potencialkiilonbség is.



U, =|Edr=U(A)-U(B)

> — W

Az elektrosztatikus potencidl egy allandoé erejéig hatarozatlan. Megallapodas szerint a potencialt
sokszor a végtelenben vessziik zérusnak: U (OO) =0. Ekkor:

U(P):Tédf
P

Vagyis egy tetszoleges pont potencialja megmutatja, hogy mennyi munkat végez az elektrosztatikus
mez0, amig az egységnyi pozitiv toltést a tér P pontjabol a végtelenbe szallitja. A pozitiv toltésekre
az alacsonyabb potencidli hely, a negativ toltésekre a magasabb potencidlii hely felé¢ iranyulo
elektromos erd hat.?

Példa: A ponttoltés potencidlja attdl r tavolsagra, felhasznalva a térerésségre korabban kapott
Osszefliggést:

U(r):TEdF:kQTr—lzdr:kQ{_—l} _KQ
r r r

r r
A térerdsség €s a potencial kozotti Osszefiiggés forditott alakban:

E = —gradU

ahol nem szabad elfelejteni, hogy a potencialt az 1. tétel 3. pontja alapjan tudtuk bevezetni.
A konzervativitasbol azonnal adodik Kirchhoff huroktorvénye, vagyis hogy barmely zart hurokra

> U =0.

A fenti 1. Tétel mutatja, hogy mindez ez pontosan akkor tehetd meg, ha a térerésség drvénymentes,
vagyis rotacidja nulla. Ebbdl viszont az kovetkezik, hogy ha a magneses indukcid idében valtozik,
akkor a fesziiltség eredeti értelmezési modja nem miikodik. Emiatt tovabb kell 1épniink.

A vektorpotencial

Ismét egy matematikai azonossagot vesziink alapul.

2. Tétel: A kovetkezd 3 feltétel egymassal ekvivalens, azaz ha barmelyik is igaznak bizonyul egy
V(r) vektormezére, a masik kettd is mindenképp igaz:

1. divv=0
2. _cﬁf vdf = 0 barmely zart f feliiletre,
3. létezik a vektormezd, hogy v = rot d

Bizonyitas:

1— 2 a Gauss-Osztrogradszkij tétel alapjan ﬁf vdA = fv divvdV =0
2 — 3 nem bizonyitjuk.

3—1 A divrot @ =0 azonossagbol rogton adodik.

Bevezetiink egy 1j, matematikai segédeszkdznek szdnt mennyiséget, az A vektorpotencialt.

Legyen A definicié szerint az a mennyiség, amire teljesiil, hogy

1 E18bbi annak felel meg, hogy egy tdmegpontra a Fold gravitacios terében lefelé iranyuld erd hat, ha ennek hatdsara
elmozdul a tdomegpont, potencialis energidja csdokken. Negativ tdmeg nincs, a taszitasnak nincs gravitaciés megfeleldje.



B = rotA

Mivel a IV. Maxwell-egyenlet miatt B divergenciaja mindig nulla, ezért a 2. tétel 3. pontja miatt

vektorpotencial mindig létezik. Helyettesitsiik be ezt a definicids dsszefliggést most a 1. M.

egyenletbe és hasznaljuk fel azt, hogy a fiiggetlen valtozok szerinti derivalasok felcserélhetdk:
9B )

= o 0A EN
rotE = - = atrotA = —rot o [+rot .

_ 04
rot <E +—> =0
ot

Kaptunk tehat egy olyan vektormez&t, amelynek mindig nulla a rotacidja. Igy a fesziiltség
altalanositasaként bevezethetiink egy U skalarmezot ugy, hogy

dU—E+aA
gra = (’)t

Az ilyen médon értelmezett fesziiltség mindig 1étezik. Altalanosan az E és B térmennyiségek a
kovetkezd modon egyértelmiien megkaphatoak a potencialokbol:

E dU 04

g ot

B=rotA
Forditva nem all fenn az egyértelmiiség. Tegyiik fel, hogy adottak a térmennyiségek és talaltunk
hozzajuk egy konkrét U és A potencial-szettet, amely ezeket a tereket szolgaltatja. Legyen f
tetszoleges (differencialhatd) skalarmezd, amelyet mértékfiiggvénynek neveziink. Ekkor az alabbi,
un. mértéktranszformacioval eldallt 0
A =A+gradf
of

U'=U-—
ot

potencial-szett is ugyanazt az E és B teret allitja el6. Ennek bizonyitasa szorgalmi feladat
(behelyettesitéssel torténik). Azt, hogy a Maxwell-egyenletek invariansak erre a
mértéktranszformaciora, mértékinvariancianak, mértékszimmetrianak vagy mértékszabadsagnak
nevezzik.

A Poisson-egyenlet és megoldasa

Kérdés: Adott toltés-, ill. aramrendszer milyen potencialteret hoz 1étre? Hogyan tudjuk ezt
kiszdmolni?

Tegyiik fel, hogy a kdzeg linedris, tehat D = ¢E , ezt beirva a 3. ME-be kapjuk, hogy
div(gé) =p.
Ebbe a térerésség elektrosztatikus esetben érvényes E =—grad U kifejezését beirva:
—div(e-gradU)=p
Ha elhanyagoljuk a permittivitas helykoordinataktol vald esetleges fiiggését, akkor e-t kiemelhetjiik
a derivalas elé,
ediv(gradU)=—p
igy kapjuk az un. Poisson-egyenletet:

AU=-£
&

Hasonloan (csak kissé bonyolultabban) kapjuk egyenaramok rendszerére, hogy

AA=—pu]j .



A Poisson-egyenlet egy masodrendi inhomogén elliptikus tipusu parcialis differencialegyenlet.
Fontos szerepet jatszik tobb tudomanyteriileten, pl. a félvezetd-fizikaban, ahol a toltéssiirtiség a
kiilonboz6 tipust mozgd €s rogzitett toltések (lyuk, szabad elektron, szennyez6 atomtorzsek)
koncentraciotol fiigg.

A Poisson-egyenletre egy alapmegoldast adunk, a legegyszeriibb formaban. Ez akkor all el6, ha a
vizsgalt pontba tesszilik a koordinata-rendszeriink origdjat. Ekkor:

U(O)zr;j@dv

Ahol r=/x*+y?*+2* az orig6tdl vald tavolsag és az integralds a teljes térre megy, ill. oda, ahol a

toltéssiirtiség nem nulla.
A vektorpotencialt hasonloan kapjuk, csak komponensenként:

/S(O):ﬁdev

Feladatok

i 4. Elektrosztatikus potencial U=uo(3x+4z) médon fiigg a helykoordinataktol, u,=2 V/m. Mekkora és milyen
I iranyu az elektromos térerdsség az origdban és a (2, 1, 0) pontban. Milyen alaktiak az ekvipotencialis feliiletek?

I Megoldas: A fenti képletet hasznélva, az U, konstanst a derivalasbol kiemelve

3
E =—u,grad(3x+4z) =—u,| 0 |=-6i -8k
4

Azt kaptuk, hogy a térerdsség fiiggetlen a helytol, tehat az origdban és a (2, 1, 0) pontban is ugyanaz. Az
ekvipotencialis feliileteket tigy kapjuk, hogy a potencial-fiiggvényt egy konstanssal tessziik egyenlové:

u, (3x+4z)=C

0o
Ebbél a z-t kifejezve:
c 3

4u, 4

Ez lényegében ax+b alaku, tehat egy C-t3] fiiggd egyenes egyenlete. Abrazoljuk az xz koordinata rendszerben
(az y valtozo most érdektelen).




Az abran kék vonalak jelzik az ekvipotencialis feliileteket. Az origdn atmend vonalat pl. ugy kapjuk, hogy a
C helyébe nullat irunk. Ellendrzésként a tobbi vonalnal irjuk be a tengelymetszetek koordinatait a fenti
egyenletbe, hogy kijon-e fesziiltségnek az az érték, ami az abran szerepel. A vastag piros nyil a térerOsséget
abrazolja (nem méretaranyosan). Lathato, hogy merdleges az ekvipotencialis feliiletre.

1. Elektrosztatikus potencial U=ax2+by modon fiigg a helykoordinataktol, a=1V/m?, b=1V/m. Mekkora
¢s milyen irdnyt az elektromos térerdsség az origdban ¢€s a (2, 1) pontban. Milyen alakuak az
ekvipotencialis feliiletek?
Megoldas: y
R 2ax A “'-\
E=—-gradU=—| b h
0 , g \

A térerdsség iranya merdleges az ekvipotencialis feliiletekre, / N N
csokkend potencial iranyaba mutat. Az ekvipotencialis vonalak [/ . \ O\

o , I 17 ’ ;o T ! P X Y '
stirisége aranyos a térer6sség nagysagaval. LAl \/$ 0 e\/"\ X, © K
2. Ponttoltés elektromos mezdje és potencialja ~

Felhasznaljuk, hogy E = — és F =Kk Q—gér H/
q r P f A

Ezekbdl a Q ponttdltés okozta elektromos térerdsség nagysaga: -

E = k F

A ponttdltés potencialja attol r tavolsagra:
U(r)=[Edr =kQ[ Sdr=kQ| —=| ===
r T’ rr
Gombfeliileten egyenletesen eloszl6 toltés:
ey Qs (0
U—kznék frdV

Példa: Ponttoltés elektromos terének tulajdonsagai

Vizsgaljuk meg a Q ponttoltés elektromos terének tulajdonsagait. Legyen az
egyszeriség kedvéért a toltés az origdban. Ekkor a térerdsség iranya egy adott
(x,y,z) pontban megegyezik az origdbol a pontba huzott helyvektor iranyaval.
A térerdsség komponensei:

k k k . .
E, = —3QX , E, = —3Qy , E, = —?Z , ahol a nevezd fiigg mindharom koordinatatol: r = JXZ +y 477 A
r r r
: , : . , s o kQ
Pithagorasz tételt alkalmazva visszakapjuk a kordbban levezetett térerdsség-vektor nagysagat: E=—+.
r
Vagyis: 7
kQ o
. 7"_3 X\ -
= Q . kO kQ Q_. .
E=k- 1‘—3 r= 7"_3 _';/ = 3 . ' r_zr() ~ R

3. Szamoljuk ki eldszor a divergenciat, ehhez a megfeleld parcialis derivaltak kellenek.
—2 :2X- X 1
0.E, =kQ| 54—+,
r r



har=0.A ay E, ¢ésa 0,E, derivaltakat is hasonloan kapjuk (csak az x-eket kell y-ra és z-re kicserélni). A

divergencia a harom derivalt 6sszege:

2,2, 52
divE =0,E, +0,E, +0,E, =kr—?(3—3x+r#j =0
Azt a nem meglepd eredményt kaptuk, hogy ponttoltés elektromos terének divergenciaja a toltésen kiviili
pontokban nulla, vagyis az elektromos térnek a toltéseken kiviil nincsenek forrasai. Ez egyébként kovetkezik
a Gauss-tételbdl is.
4. A rotacio szamitasa:

— — —

i ]k
rotE =det| 8, 9, 0, |=(8,E,~0,E,)i+(d,E,~0,E,)]+(d,E,~d,E,)kK
E. E, E,

El6szor a vegyes parcialisokat kell kiszdmolni. Mivel a koordinatak egymastol fiiggetlenek, csak a nevezdket
kell derivalni:

yz _ 2 _
HQ & 0F, =kQ—E—
Lathato, hogy az egy zarojelben 1évé vegyes parcidlisok megegyeznek, egymasbdl kivonva oéket, nullat
kapunk, tehat ponttoltés tere (és ezzel barmilyen sztatikus toltés-elrendezés tere) 6rvénymentes.

Abban a pontban, ahol a ponttdltés elhelyezkedik, a toltéssiiriség végtelen, a térerdsségnek szingularitisa van,
a derivaltak nem értelmezhetdek.

I 4
5. Elektromos mezo térerossége E = < X ) Mekkora a mezé rotacidja?
0
7 7 k|
o 3 é 3 0yE, — 0,E, ~ 0—-0 0
VXE=|— — —|=|-(04E,—0,E,) |=rotE=| 0—-0 |=1{0
dx Jdy 0z 0, E, — 0,E, 1-(-1) 2
E, E, E,
Vagyis a rot Ez -irdanyba mutat (6rvényesség irdnya jobbkéz {
szabaly szerint) /|
N
7 x
L

Szorgalmi feladat: Milyen csillapitassal tehet6 ez a rotacié pontosan nullava?

r%-val kell megszorozni a térerdsséget tigy, hogy a rotacio pontosan nulla legyen, ahol ¢
a

kozéppontosan szimmetrikus az origéra. Vagyis % = /x? + y? , a paraméter o.

Eszerint

d a d a
axEy—ayEx=ax-w/x2+y2 o x% + y?

A derivalasok eredménye:



2

d (24 104 a—
a(x-\/x2+y2 )=yx2+y% +x%-a-x?+y?

Ly ) = T 4y

dy

a—2

A 2 Osszege:

2r° +ar’r? =2+ a)r*
Csak akkor nulla, ha ar =-2.
- _y -2 _y 1 N 0
E = < X )-\/xz +y?2 = < X )-m,ekkorrotE = <0>
0 y

0 0

Mit vesziink észre?

Elektromos dipdlus térerdéssége és potencialja

Vegyiink fel az x tengely mentén egy —Q és +Q toltést, egymastol d tdvolsagban. A ponttdltések
tere és potencialja kiilon-kiilon a szokasos dsszefiiggésekkel szdmolhato:

kQ kQ

E=—2esU=—
T r

(vakuumban vizsgalodunk, k = 9-10°). A modell az aldbbi dbraval szemléltetheto:

-Q +Q e
S P X
L

A dipolus térerdsségének kiszamitdsdhoz vessziik a —Q és +Q toltések altal 1étrehozott terek
eldjelhelyes Osszegét, amely matematikailag a kovetkezdképpen irhato fel:
N 1 " (x +d)? — x?
E= Q(xz (x+d)2>_ Q( x?%(x + d)? >
Mivel a szamlaloban (x+d)? = x2+2xd+d?, igy x2-tel egyszertsithetiink. A nevezSben a zardjelet
felbontva nyerjiik:

Eek 2xd + d?

= kQ x* 4+ 2x3d + x?d?

Ha x —o0, az dsszefliggésben x* tart a leggyorsabban végtelenhez, ez lesz a vezetd tag. Ezt
felhasznalva a térerdsség:

kQ2xd kQ2d 2kp
b - =
x* x3 x3
Vagyis aszimptotikusan a térerGsség egyenesen aranyos a p dipélmomentummal és a tavolsag
harmadik hatvanyaval csdkken, nem pedig a masodikkal, mint egy darab ponttoltés esetén. A
potencial szamitasa a fent leirtakbol kiindulva:

1 x+d-—x kQd
-0} )=o) -
x x+d x(x+d) x? + xd
Ez esetben ha x —o0, a nevezSben a vezetd tag az x? lesz. Folytatva a gondolatmenetet:
k
U- i
x2

Tehat a potencial 1/x? szerint tart a nullahoz, nem 1/x szerint, mint ponttdltés esetén.
p p



Elektrosztatikus mezOben vizsgalddunk, ami azt jelenti, hogy fennall az E=- gradU osszefiiggés.
Ellendrzés céljabol szamoljuk ki ezzel a térerdsséget az x —oo hatdratmenetben a potencidlbol:

5 d (kQad\ =2\,

E = —gradU = —a(?> L= —de (X_3) l
Egyszerlsités utan ebbdl visszakapjuk a néhany sorral fentebb levezetett Gsszefliggést.

Példa: Gomb elektromos tere

Ponttoltés elektromos tere kdnnyen addédik a Gauss-torvénybdl is. Ehhez egyszerlien egy
olyan R sugaru gombfelllettel kell képzeletben korbevenni a ponttoltést, amely
kozéppontjaban a toltés ul, ekkor a szimmetria-tulajdonsagokat kihasznalva Gauss
torvényében a fellleti integral kiszamitasa szorzassa egyszerlsodik: £,E47R*=Q .

Gauss: §, DdA = Q, mivel D||dA4, igy §.DdA = D §.dA = Danr? = Q

Tudvan, hogy D = ¢-E >
_1.e
 4me 12
Vagyis az egyik Maxwell-egyenletbdl levezettik a Coulomb torvényt.

Vegyuk észre azonban, hogy itt sehol sem hasznaltuk ki, hogy a ponttoltés pontszeri, meég
azt sem, hogy kicsi a mérete, csupan azt, hogy gémbszimmetrikus toltéseloszlas és hogy a
valasztott képzeletbeli gombfellleten bellil van az dsszes t6ltés (tehat a toltések tavolsaga
a kdézépponttdl nem nagyobb, mint R), a kozéppontok pedig egybeesnek. Tehat barmilyen
gombszimmetrikus toltéseloszlas erbtere kivulrél ugy néz ki, mintha az Osszes toltés a
kozéppontba lenne koncentralva. Specidlisan igaz ez térfogataban egyenletesen toltott r
sugaru gémbre, valamint a fellletén egyenletesen toltétt r sugari gébmbhéjra, ha r<R.

Tovabbmenve, ha ez utobbi gombon kivul a térer6sség mindenhol helyettesitheté a
ponttoltés altal keltett térrel, akkor, ha integraljuk ezt a térer6sséget R-t6l a végtelenig, nem
lesz kulonbség, vagyis a gombon kivul a potencial is megegyezik a két esetben. Végul
megkaptuk a toltott gomb kapacitasanak levezetésénél is hasznalando allitast: egy Q toltésu
R sugaru fémgomb potencialja (ez egy érték, mivel ekvipotencialis a fémdarab) megegyezik

egy Q ponttoltés altal keltett tér potencialjaval a toltésrél R tavolsagban: U = k9

A goémb fellletérdl kiindulé indukciovonalak sirlisége a gomb fellletének ndvelésével
forditottan aranyos.

Amennyiben a gémb fém, nincs benne térer6sség. Ha azonban szigetel6 és a
toltésmegoszlas egyenletes a gomb térfogataban, a kdvetkezd eset all fenn:

4
D-4nr? = Qpa = p- 57“’3
EgyszerUsithetiink 4mr?-el, majd kifejezve a térerésséget:

p
E=—r,
3¢
vagyis a gomb belsejében a térer6sség a sugarral linearisan né, mig kivul a korabban

1
levezetettek alapjan — szerint valtozik, ahol R a gomb sugara:
Tr



Toltott gomb elektromos tere

E (V/m)

Sugar (m)
e E belil E kivdl

Potenciél fiiggvénye:
o _(®pg_ 1@
kivul: UR—>oo - fR Edl = ATTE T

belill: U,_p = ierr dr =L (R? —1?)

~

Toltott gomb potencialja

Sugar (m)

—— U beliil U kival

Példa: Hengerszimmetrikus toltéselrendezés elektromos tere
Adjuk meg a végtelen hosszusagu, egyenletes A vonalmenti toltéssirliségi egyenes fonal

elektromos terének erésségét és potencialjat! (A = %)

Vegylnk fel az egyszeriiség kedvéért olyan koordinata-rendszert, ahol a toltétt fonal a z
tengellyel esik egybe. Ekkor szimmetria-okokbdl a térer6sségnek nem lesz z komponense
(ha lenne, az szimmetria-sértés lenne), hanem az x-y sikban sugariranyban kifelé (negativ
toltés esetén befelé) mutat. Akkor hasznalhatjuk kénnyedén a Gauss-tételt, ha olyan
fellletet talalunk, amely mentén a (piros nyillal jeldlt) térer6sség nagysaga és a felllettel

bezart szoge allandd. Probalkozzunk egy hengerpalasttal.



{

A henger alap- és feddlapjan a térer6ség-vektor a felllettel parhuzamos, a felllet
normalisaval 90°-0s szdget zar be, vagyis ott a fellleti integral eltlinik. Integraljunk a
palastra:

- = 1 1
%DdA= %8EdA=mE%dA=mE2RT[h=Q=Ah
pal. pal. pal.

amibol:
E= % ,
R

tehat a térer6sseég a tavolsag reciprokaval csokken. Mivel sehol sem hasznaltuk ki, hogy a
fonal vékony, az eredmény érvényes tetszéleges hengerszimmetrikus toltéseloszlas, pl.
térfogataban egyenletesen toltétt R sugaru henger, valamint a felliletén egyenletesen toltott
R sugaru hengerpalast terére a kozépvonaltol r tavolsagban, ha R <r.

A potencial szamitasanal vékony fonal esetén a nulla szint megvalasztasa jelent problémat.
Ha a fonalnal lenne a nulla szint, akkor ott a végtelen térer6sség okoz gondot. Ha a
végtelenben valasztanank a nullat, akkor pedig a potencial lenne végtelen, mint ahogy azt
mindjart latni fogjuk. Tegylk fel, hogy valamilyen tetszélegesen valasztott, majd rogzitett R,

tavolsagra vesszik a nulla szintet és integraljunk tetszéleges r-t6l Ro-ig:
U(r)= [ Edr =2k [ Zdr=2kA[Inr];> =2kA In(=2)
r r r r

Vizsgaljuk most meg azt az esetet, amikor a fonal nem vékony, hanem egy R sugaru
hengernek tekinthetd, amely térfogataban egyenletes a p toltéssiirliség. Szamoljuk ki most
a térer6sséget a hengeren beliil, vagyis a henger tengelyétél r<R tavolsagban.

D - f dA = Q
pal.
cE2rnh = pr’mh

Egyszeriisités utan A-val kifejezhetjiik a térerdsséget.

p
E=—-"
2& r

<7 . ;. 74 Jan . . e 1
A térerésség a henger belsejében r-el linearisan nd, kiviil viszont a ggmbbel ellentétben nem — ,
T

hanem csak - szerint valtozik. A potencial ugyanitt, a henger sz¢léhez képest:

R R R 21R 2 2
p p p|r p(R° T p
Ur<r _[T dr _LZsrdr ZSL rdr ZSIZL < > 1z ¢ r?)

28\ 2 2
Az elektromos mez0 folytonossaganak bizonyitasa:



Ha r = R, akkor:

A 0/h  2kQ
B =27k -p=2"k —— ==
p 1 Q 1 Q 1 20 _ZkQ

E g = — = — -R:—- = — = —
belt = 5" =2 Rzmh " T R 2mhe R 4mwhe  hR
Mivel a két kiilonb6z6 elektromos térerdsségre ugyanazt az eredmény kaptuk igy a két fliggvény
folytonos.

Toltott henger elektromos tere

Sugar (m)

——E belil E kival

Toltott henger potencialja

Sugar (m)

—— U beliil U kival

Példa: Egyenletesen toltott siklemez elektromos tere

Hatarozzuk meg az n fellleti toltéssiirliségi végtelen, az x-y sikban elhelyezked6 sik lemez
altal keltett elektromos térerésséget és potencialt!

Az el6z6 feladathoz hasonldan jarunk el. Most egy olyan zart fellletet veszunk fel, amelynek
alapja tetszéleges alaku (legyen pl. kor, igy a fellilet kdérhenger lesz), de a sikkal
parhuzamos, az alap és a feddlap ugyanolyan tavol van a siktél annak két oldalan, a
hengerpalast pedig meréleges a sikra. A térer6sségnek szimmetria-okokbdl nem lehet x
vagy y komponense, hanem a z (vagy -z) iranyba mutat.



Amikor a térerésség fellleti integraljat szamoljuk a palastra, a felilet normalisa meréleges

E -re, tehat a palast nem ad jarulékot az integralba. A henger vizszintes lapjain pedig E
konstans, tehat kiemelhet6 az integralas elé:

gSf)dA:g[j EdA+ j EdA]:aEU dA+ j dA]:ZgEA:Q:nA,

alap feds alap fedé

vagyis

_n
2¢
Azt az érdekes eredményt kaptuk, hogy a térer6sség nem fligg a lemeztél mért tavolsagtol.
Ez persze csak addig igaz, ameddig j6 kdzelités az, hogy végtelen a siklap, azaz sokkal
kodzelebb van a vizsgalt pont a siklaphoz, mint annak atmérdje.
A potencialhoz a kapott konstans térerésség-fuggvényt kell integralni z iranyu goérbe
mentén, ami most egyszerl szorzast jelent. Célszerl a nulla szintet a toltott siknak
valasztani. Vilagos, hogy akar z, akar -z iranyban haladunk, ugyanakkora munkat kell
végezni, tehat z-nak csak az abszolut értéke szamit. Mivel pozitiv a probatoltés, a pozitiv

lemez taszitja 6t, vagyis a lemez magas potencialon van a tér tobbi pontjahoz képest. Ezen
megfontolasok alapjan a potencial:

U=- l |Z|
2¢

Vastag, végtelen siklemez belseje
A sik belsejében szimmetrikusan vessziik fel a kis hengert.

(o]

Az el6z0 eljarast ismételve kapjuk, hogy
2DA = Q = pV = p2Az.
Leegyszeriisitve 2A-val D = pz adodik, ebbdl pedig a térerésség mar konnyen szamolhato:

E=Bz
5



Toltott sik elektromos tere

E (V/m)

Tavolsag (m)
h/2 z

— E belll E kival

Ha be akarjuk latni, hogy folytonos a térer0sség a z=h/2 sikban, meg kell adnunk az eddigi
n= % feliileti toltéssiiriség €s a térfogati toltéssiiriség viszonyat. Ehhez kihasznaljuk, hogy V=Ah.

_Q_n
P=v=n

Ebbdl behelyettesitéssel kapjuk a folytonossagot.
Potencial:

kiviil: U = b |Z | , a térerdsség €s a potencidl a lemez kdzepében 1évd sikban 0

Potenciél a siklemezen belil:

0 0 0 221° 72 72
UzeoszdZ:fBZdzzgf ZdZ:B— =2 0—— =—B—=—£-22
5 , € £J, £ ZZ € 2 €2 2¢e

Toltott sik potencialja

Tavolsag (m)

— U bell U kivil

Térmennyiségek viselkedése két kiozeg hataran

Hatarfeltételi egyenletek (peremfeltételek).

Tekintsiik két kiilonb6z6 kozeg hatarfeliiletét. Vegylink fel a két kozeg hatarfeliiletén egy
iranyitott gorbeivet (AB), illetve egy zart gorbét.

Alkalmazzuk a masodik Maxwell-egyenletet erre a gorbére: gﬁg Edr =— % ) F BdA ,azaz



Ay B, By Aq d
fEE+JEE+fEE+JEE=—EfEﬁ
F

A Az B, By

Kozelitsiik a Py és P2 pontokat a P-hez, azaz huzzuk ra az A, B; és A,B, iveket az AB ivre,

ekkor f:lz Edr—0,¢sf ;; ' Edr— 0, mivel a tartomanyok 0-hoz tartanak. A hurok dltal kozbezart

feliilet a nullahoz tart, a B viszont véges, tehat a jobb oldal eltiinik. Mindebbdl az kdvetkezik, hogy
hatarértékben csak két integral marad az egyenletiinkbdl, és ezek az AB szakaszon vett

integralokhoz tartanak. Jeloljiik E1 és E» -vel a térerdsséget a hatar mentén, az 1-es és a 2-es
o . By —— B —=——5
kozegben. Ezzel: fAz E,dr— [, Edr,

A 1-es kozegben az integralas hatarait megcserélve eldjelvaltas torténik:

I ;1 YEdr — | 1;4 Eidr= - ff HE igy a két integralt 6sszevonva:

B

| & - Eyar=o
A

Ha most a B ponttal tartunk A-hoz, a térerésségek valtozasa az AB gorbe mentén elhanyagolhatova
valik, vagyis az E2 — E1 —et kiemelhetjiik az integralas elé, majd a goérbe hosszaval

egyszerlsithetiink. A végeredmény:
Ei, =By

Az elektromos térerdésség érinto iranyu osszetevije a kozeghataron folytonos.
Ebbdl az is kovetkezik, hogy a D tangencialis komponense altalaban nem folytonos,
: Dy :
hiszen pl. E,; =—= , ezt behelyettesitve:
&
& _ Dt2

& Dtl

A normalis komponensek levezetéséhez vegyiink fel a két kozeg hatarfeliiletén egy zart feliiletet,

¢s minden pontjaban a feliileti normalist. A keletkezd palastfeliiletet hataroljuk le Az -vel és Ay -

el a két kdzegben. A nyert zart feliiletre alkalmazzuk a Gauss torvényt: gﬁp DdA = Q



fﬁszﬁszﬁ'@*:fpdmjm
vV A

1 Ap Az

) . A .
ittn = All}lmo _Aj a feltileti toltésstirtiség. Kozelitsiik az A1 és A feliileteket az A-ra, ekkor a
-

palastfeliilet és a térfogat nullahoz tart, igy két integral a 0-hoz tart:

[,,DdA — 0¢&s [, pdV -0
Ugyanakkor pedig, fA1 DdA > fAD—l_&Z ahol D, az indukcié a hatéron, de még az 1-es kdzegben, és

) 4, DdA - ) M FZEZ, ahol D, az indukci6 a hataron, de még az 2-es kozegben.

[ Dot + [ Dt = [ ni

A A A
fA(Dnz —Dpy —1m)dA = 0.
mivel ez barmely A-ra igaz,
Dn2 - Dnl =n
Tehat az elektromos indukciovektor normalis koordinataja a hatarfeliileten akkor szenved ugrast, ha
van feliileti toltéssiirliség.
Tegyiik fel, hogy nincs feliileti t6ltésstirtiség # = 0, ekkor D,,, = D,,,. Az elektromos térer0sség

normalis komponense viszont ekkor sem folytonos, mivel &, Ey,, = &,E,,, vagyis

ﬁ_Enl

& En2

Térerosség- és indukciovonalak torési torvénye:



tg a _ Dln Dlt &1
t

tg B Dat Dy &
Don

A térerdsséget vizsgalva, felhasznélva, hogy Ex» = Eq :

D: ﬁ
9a_Fiy _Em_a

Dz th_E_Eln_gz

2n

/
-l - -

D2t

Eredményiink szerint az E és a D vonalak ugyanugy térnek a kézeghatarokon.

Dielektrikum kiilso térben

Tegyiik fel, hogy vakuumban 1évé homogén elektromos térbe egy darab dielektrikumot tesziink.
Kimutathato, hogy az E térerdsség a testben csak akkor lesz homogén €s egyiranyua az eredeti
térerdsséggel, ha a test alakja ellipszoid, amelynek egyik fotengelye a kiils6 térrel parhuzamos.
Ezért csak ezt az egyszerii esetet vizsgaljuk. Feltessziik, hogy a testen nincs valddi tobblettdltés (

o =0, n=0), vagyis a D vonalaknak nincs forrasuk, a D vonalak folytonosak, Dn-nek nem lehet
ugrasa. Polarizalt toltés viszont van, tehat En nem folytonos a feliileten. Ebbdl az kdvetkezik, hogy a
kiils6 térre merdleges feliiletek két oldalan D megegyezik, E viszont beliil kisebb.

Ha a kiils6 térrel parhuzamos oldalt vizsgaljuk, ott a tangencialis komponensekre vonatkozo
egyenleteket hasznalhatjuk: Et nem ugrik, vagyis a testen kiviil megritkultak az E vonalak.

A

Végeredményben E az anyagban kisebb, mint a vakuumban volt. Ezt a hatast depolarizacionak
nevezziik. D viszont besiirtisddik a dielektrikumban, az ,,magaba vonzza” a D vonalakat, ahogy az
abran is lathatjuk. A leirtak altalanosithatok arra az esetre, ha nem vakuumban, hanem egy masik
anyagi mindségl szigeteloben van a dielektrikum ellipszoid.

Vezetok az elektrosztatikus mezoben



Ha egy vezetdben elektromos tér van jelen, az a szabad toltéshordozokat rendezett mozgasra
készteti, elektromos aram jon létre. Sztatikus allapot akkor allhat be, ha a vezet6ben nincs
elektromos mez0 és a térerdsség nulla, mert ellenkezd esetben a vezetési elektronok rendezetten

mozognanak. Tehét a vezetSben sztatikus allapotban E =0. Ezt azt is jelenti, hogy sztatikus
esetben a vezetd barmely két pontja kozott a potencidlkiilonbség nulla, az egész vezetd ugyanazon a
potencidlon van, idegen szoval ekvipotencidlis tartomany.

Ez az allitas akkor is igaz, ha a vezetd belsejében iiregek vannak, feltéve, hogy az iireg belsejében
nincsenek elszigetelt toltések. Azt a tényt, hogy zart fémburkolattal (vagy stirti szovésti fémhaloval
— ugynevezett Faraday-kalitkaval) koriilvett térrészbe az elektromos erétér nem hatolhat be,
felhasznaljak arra, hogy érzékeny elektromos berendezéseket a kiils6, zavar6 elektromos hatasoktol,
pl. villamcsapastol megvédjenek. Az eljaras neve elektrosztatikai arnyékoléas.

Ha E =0, akkor térerésség tangencialis komponense is nulla. Mivel E tangencialis dsszetevbje nem
ugrik két kozeg hatarfeliiletén, a vezetot hatarold szigeteldanyagban a feliilet mentén az elektromos
térerdsségnek tangencidlis Osszetevdje nincs, vagyis a vezetd korll a szigetel6ben a térerdsség
mindeniitt merdleges a vezeto feliiletére.

szigeteld

Elektromos térerosség a vezetoben, és a kornyezo szigeteloben, sztatikus allapotban

Tekintve, hogy a vezetdben a térerdsség nulla E=0, igy az elektromos indukci6 is nulla D=0.
Ebbdl az is kovetkezik, hogy a vezetd belsejében, sztatikus esetben térfogati tobblettoltés nem lehet,
vagyis p=0. Ez az allitas az elektrosztatika masodik alaptorvényébdl kovetkezik. A vezetdre vitt

toltés a vezetd kiilso feliiletére huzodik. A hatarfeltételi egyenlet szerint D,,-D, =7, de a
vezetében az indukcido nulla D, =0, igy

Dn2 =1n.
Ez a kifejezés azt jelenti, hogy a vezetd mentén, de mar a szigetelOben az elektromos indukcio értéke
éppen a vezetd feliileti toltésstlirliségével egyezik meg.

A csucshatas

Elektrosztatikus esetben tetszéleges alakl €s
kiterjedésti fémdarab ekvipotencialis tartomany. Ha
két kiilonb6z6 méretii toltott fémgdmbot
Osszekotiink, akkor olyan egyensulyi helyzet all be,
amelyben a két gdomb potencialja megegyezik.
Jeloljiik a kisebb (1-es) és a nagyobb (2-es) gdmb
feliiletén a toltésstiriséget a kovetkezéképpen:
Q1 Q2

m = A, M= 4,

A két gdbmbszimmetrikus test potencidlja:

& k-
T



Megjegyezziik, hogy az 6sszekotés miatt a gdmbszimmetria kismértékben sériil, ezt most
elhanyagoljuk. A két potencialt egyenldvé téve és egyszertsitve k-val:

nlAl _ T’ZAZ
r R
n4nr?  1,4mR?
r R
egyszerisitve az egyenletet 4n-vel, a torteket a sugarakkal, majd atrendezve a kovetkezo adodik:
m_R
n, r

Azaz a gdbmbok sugaraval (kozelitdleg) forditottan aranyos a toltésstirtiség. Ebbol
kovetkeztethetiink arra, hogy altaldban is igaz, hogy egy feltoltott fémtesten a toltés nem
egyenletesen oszlik el. A csticsokon nagyobb a toltésstlirliség és igy a kozeliikben a térerésség, mint
a kisebb gorbiiletti helyeken. Egzaktul érvényes analitikus formula azonban nem 1étezik a
toltéssuiriség €s a gorbiilet altalanos kapcsolatara.

A kapacitas fogalma

Mint mar emlitettiik, a vezetoben sztatikus allapotban E =0, a vezetd ekvipotencidlis tartomany.
Kérdés, hogyan fligg egy maganyos vezetd potencialja a ra felhordott toltéstdl. A szuperpozicid
elve miatt, ha a vezetd toltését megkétszerezziik, akkor a tér minden pontjaban az E elektromos
térerdsség is a kétszeresére nd. Ennek megfelelden a vezetd potencialja is a duplajara né. Tehat a
vezetd potencialja egyenesen ardnyos a vezetdre vitt toltéssel, igy a hanyadosuk allando. Ezt a
hanyadost C-vel jeloljiik és a vezetd kapacitasanak nevezziik. Definicio:

Szamoljuk ki egy maganyos R sugart vezetd gomb kapacitasat (a végtelen tavoli pontokat valasztva
nulla potencialtinak)! Felhasznaljuk azt a korabban bizonyitott allitast, hogy egy toltott gomb
potencialja a gomb feliiletén és a gdmbon kiviil ugyanannyi, mintha a toltés a gomb kdézéppontjaban

lenne: U (R)= k% , igy a kapacitasa:

‘fo

ngz :E:4ﬁgoR
U k

0|0

Ha felhasznaljuk a Coulomb alland6 értékét, akkor belathatjuk, hogy a hétkdznapi méretli testek
vakuumbeli kapacitasa igen kicsi: A kapacitas megnovelésének egyik lehetséges modja az, hogy a
feltoltott vezetd kozelébe egy masik foldelt vezetdt helyeziink. Ilyenkor a potencial lecsokken, a
kapacitas pedig n6. A kondenzator két vezetd test (az armatirdk vagy fegyverzetek) amelyek
dielektrikummal vannak elszigetelve egymastol. A pozitiv fegyverzetrdl induld indukciovonalak a
negativ fegyverzeten végzddnek, a két fegyverzet toltése ellentetten egyenld. Az elrendezés
kapacitasat a pozitiv fegyverzet toltésének és a két fegyverzet kozotti potencidlkiilonbségnek a
hanyadosaként értelmezziik: C=Q/U.

Sikkondenzator kapacitasa

Jel6lje d a sikkondenzator fegyverzetei kozott 1évo tavolsagot! Legyen d joval kisebb, mint a
lemezek barmely lineéaris mérete!
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A sikkondenzator

A két fegyverzet kozott az elektromos indukcid D=o, ebbdl E= 9 A potencial-
EoE,
kildnbség a fegyverzetek kdzott U = 9 4 , ebbdl:
EoE,
_Q_oA__ A
C—U g Cobr
EoE,

Az elektrosztatikus mezo energiaja

Tekintsiink egy kondenzatort, melynek kapacitasa C. Toltsiik fel 0-r6l Q-ra. Egy kozbiilsé
allapotban jelolje a pillanatnyi allapot toltését g és a fegyverzetek kozotti fesziiltséget u. Egy
kicsiny Aq toltést szallitsunk at az egyik lemezrdl a masikra. Mivel az egységnyi toltésen végzett

munka a fesziiltség, igy a végzett munka ANV =uAq . Mivel C = a , igy a végzett munka mikdzben
u

akicsiny Aq toltést atszallitjuk: AW = %Aq . Az 6sszes végzett munka a kondenzator teljes

feltoltése soran:

igy a kondenzator energidja:
2
w=
2C

A kapacitas definicidjanak felhasznalasaval ez atirhatdo mas alakokba is: W = %QU = %CU Z. Mivel

ugy tekintjiik, hogy ezt az energiat a lemezek kozti elektromos tér hordozza, felmeriil a kérdés, hogy
mennyi energia van a mez6 egységnyi térfogataban. Tekintsiink egy sikkondenzatort, a kondenzator

belsejében a szélektdl eltekintve a mezd homogénnek tekinthetd.

W ZEQU ZEGA-Ed ZEDE-Ad leE-V,
2 2 2 2

Q

Ahol felhasznaltuk a kovetkezd, kordbban emlitett Osszefiiggéseket: o =N D=0o, V=Ad, és

E :E. Az elektromos mez6 energiasiiriisége megmutatja, mennyi energia van egységnyi



térfogatban: w= v a mértékegység nyilvan J/m3. A fenti levezetés szerint az elektromos mezd

energiastiriisége:

15
2

Ez a kifejezés nem csak sztatikus esetben igaz. Ha a tér egy tetszOleges pontjaban az elektromos

W=

térerbsség E ¢és az indukciovektor D, akkor a pont koriil felvett kicsiny AV térfogatban

AW = % D-EAV elektromos energia talalhatd. Egy véges V térfogatban pedig

W=jde=5jf)|§dv.
\Y 2V

Megjegyzés: a sikkondenzator energiajat egy masik, (szintén tanulsagos) modon is ki lehet
szamolni. Ha az egyik (pl. baloldali) fegyverzet altal a masikra (pl. a jobboldalira) kifejtett erdt az

F=QE definici6 és az E = g képletbdl automatikusan kiszamoljuk, a valosagosnal kétszer nagyobb
o

erét kapunk (mivel a térersséget felerészben a baloldali, felerészben pedig a jobboldali lemez kelti,

utobbi pedig nem fejthet ki er6t 6nmagara). Igy azt kapjuk, hogy

F_QE_oQ_ Q'
2 2 2gA’
vagyis az er0 fliggetlen a lemezek d tavolsagatdl (persze csak ameddig a kozelitéseink — pl. hogy a
térer6sség homogén - érvényesek). Ha d=0, akkor a kondenzatornak nincs (elektrosztatikus)
energidja. Kezdjiik el most tavolitani a lemezeket, mikdzben a toltés maradjon allandé. Ha a
2 2
: d .
lemezek kozotti tavolsag éppen d, a tavolito er6 W = Fd = S A = Ol munkat végzett, ennyi
o

energia halmozddott fel a kondenzatorban.

Elektromos aramerdsség

A vizsgalt feliilet teljes keresztmetszetén idoegység (masodperc) alatt atdramlo (netto)
toltésmennyiséget aramerdsségnek nevezziik. Jele I, mértékegysége az amper (A) (= C/s).

Ennek megfelelden a toltés mértékegységének idonként az amperdrat vagy ampermasodpercet
hasznaljak. Az elektromos aram (hagyomanyos €rtelemben vett) iranya a negativ toltések aramlasi
sebességével ellentétes, a pozitiv toltések elképzelt aramlasanak iranyaval megegyez6. A t, 1,

id6kozben az A feliileten ataramlo toltést gy kaphatjuk meg, hogy az aramerdsséget id6 szerint
integraljuk:

o=t
b

Elektromos aramsiiriiség

Az elektromos aramsiirliség-vektor abszolut értéke az daramlasi irdnyra merdleges egységnyi
keresztmetszeten idéegység alatt ataramlo toltéssel egyezik meg. Iranya megegyezik a pozitiv
toltéshordozok aramlasi iranyaval, nagysagat hatarértékképzéssel szamolhatjuk Ki:

'—Iiml
J_AﬁOA,



ahol | az A feliileten atfoly6 dram. Mértékegysége az A/m? = C/(sm?). Az elektromos aramsfirtiség
iranyitott feliiletre vonatkoz6 lokalis vektormennyiség. Ha elektronok aramlanak a feliileti normalis
iranyaban, akkor az aramsiirtiség-vektor a normalissal ellentétes iranyba mutat.

A

Az aramsiliriiség vektor és a fellilet normalvektora

Az A feliileten atfolyd aramerdsség tehat:

de hogyha a ] a feliilet minden pontjaban ugyanakkora és merdleges a feliiletre, akkor egyszeriien
I=jA.

A differencialis Ohm-térvény

Az ellenadllas fuggése a geometriai méretektol

Tekintsiink egy vékony, allando A keresztmetszetii { hosszusagh vezetot. Ha a vezetd hosszat
kétszeresére noveljiik, akkor az ekvivalens azzal, mint ha az eredeti vezetdbdl két ugyanolyat
sorosan kapcsolnank, tehat az ellenallas kétszeresére novekszik. Ez azt jelenti, hogy a vezetd
ellenéllasa egyenesen ardnyos a hosszdval. Ha a keresztmetszetet noveljiik kétszeresére, az
ekvivalens azzal, mint ha két ugyanolyan vezetot parhuzamosan kapcsolnank, vagyis az ellenallas
felére csokken. Tehat az ellendllés forditottan aranyos a keresztmetszettel:
R= ,0£
A

Az ardnyossagi tényezOt fajlagos ellenallasnak nevezziik, jele p, mértékegysége OOm vagy

Megjegyezziik, hogy a fajlagos ellenallds a kiilonboz6 anyagokra rendkiviil nagymértékben
kiilonboz8. A jo vezetd szobahdmérsékletii rézre pl. 1,72-103Qm=0,0172 Qmm?/m. Ez az el6z6ek
szerint azt jelenti, hogy egy 1m hosszl, 1mm? keresztmetszetii rézdrot ellenallisa mintegy 0,017Q),
ezért hanyagoljuk el sok feladatban a vezetékek ellenallasat. A szigetelok (pl. miianyagok) fajlagos
ellenallasa ugyanakkor akar 10°-10% Qm is lehet.

Az Ohm torvény differencialis alakja

Vékony vonalas vezetd esetén a vezetd keresztmetszetét jellemzd méret elhanyagolhaté a vezetd
hosszdhoz képest, vagyis ugy tekintjiik, hogy az aramsiriiség egy adott keresztmetszet minden
pontjdban ugyanakkora és a vezetd hossztengelyének irdnydba mutat. A vezetd két sarka kozott a
fesziiltség: U = E ¢, a rajta atfolyo aramerdsséget az aramsiriiség-vektorbol kapjuk:

| =[jdA=jA
A



fgy a vezetd ellenallisa R = UT = I_E—i, masfeldl tudjuk, hogyR = p%, a két egyenletet
J
Osszehasonlitva kapjuk, hogy p = 5, azaz E = p . Ez altalanosan is igaz p] = E és differencialis
J

Ohm-térvénynek nevezik.
Vezessiik be a fajlagos vezetéképességet, amelynek jele a o (’szigma’), de gyakran a y -t

hasznaljak. Ezt a fajlagos ellenallas reciprokaként értelmezziik: p = 1 . Ezzel a jel6léssel a
o

differencialis Ohm-torvény vagy Ohm féle anyagi egyenlet:

—>

j=0E

Az Ohm-torvény allitasa, hogy ] és E egyenesen aranyos, csak egy kozelités, érvényességi kore
korlatozott és fiigg a koriilményektdl. Példaul fémekben, hanéa | aramsiiriiség, akkor a hdmérséklet

is novekszik és o lecsokken, vagyis o csak akkor lehet fiiggetlen j -t6l, ha T=allandé. Néhany

anyagra, ill. eszkdzre azonban még allandd hémérsékleten sem teljesiil az aranyossag, pl. félvezetd
diddak. Emellett bizonyos anyagok vezetOképessége hiitéskor egy meghatarozott homérsékleten
végtelenné valik, a jelenséget szupravezetésnek nevezziik. Szupravezet6 allapotban a fajlagos

ellenallas elttinik, p = 1 =0. Ilyenkor térerdsség nélkiil is folyhat &ram. Mindezek ellenére az Ohm-
o)

torvény az elektromossagtan egyik legfontosabb dsszefiiggése.

Példa: potencial és térerésség-viszonyok.

Két kilonb6z6 anyagbdl késziilt rudat a végeiknél 6sszenyomunk és elhanyagolhato belsé ellenallasu € = 3V
-os feszlltségforrasra kapcsolunk. Tegyuk fel, hogy az els6 rud egy vas-6tvozetbdl van, amelynek fajlagos

ellenallasa p1:10_7Qm, a masodik egy olyan aranyalapu otvozetbdl, amelynek fajlagos ellenallasa
P, =5.10"°0m, tehat fele akkora. A két rad egyébként teliesen azonos, hosszuk egyenként d=1m,

keresztmetszetiik A=lcm?®. Azt vizsgaljuk, hogy mekkora a rajtuk athalad6é aramerésség, mekkora az
aramsdirliség, az elektromos térerésség és hogyan valtozik a potencial a rudak mentén.
Szamoljuk ki el6szo6r a rudak ellenallasat:

R1=/01£=107Qm-1 " _0,0010,

0*m?

hasonloan, R, =0,0005Q . Az eredé ellenallas, mivel sorosan vannak kapcsolva,
R=R,+R,=0,0015Q.

Ebbdl az aramerdsség:

1=2__ 3V 000
R 0,0015Q

ami egy igen nagy szam. Megjegyezzik, hogy ez az eset gyakorlatilag annak felel meg, hogy révidre zarjuk
az aramkort, ekkor igen rossz kozelités, hogy az dramforras belsé ellenallasat elhanyagolhaténak vesszik,
de most maradjunk mégis ennél.

Az aramsl(irliség mindkét radban
J=i=%=2'107é
A 10™m m

A térer6sséget kiszamolhatjuk ebbdl a differencialis Ohm-térvényt felhasznélva. Az elsé rudban:

..V
A masodikban hasonléan E, =p,]=1—. A kétszer jobb vezetében tehat feleakkora térerésség sziikséges
m

ugyanakkora arams(rliség létrehozasahoz.



Az els6 rudra es6 fesziltség U, =E,d =2V, a masodikra U, =E,d =1V, azzal az ismert ténnyel

dsszhangban, hogy soros kapcsolasnal nagyobb ellenallasra aranyosan kisebb fesziiltség jut. Abrazoljuk a
potencial-viszonyokat a rudakban.
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Lathatd, hogy az elsé rudban nagyobb a térerésség, tehat egységnyi hosszra nagyobb potencialesés jut,
meredekebb ott az egyenes.

1
1
: Az abra szerinti félgomb alaku, idealis vezetonek tekinthetd foldelébe I = 10 kA erdsségii aram
1 folyik be. A fold fajlagos vezetéképessége, 6=0,01/(2m), a =10 cm, ro=10 m és | =75 cm.

1 a) Milyen potencialon van a foldel6?

i b) Mekkora az elrendezés ellenallasa?

¢) Szamitsuk ki az A, B pontok kozotti fesziiltséget (1épésfesziiltség).
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Kirchhoff csoméponti torvény levezetése
1. Maxwell:
= . D )
rotH =) + Py /div
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. = ... . 0D
divrotH = div] + div—
. ot



3.Maxwell:

divy=— %divﬁ

divj=—2 /[ av
- dp

fdlvjdV=—fEdV

|4 |4

A Gauss-Osztrogradszkij tételt felhasznalva:

jg jdA = d dv

Jjad == P

F
Ami azt fejezi ki, hogy egy térrészben a toltés nettd6 mennyisége csak ugy tud megvaltozni, ha a
térrész hatdran a toltés ataramlik. Ez a kontinuitasi egyenlet.

d

Stacionarius esetben idében minden allando, I = 0. tehat a jobb oldal nulla.

9SF JdA~> Y. 1 = 0, azaz a Kirchoff csoméponti torvény.

Viselkedés kozeghataron (folyt.)

Az dram stacionarius esetben, ha egyszer elér egy feliiletet, akkor at is préselddik rajta.
§ 7R = jon- A= jin-A=0
f

Jin =J2n
Aramvonalak torési torvénye:

Az E térerdsség- és D indukciovonalak torési torvényéhez teljesen hasonldan kaphatd. Korabban
levezetésre kertilt, hogy a térerdsség tangencialis komponense a 2
rétegben megegyezik, azaz E;, = E,, . Ebbe a differencidlis Ohm-

torvényt
j=0-E
helyettesitve kapjuk a tangencialis komponensek kozti
Osszefliggést:
Jie a2t
o o
Jit

9 _jin _Jie _01
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Az ellenallas és a kapacitas kozti kapcsolat

Latjuk, hogy nagyon hasonl6 6sszefiiggések vonatkoznak a dielektrikumok sztatikus terére és a
vezetdkben kialakul6 aramsiirliség-térre.

Ha egy egyenes vezeto ellenéllasara kapott R = ,o£ képletet felhaszndlva felirjuk az ellenallés
A
reciprokat, a G konduktanciat, a G :% = a% formulat kapjuk, ami nagyon hasonlit a

sikkondenzator C = ga kapacitasara. Hogy a hasonlosdgot megértsiik, tekintsiink egy tetszdleges



alaku kondenzatort, amely belsejében homogén dielektrikum van, melynek permittivitasa ¢ .
Rogzitett U fesziiltségre kapcsolva a kondenzator belsejében kialakul a térerésség-vonalaknak egy
egymast nem metsz0 rendszere. Ha most a dielektrikum vezetoképességét elkezd;jiik nullarol
fokozatosan novelni tgy, hogy U allando, az erGvonal-rendszer nem valtozik (legalabbis nem
hirtelen), a toltések pedig ezen erb’vonalak mentén aramlanak.

1—G— Cj)jdA— gSEdA_— BiA="R_°
R eU ¢ elU ¢

ahol a zart feliilet az egyik lemezt veszi korbe olyan — egyebkent tetszOleges — modon, hogy a masik
lemezhez sem ér hozza. Q pedig az 6ssztoltés a feliilettel korbevett lemezen. Tehat

G C

c ¢

vagyis az anyag tulajdonsagait képvisel6 fajlagos vezetoképességgel, ill. permittivitassal leosztva a
konduktanciat, ill. a kapacitast, egyenld mennyiségeket kapunk, amely csak a geometriatol fiigg.

Gombkondenzator:  C Z% ﬁ
= [Eal =2 (1~ 1) e
U1,2 - f'rl Edl — 41TE 1 2 ’
1
C=2=47T€'1——4 AL
U R — ro,—7T1

Ty T2
6. Gombkondenzator fegyverzetei kozott p fajlagos ellenallast anyag talalhato. Mekkora a villamos
ellenallés a 2 fegyverzet kozott?

R=[%dl > R=["~dr=["——dr=L(--~)
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Hengerkondenzator kapacitasa
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A stacionarius aram munkaja és teljesitménye



Ha a fogyaszto be és kivezetése kozotti fesziiltség U és rajta t id6 alatt Q = It toltés aramlik at,
akkor a mez6 munkaja:

W =QU =UIt
Ez annak a munkanak az értéke, amit a mezd végez az U fesziiltségli szakaszon t id6 alatt, mikozben
ott | erésségli aramot hajt. Az elektromos energia kiilonb6zé gépek, berendezések, stb., az un.
fogyasztok segitségével mas energiava alakithato at, pl.

» mechanikai energiava (motorok)
» kémiai energiava (akkumulatorok)
» héenergiava (vasalo, hésugarzo)
» fényenergiava (izzélampa, LED)

Ha a fogyaszté ohmos ellenallasa nem nulla, héenergia mindig keletkezik. Az Ohm torvény
segitségével ezt két tovabbi alakban is kifejezhetjiikk. Amennyiben az ellenallas R, az elektromos aram
munkajat a Joule-torvény adja meg:

2
W=UI~t=I2R~t=U—t
R

A staciondrius aram teljesitménye pedig:
2
P=Ul=I1°R= v
R
A Joule torvény differencialis alakjat gy kaphatjuk meg, hogy egy homogén drétban leadott
teljesitményt osztjuk a drot térfogataval, amelyet a V = Al ad meg:
P Ul E/JA .
—_——— = JE ,
vV Vv AL
azaz a differencialis Joule-torvényt a kovetkez6 formakba lehet irni:

e i2 2
p,=Ej=pj* =cE’=...,
ahol p;-vel az egységnyi térfogatban egységnyi id6 alatt keletkezett hét, azaz a Joule-h6

teljesitménysiirtiségét jeloltiik. Inhomogén esetben ezt kell integralni a térfogatra, hogy az
Osszes teljesitményt megkapjuk.



