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Csak részben frissitett!!!

A mikrorészecskék kettés természete, de Broglie-hipotézis

Az elektromégneses sugarzasnal szamos esetben jelentkezett a kisérletek értelmezésénél a
részecske-hullam kettdsség, vagyis hogy a fény hullamként és részecskék aramaként is
viselkedhet. De Broglie 1924-ben vetette fel azt, hogy a kozonséges anyagi részecskéknek is
ilyen kettds természetet kellene tulajdonitani, vagyis pl. az elektron, proton, stb. hullamként is
felfoghatok. Feltételezte, hogy a fotonokra levezetett lendiilet (1) hullamhossz (A) kapcsolat
altalanos érvényti, azaz a részecskékhez rendelheté hullam hullamhossza:

h h
A=— _h
| vagy A )

ahol h=6.626-10"*Js a Planck allando. A képlet tehat minden részecskére érvényes, fiiggetleniil
attol, hogy van-e nyugalmi tomege (pl. elektron), vagy nincs (foton).

A képlet els6 alkalmazasaként tekintsiik a hidrogén atomot, amely egy proton koriil keringd
elektron. Stacionaris esetben az elektron egy allohullamnak felel meg, tehat a palya hossza (a kor
kerlilete) egész szamu tobbszordse a hullamhossznak:

nA = 27



Ezt lathatjuk a bal oldali a abran. A jobb oldali b dbran ez nem teljesiil, a hullam nem 6nmagaba
zarddik, ez nem lehet stacionarius allapot. Megjegyezziik, hogy az nA =2nr feltétel teljesiil
klasszikus rendszerekre is, pl. megiitott acélkarikan kialakuld allohullamokra.

Afenti 1= ? = N képletet behelyettesitve: nh = 27r, atrendezve kapjuk a Bohr-féle feltételt az
mv mv

impulzusmomentumra: L=mvr =n#. Tehat a de Broglie-hipotézis megmagyarazta a Bohr-féle
kvantumfeltételt.

A sors fintoraként kidertilt, hogy a Bohr-féle feltétel nem igaz, igy a de Broglie féle levezetése
sem lehet helyes. Az alapétlet és a hullamhosszra vonatkoz6 képlet viszont igaz és ez egy nagy —
talan a legfontosabb - 1épés volt a kvantummechanikdhoz vezetd tton.

Példa: Ha egy elektront U potencialkilonbségen felgyorsitunk, akkor v sebességre tesz szert:

1 2eU /2eU
eU =§m v?, Vv=,|—=, ennek megfeleléen a lendilete | =mv=m,|—— =.,/2eUm, a de
m

m
Broglie hullamhossza pedig:

h h

1 Jf2eUm’

Az univerzalis allanddkat felhasznalva, ha példaul az elektront gyorsité fesziiltség U = 150 V, akkor a
hozza rendelhet6 hullamhossz A =107 m.

A kisérletek szerint is az elektron mozgésakor kiterjedt hullamkeént viselkedik, egy targyba torténd
becsapddaskor pedig részecskeként, tehdt kettés természetet mutat. Protonokkal és mas

mikrorészecskékkel is kimutattak interferencia jelenségeket. A hullam-részecske kettésség
nemcsak az elektromagneses sugarzas esetén, hanem a mikrorészecskéknél is kimutathato.

Hullamcsomag
Nem egyetlen sikhullamot rendeljiink a részecskéhez, hanem hullamcsomagot.

Reop
N "sima" hullam

AWANA
VARV

A\ 4




i(ot—kx)

¢ =Ae
A hullamtanbol ismert, hogy két igen kozeli frekvencidju hullam 6sszetevése lebegést
eredményez. Végtelen sok szinuszhulldimbdl véges hossziisdgi hullamvonulat (véges
szamu lebegés) is felépitheto.

k,+Ak

o= [A(Qe Bk - celn )
Kk, —Ak

c 7.

/

ko —Ak

Vizsgaljuk meg a burkol6 egy pontjanak (P pont) sebességét!
P-re nézve: (m(k) — coo)t - (k - ko)x = allando

dE
_ o, -, allando ~dx okl-o, do Tz dE
*Tk-k,  k-k, T4t~ k-k, dk dP - ap "
h
mert: _E =2 _E k—z—n—z—7T _P
' T T T h P
pZ
A klasszikus fizika szerint: E=_—
2m
dE  2p
7:7:V
dp 2m

Kétréses kisérlet



(fényre: Young 1801, elektronra: J6hnson 1961 )
Kisérleti bizonyiték az elektron hullamtermészetére

elektron

Y1

/ a rések tavolsaga 1um /
d .
As=25 (itt n=1)

D

D
y, = Ek y1, D, d ismeretében A szamithato.

A kisérlet kis energids elektronokkal végezhetd. Az eredmény teljesen hasonlo.

>< mindkét rés nyitott
csak a felsd rés nyitott

csak az also rés nyitott

Az intenzités eloszlasa alapvetden kiilonbozik, ha egyszerre csak egy-egy rés van nyitva, illetve ha
egyszerre mindkettd. Ha mind a két rés nyitva van, akkor értelmetlen a kérdés, hogy az elektron
melyik résen jott at. Az elektronnak hullimtermészete van. Az elektron-hullam mind a két
résen egyszerre halad at. Az elektronnak a két résen athaladt ,,részei” interferalnak
egymassal. Detektalaskor az elektront mindig egészben detektaljuk. Ebben a kisérletben az
elektron hullam is (a réseken valé athaladaskor) és részecske is (detektalaskor). A foton és az
elektron ebben a kisérletben teljesen hasonloan viselkedik!



A Heisenberg-féle hatarozatlansagi relacié

A hullamcsomagtol fogunk eljutni idaig.
A

7N

AX : arészecske helyzetének bizonytalansaga.
A precizebb jelentése: a kérdéses fizikai mennyiség SZORASA, azaz

Ax =(x - X)’ , a kozépértektdl valo eltérések négyzete atlaganak a gydke.

M

v/}#
AX; > AX, / ez a 2. részecske jobban lokalizalt, mint az €l6z6 lapon 1€v6 1. részecske /

Akq kicsi hullamszam-tartomanybol felépithetd
Ak; nagy hullamszam-tartomany sziikséges a felépitéshez
Ak; < Ak,

AK; - AX; = AK, - AX; =1 — Fourier analizissel a hulliamtanbol nyerhet6 osszefiiggés

AX - Ak =~ 1
Ha felhasznaljuk a foton lendiiletére levezetett Osszefiiggést: pP= 7K , azt kapjuk, hogy

AXAp, = h

Jol lokalizalt részecske — Ax Kicsi — Ak nagy — Ap nagy
Jol lokalizalt részecske: AX~ 0 = Ap — ©

Nem lokalizalt részecske:
k=ko=>Ak=0=>Ap=0=>AX > »

Kozbiils6 eset, mindkét szorasvéges (gyakorlatban a részecskék ilyenek): AXADX ~hl2






h
AXApP, > —
Py 5

AyA[) > —
y 2
Heisel lberg fele I|atérozat|anségi bSSZGnggéSEk|

h
AZAD, > —
P, 5

AEAt> 2
2

X’

X

(x.p.)
(y, py) egymashoz kanonikusa konjugalt valtozok:
( p ) egyszerre nem mérhetdk terszéleges pontossaggal

Z’

z

(E.~t)
A hatérozatlansagi relacié igen szépen mutatja, hogy a makrofizikai fogalmak a mikroviladg
leirasara csak korlatozottan alkalmasak. Egy fizikai mennyiség mérési pontossagdnak nem lesz
elvi hatdra, ha a kisérleti koriilményeket meg tudjuk ugy valasztani, hogy a mért mennyiség
konjugalt parja a mérés soran hatarozatlan marad. Ekkor viszont ez utobbi mennyiség mérésekor
nem azért lesz nagy a szoras, mert nem jok a miiszereink (az egy gyakorlati probléma lenne, amin
elvileg lehetne javitani), hanem mert a mennyiségnek nem létezik hatarozott értéke.

Visszatérés a kétréses kisérlethez:

a. egyik rés nyitva: AX = 0 > Apx —> o (azaz a szorasi képbdl nem hatarozhaté meg a
hullamhossz)
b. mindkét rés nyitva: AX nagy — Apx Kicsi (azaz a szorasi képb6l meghatarozhato a hullamhossz)

A hatarozatlansagi relaciok néhany kovetkezménye:

1. Trajektériak kérdése:

Klasszikus fizikaban:

Egvszerre ismert r s v fezaltal o/
tehat van trajektdria

A) makszem m=10° kg
AX =~ 10 m - helyét pm pontossaggal tudjuk meghatarozni

AX-m-Av, > g ~10™, atrendezve:



34
AV 10

m
a makszem sebességét 107> —
N S

*10°.10°

=10% >
pontossaggal tudjuk meghatarozni

Azonban ez nem igazi megszoritas, mert nincs olyan miszer, amivel ilyen pontosan lehetne
sebességet mérni. Tehat a makszemnek van trajektoridja.

B) Elektron
1% M

Ax=10""m gg m=10" ~_—
© *T10™.107 s

30
kg , ezért Av

A H atomban az elektron sebessége ebbe a nagysagrendbe esik a klasszikus fizika szerint.

Az atomban az elektronnak nincs trajektéridja. Az atomi elektronra a bizonytalansag olyan
mértékii, hogy nem mondhatjuk, hogy pl. az elektron az éppen az atommagtdl X irdnyban van,
sebessége pedig Yy irdnyba mutat (ez esetben impulzusmomentuma nem lehetne nulla), hanem ugy
fogjuk fel, hogy az elektron felh6ként koriilveszi az atommagot, pl. gomb alakban.

3, Zérusponti energia:

Hatérozatlansagi képlet:

fi
AXApP, > —
Py 5

AX-m-Av, >

N | S

h

AV, >
2MAX

Kérdés, hogy a kinetikus energianak minél kell nagyobbnak lennie.
Megjegyzés: a kiilonb6z6 részecskéknek kiilonbozd sebességiik van, tehat van spektruma.

v : Tvs

Mi lehet az x koordinatak szoréasa ? Av, ~v,

A sz6rés nagysagrendileg tobbnyire egyezik a kozépértektdl valdo maximalis eltéréssel, de ettdl
kisebb.

1 1 n?
A kinetikus energia 1 dimenzioban: T, = Emvx2 = EmAsz 2
X

4.) Hidrogeén atom:




2
& .
V, = -k — Coulomb-energia
T

2

Tmin = 5
8mr

Trmin ,»Kkvantumos nyiizsgés” energidja: ennél kisebb
energiaval nem rendelkezhet a csapdéban a
részecske

E=V, +T,,

az elektron legvaldszinibb
tartézkodast helye

5.)

AEAt > g a Heisenberg-féle hatarozatlansagi 6sszefiiggés minden kanonikusan
konjugalt valtozo parra fennall.
E és—t is kanonikus konjugalt

Jelentése : a teljes energia (E) rovid idejli méréssel nem hatarozhaté meg
tetszOleges pontossaggal.
Példa: gerjesztett allapot ¢lettartama.

E2 2 gerjesmiett dllapet A, < At, = AE, > AE, = Av, > Av,

E1 1 gerjesztett allapot élettartam: At, — AE, >

2At,
energiaja pontosan meghatarozhato

Eo alapallapot

A gerjesztett allapotokon rovid ideig tartozkodik az e, utana visszamegy az alapallapotra.
A gerjesztett allapot energiaja nem lehet pontosan meghatarozott,

Az alapallapot energidja pontosan meghatarozott.

Kovetkezmény a spektrumokra:



E=hv e(v.1) )

ny JAEL R |

' h T h2At, 4mAt, | Ay, || Av,
pl.: At, x107°s

Av, ~ 10" Hz

Szélesebb spektrumvonal rovidebb atlagos életidejli gerjesztett allapothoz tartozik.

A kvantummechanika alapjai

A kvantummechanika alapelvei (alapaxiomai)

I. A kvantum mechanikai rendszerek allapotat W (r,t) komplex értékii regularis fiiggvény

irja le. Ennek a fiiggvénynek a neve hullamfiiggvény, vagy allapotfiiggvény. Az
allapotfiiggvény tartalmazza a rendszerbdél nyerheté 6sszes informaciot.

Regularis fiiggvény tulajdonsagai: folytonos, korlatos, négyzetesen integralhato.
A regularis fliggvény koz¢é nem tartozik a =0 fiiggvény.

Négyzetesen integralhato: 2 N
[l¥/dv<c |9f=w"w

Teljes

térre

(A * a komplex konjugaltat jelenti)

A hullam fiiggvény kozvetlen fizikai jelentéssel nem bir, de abszolut értékének négyzete a
részecske tartozkodasi valoszinliség slirliség fliggvénye lehetne.

V1 térfogatban valo tartdzkodas valdszinliszintisége:

P(V,) = [ dv = [ - wav

Vi Vi

Megjegyzés: Schrodinger ugy gondolta, az elektron egy elkent, felh6h6z hasonlithat6 dolog,
aminek tényleges stiriisége a |[¥|? fiiggvény. Azonban, a kisérletek azt mutatjak, hogy az
elektront inkabb ugy kell elképzelni, mint egy pontszerii részecskét, ami véletlenszertien "ugral
ide-oda", sok helyen tartozkodik egyszerre bizonyos valosziniiségekkel. Ha egy részecskének az
elhelyezkedését vizsgaljuk a teljes térre nézve, akkor P(teljes térre)=1.

2
Jlw[dv =1

Teljes

terre => a hullam fiiggvény egyre normalt

[ av =[] =1
Tl (norma négyzet)
erre

10



Skalaris szorzas értelmezése:

(Y, ¥,)= I \Pl* -¥,dV
teljestérre
(eredménye egy konkrét szam, amely persze fiigghet az id6tol)
Tulajdonsdagai:
(W, W) = (¥, ¥)
(Y, +¥,,¥,)=(,,¥,)+(¥,,¥,)
(C-¥,,¥,)=C"-(¥,,¥,)
(¥,,C-¥,)=C-(¥,,¥,)
[1®[dv =1 (¥, ¥,) =1

t.t.
I1. Szuperpozicio elve: Ha a 1 és v a rendszer lehetséges allapotait irjak le, akkor a
W =Gy, + Gy,

linearis kombinacio is lehetséges allapot, ahol Cj tetszdleges komplex szamok.
Ezt az elvet az interferencia jelensége kovetelte meg és a Schrodinger-egyenlet linearitasaban

nyilvanul meg, lasd kés6bb. A fenti képlettel kapott v allapotot aztdn ujabb €s Gjabb w3, ya, ...

allapotokkal kombinalva is lehetséges allapotot kapunk, tehat nem csak kettd, hanem tetszdleges
szamu allapot szuperpoziciodja is lehetséges allapot. A szuperpozicid elvében a mikrorészecskék
hullam-tulajdonsaga nyilvanul meg. A kétréses kisérletben pl. nyalab kiilonb6z6 résen athaladt
,»észel” egymadssal szuperpondlodnak €s interferencia-kép jon 1étre.

Fontos, hogy mindez nem azt jelenti, hogy a valdsziniliségi stirliségek (tehat a |‘I’|2 -K)

Osszeadddnanak, hiszen akkor nem johetne 1étre kioltas.

I11. A fizikai mennyiségek onadjungalt (hermitikus) operatorokkal irhatok le.
Operatorok jelélése: O (PL:p,L,E)
Az operatorok fliggvényhez fv.t rendelnek.

o

pl.: x szerinti derivalas: O = — OW, = Zes!
X

:‘{’2

Linearis operdatorok:
L(C,¥, +C,¥,) = C,L(¥,) + C,L(¥,)

A fizikai mennyiségeket mindig lineéris operatorok irjak le. (Linearis operator pl. a derivalas,
nem linedris pl. a négyzetre emelés.) A linearitds a szuperpozicid elve miatt sziikséges.

Hermitikussag: skalarszorzasnal egy hermitikus/6nadjungélt operatort az els¢ tagra, vagy a
masodik tagra alkalmazva, a szorzas eredménye nem valtozik. Képlettel:

(Frw,,w, )= (v, A, )
Miiveleti szabalyok operatorokkal:
6,+06, ), =0,%,+0,¥,

(0102 )\Ijz = Ol(oz\Pz )
(Szorzasban az operatorok altalaban nem cserélhetok fel, a miivelet nem kommutativ.)

11



Kommutator: Azt jellemzi, hogy mennyire nem felcserélhet6 a két operator:
6,,0,]=0,0,-6,0,

Felcserélhetd operatorok kommutatora zérus.

IV. A fizikai mennyiségekhez rendelt operator sajatértékei megegyeznek a fizikai
mennyiségek mérésekor lehetséges értékekkel.

Ha egy operator hat egy fiiggvényre, annak altalaban megvaltozik az alakja, mint ahogyan egy
vektornak is megvaltozik az irdnya, ha egy matrixszal megszorozzuk. Eléfordul azonban, hogy a
fliggvény csak egy szdmmal szorzddik meg az operator hatasara (ez a vektor nyujtasanak felel
meg). Ez esetben a vektort az adott operator sajatvektoranak, a szamot a hozz4 tartozo
sajatértéknek nevezziik.

Sajatérték egyenlet : (k a sajatérték) Op = ke

2X
Pl 6=2 Be =%
X OX
Egy operator sajatértéke mindig fiigg attdl, hogy milyen fiiggvényre hat. Egy gyakorlati példa:
ha az energia opreratort alkalmazzuk a Hidrogénre, nem ugyan azt az eredményt mérjiik, mintha
pl. Uranra alkalmaznank. Tehat az energia operatornak mas a sajatértéke itt, mint ott.

=2 5k=2

Tétel: A hermitikus operatorok sajatértékei valosak.

Bz (R, W, ) = (¥, )

Hp=he
(ho,p) = (p,hy)
h*(¢,9) =h(p,9)
h*=h

Tehat h csak valos lehet, mert egy szam és a konjugaltja csak akkor egyezik meg, ha nincs
imaginarius része. Igy teljesiil az a gyakorlati kdvetelmény, hogy a mérdmiiszerek mindig valos
értékeket mérjenek.

V. Egy fizikai mennyiség méréssel kaphato atlagértékét a(z):
0= (!//,él//) skalaris szorzat adja. (Ez is axidémaként van kimondva)

Figyelembe véve a skalaris szorzat jelentését: O = [y O dV

teljes
térre

pl.:
X= [y xwdV= [xy yvdV

teljes teljes
té rre té rre

analogia: tomegkozéppont x koordinatdja(klasszikus mechanika):

)_(:J.XpdV

*
4 tartozkodasi valdsziniiség stirliség

p tényleges slirliség

12



ez fontos kiilonbség a kvantummechanika és a klasszikus mechanika kozott.

Egy fizikai mennyiség értékének hatarozatlansadga azzal jellemezhetd, hogy mennyivel tér el
varhatoan az atlagértéktol a mért érték. Ezt a valoszinliségszdmitasban szorasnak hivjak:

AO = ((5—6)2 A : szOras

Allitas:

Ha két operatornak szimultan sajatfliggvényekbdl alld bazisa van, akkor a két operator
felcserélhetd. Ez az allitas visszafelé is igaz. Mi a szimultan sajat fliggvény?

Legyen két operator: (51 €s (52

¢ akkor szimultan sajatfiiggvénye, ha:

Be kellene latnunk, hogy ebbdl kovetkezik a felcserélhetdseég: (51(52 = (52(5

Ehhez szorozzuk meg jobbrol a fels6 egyenletet (52 -vel az alsot pedig 61 -el.

02019 =009 =020 =100 |

0109 =016x¢ =09 =00
Ezzel belattuk, hogy a két operator egymassal felcserélhetd az adott sajatfiiggvényre nézve, ha a
fliggvény szimultan sajatfliggvénye. Ha létezik ilyenekbdl allo bazis, akkor minden fiiggvény

kikombinalhato sajatfiiggvényekbdl, tehat minden fiiggvényre nézve igaz, hogy nem szamit,
milyen sorrendben alkalmazzuk a két operatort a fliggvényekre, ugyanazt kapjuk.

Két fizikai mennyiségnek akkor létezik egyszerre pontos értéke (akkor
mérhetok egyszerre), ha operatoruk felcserélhetd, azaz a kommutatoruk

nulla. Ha ugyanis olyan rendszeren mérjiik meg a fizikai mennyiség értékét, amelyet a
mennyiséghez tartozd operator sajatfliggvény ir le, akkor mindenképp a sajatfiiggvényhez tartozé
sajatértéket kapjuk. Ha y két operatornak is sajatfiiggvénye, akkor mindkettdre hatarozott értéket
(a megfeleld sajatértéket) kapunk bizonytalansag nélkiil (a miiszer tokéletlenségébdl adodo
hibaktol most eltekintiink). Konkrét példat a szabad részecskénél mutatunk be.

Mindezekbdl az kovetkezik, hogy azon mennyiség-parokra, amelyekre hatadrozatlansagi relacio all
fent, a kommutator nem tiinhet el.

Az operatorok konkrét alakja és a Schrodinger-egyenlet

A legegyszertiibb targyalasban az impulzus x komponenséhez €s az x hely-koordinatdhoz a
kovetkez6 operatort rendel;jiik:

. h O )’Z —X-
Py = T & és _ (ez ugy hat, hogy egy f(x) fliggvényt megszorozza x-szel).
hasonldan:

o ho 5 _hd
Y ieyl P iz

Rendeljiink most az energiahoz és az id6hoz is operatort:

és y=y-, i=1z-,
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E= —z O & t=t-
I ot
Korabban lattuk, hogy a Heisenberg-féle hatarozatlansagi relaciok az operatorok szintjén a
kommutatorokban jelentkeznek. A fizikai mennyiségekhez tehat tigy rendeltiik hozza az
operatorokat, hogy a Heisenberg-féle felcserélési relaciok teljesiilnek. Ezek a relaciok a
kovetkezok: (minden kanonikusan konjugalt valtozora fennallnak)

ho s

(0.A=2 [3,9]=2, (b2 [E-4]-2

Bizonyitsuk be, hogy fp, és X megfelel a felcserélési torvénynek:

12 a 12
[0, 8]¢= D3¢~ 30,9 =4 G (xh) —xh Z=4g+ixF—xt T =1
azaz teljesiilt a felcserélési torvény.

Megjegyzés: az egymashoz nem kanonikusan konjugalt hely- és impulzuskoordinata valtozok
természetesen felcserélhetdk. Pl

[p,,9]=0-
[ﬁy’k]zo' sth

Hogyan taldlhaté meg a tObbi fizikai mennyiség operdtora?
Ugyanugy, mint ahogy egyik fizikai mennyiség a masikbol megkaphato.
pl.: Kinetikus energia

2
Klasszikusan: T =4mv? = 2= =L (ps + p; + p;)

A  mint konstans, kiemelhet6 a derivalas elé:
2 2
1 |(n F i Gl | N s i >\ _
m[(T) (&_—F@_—Fa&_)] L&+ 5+ 5)=-£
A : Laplace operdtor

A

T=-LA

azaz 2m

A toltéshez, tomeghez nem rendelhetiink operatort, mert azok konstansok!

Potencialis energia (csak konzervativ mezdben van értelme):

Mivel a potencidlis energia csak a helykoordinataktol fligg, és a helykoordinatdk operatora a
"veliik valo szorzas" ezért a potencialis energia operatora is a "vele vald szorzas".

V=V(x,y,z) = V=V

Konzervativ mezdben a teljes energia: E=T+V

14



A teljes energia operatora (Hamilton operator): H

H=T+V=-LEA+V(xy2)

Viszont a korabban definialt E = —Eg operatornak ugyanazt kell adnia, mint a most definialt
|

Hamilton-operatornak:

H (//(F,t) = E!//(F,t)
Behelyettesitve:

1 v v Ft\—_A40 v
— 5 Ay (FO)+V(Fy () =-t5w (M)
Ez a kvantummechanika dinamikai alapegyenlete, mas néven idofiiggo Schrodinger

egyenlet. Ez irja le a rendszer idébeli valtozasat. Tulajdonképpen ezzel meg tudjuk mondani a
késobbi allapotat a rendszernek, ha a korabbit ismerjiik.

Megjegyzés: Az idofiiggd Schrodinger egyenletbdl levezethetd Newton 2. torvénye (ax = Fx/m).
Altaldnosan is igaz, hogy a kvantummechanika alapegyenletébél, axiomaibol a klasszikus
mechanika alapegyenletei, axiomai levezethetdk. A kvantummechanika tehat a természet
altalanosabb torvényeit adja meg, amelyek a makrovilag leirasara is alkalmasak (elvben). Az
egyszerlisége miatt azonban SOKszor célszert a klasszikus mechanika nevii, megszokott kozelitést
alkalmazni.

Stacionarius allapotok és az id6éfuiggetlen Schrodinger-egyenlet

Tegytik fel, hogy az id6tdl nem fliggd V potencialt tartalmazé

id6fiiggd Schrodinger-egyenletnek az alabbi alakban allitottuk elé a megoldast:
E

y(r.)=p(f)e "

Ebben az az érdekes, hogy a jobb oldalon az egyik tényez6 csak a helytdl, a masik csak az 1d6tol
fiigg. Ha ezt lederivaljuk t szerint, akkor dnmagat kapjuk, szorozva az exponencialis fiiggvény
kitevGjében a t egyiitthatdjaval. Tehat ha behelyettesitjik az idofiiggd Schrodinger-egyenlet jobb
oldalan y helyére, akkor az egyenlet bal oldalan egyszer{isités utan csak E¢ marad, tehat az 0
egyenletben nincs id6 valtozo:

Ho(r) = Ep(T)

ennek neve idéfiiggetlen Schrodinger-egyenlet vagy energia-sajatértékegyenlet.
Beirva a Hamilton-operator kifejezését:
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2

L AG) +V () Pr) = EglF)
m

Tehat a keresett konstans az energia-sajatérték. Ebbdl pedig az is kovetkezik, hogy az
allapotfiiggvény helytdl fiiggd része az energia-sajatfiiggvény.

Tehat ha a hullamfliggvény a fenti szeparalt alakban all el6, akkor a rendszer energia-
sajatallapotban tartézkodik.

Ez a hullamfiiggvény az allapotegyenlet stacionarius megoldasa. Mitdl stacionarius?
E E
_ it -t _ . B
pr.)y=y*y=p*@)e" p(r)e " =p*([F)p(r)=p(F)

—

P : valosziniiségi stirliségfiiggvény, csak I - t6] fiigg.

Tehat a fizikai mennyiségek az 1d6tdl nem fliggnek, ezért staciondrius az éllapot.

Ez ezt is jelenti, hogy a rendszer energia-sajatallapotban tartozkodik az idék végezetéig, tehat pl.
az atomok gerjesztett dllapota nem bomlik el fotont kibocséjtva, hogy az energiaminimumot
elérje. Fontos megjegyezni, hogy ez csak a ,,hagyomanyos” kvantummechanika szerint igaz. Ez a
kvantummechanika azonban csak akkor alkalmazhato, ha a részecskeszam allando. A
kvantummechanika nem alkalmas részecskék keletkezésének és eltiinésének leirasara, ami képes
erre, az a kvantum-elektrodinamika. A kvantum-elektrodinamika szerint példaul a gerjesztett
allapot - bar stacionarius - elébb-utdbb egy foton kibocsajtasaval megsziinik. Tehat az altalunk
felirt allapotegyenlet hianyossaga, hogy eltin6 és keletkez6 részecskére nem alkalmazhato.

A Schrédinger-egyenlet megoldasa konkrét rendszerekre

Szabad részecske 1 dimenzidban:

A potencial V=const., ezt a V konstanst valasszuk 0-nak.
Ekkor stacionarius esetben igaz, hogy:

I 20

Ep(x
2m  ox? )
ennek megoldasai a sin, cos és exp. fliggvények, pl.:
p(x) = A"

ahol a k tetszéleges.
Ez sajatfiiggvénye p_-nek. A megfeleld sajatérték egyenlet:

ﬁxX(x) = pxX('x)7
ahol ﬁx operator, p, sajatérték.

B oo ikx _ ikx
azaz 5 A€ = P Ae
Elvégezve a derivalast:

hkAae™ = p Ae™
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ebbél K Z% , vagyis k nem mas, mint a korabban definialt hullimszam: | P = k|,

Ez hasonldan elvégezhetd az y és z koordinatara is, tehat hdrom dimenzidban:

o(r)= Keh( PPy ePiz) _ P

A szabad részecske staciondrius allapotban tehat a kovetkezd fliggvénnyel leirt allapotban
tartozkodik:

y(rt)= Ke HE (mivel w(r,t) :g/ﬁ(F)e‘%Et)

Ez pedig egy sikhullamot ir le.
Megjegyzések:

1. Stacionarius allapotban a részecske mindig energia sajatallapotban tartozkodik, ez szabad
részecskére egyuttal impulzus sajatallapot is. Tehat a részecske egyidejlileg rendelkezik
meghatarozott energiaval és meghatarozott impulzussal. Ez igy van a klasszikus fizikéban is.

Legyen pl. a részecske hullamfiiggvénye @ (x)= e>™ , ahol tehat k=5 (a mértékegység pl. 1/m).

h 0
Ha erre hattatjuk a § 5x operatort, akkor azt kapjuk, hogy p, =5%, ez az impulzus-operator

2 2
sajatértéke. Ha hattatjuk a mozgasi energia —;Z—Z—(ZD operatorat, akkor azt kapjuk, hogy
m oX
25h° T P : . e
E= o’ ez az energia-sajatérték (ellendrizziik le!). Ha viszont a részecske hullamfiiggvénye a
m

051 (X) =€ + €™ akkor 50% valoszintiséggel p, =54, 50% valészintiséggel pedig

p, = 7h-t kapnank az impulzus mérésekor. Az impulzus varhat6 értéke (atlagértéke) p, =67, bar
ezt az értéket sohasem kapjuk méréskor. Hasonl6 hatarozatlansag érvényesiil az energiara is,
vagyis

¥ ; nem energia-sajatallapot, tehat nem stacionarius allapot, azaz gyorsan megvaltozik, atalakul
az 1d6fliggd Schrodinger-egyenletnek eleget téve.

2. Ebben az esetben viszont a szabad részecske helye teljesen hatarozatlan, mivel a
sikhullamban tartézkodési valdszintiség helytdl fliggetlen értek.

p=y y=K-K =|K|2 = konstans

Vagyis a sikhulldmban a részecske egyaltalan nincs lokalizalva, barhol ugyanolyan eséllyel
tartozkodik. Az el6z6 pontban felsorolt egyik ¢ fliggvény sem sajatfliggvénye a hely operatoranak,
mivel annak sajatfliggvényei csak egy pontban kiillonboznek nullatol. A szuperpozicid elve alapjan
azonban szabad részecskét leird sikhullamokbdl is kikombinalhatunk olyan hulldmcsomagot,
amely mar meghatarozott térrészbe lokalizalhato, ez viszont mar nem lesz energia- és impulzus-
sajatallapot, igy nem is stacionarius.
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3. Az energiara nem kaptunk feltételt, vagyis az energia (E) értéke tetszéleges lehet. Tehat mig
kotott allapotban a részecske diszkrét energiaértékkel rendelkezik, addig szabad allapotban

barmilyen, vagyis a szabad allapotl részecske energiaspektruma folytonos.
4. Gyakorlasként szamoljuk ki ennek a sikhullamnak a hullamhosszat és a frekvenciajat!
A sikhullam — mint tudjuk - felirhaté a kovetkez6 alakban is:

ot o
g () . ahol w: frekvencia, k : hullamszamvektor

Tehat: a)=E = 27rf=27T_E = f:E
h h h

Vagyis visszakaptuk a Planck-féle 6sszefliggését.

= =
h A h p
Itt pedig visszakaptuk de Broglie hipotézist. Ez nem meglepd, hiszen az anyag
hullamtermészetébdl kovetkeznek ezek az egyenletek, de ahogy felirtuk ezeket, az még nem
latszott rogton. Most viszont lathatjuk, hogy ezek az egyenletek teljesen megfelelnek annak, amit
de Broglie allitott.

Végtelen mély potencialgodor

A kovetkezd potencidl a (0,a) intervallumra korlatozza a részecske mozgésat:

o, ha x<0
V(x)= 10, haO0<x<a
o, ha x>a

ha x<0 vagy x>a akkor ¢ =0, hisz a részecske a (0,a) intervallumra van korlatozva. (Latni fogjuk,
hogy ezt csak végteleniil nagy potenciallal lehet megtenni.)

A folytonossag miatt: ¢ (0)= ¢ (a)=0
A g06dor belsejében (a 0 < x < a szakaszon) a Schrodinger-egyenlet:
nt dlp

om dx?

atrendezve ugyanazt az egyenletet kapjuk, mint szabad részecskére:

d’¢p  2mE
= &

ahol 2mE=p. Ezt felhasznalva:
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A hatarfeltételekhez viszont most teljesen masok, mint a szabad részecskénél. A godor szélén a
fliggvénynek nullanak kell lennie, a komplex exponencialis fliggvény viszont sehol sem nulla.

[P
Megoldas: @ = A-sIn (E Xj :

mert ez az alak illeszkedik a hatarfeltételekhez. Fizikailag ez allohullamot jelent.
¢ (0)=0 automatikusan teljesiil, de sziikséges ¢ (a)=0 fennallasa is:

. Nrx
@, = AsIn—X

0=Asin % as % a=nm , vagyis a hullamfiiggvény: a
2mE
a=n
h
hZ
2mEa’® = n*n*h® = n’*n® —
4
Tehat az energia nem folytonos, hanem diszkrét értékeket vesz fel, konkrétabban az n
k 1 E h* n?
vantumszam négyzetével aranyos: =

Véges potencialgodor:

A részecske véges valosziniiséggel tartdzkodik a klasszikus mozgastartomanyon kiviil.= negativ

kinetikus energia. Gerjesztett allapotban a klasszikusan megengedett mozgastartomany egyes
pontjairol viszont kiszorul a részecske.

Potenciallépcs6 egy dimenziéban

Legyen a potenciallépcsd a kdvetkezo:

Vix) N

V(x):{o, ha x<0 (1)

E I Vo, ha x>0 (2)

E
;

v

Altalanos megoldas az (1) tartoméanyra hasonld, mint szabad részecskére:
i _i
o, (x)=Ae"™ +Be ™%, p >0
Altaldnos megoldas a (2) tartomanyra, a 1épcs6 belsejére:

i dipy(x)
2m  dx?

+Vo, (X)=Ep,(x)  (id6tdl fiiggetlen egyenlet)
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Atrendezve: dz% (x) m

> :h_z(Vo _E)(/)z(x)

Targyaljuk azt az esetet, ha Vo>E :

A 0 kiilonbség a két, latszatra nagyon hasonld Schrodinger-egyenlet kozott (a fenti S1 és a
mostani kozott), hogy ez utdbbi esetben az energia kisebb, mint a potencidl értéke, vagyis a jobb
oldalon az egyiitthatd pozitiv. Ez pedig mindségileg mas viselkedést eredményez. Ekkor a

q=+/2M(, —E) mennyiség valés, hiszen Vo >E.

2 2
dx
de D=0 kell, hogy legyen,  mivel e"” —o0,ha X—>%, ami ellentmond a
normalhatosagnak. Ez azt jelenti, hogy a pozitiv kitevé nem fizikai megoldas.
Yy
Végeredményben a megoldas: @, (X) =Ce #

s Refm

N
\J

tartozkodasi valdszinliségsiirliség a 2. tartomanyban

-2q, —Bm(Vo—E)
p(X)=¢(x)-¢(x)=C"-C-e" =[C[-e

a részecske valamelyest behatol a 2. tartomanyba, de a valdsziniiség-siiriiség exponencialisan
lecsengé. Ez azt jelenti, hogy a részecske elébb-utobb visszafordul; a visszaverédés 100%-0s.

Behatolasi mélység: Xp az a tavolsag amelyen a tartozkodasi valosziniiség-siiriiség az e-ad
részére csokken

0
p(X,) = %
—/8m(V,—E) N
|C|Ze h "=e’lC

? ;a kitevoknek meg kell egyezni.
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—8m(VO_E)-x =1 => Xp = d
h b Jém(V, —E)

A részecske annal jobban be tud hatolni a klasszikus fizika szerint szdmara tiltott tartomanyba
minél kisebb a tomege és minél kisebb a hidnyzo energia.

Alaguteffektus

Véges vastagsagu gat N

V(X) = {

Ohax<0vagy x>a
V,haO<x<a

Vo

Emellett: E<Vq 0 a

4+ Re(p

NSO

P
oA e s
3

L J

G: annak a valoészintisége hogy a részecske atjuthat a gaton. J6 kozelitéssel az alabbi formula

adja meg:
@f8m(v -E)

" p(0)

Ez a kvantummechanikai alaguteffektus. (A klasszikus mechanikaban ez az effektus
hianyzik.)

A részecske jo eséllyel atjut a gaton (G nagy), ha
e mkicsi
e Vo-E (azaz a hianyzo energia) kicsi, és

e a gat szélessége Kicsi.

Példak az alaguteffektusra

21



1. Vékony oxidréteg vezet.

~1l eV Vo

fém 1 oxid fém 2

B n _ 10
J8m(V, —E) 4102 .10"
Koriilbeliil egy réteg oxid csokkenti e-vel az elektronsiiriiséget. Mivel a legtobb vezet6 feliilete a

szabad levegdn oxidalodik, a mindennapokban ezt a jelenséget hasznaljuk, pl. amikor bedugjuk a
konnektorba a villasdugot.

X, =107 - ez kb. egy oxidréteg vastagsaga.

A tranzisztoroknal a miniatiirizalas miatt olyan vékony a vezérl Gate elektrodat a vezérelt
csatornatol elvalaszto oxidréteg, hogy azon alagutazassal atjuthatnak az elektronok, ami a vezérld
teljesitmény novekedését jelenti. Ez az egyik akadalya a tovabbi méretcsokkenésnek. Bizonyos
memoriatipusok (EEPROM, Flash) esetében viszont ugyanez a jelenség hasznos, mivel az adat az
elektromosan minden oldalrol leszigetelt Gate elektrodan toltés formajaban tarolodik, aminek irasa
¢és olvasasa alagutazéssal torténik.

2. Hidegemisszio

Az elektronok a fém belsejében egy
potencialgddorben vannak, a gat végtelen
hosszunak tekintheté = az elektron kijutasi
valoszinlisége zérus.

vakuum fém vakuum

Fesziiltséget kapcsolva a fémre, az igy kialakult
gaton az elektron véges valoszinliséggel atjuthat.

Gyakorlati alkalmazas: pasztaz6 alagitmikroszkop.

E
( kulso elektromos

Pasztazo6 alagutmikroszkdp (scanning tunnel
microscope)

az egykristaly hegyet mozogatjak a feliilet felett. Ahol a feliileten domborulat van, a tiihegy
kozelebb kertil a feliillethez — csdkken a potencidlgat — nd a G atjutasi valoszintiség. Ekkor, hogy
allando értéken tartsdk az aramot, a tiit eltdvolitjak a feliilettdl és ezt a tavolitast regisztralja a
berendezés. Tehat a tli nem ér hozza a feliilethez!
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egykristaly hegy

a végén egy atommal
—

N\

felilet

3. Minden energiatermelé reakcié kiiszob alatt indul.

Legyen pl. Vo a potencialgat magassaga, E a rendelkezésre allo energia.
Ha V o > E, de Vo-E kicsi, akkor a reakcio6 igen lassan mar folyik.

Példaul a magfazidhoz kb. 100millio K hémérséklet kellene, de a nap belsejében is csak kb. 10
millié K van, ezért lassu a fzio.

Vo
Ex E ;
4. o, - bomlas: Ev
s+ E
Z-e2-e \
Ury=k————
r 'y \
E " r
vakuum mag vakuum

Az a részecske elobb-utobb atjut a gaton.

5. Tunnel-magnetoresistance: A modern GMR olvasofejekben a két magneses réteg kozott olyan
vékony szigeteld réteg van, amelyen alagutazassal jut 4t az elektron

6. Alagut-diéda: Van olyan U tartomany, ahol a fesziiltség novelésekor csokken az aram. Ennek
magyardzatat késobb targyaljuk.

7. Josephson-atmenet a szupravezetéknél: Vékony szigeteld rétegen fesziiltség nélkiil is folyhat
aram.
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Az impulzusmomentum

A palyaimpulzusmomentum

Az elektron atommag koriili mozgasahoz kapcsolodo perdiilet:

L =F x P a klasszikus fizikaban.

A kvantummechanikaban a fizikai mennyiségekhez operatort kell rendelni. Példaul:
Do o ho
z y X iy X 1 dp

L, eldallitdsa gdbmbi polar koordinata-rendszerben ezt az alakot 6lti. A t6bbi komponens

>

bonyolultabb, nem vessziik. Az atomfizikdban az origdt az atommaghoz régzitjiik, az a
viszonyitasi pont.

Mivel egyenlé a perdiilet nagysaga?

Venni kell a koordinatak négyzetdsszegét:

L2:L§+L§,+L% azaz ﬁzzﬁx+liy+ﬁ%

Az operator négyzete azt jelenti, hogy kétszer kell alkalmazni.
Allitas:

Ly, Ly, L, egymassal nem felcserélhetd, de (2 barmelyikkel felcserélhetd.
PI:

9P, 3P, — N—\yF\ZX\PZ + P2, — 2Py 9P, + XEZ\;Q hﬁxz\Ay Ry

Csak a kanonikusan konjugalt valtozok operatorai nem cserélhetdk fel.
B2 (9P — %Py | - 2Py *( By 9 - Py %)

: : h . N
Mivel a szorzat elsé tagja egyenlé — -vel, a masodik pedig —L; igy a megoldas:
i
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h

I:Z = |h|:z
Ez az operatorok kommutatora.

Kovetkezmény:

e L, , L, és L, egyidejiileg nem hatirozhatok meg (mert nincs szimultén sajatfiiggvényiik, ezért
nem lehet olyan allapot, amely mindharom mennyiségre nézve sajatallapot).

e viszont L? és valamelyik komponens ( pl.: L,) egyidejiileg meghatarozhato.

Szimultan sajatfiiggvényekkel egyszerre két sajatérték-egyenletet is felirhatunk :
Lo="r¢ o
n amelyek egyidejlileg megoldhatok.
Lo=Lg

Megoldas nélkiil a végeredmény :
L>=#%1(1+1) 1=012,...
L, =7m m=—l,—1+1,...,1 szimultdn sajatértékek
?=Y,,($ ) szimultan sajatfiiggvények ( gombfiiggvények ) , ahol 9 azimut,
@ polarszog. A gombfiiggvények alakja a kovetkez6 (nem kell megtanulni!)
20+1)(£—m)!
Y'6.0) = (_1)m\/ : 47z(z?(+ m)!)

ahol P az Gn. asszocialt Legendre polinom.

P (cos9)e™ |

Pl.: a) legyen =0 ekkor L =0 és L, =0 egyaltalan nincs impulzus momentum.

1Zh

e

b.) legyen I =1 ekkor
L? =7r*2
és L =—h ,ham=-1

4

L=0 ,ham=0

Z

L =h ,ham=1.

" A kapott eredményeket bal oldalt

abrazoltuk. Ez egy NGY, sugart gdmb
amelyben

AR

.

e afelsd kup alkotovektorainak hossza V27 , ennek fliggbleges vetiilete 7, ez éppen
megfelel az L, =% ha m=1 esetnek

e az also kup alkotovektorainak hossza V2n, fiiggbleges vetiilete —7, ez megfelel L, =—#
ha m= -1 esetnek
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o akozépen 1évo kor pedig a L, =0, m=0 esetnek felel meg.

Kovetkeztetés:

a kitiintetett irannyal az L impulzusvektor nem zarhat be akarmilyen szoget.

Pl:  8,=?

L, #n 1 A2 .
cosSl—T—E—E—T = $, =45
hasonloan elvégezve a tobbi esetben is

9 =45° m=1

9 =90° m=0

9 =135° m=-1

IRANYKVANTALAS : tetsz6legesen felvett irannyal a rendszer impulzusmomentum-vektora
nem zarhat be akarmilyen szdget. (Nobel-dij az igazolasaért)

Hatarozatlansag itt is van! Ha ismert az L vektor egy komponense, a tobbi (a mésik kett3) mar
bizonytalan. A vektort jellemz§ 3 adatbol (x,y,z) vagy (r,$,¢) csak ketté hatdrozhaté meg

egyidejiileg.

Itt meghataroztuk r-t, @ -t, de ¢ hatarozatlan maradt. = Az impuzusmomentum-vektor nem
hatarozhat6 meg teljes pontosaggal! (kivétel, ha L =0)

Mi a helyzet centralis mezében?
Ekkor L megmaradd mennyiség, mivel nincs forgatonyomaték.
A potencalis energia csak a centrumtdl mért r tavolsag fiiggvénye. V(#) =V (r)

x> "y2 Tz

Ekkor £ és egy tetsz8legesen vélasztott L impuzusmomentum-komponens-operator, (i L.L )

felcserélhetd. Ennek kovetkezménye: vannak szimultan sajatfiiggvényei, sajatallapotaik egyszerre
léteznek.

A korabbiakat is hozzavéve: E, L2, iz operatorok szimultan sajatfiiggvényekkel rendelkeznek,

azaz egyidejlileg meghatarozottak a rendszerre nézve (de ekkor az x és az y komponens nem
hatarozhato meg, kivéve, ha L=0).
Ennek kdvetkezménye: E , L? és L, egyidejiileg meghatarozott értékekkel rendelkeznek.

A sajatfiiggvény alakja: o(7) = £(r,9)Y,,(9,9),  ahol Yim(9,¢) gombfiiggvényeket jelol.
Ez barmiyen centralis mezében igaz.

(Megjegyzés: klasszikus fizikaban E és L allandé a centralis mez&ben).
A spin

1925. Goudsmit és Uhlenbeck: az elektron rendelkezik sajat impulzusmomentummal ( a porgése

—

miatt ). Ez a SPIN. Jele: S
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: teljes impulzusmomentum

: palya impulzusmomentum

oI i

> spin

Az impulzusmomentumra vonatkozd sajatérték egyenletnek a spinre is igaznak kell lennie:

S*p=5"-¢
S.-$=S5.-¢
Megoldas: (levezetés nélkiil, csak a sajatértékekkel foglalkozva)
S?=h*-s-(s+1) de S=
1 1 1

2
S, = h-mg ms=i2 azaz ms=§ és mSZ_E

azaz kétféle beallas 1étezik. A spinvektor nagysaga behelyettesitéssel adodik:
11 3 g V3
S2=R>-Z.(=+D="pH S=|9=—"-
2 (2 ) 4 ‘ ‘ 2
Tovabba

h

S LBy
cosy =< =(n5)+(5 'h)_ﬁ

Tehat a spinvektor fiiggélegessel bezart szoge: y = cos™

B3

NO 54,7
3

4
A

=t

A kvantumszamok rendszere kiegészitendd egyelektronos atomok esetén:

n, I, m, ms

ms: SPINKVANTUMSZAM. Tehat szigorian véve nem a spin a kvantumszam, mert az mindig

ugyanannyi, hanem a spin-vetiilet. Ennek felhasznalasaval:
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1 1
Ms =75 vagy Ms =7

A nemrelativisztikus kvantummechanika nem tudja levezetni vagy megindokolni a spin 1étezését,
de axidmaként ellentmondasmentesen bevehetd az elméletbe. A relativisztikus kvantumelméletbdl
kijon a spin 1éte (a spin egy relativisztikus effektus). Nem az elektron forgasabol szarmazik, hanem
egy elvalaszthatatlan (velesziiletett) tulajdonsag.

A magneses momentum

Az atommag koril keringd elektronnak nemcsak impulzusmomentuma (perdiilete), hanem
magneses momentuma is van. Korabban lathattuk, hogy a koraram magneses momentuma:
m=IA=IAfA, ahol A nagysiga a korlap teriilete(=r’z), irdnya a jobbkéz-szabély szerint
merdleges a korlapra, I pedig a kering6 elektron altal képviselt aram.

_dq_e
dt T
A késébbickben M legyen a jellés
T _rz S5 M= i =g
Y 2rr 2

o , , , - evr
Ezekkel a keringd elektron magneses momentumanak nagyséaga: ‘M ‘ = -

Tekintve, hogy az me tomegii klasszikus elektron perdiiletének nagysaga: L =mgvr,

- e . e
M=—-mvri=——
2m 2m,

e

L
Az elektronokra a negativ toltésiik miatt természetesen M és L ellentétes iranyd. Bar klasszikusan
vezettik le, ez az 0sszefiiggés a kvantummechanika szerint is igaz marad, még akkor is, ha ott sz6
sincs keringésrdl. A z-komponensre hasonléan kapjuk:
€
M,=—-L,; Le=f-m
2m

z
e

azaz

eh
M= py m; m=0;xL,£2...

e

Vezessiik be a u; = Ze—h (z 9,27-10%J/ T) Bohr-magnetonnak nevezett mennyiséget, ekkor az
m

e

egyenlet egyszeriibbnek néz ki:

M= igm: ™ e[-£,...-1,0,1,....(]

azaz a magneses momentum z-komponense is kvantalt, legkisebb egysége tehat a Bohr-magneton.
A spin esetén a mérések (és a haladottabb elmélet szerint) mas a helyzet, ugyanis a spinhez tartozé
— e —

magneses nyomaték kétszeres, tehat: Mg =—-S .
m

e

A z komponensre:
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e e e
ch=—H2-m=—-H-m=—"-95
2-m, L 2-m, L : 7o °

tehat magneses szempontbol a spin "duplan szamit". Az elektron teljes magneses momentumat és
annak z komponensét a vektorok, ill. a komponensek 6sszeadasaval kapjuk:

Mg =tpug =2

e me

- e - e -
M = -L+—-§
2-m, m,
e e e
M, =— L, +—-S,=——(L,+2-S
z 2.me v4 m, z 2-me ( V4 z)
Erdekesség:

Kvantumelektrodinamikai korrekciok miatt a valosagban az elektron magneses momentuma z
iranyl komponensének legkisebb értéke nem pontosan egyezik a Bohr-magnetonnal.

A pontos érték: Mg =1001 159 652 18,

A kvantumelektrodinamikai elméleti szamitas a kisérletileg mért értékkel 12 szamjegyig
megegyezik. Ez igen ritka pontossagot jelent.

Az egyelektronos atom kvantummechanikai modellje

(Hidrogénatom, ha Z=1, mas esetben ion)

elektron

mag
toltése: +7e

2

v(r)=—k 2
r
(Vonzo kolcsonhatas esetén a Coulomb-potencial negativ).
Az idéfiiggetlen Schrodinger-egyenlet a kovetkezd:
2 2
2m r

A gdbmbszimmetria miatt ugy egyszeriibb kezelni a problémat, hogy az r, 9, ¢ gdmbi

polarkoordinatakra tériink at, tehat a hullamfiiggvény 0j valtozoi: v =y ( r,$, (0) .

Ekkor persze a Laplace operatort is at kell transzformalni, ezt nem részletezziik.
A (staciondrius) megoldasok a kovetkez6 (szeparalt) alakban allnak el6:

v (r.d.9)=R, (9, ,(40)

ahol az n,I,m paramétereket kvantumszamoknak nevezik, az R radialis hullamfiiggvény pedig a
gdmbfliggvényekhez hasonléan bonyolult.

Az elektronok jellemzésére tehat nem célszerti a koordinataikat és a sebességiiket hasznalni,
ehelyett az un. kvantumszamokat hasznaljuk, amelyek a hullamfiiggvény paraméterei.
Késobb latni fogjuk, hogy a kvantumszamokkal a tobbelektronos atomok elektronjait is
jellemezhetjiik, de csak kozelitoleg, mivel egzakt jelentésiik csak az egyelektronos atomra (a H
atomra) van:
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N fokvantumszam: meghatarozza az elektron energiajat (a Bohr modellel kapott képlet szerint):

En:—zz-E*-i2
iz

ahol £ =2,18a) ésn=l, 2, 3, 4, ... (az ezeknek megfeleld héjakat sokszor K, L, M, N, ...

betlikkel jelolik). A fokvantumszam meghatarozza azon feliiletek szamat is, amelyeken a
hulldmfiiggvény zérus értéket vesz fel (csomofeliiletek).

ﬁ mellékkvantumszam: meghatarozza az elektron (palya)impulzusmomentumanak nagysagat:

\[\ = nJe(¢+1) , ahol £€[0,1,...n-1] .

Ez hatdrozza meg a ,,palya”, az elektronfelhé szimmetridjat (¢ =0 esetén gdmbszimmetrikus,
£ =1-re inkabb propellerhez hasonlo). (A Bohr-modell L = n# feltevése tehat helytelen.) A
konnyebb attekinthet6ség kedvéért az ¢ =0,1,2,3,... alhéjakat sokszor az s, p, d, f, ... betiikkel
jelolik.

M: magneses kvantumszam: meghatarozza az elektron (palya)impulzusmomentumanak z iranyu

komponensét: L, =#m , ahol me [—E e —1,0,1,..., ¢ ] . Ezaltal meghatarozza a ,,palya” iranyitasat,

pl. £=1-re a ,propeller” nem allhat akarmilyen iranyban, csak néhany jol meghatarozottban. Ez az
iranykvantaltsag a klasszikus mechanikdhoz képest 0j elem.

Ms: spin-kvantumszam: meghatarozza az elektron sajat impulzusmomentumanak z

komponensét: S, = zm, ahol m, = —% , +% . A sajat impulzusmomentum az elektron belsd

tulajdonsaga, a z tengelyhez képest kétféleképpen allhat €s vetiiletének nagysaga fele a
palyamomentum minimalis (de nem zérus) vetiiletének.

4
a ¢ figgvény alakja: P10 = Ke '

s @
I
{‘ \
2s &%)
\‘.’I'
0 S0y 100
average radius
- r
35 " E . \
’

0 50 pm 100 150

A tobbi fliggvény nem gombszimmetrikus:
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=0 H = =3
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| >

™
|

?) g =

S W a ¥
/ value defines shape of the
electron. This is also its orbital

pl: n=1 — 1=0 — m= 0 a hidrogén alapallapotban 0 impulzusmomentummal rendelkezik.
n=2 - I=0—-> m=0
vagy I=1—> m=-1
vagy m=0
vagy m= 1, ez az éallapot négyszeresen degeneralt!

Az iranykvantaltsag bizonyitékai

Korabban lattuk, hogy a magneses momentum ugyanolyan médon kvantélt, mint az
impulzusmomentum, beleértve az iranykvantéltsagot is. Viszont a magneses momentum
(ellentétben az impulzusmomentummal) egy jol mérhetd mennyiség, mert kdlcsonhat a magneses

mezével. A kolesonhatés energidja: E p —m-B .
Ha a magneses indukci6 a z tengely iranyaba mutat, akkor: By =-M,-B=y;-B-m , ahol
me [—E ven—10,1,..., E] egész szam. A magneses energia adagossagat két alapvetden kiilonb6zo

kisérlet is igazolja: a Zeeman-effektus és a Stern-Gerlach kisérlet.

A Zeeman-effektus

Megfigyelés: A magneses mezObe helyezett atom szinképvonalai felhasadnak.

E=0

>y

| —
>

b

Magyarazat: magneses tér hidnyaban az atomi energiaszintek nem fliggenek a magneses
kvantumszamtol, (homogén vagy inhomogén) magneses térben azonban igen.

31



Az E 0= —-m-B magneses energia, ami az m magneses kvantumszam eléjelének megfeleléen

negativ és pozitiv is lehet: B, =48 m vagyis a magneses mez0 eltolja, felhasitja az
eredeti szinteket. A foton kibocsajtasa soran — amikor az atomi elektron alacsonyabhb
energiaszintre keriil - a magneses kvantumszam vagy nem valtozik, vagy eggyel valtozik, tehat

= + . f = AE
AE, =0 vagy *us B. Ezen atmenet sordn kibocsajtott foton frekvenciaja h, ennek
Af =0 vagy =+ H B
eltolédasa a magneses mezobe helyezett atom esetében h lehet. A

szinképvonalak ebben a modellben tehat haromfelé hasadnak. Ha egy olyan elektront tekintiink,
amelynek nincs pdlyamomentuma, csak spinje, akkor a kétféle spin-beallas két kiilonbdzd energiat
jelent.

Megjegyezziik, hogy ez a Zeeman-effektus legegyszeriibb formdja, altalanos esetben az elektronok
spinje nagyon megbonyolitja a folyamatot.

Stern-Gerlach kisérlet

Ez a kisérlet mar kozvetlen bizonyitékkal szolgalt az iranykvantaldsra. A kisérlet soran egy
"kalyhat" hasznalunk ami Ag atomokat allit el6. Ezt az "atom sugarat" inhomogén mégneses
mez6n vezetjiik at és azt tapasztaljuk hogy hogy a sugar két részre hasad vagyis az ernyon két
foltot latunk, holott a klasszikus mechanika szerint egy elmosddott foltot kellene latnunk. Fontos
hogy atomokat eresztiink 4t a magneses mezon ¢s nem elektronokat, hiszen ebben az esetben az
elektronok korpalyara allndnak a két magneses polus kozott. A kisérlet elvi rajzat az alabbi
abrakon lathatjuk. A felvett iranyok tetszélegesek, a mi esetiinkben a kis koordinata rendszerek
jelolik ezeket.

Inhomogén magneses téren athalad6 atomnyalédb tobb (pl. két) elkiiloniilt agra

szakad. Az inhomogén mezdt az abran kiilonleges alaki magneses polusokkal hozzak létre. Az
atomnyaléab kozépen az elrendezés szimmetriasikjaban halad.

L e -

0 -

_ 5 |

&g atomot

eld dllits T ety

"kdlyha" blende méges 4 ettiy
inhomogén szenhdl

magneses mezdt

homank 1étre

Magyarazat: inhomogén magneses mezOben a magneses momentumokra irdnyitasuktol fliggéen
eré hat:

ﬁ:—v.Epzvmﬁ

Figyelembe véve, hogy a nyaldb helyén a magneses indukciod folfelé (a z tengely irdnyaba) mutat

F :_ILlB'm'A_B

¢s ebben az irdnyban is valtozik leginkabb: ’ AZ | A vizszintesen indul6 atomokra
tehat annyiféle fiiggdleges eltéritd erd hathat, ahanyféle magneses kvantumszamuk lehet. Ez pedig
az atomnyalab m db agra szakadasat jelenti.
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A kisérletet eldszor eziist atomokkal végezték el. Az eziist atomban a lezart héjakon kiviil csak egy
db (55) elektron van, melyre n=5, £ =0. Ennck a palya-impulzusmomentuma 0, de a spinje 2,

1
m =+>
amely kétféleképp allhat be ( ) 2)). Ez az erd képletében csak annyi valtozast jelent, hogy az
m helyébe 2m, =+1 irando (mert a spinhez tartozé magneses nyomaték kétszeres), tehat

Fz = iILlB T
AZ  Ennek megfeleléen az eziistnyalab a kisérletben két agra szakadt szét.

Kvantumstatisztikak

Azonos részecskeék:

pl.: Egy atom tartalmaz N db elektront, hullamfiiggvénye: ‘P(l_’; A ,FN)

Az atomban felcseréliink két elektront: 1. < 2. a hullimfliggvény: ‘P(Fz 7 ,FN)

Két elektron felcserélése semmilyen mérhetd fizikai mennyiségre nem lehet semmilyen hatéssal.
Matematikailag csak abban nyilvanulhat meg a felcserélés, hogy ¥ kap egy egységnyi abszolut

értéki €' fazisszorzot
R ~ \\2 AN
(‘P(rl,rz,...,rN)) = (‘P(rz,rl,...,rN)) =
= = = \_ ez = o= )
\I"(rz,r],rN)—e ‘P(rl,rz,r,v),

e”|=1

Ha most visszacseréljiik a két elektront.
. i\2
w777 )= (7,75 )= &) w7 7,7, ),
(12N) (21N)(1) (12N)
174
tehat €
A valosagban mindkét lehetdség megvaldsul, attdl fliggden, milyen részecskérdl van szo.

— il Tehat elvi szinten két lehetdség van.

i . .
1. ha € =lakkora hullamfiiggvény szimmetrikus a 2. részecske felcserélésére.
= bozonok, a spinvetiiletiik 7 egész szamu tobbszordse. (P1.: fotonok, egyes atomok, pl.
He).

i . .
2. Ha € =—1 akkora hullamfliggvény antiszimmetrikus a két részecske felcserélésére.

— fermionok spinvetiiletiik 5 illetve "3 lehet (pl.: elektron, proton, neutron).

A fermionokra, igy az elektronra is érvényes a Pauli elv, melynek altalanos alakja:
A természetben csak antiszimmetrikus elektronallapotok valosulnak meg.
Ugyanis tegyiik fel, hogy két elektron ugyanabban az 4llapotban van:

LIJ(G_: r21 r31"') = \Il(r21 ril r31--')
De az antiszimmetria miatt
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W) = (0, )

Vagyis a hullamfiiggvény egyenlé 6nmaga minusz egyszeresével, ami csak gy lehetséges, hogy a
fliggvény azonosan nulla, vagyis ilyen rendszer nulla valoszintiséggel 1étezik. Barmely két
valtozora kiilonboznie kell a fiiggvénynek, mert kiillonben az antiszimmetria nem teljestil.

A klasszikus-, a Bose-Einstein- és a Fermi-Dirac statisztika

Emlékezteto

A fazistér egy olyan absztrakt tér, amely a hely- és sebességkoordinatakbol van ,,0sszerakva”.
Tomegpont haromdimenzids mozgasa esetén 3+3 id6fiiggd adat irja le a tdmegpont aktudlis
allapotat. Ezt a 6 adatot, mely leirja a mozgast, abrazolhatjuk egy hatdimenzios koordinata-
rendszer egy pontjaként. Tehat a fazistérben a dinamikai rendszer 6sszes lehetséges allapotai
szerepelnek, méghozza a rendszer minden egyes lehetséges allapota a fazistér egyetlen pontjanak
feleltethetd meg.

A Boltzmann statisztika alapfeltevései voltak:
1. Az azonos részecskék megkiilonboztethetdek.

2. A faziscella tetsz6legesen kicsire valaszthato (azaz a fazistér egymashoz tetszdlegesen kozel
1év6 pontjai megkiilonboztethetdek).

3. Egy cellaban tetszélegesen sok részecske elhelyezhetd.
A kvantummechanikanak mindharom alapfeltevéssel szemben ellenvetései vannak:

1 & A mikrorészecskék megkiilonboztethetetlenek
Nem hordoznak ismertetdjegyeket, nem kdvethetd a palyajuk

h 3
26 AQ=AUAV =Ap Ap Ap. - AxAyAz = Ap Ax-Ap Ay -Ap Az > (5)

mivel Ap, Ax > g Ap, Ay > g Ap,Az > g . Tehat
3

AQ > ry a faziscella nem lehet tetsz6legesen kicsi.

3. lgaz a szimmetrikus hullamfiiggvénytii részecskékre (bozonokra)
Bose-Einstein statisztika igaz rajuk
Nem igaz az antiszimmetrikus hullamfiiggvényti részecskékre (fermionokra)
Fermi-Dirac statisztika igaz rajuk

pl.: 2 részecske 3 cellaban:

Héany lehetdség van?
Boltzmann Bose-Einstein Fermi-Dirac
ab *% * *
ab **x * *
ab * * * *
a b * *
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b a * *
a b *x
b a

a b

b a

Ezekbdl itt nem részletezett modon adodnak az eloszlasfiiggvények. Legyen Zj a faziscellak
szama az E; allapotban.

-
Boltzmann: Ni = KI e kT (A : arészecskeszamra vonatkozo mellékfeltételbol
szamolhato)
Z
Bose-Einstein: Vi = - E
A-ekT —1
Zi
Fermi-Dirac: Ni - E;
A-erT +1

ahol az A allando a hdmérséklettdl fligg, az egyes eloszlasokra kiilon szamithato.

Megijegyzések:

Ei
1, Haaz exponensben nagy szam szerepel, akkor A4-e*” >>1, azaz a harom statisztika
ugyanarra az eredményre vezet. Ebben az esetben a kvantumstatisztikék tartanak a
klasszikushoz.
A klasszikus (Boltzmann) akkor jo kozelités, ha E; elég nagy, és a részecskék nincsenek
nagyon slirlin. Most mar érthetd, hogy miért adott helyes eredményt a Boltzmann statisztika
nem tal szE&lséséges allapott gdzokra. Tehat a nagy energias allapotok mindharom statisztika
szerint kb. ugyanugy vannak bet6ltve, ezért az egyszeriibb Boltzmann statisztikat lehet
hasznalni. Az eloszlas nagyenergias részét Boltzmann-faroknak is nevezik.
2, Ha E; kicsi vagy igen nagy a stirtiség, akkor nem alkalmas a Boltzmann statisztika (a gaz
nem tekinthet6 idealisnak - elfajuls gaz)
Az atomok Bose-kondenzacioja: Igen alacsony hdmérsékleten az Gsszes atom egyetlen
(energia)faziscellaba rakhat6. Ez a 90-es évek atomfizikajanak igen 1ényeges eredménye.
Lényegében a Bose kondenzacié témakdrébe tartozik néhany makroszkopikusan is
megnyilvanuld kvantummechanikai effektus: a szuperfolyékonysag és a szupravezetés.

2. Bose-Einstein-statisztika alkalmazasa fotongazra
7

_fip kT

A

Fotonok: egymastol megkiilonboztethetetlenek, egy
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faziscellaba tetszOleges szamu keriilhet.

Nincs részecskeszam megmaradas eléirva (keletkezhetnek, eltiinhetnek szabadon). Ez utobbi
kovetkezménye, hogy A = 1. (bizonyitas nélkiil)

24

220k

2.0
1.8
1.6
1.4
1.2
1.0

Average population

0.6
0.4
0.2

0.8

3. Fermi-Dirac-statisztika alkalmazasa "elektrongazra"

£1
M1 =

Ei

kT

bde + 1

ErF neve : Fermi-energia

j—!-ose—[—instein distribution function
S B =—on
= E/kT
~ Ae -1
| Maxwell-Boltzmann distribution function
1
NS B
E/kT
B Ae
0 1 2 3 4 5 6 7 8 o
Energy
&1
_EF
E - EF ET
kT Az A =e a részecskeszamra

+1 vonatkozo6 mellékfeltételbdl kijon

N.

Nézziik meg, hogy altalaban egy faziscelldban hany részecske lesz, azaz mivel egyenld az _

betoltési valoszintiség:

A Fermi-eloszlas:

Z;
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ErFnél a faziscellak éppen 50%-a van betdltve. T — 0 esetben a Fermi-szint alatti allapotok mind
betdltve, folotte tiresek. Az elektronok tobbségének az energiaja nem valtozik a hdmérséklettel.

Kovetkezmény:

A fémek fajhdjéhez a szabad elektronok csak elhanyagolhat6 jarulékot adnak.

(pl.: 1000K —nél a jarulék 2 %)

A fémben 1év6 szabad (vezetési) elektronokra nem érvényes az ekviparticio tétele, legfeljebb
azzal a megkdotéssel, hogy az elektronok tobbségének nincs szabadsagi foka.

Osszefoglalas: A fizikaban harom kategoriat hasznalnak a részecskék leirasara:

1. Klasszikus részecskék: megkiilonboztethetdek, egy faziscellaban tetszélegesen sok lehet,
Boltzmann-statisztika.

2. Bozonok: Megkiilonboztethetetlen részecskék, egy faziscellaban tetszélegesen sok lehet,
szimmetrikus a hullamfliggvényiik, Bose-Einstein statisztika érvényes. Ezek felelosek a
kolesonhatasok kozvetitéséért, Oket nevezhetjiik a vilag épitdkovei kozotti ragasztonak vagy
habarcsnak.

3. Fermionok: Megkiilonboztethetetlen részecskék, egy faziscellaban csak két részecske lehet
ellentétes spinnel, antiszimmetrikus a hullamfiiggvényiik, Fermi-Dirac statisztika érvényes. Ezeket
nevezik a vilag épitdkoveinek (,,két tégla nem lehet egy helyen”).

Alkalmazas: paramagneses szuszceptibilitas

Helyhez kotott atomok lezaratlan belsé elektronhéjaibol adodd méagneses momentumokat
vizsgalunk. Feltételezziik, hogy a szuszceptibilitas kicsi, ezért a B magneses indukciot poH-val
kozelitjik. EQy m momentum energiaja a H kiils6 térben ekkor

E = —u,mH

Az egyszerliség kedvéért vizsgaljuk a spinmagnesesség esetét, vagyis amikor két lehetséges
beéllasa van a magneses momentumnak. Az egyik energiaja a kiilsd tér nélkiili allapothoz képest
pozitiv, a masik negativ. Ha a kiils¢ tér felfelé mutat:
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E.=E,—u,mH ¢ E, =E; + ,mH

Mivel helyhez kotott, azaz megkiilonbdztethetd részecskékrdl van sz6, a Boltzmann statisztikat
alkalmazzuk. A két energiaszint bet6ltési szamai:
E
5 &

de NT +N 1= N , ahol N az &sszes momentumok szama, ami allando, vagyis

e +e
A=————
N
Behelyettesités utan az Eo kiesik, igy:
tomH
N, = N € KT : N, = N _%kn';H
T luOmH luOmH cs L pemH _HpmH e
e kT +e kT e kT +e kT

A rendszer eredd magneses momentuma:
D m=Nm-Nm

ahol m egy atom felfelé all6 magneses momentuma. A magnesezettség:
HomH HomH
- lge. m m ekl —e¢ kTN mH
M=>>m=—(N,-N,)=—N N g th A0
Y Vv Vo HmH smH oy kT
e KT Lo KT

Az exponencialis fliggvényt sorba fejtve, gyenge térre (,mH << KT , tehat csak els6 rendig
megyliink el) kapjuk, hogy

- N _ ymH
M ~—M- 'Llo—
V KT
Azaz M = yH ahol a szuszceptibilitas forditottan aranyos a hdmérséklettel:

_Nm?
2= Mo T

Az is megjegyzendd, hogy a szuszceptibilitds egyenesen aranyos a magneses momentum

nagysaganak négyzetével, tehat szuperparamagneses nanorészecskéknél joval nagyobb, mint
paramagneses atomoknal.

_HomH
Ha a tér erds, az € kT
tart.

Ha nem azt tételeztiik volna fel, hogy kétféle momentum-beéllas van, hanem azt, hogy a kettd
kozott folytonosan barhogy beallhatnak a momentumok, Kvalitative akkor is nagyon hasonlo

eredményeket kaptunk volna.

tagok elhanyagolhatova vélnak, ekkor a magnesezettség konstanshoz

A tobbelektronos atomok
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Az egyelektronos atomra elméleti uton egzakt eredmény kaphatd. A tobbelektronos atomok
kelléen pontos leirasa viszont a kvantummechanika legnehezebb problémai koz¢ tartozik. E leiras,
kiilondsen nagy rendszamu atomok esetén, csak hatékony kozelitd modszerekkel lehetséges. Latni
fogjuk, hogy a legaltalanosabban hasznalt kozelitésben egy atom minden elektronjat egy-egy, a H-
atom elektronjanak leirdsakor mar bevalt kvantumszam-négyessel irjuk le.

Mar a Kételektronos atom esete is csak numerikus kozelitéssel oldhatdé meg, de tetszéleges
pontossaggal.

=

)
+ £€
Az idofiiggetlen Schrodinger-egyenlet:
2
h Z Ze e
o AT AP kS - k£ co k¢ -Eg
2m
h® .. .
—2—(A1 +A,)p kinetikus energia
- kZi - kzi(p a mag és elekrton kdlcsonhats
rl r2
e2
-k—o¢ elektron—elektron kdlcsonhats
rl,Z

Még tobb elektron esetén sokkal tobb tag van a Hamilton-operatorban:

2
h ZA keZz + ke’ Zz—go Eo

lll lljll]
H—/
i>j

ahol
o=0ln.0 .ty ¢ a helykoordnatak fiiggvénye

3N darab valtozo szerepel a fiiggvényben. Példaul vas esetén N=26.

Ha egy-egy valtozo 100 pontjaban taroljuk a fiiggvényértékeket (ennyi a megfeleld pontossaghoz
feltétleniil sziikséges), akkor 6sszesen

100°N =100%* =100" —10"°darab

fliggvénypontrol van szo.
Mekkora szamitdgép kell ennyi adat tdroldsdhoz ?
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1 kg = 10?® atombol 4ll
1 naprendszer ~ 10*° kg
1 galaxis ~ 10! naprendszer
1 vilag ~ 10** galaxist tartalmaz
tehat 1 vilag ~ 1078 atombol all

Mivel egy fliggvényérték tarolasahoz legalabb egy atom kell (s6t belathat6 idon beliil egynél joval
tobb), ezért ekkora szamitogép elvileg sem épithetd, és még nem is beszEltiink arrdl, hogy
differencidloperatorokat kellene hattatni erre a fiiggvényre. Tehat atlagos atommeéret esetén
pusztan numerikus kozelitd modszerrel nem oldhatéo meg a probléma. Masfajta, hatékonyabb,
fizikai alapokon allo kozelités sziikséges !

Kozelités egyrészecske hullimfiiggvényekkel (fiiggetlen részecske kozelités). A hullam fgv-t
egyrészecske hullamok szorzataként képzeljiik el.

D7 sa Py ) = @1(7) 2o (7)--- o0 ()

Ezt a fiiggvényt mar konnyebben tudjuk tarolni. Igy ha egy darab ¢ -t 1003=10° ponton
brazolunk, az 6sszesen N*10° pont. A szamitas azonban nem egyszert.

A kozelitésben a Schrodinger-egyenlet szétesik N darab kiilonallo egyenletre.

—i-A _keZZl +k62il (’7)_E (’7)
2m ri =Ry R
N—r—

i#]
Itt nem részletezett modszerrel az egyenlet numerikusan megoldhatd. Az eredmény: néhany
szazalékra pontos energiaértékek kaphatok. A legfontosabb valtozas, hogy
az energia most mar a fokvantumszam mellett a mellékkvantumszamtol
is filgg. Konkrétabban, ugyanazon n-re / -lel névekszik az energia:

E,/ <Epii

Ez azt jelenti, hogy a kvantumszamok jelentése modosul egy kicsit.

Oka: Ha tobb elektron van, a belsd elektronok taszitjak a kiilsdket, vagyis learnyékoljak szdmukra
az atommag vonzasat, ezért a potencidlis energia abszolut értékben csokken. A magasabb ¢ értékii
elektronok palyaja tavol van a gdbmbszimmetriatol, ezek az elektronok atlagosan tavolabb vannak a
magtol és igy jobban érzik a learnyékolast, tehat a mag Coulomb-vonzésa csokken, a potencialis
energia abszolut értékben csdkken, az dssz-energia nd.
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n=1

= allapot F allapot D dllapot

Lathato, hogy ez a fliggés nem elhanyagolhatd, hanem olyan mértékii, hogy a nagyobb
fokvantumszamu elektronnak kisebb lehet az energidja:

E(2s)< E(2p)< E(3s)< E(3p)< E(45)< E(3d)
A teljes sorrend, nagyobb betiimérettel jeldlve a sorban hatrébb cstszott allapotokat:

1s, 2s, 2p, 3s, 3p, 4s, 3d, 4p, 5s, 4d, 5p, 6s, 4f, 5d, 6p, 7s, 5f, 6d, 7p

Megjegyzés: ma mar ezreléknél is pontosabb kozelitések is vannak, amelyek szdmos itt nem
targyalt hatast is figyelembe vesznek. Ezek ismertetése meghaladja e targy kereteit.

A peridodusos rendszer
A kovetkez0 torvényeket tekintetbe kell venniink:

1. Pauli elv: (fiiggetlen részecske kozelitésben) ugyanazzal a n, I, m,m, kvantumszam négyessel
nem rendelkezhet két elektron egy atomon beliil.

2. Energiaminimumra valo torekvés, azaz a 1étez6 energiaszintek alulrdl kezdve toltédnek fel.

3. Hund-szabaly: azonos energidju szintek koziil a térbelileg kiilonbozéek toltédnek be eldszor.
fgy vannak az (egymast elektrosztatikusan taszito) elektronok a legmesszebb egymastol. Raadasul
az ered6 spinvetiilet maximalis, tehat az elektronok eldszor kiilonbdz0 mégneses és megegyezd
spinkvantumszammal keriilnek az atomba, ahogy ez az alabbi tablazatban is lathato pl. a nitrogén
sorara tekintve.

Elem  Elektronkonfiguraci6 Utolso elektron Eredd spin vetiilete
kvantumszamai
n I m m,
H 1s 1 0 0 pl .:1/2 Vs
He (1s)? 1 0 0 -1/2 0
Li (1s)*2s 2 0 0 1/2 1/2
Be (1s)?(2s)? 2 0 0 -1/2 0

41



B (1s)*(2s)?2p 2 1 1 1/2 1/2
C (1s)*(29)?(2p)? 2 1 0 1/2 1
N (1s)*(2s)?(2p)°® 2 1 -1 1/2 32
0] (1s)*(29)*(2p)* 2 1 1 -1/2 1
F (1s)>(2s)2(2p)° 2 1 0 -1/2 1/2
Ne (1s)*(2s)%(2p)°© 2 1 -1 -1/2 0
Na (1s)*(2s)%(2p)°3s 3 0 0 1/2 1/2
i AZ ELEMEK PERIODUSOS RENDSZERE w v V™ v -2
™
K 1 ! H s relatly atoentdmeg 26,98 xﬂe‘
vegypel — Al: ' 12.01 et am Jww o
2 rensedm e [ 13 21 ar clektronok eloseiing C - N s 0 " F 3 Ne.
L ur eperginszinteken L] s Hr o 3 2 S5 2 :&l‘
Alumisium o i maer W
3 P S Cli| Ar:
M MW N w e v v i 1" Nt | ke | i ] hag
] w1,
.
N 4 .Kr‘;
‘ 2ot et
5 1% Xet
0 n“ 3 ﬂx‘-.l
| 32
v ® a
| eAz clomek ideiglenes elnevezése
7 14 Rf~Ratherfordium - [04 Ku-Kurtschatovium
Q ~105 Ha~Hanium - 105 Ns-Niclshohrium
LANTANOIDAK
AKTINOIDAK

Ha tehat (képzeletben) a +Ze t6ltésti atommaghoz egyesével adagoljuk az elektronokat, akkor az
elsé elektron a legkisebb energiaji, azaz az 1s allapotba megy (n=1, 1=0, m=0 és pl. ms=1/2). A
masodik elektron még mehet az 1s allapotba, mert ms=-1/2 is lehet. A harmadik elektron mar nem
»fer be” az n=1 allapotba, ezért az eggyel magasabb energidju, az n=2 fékvantumszamu allapotba
fog menni. Szamoljuk 0ssze, hogy ez az allapot hanyféle kvantumszam kombinacidban tdlthetd be,
azaz hany elektron ,,fér el rajta”. Ha n=2, akkor ¢ kétféle értéket vehet fel: 0 és 1. Ezen beliil ¢ =0-
ra m=0, mivel ms-nek két lehetséges értéke van, ez két lehetéség. n=2, £ =1-re m haromféle lehet -
1, 0 és 1, a spin miatt kettével szorozva 6 lehetség, azaz 6sszesen 8 lehetséges kombinacid. Tehat
az n=2 fékvantumszamu héjon max. § elektron lehet, azaz 6sszesen 8 olyan kémiai elem
lehetséges, amelynek legkiilso elektronja az L héjon van. A periddusos rendszerre pillantva
lathatjuk, hogy az els6 sorban valdban 2, a masodikban 8 elem van.

Ha az energia nem fiiggne a mellékkvantumszamtol, akkor a harmadik sorban mar 18 elem lenne,
mert az argon utan elkezdene betdltddni a 3d alh¢j. Viszont a valdsédgban a 4s alhéj mélyebb
energiaju, tehat az argon utan ismét egy, a natriumhoz hasonlo viselkedésti alkalifém, a kalium
kovetkezik.
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Ei ionizacios potencial: az az energia,

41 amellyel a leglazabban kotott elektron
leszakithat6 a semleges atombol.

3 1

; Az ionizacios potencial, mint a legtobb

atomi tulajdonsag a rendszamnak
periodikus fliiggvénye. Ezek a
tulajdonsagok a legkiilsd elektrontol
— fliggnek.

A |ézer (utols6 ZH anyaganak egy kis része)

Indukalt emisszio

Az atomokban az elektronok diszkrét energiakkal rendelkeznek, és energiaminimumra
torekszenek. Mint ismeretes, abszorpcié folyamata soran az atom elnyel egy fotont, és ennek

keriil. A gerjesztett allapot élettartama altaldban ~1078 s, az igynevezett metastabil 4llapotoké ~1072
s. A forditott folyamatot spontan emisszionak nevezziik, ekkor az elektron magatol egy
alacsonyabb energiaallapotba kertil, és az atom kibocsat egy ennek megfeleld energiaju fotont:

E,-E =hf
Einstein 1916-ban megjosolt egy harmadik folyamatot, az indukalt emissziot. Ilyenkor az atom

gerjesztett allapotban van, és elhalad mellette egy olyan energidju foton, amit 6 maga is ki tudna
bocsatani. Ez a foton indukalhatja, hogy az atom gerjesztettsége megszlinjon emisszio révén.

E2 A E2 E2
hf hf hf hf
MWWW> MWW> MWWW> VYVEVY
hf
E, — E, I E, = e
abszorbci6 emisszio indukalt emisszi6

Az abszorpcio, az emisszio, és az indukalt emisszid jelensége

A keletkezd foton az eredetivel megegyezd frekvenciaji, vele azonos iranyban halad, fazisuk
azonos, tehat ugy is tekinthetd, mintha az eredeti foton megduplazodott volna. Az ilyen
tulajdonsagu fotonok koherensek.

A lézer mikodése

A lényeg tehat, hogy most mar egy foton helyett kettd van, tehat a fény er6sodott. Angolul Light
Amplification by Stimulated Emission of Radiation, ami azt jelenti, hogy fényer&sités indukalt
emisszio révén, az elsé betlikbdl szarmazik a LASER, magyarul 1ézer. Azonban annak is van
esélye, hogy a foton egy olyan atommal talalkozik, ahol az elektron E; allapotban van. Ekkor
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abszorpci6 jon létre, az elektron E: allapotba kerill, a fény gyengiil. Ha tobb elektron van E;-ben,
mint Ez-ben (és altalaban, egyensulyi eloszlas esetén ez a helyzet), akkor atlagosan tobb foton
nyelddik el, mint gerjesztédik, nem jon létre erdsités. Tehat el kell érni, hogy az E2 gerjesztett
allapotii atomok szama nagyobb legyen, mint az E; alapallapotuaké - ezt inverz populacionak,

vagy populacioé-inverzionak nevezik — és ekkor lesz az indukalt emisszid valoszinlisége
nagyobb, mint az abszorpcioé: egy nem-egyensulyi eloszlast, populacio-inverziot kell 1étrehozni.
Ezt ugy érik el, hogy valamilyen modon tobblet energiat pumpalnak a rendszerbe és felhasznalnak
mas nivokat (pl. Es energiaszint) is.

Példa: Rubinlézer (szilardtest 1ézer). Anyaga kromoxiddal szennyezett aluminium oxid, a
mesterségesen novesztett egykristalybol hengert csiszolnak. Nagyintenzitasu fényimpulzussal
gerjesztik az Es nivot, ezutan ugynevezett sugarzasmentes atmenet torténik az E2 nivéra 107 s
alatt. Mivel az E, egy metastabil nivo és élettartama ~107 s, igy 1étrejon a populacié inverzio, az
E> és E1 kozotti 1ézeratmenet soran A= 694,3 nm-es sugarzas jelenik meg. A rubinlézer
impulzusiizemti 1ézer, azaz rovid impulzusokban bocsajtja ki a fényt.

A

| .,
E; | gyors sugarzasmentes
. | : atmenetek
£ H metastabil 4llapot
Y
pumpalas ?

lézeratmenet

/\/\/ 694 nm
AVAVAL
alapallapot |

! krémion energiaszintek a
rubinban

A rubinlézer miikodésének vazlata az energiaszintek segitségével

Gyakran hasznaljak még a He-Ne gézlézert is, amely folytonos lizemd.

A lézerfény tulajdonsagai:

nagyfoki monokromatikussag (a fotonok frekvencigja lényegében megegyezik),
kismértékli divergencia (széttartas),

nagyfoku térbeli és idobeli koherencia,

nagy feliileti teljesitménysiirtiség (lencsével 10® m? -es feliiletre fokuszalhato),

nagy spektralis teljesitménysiirliség (mivel egy adott frekvencidra koncentralodik az dsszes
energia).

Lézerek alkalmazasai:

megmunkalas, furas, ponthegesztés,

miitéti beavatkozas, sebészet retina ponthegesztés,

génsebészet,

vonalkodd leolvaso berendezés,

CD-DVD lemezjatsz6 1ézer olvasofe;,

interferencidn alapuld hosszusag, és sebességmérés,

holografiara alkalmas fényforras, (Gabor Dénes: holograf = teljes kép).
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